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Resumen

Los sistemas temporalmente reversibles o conservativos perturbados con inyeccion y disipacién de energia, llama-
dos sistemas casi-reversibles, exhiben comportamientos complejos tales como oscilaciones, caos temporal, patrones,
estados coherentes o estructuras localizadas, caos espacio temporal, etc. Para sistemas simples, es decir sistemas
descritos por un ntmero pequeno de grados de libertad, los comportamientos robustos o genéricos han sido car-
acterizados. En cambio, en el caso de sistemas extendidos, es decir, sistemas con un gran nimero de grados de
libertad (campos), los tipos de comportamientos robustos atin son una pregunta abierta y central del drea de la
fisica denomina no lineal.

El marco tedrico de esta tesis es el estudio de formacién de estados coherentes en sistemas casi reversibles
forzados temporalmente. En particular estudiaremos la formacién, destruccion e interaccion de solitones disipativos
observados en una cadena de péndulos vibrada verticalmente. Cerca de la resonancia paramétrica este sistema
es descrito por la ecuacion Parametrica de Schrodinger no lineal. Esta ecuacién de amplitud da una descripciéon
unificada de la evolucién de la envolvente de las oscilaciones. En este marco tedrico he caracterizado los mecanismos
de aparicion y destruccion de los solitones disipativos, en particular el mecanismo de aparicién es una bifurcacién
saddle-node y el mecanismo de desaparicion es la pérdida de estabilidad del estado homogéneo que soporta las
soluciones coherentes. Por lo tanto he caracterizado el diagrama de fase de estos estados coherentes. He mostrado que
hay dos tipos de soluciones coherentes o localizadas, caracterizadas por estar en fase o en oposicién de fase. Estas dos
soluciones estan conectadas por una simetria de reflexion. Considerando dos soluciones coherentes, he caracterizado
la interaccion de estas, la cual satisface una fuerza efectiva que decae exponencialmente con la distancia entre ellas.
Ademas, esta fuerza es atractiva o repulsiva dependiendo si los estados coherentes estan en fase o en oposicién
de fase, respectivamente. Esto me permitié caracterizar la interaccién de un gas diluido de estados coherentes, A
partir de lo cual he mostrado que la distancia promedio crece con el tiempo satisfaciendo una ley logaritmica.
La configuracién de un gas diluido de solitones disipativos es un estado genérico, pues las soluciones homogéneas
no nulas observadas en este sistema se destabilizan por medio de una inestabilidad espacial que da origen a esta
configuracién.

Todas las observaciones anteriores han sido verificadas numéricamente tanto en la ecuacion de la envolvente—
ecuacion Parametrica de Schrodinger no lineal— y la ecuacién de la cadena de péndulos forzada paramétricamente,
encontrando un acuerdo consistente.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Alcances de este trabajo de tesis

Es posible observar, en sistemas macroscépicos mantenidos fuera del equilibrio (via inyeccién y disipacién de
energfa), comportamientos auto organizados, tales como formacién de patrones y estructuras localizadas [1]. Du-
rante las ultimas décadas han sido observadas estructuras localizadas en distintas areas de la ciencia, tales como:
dominios en medios magnéticos [2], burbujas quirales en cristales liquidos [3], sistemas de descargas eléctricas [4],
reacciones quimicas fuera del equilibrio [5], ondas superficiales en fluidos vibrados verticalmente [6], oscilones en
medios granulares [7], estados aislados en conveccién termal [8, 9], sistemas épticos con retro inyeccién [10, 11].

Las estructuras localizadas representan estados que quiebran localmente la simetria de traslacién (defectos), es
decir, son como un parche de patrones soportados en un fondo distinto, por ejemplo un estado homogéneo. En la
figura 1.1 se ilustra un contenedor que tiene un liquido (agua) y un gas (aire) encerrado entre dos placas verticales,
el cual es sometido a vibraciones verticales armoénicas. Para cientos valores criticos de la frecuencia y amplitud el
sistema exhibe soluciones tipo particula (ver figura). Las estructuras localizadas son caracterizadas por la posicién
de los defectos y un numero finito de parametros, tales como el ancho, quiralidad, etc.

Figura 1.1: Estructuras localizadas en una celda con agua, sometida a un forzamiento externo.

Las estructuras localizadas son comportamientos robustos de los sistemas fuera del equilibrio, las cuales son
consideradas como estados tipo particula. Cuando los sistemas reversibles temporalmente son perturbados con
inyeccién y disipacién de energia (sistemas cuasi reversibles) [12], se ha observado que originan este tipo de soluciones.
Hay dos formas naturales de inyectar energia a sistemas reversibles: por medio de forzamientos a frecuencia constante
o a frecuencia nula (fuerza o torque externo). En el caso de forzamiento a frecuencia constate el mecanismo mas
conocido de inyeccién de energia es la resonancia. En el caso de forzamientos no lineales la generalizacion de
esto es la resonancia paramétrica [13]. Sistemas cuasi reversible forzados paramétricamente, cerca de la resonancia
paramétrica, son descritos en forma unificada por la Ecuacion No Lineal de Schrédinger forzada paramétricamente
y amortiguada, la cual analiticamente exhibe soluciones tipo particula denominadas solitones disipativos. En la
figura 1.2 es mostrado un solitéon usual observado en este modelo universal.

Al realizar simulaciones numéricas de una cadena de péndulos forzados paramétricamente de modo que el



Figura 1.2: Estructura localizada tipo soliton en la ecuacion no lineal de Schrédinger.

sistema oscila verticalmente, observamos que la oscilacién homogénea se deviene inestable por medio de una inesta-
bilidad espacial, que da origen a un gas de solitones disipativos. Estos solitones empiezan a interactuar produciendo
aniquilacién entre ellos y dando origen a una dinamica auto similar, dado que la desaparicion de solitones origina
solitones cada vez mas aislados. En la figura 1.3 se ilustra este fenémeno por medio del diagrama espacio temporal
de la ecuacién de Schrodinger no lineal, donde el eje horizontal da cuenta del espacio y el vertical del tiempo.

i

Figura 1.3: Dindmica auto similar entre solitones, en la ecuacién no lineal de Schrodinger.

A continuacién presentamos un desarrollo detallado de ejemplos mecdnicos que contienen los elementos esenciales
de los sistemas de nuestro interés, més especificamente, de los sistemas fuera del equilibrio extendidos espacialmente.
Comenzaremos estudiando un péndulo al cual se le inyecta energia (a través de un forzamiento paramétrico), luego,
en el mismo péndulo, consideraremos la disipacion de energia debida a efectos de roce con el aire. Luego pasaremos a
revisar el acoplamiento espacial de masas por medio de resortes, que resulta la analogia natural de acoplar péndulos
(una cadena de ellos) por medio de un soporte que los conecta a través de la torsién.

Finalmente, obtendremos la ecuacién de una cadena de péndulos forzada paramétricamente y amortiguada en la
cual, tal como ha sido mencionado, es posible observar formaciéon de patrones, estructuras localizadas tipo solitén
disipativo e interaccién entre solitones disipativos. Y por lo tanto, serd fundamental para continuar nuestro estudio
de interaccion.

1.2. Ejemplo mecanico de sistema con inyeccion y disipacion de energia

1.2.1. Ecuacién de Mathieu para angulos pequenos

Consideremos un péndulo de largo [, donde en el extremo inferior colocamos una masa m y en el otro extremo
(el pivote) lo forzamos paramétricamente mediante un agente externo en forma cosenoidal Y (t) = yo cos (Q2t), donde
yo representa la amplitud del forzamiento y € es la frecuencia externa de forzamiento. Consideraremos que tanto el
angulo que forma el péndulo con respecto a la vertical como la amplitud de forzamiento son pequenos. Por otro lado,



la frecuencia natural del sistema es Qp = /g/l. Las coordenadas de masa (puntual) respecto al sistema referencia
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Figura 1.4: Péndulo forzado paramétricamente.

son
x = lsinb, (1.1
Y(t)+1(1—cosb), (1.2)
y dado que el angulo es pequeno, tenemos
x =~ 16, (1.3)
y ~ Y(t)+1 (1 - (1 - %192» : (1.4)

(s6lo consideraremos la variable angular hasta segundo orden y la variable de amplitud hasta primer orden) luego
la variacién temporal de estas coordenadas, es dada por

i = 16, (1.5
y = Y +166,

luego la energia cinética del sistema estd dada por

T

%m (& +4°) (1.7)

%m ((19)2 + (Y + 199')2> . (1.8)

Como mencionamos al comienzo, tanto la amplitud de forzamiento como el angulo que forma el péndulo con la

. N2
vertical son pequeios, entonces despreciamos los términos Y2 y (106) , pues la variable de amplitud es de segundo

orden, mientras que la variable angular es de cuarto orden. Luego la tltima expresiéon queda
T = %m (129'2 + 211'/99') . (1.9)
Por otro lado, la energia potencial del sistema estd dada por
V =myg (Y—i—%ZHQ). (1.10)
De la teoria lagrangiana, si definimos la funcién L como el lagrangiano del sistema, entonces L =T — V. Luego,
L= %m (129'2 + 2m)9') — myg <Y + %w?) . (1.11)

3



Para encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema, aplicamos la ecuacién de Fuler-Lagrange, que para una
variable candnica ¢, estd dada por

d (0L OL
i (50) ~ 5w =" 2

nuestro caso, tenemos solo una variable canodnica, la cual es la variable angular del sistema. Calculando término por
término, tenemos

oL s
50 = mlY 0 —mglh, (1.13)
‘9_L, = mi?0 + mlY, (1.14)
a0
4 (3_L> — i+ miVO + miVe, (1.15)
dt \ o6

luego, reemplazando en la ecuacion de Euler-Lagrange, tenemos

= mi?6+mlY 0 +mlY — mlY 0 +mglo (1.16)
= mi*6 +mlY O +mglo (1.17)
P6+1V0—glo /-1/1% (1.18)

Finalmente reescribiendo la ecuacion en su forma standar, tenemos

0+ wezo, (1.19)

Ahora definimos unidades de tiempo adimensionales, 7 = (%

tenemos

)t, luego, reemplazando en esta ultima ecuacion,

2 . _ QQ 2
%9+ (9= 9o ZCOS( Ny, (1.20)

. - 2 . . 7 . e . .7
donde hemos definido 6§ = %. Normalizando el primer término de la 1iltima ecuacién, tenemos

" dg  4yo B

Para escribir la ecuacién de Mathieu, en su forma stdndar, definimos las siguientes cantidades a = (29 /9)2 y
q = 2yo/l, entonces la ecuacién queda

0+ (a—2qcos(27))0 =0 (1.22)

por definicién de la variable a, tenemos que esta es siempre mayor que cero y que tiene el valor a = 1 (a es escogida
en unidades de frecuencia natural)< 2 = 20, es decir, tiene el valor a = 1, cuando la frecuencia de forzamiento es
2 veces la frecuencia natural del sistema. Esta frecuencia se conoce como frecuencia de resonancia paramétrica. La
ecuacion de Mathieu es una forma especial de la ecuacion de Hill.

Analicemos qué ocurre cuando la frecuencia de forzamiento es cercana a la frecuencia de resonancia paramétrica,
es decir, Q1 = 2Qy £ v, donde v juega el rol de un pardmetro de Tuning (un afinador a la frecuencia de resonancia
paramétrica), donde consideramos que este pardmetro es pequetio. Por otro lado, el valor del pardmetro a toma la

4
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Figura 1.5: Efecto de Tuning.

forma

20\ 403

ay = (_0> =0 _ (1.23)

Q4 (2Q0 £ v)

pero dado que v es pequeno, tenemos
1
a4+ ~ - (1.24)
1+ 4

Al analizar la tltima ecuacién, notamos una discontinuidad en el pardmetro a_ cerca de la frecuencia v = Qg pues
al acercarnos por la derecha a la frecuencia natural obtenemos que el denominador tiende a cero por la derecha,
por lo tanto, esta expresion tiende a menos infinito, mientras que al acercanos por la izquierda obtenemos que a_
tiende a mds infinito, es decir, hay una discontinuidad (ver figura 1.6). Pero hay que recalcar que sélo debemos
concentrarnos en valores pequenos del pardmetro de tuning. Por otro lado, tenemos que el valor del parametro a
es 1/2 cuando v = €y por ambos lados.

o

Figura 1.6: Discontinuidad en el efecto Tuning.

1.2.2. Ecuacion de Mathieu para cualquier angulo

Ahora deduciremos la ecuacién de Mathieu para cualquier angulo. Por lo lo tanto, en esta seccién no haremos
aproximaciones del tipo § < 1 para la deduccién de dicha ecuacién, pero consideraremos que la amplitud de
formamiento es pequena, tal como en la seccién anterior. Tenemos que las coordenadas del péndulo (ver figura
(1.4)) estén dada por:

x = lIsiné, (1.25)
y = 1(1—cosh), (1.26)
luego, las derivadas con respecto al tiempo de estas coordenadas son
i = lcosb, (1.27)
= Y +1sinf9. (1.28)



Luego la energia cinética del sistema estd dada por

T = % (i + 17 (1.29)
m A 2 . . AN 2
- Z [(lcos@@) + (Y+zsm99) } . (1.30)
Luego,
T = % {12 cos? 06% + Y2 + 2V1sin 00 + 1% sin? 96"2} , (1.31)

y la expresion para la energia cinética es
T = % [129'2 V2?4 2Visin 99’} (1.32)

pero, tenemos que la amplitud de forzamiento es pequena, por tanto el término Y2 es despreciable. Finalmente la
expresion para la energia cinética queda

T = % [129'2 +2Visin 99’} . (1.33)
Por otro lado, la energia potencial del sistema es
V=mg[Y +1(1—cosf)]. (1.34)
El lagrangiano del sistema es L =T —V,
L= % [126"2 + 2Vsin 96‘} —mg[Y +1(1—cosb). (1.35)

La ecuacién que rige la dinamica del sistema se obtiene desarrollando la ecuacion de Fuler-Lagrange. Desarrollando
término por término, tenemos

L ) )
((?9_6‘ = mlY cos 00 — mglsinb, (1.36)
oL : .
— = ml*0 + mlY sin 6, (1.37)
00
y
d /0L . . ) .
— (—) = ml?0 4+ mlY sin 6 4+ mlY cos 66 (1.38)
dt \ 06
luego la ecuaciéon de Euler-Lagrange implica
mi?6 + mlY sin 6 + mlY cos 00 — mlY cos 00 + mglsin 6 = 0. (1.39)
simplificando algunos términos, tenemos
126 +1Y sin + glsin@ = 0. (1.40)

Finalmente la expresion para la ecuacién de Mathieu para cualquier angulo se puede escribir como

6+ @smo_ 0. (1.41)

La cual concuerda con la ecuacién de Mathieu para dngulo pequetios (ecuacién (1.19)), pues sinf ~ 6 en ese caso.
Considerando que el forzamiento es de tipo cosenoidal y aplicando los mismos cambios de variables que en la seccién
anterior, podemos reescribir la ecuaciéon de Mathieu en su forma estandar

0 + (a — 2qcos (27))sinf = 0. (1.42)



1.2.3. Ecuacion de Mathieu para cualquier angulo con disipacion de energia

Ahora deduciremos la ecuacion de Mathieu sin restriccién de angulos pequenos y con disipacién de energia. Para
ello, utilizaremos el lagrangiano del sistema encontrado en la seccién anterior (sin disipacién de energfa), es decir,
la ecuacién (1.35):

L= %{129’2 +2Vsin 00} — mg{Y +1(1 — cosf)} (1.43)

Agregamos al lagrangiano un término que da cuenta de la disipacién de energia, siguiendo la forma tipica para
disipacién lineal

L= %{126"2 +2Y1sin 00} — mg{Y +1(1 — cos 9)}} et (1.44)

donde i representa el coeficiente de disipacion de energia.
Procedamos a calcular los términos a usar en la ecuacién de Fuler-Lagrange:

13 ) )
((?“)_6‘ = {mlY cos 80 — mglsin }et", (1.45)
oL : .
— = {ml%0 + mlY sinf}e", 1.46
00
d /0L o . . - 2 o ;
w\25) = {ml*0 + mlY sin € + mlY cos 00}e"* + p{ml=0 + mlY sinf}e"", (1.47)
r
y asi se obtiene
{mi?0 + mlY sin 6 + mlY cos 00 + pmi*0umlY sin — mlY cos 06 + mgl sin 0}t = 0 (1.48)
o
mi?6 4+ mlY sin 6 4 pmi?6 + pmlY sin 6 + mglsin 6 = 0. (1.49)

Como lo hemos hecho antes, hemos supuesto que el forzamiento tiene una amplitud pequena (Y ~ yg) con yg < 1.
También vamos a suponer que el pardmetro de disipacién es pequeno, es decir, p < 1, por lo tanto, los términos
del orden O(uyo) son completamente despreciables, es decir, el término RumlY sinf ~ 0, luego la ecuacién (1.49)
se puede reescribir

mi?0 4+ mlY sin 0 4 pmi?6 + mglsin = 0. (1.50)

Esta es la ecuacién puede ser reescrita como

o (Y + g)
0+ no + fsinﬁzo (1.51)
Introduciendo la siguiente variable adimiensional 7 = (%t), adoptando un forzamiento del tipo coseinoidal Y (¢) =
Yo cos (Qt) y haciendo uso de las siguientes definiciones 6= % y 6= %, obtenemos
O\?2. QN . —yN? Ot
(5) 9+u<5>9+ L COZS( )9 Gno =0 (1.52)

0+ (%“) 0+ <<%QO>2 — (4—?0) cos (27)> sinf = 0, (1.53)

7



donde € es la frecuencia natural del péndulo. Para simplificar la notacién, definimos los siguientes parametros al

igual que en la secciéon anterior
200\ ?

g = <#) (1.55)
b o= <%“) (1.56)

Asf la ecuacién (1.53) en funcién de los nuevos pardmetros resulta
0 + b0 + (a — gcos (27)) sinf = 0. (1.57)

Esta es la ecuacion de Mathieu con disipacién de energia, donde el término a contiene informacion de la frecuencia
externa del sistema, ¢ contiene informacion sobre la amplitud de forzamiento y b contiene informacién sobre la
disipacién de energia del sistema.

1.3. Ejemplo mecanico de sistema extendido espacialmente

1.3.1. Ecuaciones de movimiento para un sistema discreto con acoplamiento espacial

Consideremos una cadena lineal de N atomos de igual masa acoplados por N — 1 resortes de constante elastica
k y separados unos de otros por una distancia a (donde a es mayor que la longitud minima del resorte) cuando se
encuentran en su estado de equilibrio. Cada atomo se diferencia del otro por medio un un subindice [. Denotaremos
con q; el desplazamiento del dtomo con respecto a su posicién de equilibrio. Enfatizamos que el subindice [ sélo
nos da el lugar de lozalizaciéon del atomo [. Vamos a suponer que la cadena es cerrada en si misma, es decir, que
la coordenada q; satisface la condicion de periocidad: q; = ¢4+ n. Para encontrar la ecuaciones de movimiento de
cada particula, exiten dos métodos: encontrar el lagrangiano del sistema 6 aplicar la segunda ley de Newton. El
lagrangiano del sistema es: L =T — V', donde T representa la energia cinética del sistema y V representa su energia
potencial. La energia cinética del sistema estd dada por

T =

N =

N
> mdt, (1.58)
=1

y la energia potencial es la suma de todas las energias potenciales de cada resorte por estar comprimido o
elongado con respecto a su posicién de equilibrio, segtn la ley de Hooke!,

N
1 2
V=5 kg —a) (1.59)
1=1
luego el lagrangiano del sistema estd dado por
1 1
_ -2 2
L= §qul - §Zk(ql+1—q1) . (1.60)
1=1 1=1
La ecuaciéon de movimiento, para una particula s, es obtenida a partir de las ecuaciones de Fuler-Lagrange

d (0L oL
T (&js) T 0. (1.61)

1La fuerza que ejerce el resorte sobre una particula obedecen la Ley de Hooke. Esta ley establece que la fuerza que experimenta
la particula es proporcional a la distancia respecto a su posicién de equilibrio, donde la constante de proporcionalidad es denominada
como constante eldstica del resorte, k.

Desarrollando término a término, tenemos
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Figura 1.7: a) Cadena de resortes acoplados en estado de equilibrio, b) Cadena de resortes acoplados en estado de
no equilibrio.
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= mgs, 1.62
ag. ~ ™M (1.62)
d (0L
— = mds, 1.63
i ( 8q5) mg (1.63)
oL 0 |1 ., 1 & s 1 , 1 )
= = i — = k — — =k (gs+1 —qs)" — =k (qs — qs— 1.64
94, 72 |2 > mi; 5 > (q+1 — @) 2 (gs+1 — gs) 5 (g5 — gs—1) (1.64)
=1 l=1;l#s,s—1
=k (QS-‘rl - 2(]5 + QS—l) . (165)
Asi, la ecuacién de movimiento para la particula s resulta
mgs — k (QSJrl —2qs + qsfl) =0. (166)

1.3.2. Limite continuo y la ecuacién de onda

La ecuacién (1.66) es vdlida para un ndmero finito de particulas, o en el mejor caso, para una suma infinita
mensurable de grados de libertad.
Para, en la formulacién anterior, pasar de un sistema discreto a uno efectivamente continuo, podemos llevar al limite
continuo el lagrangiano del sistema. En nuestro caso, tenemos una cadena lineal discreta de resortes y queremos
llevarla al continuo. Para ello, aumentaremos el nimero de “a4tomos” sin aumentar el largo de la cadena. Esto
implica que disminuye la distancia a de separacién entre cada atomo cuando se encuentra en su estado de equilibrio,
es decir, cuando N — o0, a — 0, pero conservando el largo de la cadena.
Para tomar el limite es conveniente reescribir el lagrangiano (1.60), como sigue

I /m .2 1 sfa—a)
L = EZQ(E)ql—§Zka (T) (1.67)
=1 =1
C oLy g (2=
= aZZ (a)ql ka - (1.68)
=1

N
— GZLZ’ (1.69)
=1



donde L; representa el lagrangiano de la particula [ reescrito de manera de hacer mas conveniente el tomar el limite
continuo.

Por otro lado, el limite continuo corresponde a una barra sélida elastica. Es claro que la cantidad ( %) tiende a
una densidad lineal de masa (masa por unidad de longitud) p. Ademds, recordamos que la extensién de una barra
por unidad de longitud es directamente proporcional a la fuerza o tensién que es sometida la barra, la cual se escribe
como F'=Y¢, donde € es la elongacion de la barra y la constante de proporcionalidad Y es conocida como médulo
de Young. La extension por unidad del longitud en el caso discreto se puede escribir como & = ql%:ql. La fuerza
necesaria para el estiramiento de un resorte es

F =k~ a)a = o (2220, (1.70)
que en el limite continuo resulta
Hnbka<gﬁi::£><_ka§__Yf. (1.71)
a—- a

Por lo tanto, recononcemos a ka cuando a — 0 como el médulo de Young.

En el continuo cada punto de la barra queda determinado por la posiciéon = y ahora la variable ¢ queda deter-
minada por la posicién y el tiempo, es decir, se transforma en una variable tipo campo ¢ — ¢(z,t). Asi podemos
establecer las siguientes relaciones entre el discreto y el continuo.

caso discreto caso continuo
(%) — p
ka — Y
a — q(x)
Q@ — %

2 - Jdx

Con esto, reescribimos el lagrangiano (1.68) como

-y [l () 0 (2] 72

2 2

qt qz
L=p—-Y= 1.73
p D) 9 ( )

con ¢ = 0q/0t y g = dq/0x. La ecuacién (1.73) corresponde a la densidad lagrangiana de una barra eldstica.
Luego el lagrangiano de un sistema continuo se puede escribir en términos de su densidad lagrangiana

L:/ma (1.74)

donde £ corresponde al aL; de la ecuacién (1.68), pero en el caso continuo.
Ahora, para deducir la ecuacién de onda a través de la densidad lagrangiana £, nos concentraremos en el campo
u(x,t) y supondremos que la dependencia de £ es de la forma:

L= L(ug,uy), (1.75)
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donde u; y u, son variables de la variable global u(x,t). Dado que La densidad lagrangiana es la densidad de energia
cinética menos la densidad de energia potencial para un sistema contnuo, andlogamente al caso discreto, se tiene

o)’ dpu)?
£ (D, D) = p t;) _yl 2“) (1.76)
Ahora aplicamos la ecuacién de Euler-Lagrange para sistemas continuos [14]:
d (oL d (0L oL
(= — — = =0. 1.
dt ((’“)u,) + dx ((i)uw) ou 0 (177)
Calculando cada término, tenemos
oL
t
oL
B —Y 0yu, (1.79)
g—i =0, (1.80)
luego,
d d
pn (pOyu) + e (=YO,u)—0=0 (1.81)
POt — Y Oppu = 0, (1.82)

la cual corresponde a la ecuaciéon de onda deducida a partir de una densidad lagrangiana.

1.3.3. Ecuacién para una cadena de péndulos forzada paramétricamente y con disi-
paciéon de energia

Para deducir esta ecuacién utilizaremos los resultados obtenidos en la seccién 1.2.3, esto es, el caso de un péndulo
forzado parametricamente paralelo al campo gravitacional. El lagrangiano (1.43) para este péndulo es

L = %{1292 +2YVsin 00} — mg{Y +1(1 —cosf)} (1.83)

donde Y = Y(¢) representa el forzamiento paramétrico. Ahora construimos la densidad lagrangiana para una

cadena de péndulos acoplados a primeros vecinos, los cuales experimentan un torque que es proporcional a su

desplazamiento angular respecto a su posicién de equilibrio, para ello agregramos un término de energia potencial
2

debida al acoplamiento % y un término asociado a la disipacién de energia e#!. También debemos enfatizar que

tanto la la constante de disipacion como la amplitud de forzamiento son pequenos. Luego, la densidad lagrangiana

se puede escribir como

. 12 . . . ,0)>
L (9, 0, 819) = {%6‘2 + mlY sin 00 — mgY — mgl (1 — cos ) — p%}e“t (1.84)

ahora calculamos los términos de la ecuacién de Euler-Lagrange para sistemas continuos, de acuerdo con (1.77):

g—g = {le cos 06 — mgl sin 0} e, (1.85)

11



oL

i {mi?6 + mlY sin 6}e"t, (1.86)
d (9L o . ) ot iy o o
al\as) {ml=0 + mlY sin 6 + mlY cos00}e"" + pu{ml“60 + mlY sinf}e"", (1.87)
oL
5g = PP (1.88)
d (0L
7 (570) = ot (1.89)
Reemplazando, se tiene
{mi?0 + mlY sin 6 + mlY cos 00 + pmlf + pmlY sin @ — pf,, — mlY cos00 + mglsinf}e’* = 0, (1.90)
y eliminado algunos términos
mi?0 + mlY sin @ + pmlf + pmlY sinf + mglsind = 0 (1.91)
1 By e P g .
O = lemH 7 7 Y sin 6 + T 0 7 sin 6. (1.92)

Ahora suponemos un forzamiento paramétrico de la forma Y (t) = ~sin (Qt), asi

Y = ~Qcos(Qt) (1.93)
Y = —yO%sin (). (1.94)

Reemplazando las ecuaciones (1.93) y (1.94) en la ecuacién (1.92), tenemos

1 .
b = —7 (=702 sin (2)) sin - %9 - % (72 cos (Qt)) sin 6 + #em - %sin@ (1.95)

0? . 0O
O = <FYT) sin () sin  — (%) - (%) cos (Qt) sin 6 + (#) 0w — (%) sin ), (1.96)

pero considerando que tanto la constante de disipaciéon como la amplitud de formzamiento son pequenos, entonces
el término que contiene py es despreciable, entonces la ecuacién (1.96) queda

02 .

Oy = <WT) sin (Qt) sin 6 — (%) 0+ (#) O — (%) sin 6 (1.97)
para escribir la ecuacién de una manera mas estandar, definimos:
~ 02
5 = WT (1.98)
i= k5 (1.99)
p

D = P 1.100
s (1.100)

g
0 = 1 (1.101)



donde €, representa la frecuencia natural de oscilacion de un péndulo y D una constante de difucién. Asi la ecuacion
resulta

Op = 7 sin () sin @ — 10,0 + DO, — Q2 sin ), (1.102)
o bien, como ahora § = 0 (x,t) es una variable tipo campo y al renombrar los pardmetros, se puede escribir como
O (x,1) = —Q2sin 0 (2, ) — pds0 (x,t) + DOyy (2, 1) + ysin () sin 6 (x, t) (1.103)

Esta es la ecuacién de una cadena de péndulos acoplados a primeros vecinos, con forzamiento paramétrico y disi-
pacién de energia. El término asociado al acoplamiento esta dado por el término de difusién, el cual proviene de una
densidad de energia de interaccién. El forzamiento paramétrico es paralelo al campo gravitacional, con amplitud -~y
y frecuencia 2. El término de disipacién es proporcional a la velocidad del péndulo. Adem4s se tiene, por supuesto,
el término de oscilador arménico que va acompanado de la frecuencia natural del sistema, que depende tanto de la
gravedad como del largo del péndulo.
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Capitulo 2

Ecuacion No Lineal de Schrodinger y sus
soluciones estacionarias

Tal como hemos mencionado, la cadena de péndulos con forzamiento y amortiguamiento, resulta ser un mod-
elo paradigmatico de los sistemas fuera del equilibrio extendidos espacialmente, que ademas exhibe formacién de
patrones y estructuras localizadas. En este capitulo usaremos una técnica ampliamente desarrollada para estu-
diar estos sistemas desde una perspectiva unificada. De este modo obtendremos la ecuacién de amplitud universal
que ya antes hemos mencionado: la ecuacion No Lineal de Schrédinger forzada paramétricamente y amortiguada.
Luego procederemos a estudiar soluciones estacionarias y de fase constante que exhibe la ecuacién, puesto que
son soluciones observadas numéricamente, y que resultaran de suma importancia para, posteriormente, estudiar la
interaccion entre estructuras localizadas, y para asi comprender las observaciones experimentales.

2.1. Ecuacién de amplitud

La ecuacién de amplitud de un sistema, da cuenta de los modos lentos que gobiernan las dindmicas ulteriores,
tanto de las variables espaciales como temporales, es decir, nos da informacién de su envolvente. La ecuacién de
amplitud representa una aproximaciéon de la ecuaciéon en estudio. Pero suponemos que es una aproximacion que
conserva lo esencial, pues son las variaciones lentas las que goviernan la dindmica de los sistemas y, consecuentemente,
son las que describen los fenémenos observados en la naturaleza o a nivel experimental.

Simplificaciones asi son usuales en fisica. Por ejemplo, al describir un péndulo usando sélo la coordenada angular,
se estd pasando por alto el hecho de que un péndulo no puede ser una masa puntual (simplificacién usual), sino que
es un objeto con forma y masa bien definida, dentro del cual hay interaccién entre moléculas. Ademas el soporte
por el cual se conecta al pivote, podra ser una barra gruesa o un hilo delgado, pero de todas formas tendré el mismo
tipo de dindmica microscopica que escapa a la vista. Asi, en general, al hacer una descripcién macroscopica de un
fenémeno, se hacen (aunque de forma implicita) este mismo tipo de aproximaciones, de forma tal que, en vez de
usar las muchas ecuaciones (10%?) asociadas a los contituyentes elementales de la materia, guardar sélo aquellas que
describen la dindmica lenta.

En esta secciéon obtendremos la ecuaciéon de amplitud para la cadena de péndulo con disipaciéon de energia y
forzada paramétricamente a una frecuencia cercana al doble de su frecuencia natural. Para ello comenzaremos con
la ecuacién (1.103) de la cadena de péndulo, donde la extensién espacial en principio es infinita.

10(x,t) = —Q3 sinO(x,t) — ysin (Qt) sin O(z, t) — pds0(x,t) + DO,peb(z, 1), (2.1)

el angulo de inclinacién 6 respecto a su vertical es una funcién tanto espacial como temporal, es decir, es una
variable tipo campo. Ademds, Qg es la frecuencia natural de oscilacién de los péndulos!, v es la amplitud del forza-
miento paramétrico, u es la constante disipativa del sistema con el medio y D puede tomarse como la constante de
acoplamiento o bien la constante de difusién del sistema.

De un péndulo.

14



A continuacién desarrollaremos la variable espacio temporal cerca de su punto de equilibrio f(x,t) = 0 (sin
forzamiento, este punto es estable, en tanto que al incluir forzamiento puede o no ser estable). Es decir, seremos
capaces de describir la dindmica no trivial del sistema entorno a esa solucién. Para esto consideraremos un campo
que caracteriza la envolvente (para la cual obtendremos una ecuacién, la ecuacién de amplitud) y una pequena
correcién. Luego nuestro Ansatz es

i 2
2

O(z,t) =0+ AX,T)e'" + A(X, T)e 2" + W(A, 1), (2.2)
donde W (A, t) es una pequefia funcién correcién o una pequeiia perturbacién del sistema? y A(X,T) es la amplitud
de la oscilacién para variaciones lentas en el espacio y el tiempo. Tanto la variable de amplitud como la funcién
coreccién son pequenas, es decir, W, A < 1. Ademds A(X,T) es el complejo conjugado de A(X,T). Las variables
lentas se definen como sigue

T =DBt, X =Gz, (2.3)

donde B y G son factores de escala adimensionales tal que B, G < 1. Para obtener la ecuacién de amplitud debemos
reemplazar dicho Ansatz en la ecuacién de la cadena de péndulo. Calculando término a término tenemos

80 = o, (Aei%f Wt c.c.) . (2.4)
(2.5)
Dado que T' = T'(t), se tiene que 9y = %8% y %—? = B, entonces
2 ey
00 = BOrAe': +z§Ae 2+ O W + c.c. (2.6)
LT
O = O, BopAe'= +Z§A€ 2P L W +cc (2.7)
2
= B29rrAe'tt +BaTAei%%% +¢%B&TAei%f + Q%) Ae'Tt 4+ 9y, W + c.c (2.8)
2 i2¢ Ry 192y 0\ 19y

= BOprAe'z +2Z§B8TA6 2t ZE Ae'2' + 0y W + c.c (2.9)

Q 2 i2¢
= B8T+z§ Ae' 2" + 0y W + c.c. (2.10)
9.0 = 0, (Aei%t LWt c.c.) (2.11)
= G@XAei%t—i-c.c. (2.12)
Opa = O, (G@XAei%t—i-c.c.) (2.13)
= G28XXAei%t + c.c. (2.14)

Acontinuacién expandiremos la funcién senoidal hasta tercer orden alrededor del punto de equilibrio (6(z,t) =
0). Tendremos presente que los términos del orden O (A5), o (WQ) y O (AW) serdn completamente despre-
ciables para nuestra ecuacion de amplitud dada la aproximacién anterior, luego tenemos que

N
2La cual serd escrita en términos de la amplitud de la siguiente forma W(A4,t) =3 Tmn AM A etz (M=)t
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6‘3

sinf ~ 60— 5 (2.15)
~ (Aei%t—FW—Fc.c.) — % (Aei%t—FW—!-c.c.)g. (2.16)

Desarrollando el término ciibico, tenemos
(Aei%t + A%t 4 W)3 = A3%%t 4 3 |A|? Ae3t 4 coc. (2.17)

donde hemos usado las aproximaciones descritas anteriormente®. Asi la aproximacién de la funcién senoidal
es

3
. i2¢ A 318t
sinf ~ Ae'2'—— e’'2" —

1 .
5 5 |A|2AeZ%t+W—i—c.c. (2.18)

Ya tenemos todos los términos de la ecuacién de la cadena de péndulos. Reemplazando los términos en ella, tenemos

AN : A® ga, 1 :
<B<9T + Z§> Ae'St 4 9, W = — (Q + sin (1)) <Aezgt FW =2 eBint 3 |AJ? Aeth)

6
i2e S, gy 2 it
— | BOpAe'z —I—’L§A€ 2+ oW ) + DG0x x Ae'2" 4+ c.c., (2.19)
y ahora corresponde hacer algunas aproximaciones y reescalamientos para encontrar la ecuacién de amplitud.

Vamos a suponer que los pardametros que caracterizan a la cadena de péndulos como el forzamiento y la disi-
pacién son cantidades pequenas, es decir, tomaremos la siguiente condicién para dichos parametros v, u < 1, luego
despreciaremos cualquier cantidad de la forma yW o uW y obviamente no despreciaremos las cantidades yA o pA
pues estariamos haciendo desaparecer la informacion de la disipacién y el forzamiento en la ecuacién de amplitud,
es decir, las cantidades vA o uA son cantidades pequefias pero no tan pequefias para despreciarlas®. Asi la tltima
ecuaciéon queda

Q 2 i 2 2, A3 e 1 ) o,
BaT+Z—2 Ae'z2 —l—attW_*—QO Ae'2 +W_6 2315 §|A| i3
; A3 1 }

~sin (2t) (Aelgzlt -5 e3igt 5 |A|2 lelgt>

— 1 (B(?TAelgt + iEAeth) + DG28XXAeZ%t +cc. (2.20)

. 1 <z i2¢ 3i2¢ . . . . , , .
Factorizaremos nuestra ultima ecuacion por e’z" y e°*2" mientras que en el lado izquierdo dejamos solo términos
relacionados con la pertubacién

2
LW = <— (BaT + z%) A — (95 + ysin (1)) (A - % |A|2A> — <BaT + z%) A+ DG28XXA> st

A3 oo
+ (Qf + ysin (1)) ?6315’5 +cc., (2.21)
con L el operador lineal del sistema, definido como

L=0u+Q3. (2.22)

3Ac4 hemos despreciado todos los términos de la forma A - W, pues tanto A, W < 1, hemos dejado los términos hasta O(A3) para
enriquezer nuestra ecuacién y sacar un mejor provecho de ella.
4Como veremos més adelante estas cantidades son del mismo orden.
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Antes de continuar expresaremos la funcién senoidal de la siguiente forma
1

sin (Qt) = 5 (

R efiﬂt) ' (2.23)

Desarrollando algunos términos de nuestra penultima ecuacién, tenemos

0t _ —i _ o

sin (Qt) <A— % |A|2A) ¢St ce. = <1 - % |A|2> <%) (Ael%tJrAeﬂ%t) (2.24)
_ 1 1 31 t 12t

- = < > 4] > (A +Ae —|—cc) (2.25)

= _72 (1 - |A|2) (Ae&%t —l—Zei%t) +c.c (2.26)

(iAe3i%t + iZei%t) +c.c (2.27)

N = N =

|A|2> iAeP 3t — % <1 - % |A|2> iAe'3 +cc., (2.28)

y ahora hacemos lo mismo para el siguiente término

sin (Qt) A3t L oo = (W> (A363i%t + ZBeSi%t) (2.29)
_ %(eiﬂt s (A3 31t | 73312 t) (2.30)
= % (A?’e5i%t + ATy C-C-) (2.31)
- %A?’e&%t + %de*i%t + c.c. (2:32)
= —%A%mgt — %Z3 % e, (2.33)

luego reemplazando estos términos en la ecuacién (2.21), tenemos

2
LW = <_ (BaT + z%) A—Q} (A - % |A]? A) (BaT + zg) A+ DG26XXA> 5t

1 1 ) 1 1 — A3 .. ; ) . )
— <_§ (1 -3 |A|2) iASSSt 5 (1 -3 |A|2) iA61%t> + Qg?e‘o’z%t + % (—%A%“”%t - %A361%t> +ee

y reagrupando los términos,

3 . .
[92% + 15 (A — =14 A)} 3Tt 4 % (—%A%mgt — %Z%_igt) + c.c.

2
- (BaT + ig> A—Q2 (A - % 1A A) (BaT + zg> A+ DG*oxx A +id (A — 24P A)

Luego, en principio, tenemos una ecuacion de la siguiente forma
LW =1b (2.34)

esta ecuacién tendra solucion para W siy so6lo si b pertenece a la imagen de £. Encontrar dicha solucién puede ser
en principio dificil. Un método alternativo es encontrar una condicién la cual nos asegure que por lo menos existe
una solucién de dicha ecuacién, dicha alternativa es llamada de Fredholm.
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2.1.1. Alternativa de Fredholm

Sea £ un operador que actia en un cierto espacio £. Entonces la pregunta es: dado un elemento (o vector) |b >,
jexiste un |W > tal que L|W >= |b >? Para responder esto, debemos encontrar un |W > que efectivamente cumpla
la ecuacién L|W >= |b >.

La Alternativa de Fredholm (condicion de solubilidad) nos dice que dicha ecuacién tiene solucidn, si y sélo si para
todo vector |v > eKer(L"), < v|b > =0.
En efecto: Consideremos la ecuacién
LW >=|b> (2.35)
y aplicamos un elemento del kernel de £,
< VLW >= < v|]b > (2.36)
y al igual que en mecénica cliantica podemos pasar la ecuacién a su correspondencia dual®

< WL >= < bjv > (2.37)

pero dado que |[v > eKer(L"), es decir, LT|v >= 0, entonces tenemos que la ecuacién tienen solucién si y sélo
si <blv >=0.
Ahora en ves de resolver dicha ecuacién LW = b, aplicaremos la alternativa de Fredholm para encontrar la condicién
de solubilidad.

2.1.2. Analisis del operador del sistema
Tenemos que el operador del sistema es
L =0y + Q3. (2.38)

Antes de proceder debemos definir un producto punto entre los elementos del Dominio de £ con la Imagen de L.
Definimos el siguiente producto interno de dos elementos asociados a cada espacio

< flg>= /f-g*dt (2.39)
donde g* es el complejo conjugado de g. Ademas supondremos que dichos vectores son nulos en los extremos de la
region.

Asi definimos el siguiente operador | = 0;, entonces
< fllg> = /f(?tg*dt (2.40)

- /at (f9) dt—/atfg*dt, (2.41)

pero el primer término es nulo pues las funciones en los extremos son nulas. Asi tenemos

< fllg >=—<ITflg >, (2.42)

donde podemos concluir que [ = —It. Por lo tanto, si tenemos el mismo operador aplicado dos veces, tenemos
< flilg> = —<Iflig> (2.43)
<1 flg >, (2.44)

luego Il = IT1t = (i1)'. Ahora definimos el operador £ = Il + Q2 donde | = 8;, entonces

<flLg> = < [flUl+93)g> (2.45)
= < flilg>+< fIQ3g > (2.46)
= <IMTflg>+< Qiflg > (2.47)
= <+ flg> (2.48)
= < Liflg>, (2.49)

5 . Lo
mecanica cuantica
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donde podemos ver que el operador del sistema es autoadjunto, es decir, £ = L.

Luego, como el operador es autoadjunto, sélo debemos encontrar un elemento del kernel de £ para mostrar que
i 2y

la ecuacién (2.21) tiene solucién. Por la forma del operador podemos utilizar el siguiente elemento e'z*, entonces
tenemos
L5t = (O +QF) T (2.50)
QZ
_ (__ +QO> igt (2.51)
4
cuyo elemento cumple con la condicién de solubilidad $i y sélo si % = , es decir, cuando la frecuencia del

forzamiento es el doble de la frecuencia natural del sistema.
Por otro lado, podemos tener un pseudovector® perteneciente al kernel del operador, utilizando un pardmetro
llamado detuning, y definido como

% = Qo +v. (2.52)

Este pardmetro de detuning sirve para ajustar al sistema a una frecuencia determinada. Para que el vector que
. 2 . .
encontramos perteneciente al kernel del operador (e?2?) sea un pseudovector de dicho operador ponemos la siguiente

L . i(2— .
restriccién v < 1. Asf el el nuevo vector eil% v)t es un pseudovector de dicho operador. Ahora tenemos

L5t~ 0, (2.53)

Antes de ocupar el Kernel de este operador (o pseudokernel) reemplazaremos

Luego al aplicar el método de Fredholm para el pseudovector ya establecido ei(%f”)t, tenemos

Q\? 2 1 2 Q 192,
—(Bor+ig) A-0f(A-5aPA Bor +i | A+ DG? 8XXA+2— A——|A| A)|e% = o
) 5 Lo
- B&T+25 A—Qf A—§|A| A B&T+z— A+ DG? 8xxA+z— A——|A| Al = o
Si expandimos todos los términos
_B?aTTA—2BaTAi%Jr (%) A— QOA+ |A| A= pBIrA —ipz A—&—DGQaXXA-HZA |A|2Z = 0.
Pero el hecho que T =0+ v, con v 1, implica
2 . 2 2 9(2) 2
—B“O0r1A — 2BOr Al (Qo + V) + (Qo + V) A— QOA + — |A| A (2.54)
—uBOr A — ip (Q + )A+DG28XXA+Z— 7|A| A =0
—B2Orr A — 2B Ai — 2BOr Aiv + 02 A + 2000 A + 1A — 02 A + 0 |A| A (2.55)
—uBaTA—quoA—muA—i—DGzé)XXA—i—z— 7 TAPA = o

Dado que v es pequeiio podemos despreciar términos del orden O(v?). Més atin, como u vy v, también podemos
excluir ordenes superiores en cualquier combinaci én de estos parametros:

2
—B*0rr A — 2Bor AiQy — 2BOr Aiv + 2Q0v A + % |A]” A — uBOr A — i A (2.56)

+DG2Oxx A + z’%Z - i% APA = o

6Se dice que es pseudovector porque aplicar dicho vector sobre el operador es aproximadamente nulo o cero
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Para encontrar la ecuacién de amplitud debemos aplicar un método de escalamiento, para ellos establecemos que
OrA~ |AP A — 0p ~|A]?, 0r ~ v — |A]> ~ v — A ~ vY/2. Luego haciendo un escalameinto a orden O(v%/2),
nos queda

—2BOr A + 20 A + |A| A —ipuQoA+ DG?0x x A + Z§A = 0. (2.57)
Reordenando,
. Q(2J 2 . 2 Y 1
2B<9TAzQO = 2QQIJA + — |A| A— ’L/,LQQA + DG axxA + 1—A / . " (258)
2 2 2Bi)
200 03 9 11820 DG? ) y —
ord = oo At giemia, A A g At 2BiQoaXXA i B0 (2:59)
v QQ 2 DG2 —
A = LA 0 4P2a- 22 A+ ——A 2.
Or B4 1 A 254 T 2Bin, XA T 4390 (2.60)
.V o | 2 DG? _
A = i Za 20 aPa-Ea- ——A, 2.61
Or igA-ip 254~ iapg, AT 4390 (2.61)
renormalizando los coeficientes y renombrando a v = —v, finalmente obtenemos
OrA = ivA—i|APA—idxxA— pA++A4A, (2.62)

que es la llamada Ecuacién No Lineal de Schrédinger forzada paramétricamente y con disipacién.
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2.2. Soluciones estacionarias con fase constante

Ahora buscaremos soluciones estacionarias de (2.62). Para esto escribiremos la ecuacién en forma polar A(X,T') =
R(X, T)eZG(X’T). Asi, calculando término por término, tenemos

orA = Or (Re") (2.63)
= OrRe" + Reioro (2.64)

= (OrR+iROr0)e” (2.65)
OxA = 0x (Re") (2.66)
= OxRe" 4+ Reiox6 (2.67)
(0x R+ iROx0) ™ (2.68)

OxxA = Ox{(OxR+iR0x0)e"} (2.69)
(Oxx R+ i0x0x0 + iRIxx0) e + (0x R + iROxH) eidx0 (2.70)
= (OxxR+i0x0x0+ iRIxx0 + (xR + iRIx0)i0x0) e (2.71)
(2.72)
(2.73)

= (OxxR+i0x0x0 +iROxx0 + i0x ROx0 — ROx00x0) ™
(8xxR +210x ROx0 +1ROxx0 — R (8)(9)2) e,

Luego, reemplazando en la ecuaciéon de amplitud, tenemos
(OrR + iRO70) ¢ = ivRe™® — iR3ei® — i (aXXR +2i0x Rox0 + iRxx0 — R (aX9)2) ¢ — uR"™ + yRe ™1 (2.74)

Multiplicando por e~ a ambos lados de la ecuacién, obtenemos

OrR +iROr0 = ivR — iR® — idxx R + 20x ROx 0 + ROx x0 + iR (0x0)* — uR + yRe 2. (2.75)
Separando parte real de la parte imaginaria, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

OrR = 20xROx0+ ROxx0 — uR+ vRcos(20) (2.76)
ROp0 = vR—R®—09xxR+ R(dx0)*> —yRsin (20). (2.77)
Ahora, buscaremos las soluciones estacionarias de (2.62), es decir que no tienen dependencia en el tiempo, A(X,T) —
A(X). Ademds exigimos que las soluciones tengan fase constante, es decir, (X ) — 6y, donde 0y es constante en
el espacio, con lo cual el sistema anterior se reduce a:
0 = —pR+~yRcos(26p) (2.78)
0 = vR—R®—0xxR—yRsin(26)). (2.79)

De la ecuacién (2.78) obtenemos la siguiente restriccién para el sistema

cos(200) = £, (2.80)

Y
y como sabemos que la funcién coseno esta acotada entre el rango [—1, 1], tendremos
1< B e, (2.81)
Y

que podemos visualizar con la figura 2.2, considerando ademas que p debe ser positivo, puesto que fue incluido en
(2.62) como un término de disipacién de energfa, y no de inyeccidn.
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T=H

o 1=

Figura 2.1: Regién en el espacio de pardmetros v v/s pu que satisface la ecuacién (2.78). La regién sombreada, es

la regién que satisface la ecuacién (2.78) y que ademds satisface el sentido fisico del pardmetro p, que debe ser
positivo.

Por otro lado, usamos trigonometria para reescribir la ecuacién (2.79), en funcién de los pardmetros del sistema

sin? 20y + cos® 20, = 1 (2.82)
sin20, = 1 — cos? 26y (2.83)
2

sin20p = 1- <ﬁ> (2.84)

¥

2 2
sin?20 = 2 72“ (2.85)

2 2
sin?20) = 2 72“ /v (2.86)
sin26y = :I:l v = u?, (2.87)

¥
luego, reemplazando en (2.79), tenemos

1
0 = I/R—RS—(‘?X)(R—’)/R°:|:;\/’)/2—U2 (2.88)
0 = vR—R*—0OxxRF¥ V"2 — 2R (2.89)
0 — (V T2 = ;ﬂ) R—R®—dxxR (2.90)
0 = exR—R®-0xxR, (2.91)

donde hemos definido el pardmetro ex = v F /7?2 — p2. Para simplificar la notacién escribimos € = e. Luego la
ecuacion (2.79) toma la forma estandar

0 = eR—R?®—0,.R. (2.92)

La ecuacién (2.92) tiene soluciones conocidas, tipo secante hiperbélica. Para chequear (y caracterizar) probemos el
siguiente ansatz: R(X) = Asech (BX), donde A y B son constantes a determinar. En efecto,

OxR = Adx (cosh™' (BX)) (2.93)
= —ABOy (cosh 2 (BX)) - senh (BX) (2.94)
= —ABtanh (BX)- sech(BX) (2.95)
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axxR = ax{axR} (296)
= Jx{—ABtanh(BX) - sech (BX)} (2.97)
= —ABOJx{tanh (BX) - sech (BX)} (2.98)
—AB{0x (tanh (BX)) - sech (BX) + tanh (BX) - Ox (sech (BX))} (2.99)
L]
dx (tanh BX) = dx{senh (BX)-cosh ' (BX)} (2.100)
= Becosh(BX)-cosh™ (BX) — Bcosh™? (BX)sinh BX (2.101)
= B(1-tanh®(BX)) (2.102)
= Bsech® (BX) (2.103)
[
Ox (sechBX) = 9y (cosh™" (BX)) (2.104)
= —Becosh ?(BX) - sinh (BX) (2.105)
= —Btanh(BX) sech(BX). (2.106)
Reemplazando (2.103) y (2.106) en la ecuacién (2.99), obtenemos:
OxxR = —AB{Bsech? (BX)- sech(BX) + tanh (BX) - —Btanh (BX) sech (BX)}  (2.107)
= —AB{Bsech® (BX) — Btanh® (BX) sech (BX)} (2.108)
= —AB?*{sech® (BX) — tanh® (BX) sech (BX)} (2.109)
= —AB?sech (BX) {sech® (BX) — tanh® (BX)} (2.110)
pero usando la identidad cosh® X — sinh? X = 1, multiplicada por cosh™2 X, se tiene que —tanh® X =
—1 4 sech®’X. Reemplazando esto en la ecuacién (2.110), tenemos
OxxR = ABZ%sech(BX) {1 —2sech® (BX)}. (2.111)
Por otro lado, tenemos
eR—R®> = eAsech(BX)— A®sech® (BX) (2.112)
A2
= eAsech(BX) {1 — —sech? (BX) (2.113)
€
y de (2.92),
eR—R®* = OxxR, (2.114)
entonces, reemplazando (2.111) y (2.113) en la ecuacién (2.114), obtenemos la siguiente igualdad
A2
gAsech (BX) |1— — sech? (BX)] = AB?sech(BX) [1— 2sech® (BX)] . (2.115)
Igualando término a término obtenemos,
AQ
eA=AB* N — =2 (2.116)
€
con lo cual se tienen valores para A y B en funcién de pardmetros conocidos:
A = +V2 (2.117)
B = +ye (2.118)
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Luego, la forma exacta de la solucién de la ecuacién (2.92) es
R(X) = +V2¢esech (£vEX) . (2.119)

Pero tenemos que resaltar dos puntos. Primero, que la funcién secante hiperbdlica es una funcién par, es decir,
sech (X) = sech (—X). Segundo que esta solucién es invariante bajo traslacién espacial, es decir, podemos colocar
la solucién en una posicién arbitraria, por ejemplo X, reconociendo a Xy como el corazon de la solucién. Entonces
la solucién mas general de (2.92) es

R(X, Xo) = £V2esech (Ve (X — Xo)) . (2.120)
En funcién de los parametros originales, tenemos
R(X, Xo) = £/2e4 sech (V&7 (X — Xo)), (2.121)

pero ex = v F /72 — u?, entonces la solucién de la parte radial de la ecuacién ecuacién (2.92) en funcién de los
parametros fisicos del sistema es

R(X, Xo) = i\/2 (y Fa?o u?) sech (\/y TV (X — XO)) : (2.122)

donde X representa el corazén de la solucién’.

Es importante remarcar que podemos absorver el signo menos global de la ecuacién (2.122) dentro de la parte
angular del ansatz propuesto. Asi nuestras dos soluciones son de la forma

AL (X,Xo) = V2esech (Ve (X — Xo)) ¢ 0010 . (_soliton, (2.123)
A_(X,Xo) = V2esech (Ve (X — Xo)) ¢Ootm™) . 7 _ soliton, (2.124)

que denominamos como 0-soliton y m-solitén respectivamente, pues una solucién respecto a la otra esta desfasada
en 7 radianes. La forma de estas soluciones se muestran en las figuras 2.2.

"Cabe sefialar que la ecuacién correspondiente al modelo de Landau estacionario 0 = eu — u® + 9z4u es andloga a (2.92) salvo
una diferencia de signo en la difusién. Las soluciones estacionarias de este modelo son u(z) = ++/¢ tanh (\/g(:c — xo)), las cuales son

conocidas como kink y antikink respectivamente.
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-15fF E 15k ]
-20 —16 (; 16 20 -20 —16 (; 16 20

Figura 2.2: Gréficas de las soluciones 0-Solitén y m-solitén respectivamente para un dangulo de 30 grados. La curva
en azul representa la parte real y la curva en roja la parte imaginaria de la solucién.
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2.3. Apariciéon de soluciones a través de una bifurcacion de Saddle-
Node

Por otro lado, tenemos que la parte angular de la solucién general son funciones multivaluadas, pues son invari-
antes bajo una traslacion angular de 0, +27, 44w, - - -, asi las soluciones relevantes son las que estdn entre [—, 7]
6 [0, 27]. Moviendo los pardmetros de modo de satisfacer la ecuacién (2.80), se crean (o destruyen) soluciones (una
estable y otra inestable), lo que es conocido como bifurcacién de Saddle-Node. Podemos visualizar esto en la figura

2.3, donde, si se va aumentando el factor v/ desde la regiéon donde existen una solucién estable y la otra inestable,
estas soluciones se acercaran hasta chocar y desaparecer.

Solucion Inestable Solucidn Estable
—0o

+00
AL A

N\ /
6\ |
A\ A vk
g 1
§ fflﬂo +60 90
Q 1
é I

Figura 2.3: Graficas de las soluciones inestable y estable respectivamente para un angulo de 30 grados. La curva en
azul representa la parte real y la curva en roja la parte imaginaria de la solucién.

26



2.4. El espacio de parametros

Al analizar la parte real de la solucién de la ecuacién (2.92), nos demos cuenta que las soluciones entdn restringi-
das en el espacio de pardmetros. De la ecuacién (2.122) tenemos las siguientes restriciones:

vFAE—p2 >0 (2.125)

v —p? >0 (2.126)

La ecuacién (2.125), representa la ecuacién de una hipérbola en el espacio v v/s v, donde p es constante. La ecuacién
(2.125) se puede reescribir como 72 — v? < p? (ecuacién de una hipérbola, donde 7 es la variable dependiente, v
es una variable independiente y u es una constante). Por otro lado la ecuacién (2.126) presenta otra restriccién
para v < py v > —pu. La regién permitida para el sistema, es presentada en la figura 2.4. Para que la solucién
estacionaria sea real debemos estar en la region calipso de la figura, como se ilustra en la figura.

Y

0

Figura 2.4: Diagrama esquematico del espacio de parametros del sistema.
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Capitulo 3

Sobre la interaccion entre de solitones

3.1. Interaccidon entre dos 0-solitones

En esta seccion, estudiaremos si existe algiin tipo interaccién entre las soluciones tipo “particulas” llamadas
0-soliton y m-solitén. Primero, estudiaremos algtn tipo de interaccién entre 0-soliton con 0-solitén. Para empezar,
comenzaremos estudiando la interaccion entre dos 0-solitones. Graficamente queremos estudiar lo siguiente:

amplitud

espacio

Figura 3.1: Interaccién 0-solitén con 0-solitén.
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—%, es decir, de la forma R_ (X + %), Ry
representa una solucién 0-solitén, ubicada en la posicion X = —i—% , es decir, de la forma R4 (X — %) y A representa
la separacion entre dichas particulas. En muy importante recalcar que la dindmica de la separacion entre dichas
“particulas” nos dara cuenta si existe o no existe interaccién entre ellas.

Para poder encontrar algin tipo de interaccién entre estas dos particulas aplicaremos un método llamado variacion
de parametros, el cual consiste en aplicar pequenas perturbaciones sobre una “soluciéon” propuesta, donde supon-
dremos que estas perturbaciones son tipo campo, es decir, ellas dependen tanto del espacio como del tiempo,
también supondremos que estas perturbaciones son de variaciones lentas tanto en la variable espacial como en la
variable temporal. Para este problema, suponendremos que existe una solucién tipo combinacion lineal en la parte
radial, es decir, supondremos una “solucién” para la interaccién es representada por una combinacion lineal entre
las particulas R_ y Ry, pero dado que la ecuacién de amplitud para la cadena péndulos que soporta este tipo de
soluciones (0-solitén y m-solitén) se trata de una ecuacién no-lineal, ello no implica que la combinacién lineal de
dos soluciones sea una solucién de la ecuacién de amplitud y es por ello que se introduce un término perturbativo,
en este tipo de interaccién aplicamos una perturbacién en la parte radial de la solucién que llamaremos p(X,T), es
decir, que depende tanto del espacio como del tiempo, mientras que aplicamos una perturbacién ¢(X,T) sobre la
parte angular de nuestra solucién a fase constante, asi tenemos que nuestra solucion radial y angular propuesta a
partir del método de variacién de parametros toman la forma

Donde R_ representa una solucién 0-solitén ubicada en la posicion X =

R(X,T) = R_(X+%)+R+(X—%)+p(X,A) (3.1)

O(X,T) = 6o+ (X, A), (3.2)

donde promovemos el corazén del solitén como una funcién dependiente del tiempo, es decir, A — A(T). Ademds
tanto p(X,T) como ¢(X,T) son pertubaciones pequenas, es decir, p(X,T), (X, T) < 1. Vamos a suponer que estas
pertubaciones que dependen del tiempo de una manera implicita, es decir, ellas dependen de la variable temporal
a través de la variable que describe la dindmica de interaccién, es decir, A, luego las soluciones propuestas en las
ecuaciones (7.1) y (7.2) toman la forma

R(X,T) = R_(X+ #) + Ry (X — @) + p(X, A(T)) (3.3)
0(X,T) = 6+ (X,AT)), (3.4)

ahora reemplazaremos las soluciones propuestas en las ecuaciones (7.3) y (7.4), en la siguientes ecuaciones, obtenidas
a partir de la ecuacion de amplitud de una cadena de péndulos forzado paramétricamente con disipacién de energia al
proponer una solucién tipo polar de la forma A(X,T) = R(X, T)ew(x 'T), donde obtenemos las siguientes ecuaciones
OrR = 20xROx0+ ROxx0 — uR + vyRcos (20) (3.5)

RO = vR—R®—09xxR+ R(dx0)> —~yRsin (20)

Primero, reemplazamos las soluciones propuestas en las ecuaciones (7.3) y (7.4) en la ecuacién (7.5), asi tenemos
Or (R-+ Ry +p) =20x (R- 4+ Ry + p) Ox (6o + ¢) + Oxx (60 + )
—p(R-+ Ry +p)+7(R-+ Ry +p)cos(2(6o + ) (3.7)

donde definimos la variable Z = X F %, asi tenemos que Ry (X F %) = R.(Z), es decir, para calcular la derivada
temporal de R, debemos aplicar la regla de la cadena.

aTRi:_aRi 8_2% (3.8)

donde g—i = ¥% y g—% =A pues la separacién entre las particulas es una funcién que depende sélo de la variable
temporal, luego

10R.
A
~ +2o.n. (3.10)
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antes de desarrollar la ecuacién (7.7) haremos algunas acotaciones con respecto a algunas aproximaciones que
realizaremos. Primero como mencionamos anteriormente, en el método de variacién de pardmetros mencionamos
que las perturbaciones son pequenas (p,p < 1), es decir, despreciaremos términos del orden O(pp) o superiores.
Para simplificar la notacién, definimos

R=(R_+R.), (3.11)
desarrollando la experisién (7.7), tenemos
OrR + 0rp = (20xR + 20xp) (Ox00 + Ox ) + R (Oxx00 + Oxx¢) +
p (Oxx0p 4+ Oxxp) — PR — up + YR cos (20 + 2¢) + ypcos (260p + 2¢)  (3.12)
pero sabemos que 0y = constante, luego dx 0y = 0, entonces la ultima expresién nos queda
OrR + Orp = 20xROx ¢ + 20x pOx ¢ + ROx x p+
pPOxxp — WR — pp + yR cos (20p + 2¢) + ypcos (200 + 2¢)  (3.13)

Como mencionamos anteriormente, las perturbaciones sobre las soluciones son pequenas, es decir, despreciaremos
todos los términos del orden O(p,p) 6 O (Oxpp),O (pdxp), O (Oxpdx ), etc. Por lo tanto 20xpdxe ~ 0y
pOxxp ~ 0. Luego la expresién (7.13) nos queda

OrR + Orp = 20xROxp + ROxxp — pR — pup + yR cos (200 + 2¢) + vp cos (200 + 2¢p) (3.14)

También como mencionamos anteriormente, las perturbaciones tipo campo son variaciones lentas en el espacio y en
el tiempo, pero consideraremos que las parturbaciones en el tiempo son mucho més despreciables que en el espacio,
por ende, despreciaremos el siguiente término drp < p, es decir, las variaciones en el en la variable temporal son
muy pequenas. Luego la ecuacién (7.14) adopta la forma

OrR =20xRIx¢ + ROxxp — uR — up + yR cos (26 + 2¢) + ~vp cos (20 + 2¢p) (3.15)

Por otro lado, ya que la pertunacién en la parte angular es pequena, es decir, ¢ < 1, desarrollaremos en serie de
Taylor la funcién coseno alrededor de 26 hasta primer orden en ¢

cos (200 + 2¢) = cos 20y — 2sin by (3.16)
lo cual resulta

OrR = 20xROx¢+ ROxxp — R — pp + YR (cos 20p — 2sinOyp) + vp (cos 200 — 2sinOyp) (3.17)
= 20xRIxp+ RIxxp — uR — up + YR cos 20y — 2yR sin by + yp cos 20p — 2ypsinbpp  (3.18)

donde despreciamos nuevamente términos de la forma O (py), es decir, despreciamos el término 2ypsinfyp = 0,
luego la expresién (7.18) nos queda

OrR = 20xROx¢+ ROxxp — uR — pp + yR cos 20y — 2yR sin by + vp cos 26, (3.19)
Por otro lado, encontramos en el capitulo de Soluciones estacionarias la siguiente ligadura del sistema

cos20p = & (3.20)
v

entonces por la identidad trigonométrica cos? @ + sin? § = 1, encontramos también
1
sin 20p = +—+/~72 — p? (3.21)
g

Luego, reemplazando los términos de las ecuaciones (7.20) y (7.21), tenemos

1
OrR = 20xRIxp+Rixxp — R — pp+ 77%% - 29R (i;\m? - u2) o+ w% (3.22)
= 20xRIx¢+ RIxxp — pR —pp+Ru—2R (i 72— u2) ©+ pu (3.23)
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eliminando algunos términos, tenemos
OrR = 20xRoxyp+ Raxxgo F2R ’72 — /ngD (324)

la cual expresada en las variables originales (R = R_ + R;), tenemos
Or(R-+Ry) = 20x (R-+Ry)Oxp+ (R-+ Ry)OxxpF2(R-+ Ry) V2 — p2p (3.25)
utilizando la ecuacién (7.10), obtenemos

A
59z (R-—Ry) = 20x (R-+ Ry)O0xp+ (R-+ Ry)Oxxp F2(R-+ Ry)V/? — piPp (3.26)

Asi de las ecuaciones (7.24), (7.25) y (7.26) (todas andlogas) son similares a la ecuacién de Schrédinger de la
Mecanica Cudntica.

Por otro lado, desarrollaremos la ecuacién (7.6) utilizando las soluciones propuestas en las ecuaciones (7.3) y (7.4),
asi tenemos

(Ro+ Ry +p)0r(0g+¢) =v(R_+ Ry +p)— (R + Ry +p)°
—Oxx (R_+ Ry +p)+ (R + Ry +p) (8x (60 + ¢))°
—v(R_+ Ry +p)sin(2(6p +¢)) (3.27)

(R-+ Ry +p) (960 + 0r¢) = v(R- + Ry) +vp— (R + Ry +p)’
—dxx (R- + Ry) — dxxp+ (R_ + Ry + p) (9x00 + Ox )’
- (R, + Ry + p) sin(290 + 2(p) (328)

ya que 0y = constante, tenemos dx 0y = 07y = 0, luego tenemos

(R + Ry)0re+pdrg =v(R- +Ry)+vp— (R + Ry +p)°

—Oxx (R- + Ry) = Oxxp+ (R- + Ry + p) (0x )
- (R, + Ry + p) Sin(290 + 2@), (329)

también despreciaremos términos de orden O(p?), es decir, (Ox @) &~ 0 que es de orden O(¢?) y orden O(py), es

decir, el término pdr¢ ~ 0. luego, la ecuacién (7.29) toma la forma

(R-+Ry)drp=v(R_+Ry)+vp— (R + Ry +p)°
—Oxx (R-+ Ry) —Oxxp—7(R-+ R+ + p)sin(20y + 2¢) (3.30)

para simplificar la notacién utilizaremos la defincién de la ecuacién (7.11), asi obtenemos

ROrp =vR+rvp—(R+p)° —0xxR —xxp— (R + p)sin(20y + 2¢) (3.31)

RO =vR+vp— (R+p)® — 0xxR — Oxxp — YR sin(20p + 2¢) — vpsin(26y + 2¢) (3.32)
realizanndo una expacién en serie de Taylor a la funcién seno alrededor de 26y hasta orden O(yp), tenemos
sin (260p + 2¢) ~ sin 26y + 2 cos 26p¢ (3.33)
obtenemos

RO =R +vp— (R+p)° —0xxR — Oxxp — YR (sin 200 + 2 cos 205) — vp (sin 200 + 2 cos200p)  (3.34)

Rorp=vR+vp— (R+ p)3 —OdxxR — Oxxp— YRsin 260y — 2R cos 20pp — ypsin 20y — 2yp cos 200 (3.35)
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despreciando nuevamente el término de orden O(p)y, es decir, el término 2p cos26p¢ ~ 0, tenemos
ROrp =vR +vp— (R+p)° —OxxR — Oxxp — YR sin 200 — 2vR cos 200 — ~ypsin 20, (3.36)
ahora, desarrollaremos el término (R + p)°
(R+p)® =R?+3R?*p+ 3Rp* + p° (3.37)
conservando los términos hasta orden O(p), tenemos
(R+p)® ~R®+3R?p (3.38)
luego reemplazando el expresién (A.6) en la ecuacién (7.36), obtenemos
RIro =vR +vp—R>—3R%p— 0xxR — Oxxp — YR sin 20y — 2yR cos 200 — vp sin 26 (3.39)

utilizando las ligaduras de las ecuaciones (7.20) y (7.21), tenemos

1 1
ROre =R +vp—R>—3R?*p — OxxR — Oxxp— TR (:I:;\/WQ - /ﬂ) —29R (%) ©—p (:I:;\/W2 — u2)3.40)

Rorg = VR +vp — R® = 3R%p — dxxR — Oxxp T RV/AZ — 112 — 2uRep F pv/72 — 12 (3.41)
reagrupando algunos términos, tenemos
Rorp = (V FVY2 - /ﬂ) R+ (1/ FVY2 - /ﬂ) p—R>—3R%* — OxxR — Oxxp — 2Ry (3.42)
donde definimos el siguiente pardmetro (que ya hemos definido en el capitulo de soluciones estacionarias)
e=vFV/y?E—p? (3.43)
luego la expresién (A.10) adopta la forma
RIrg =R +ep—R> —3R?p—OxxR — Oxxp — 2uRp (3.44)
reeagrupando nuevamente los términos, tenemos
Rore = (e —3R* — Oxx) p+ (e — R* — Oxx) R — 2uReplabelecd (3.45)

donde definimos el siguiente operador llamamdo Operedor del sistema.’

Definicion:  Definimos el siguiente operador como Operador del sistema pues el cuenta con toda la infor-
macién acerca de la interaccion del sistema.

L=¢c—3R*—-0xx (3.46)

asf la ecuacién (A.13) toma la forma
ROre =Lp+ (e —R* — Ixx) R —2uRp (3.47)
2

sabemos que las funciones R_ y R, (parte radial de las soluciones estacionarias) satisfacen la siguiente ecuacién

0=¢eRy — R} — OxxRx, (3.48)

a definicién de este operador es sélo con fines matematicos que se verd més adelante en este capitulo
2ver capiputlo de soluciones estacionarias
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asi de la ecuacién (A.15) desarrollamos el siguiente término, donde utiliozamos la definicién de la ecuacién (7.11)
(e-R?—9xx)R = e(R_+Ry)—(R_+R:)’—9dxx (R_+Ry) (3.49)
= eR_+eR. —R® —3R’R; —3R_R} — R} — OxxR_ —OxxR+ (3.50)
= (eR-—R® —0xxR_)+ (eRy — RL — 0xxRy) —3R>R. —3R_R%  (3.51)
utilizando la identidad de la ecuacién (A.16), la ecuacién (A.19) nos queda
(e-R?*-09xx)R=-3R>R, —3R_R?. (3.52)

Luego la ecuacién (A.15) en funcién de la parte radial de las soluciones estacionarias (ecuacién (7.11)) toma la
forma

(R_+Ry)0rp=Lp—3R> Ry —3R_R2 —2u(R_+ Ry)p (3.53)

Las ecuaciones (7.26) y (A.21) representan un sistema de ecuaciones para las variables ¢ y p

A
50z (R-—Ry) = 20x (R-+ Ry)Oxp+ (R-+ Ry)Oxxp F2(R-+ Ry)V/? — piPp (3.54)

(R-+Ry)0rp = Lp-3R*Ry —3R_R% —2u(R_+Ry)¢p (3.55)

3.1.1. Estudio de la dinamica en la regién I

Para resolver el sistema dado por las ecuaciones (A.22) y (A.23) supondremos que la perturbacién en la parte
angular (¢) varia de manera muy lenta en el espacio, es decir, Oxxp < dx ¢ < p, entonces la ecuacién (A.22)
toma la forma

A
F2(R-+ Re) Vy* —pPe = 507 (R-—Ry) (3.56)
A 1
= Z07(R.—Ry)- 3.57
@ 507 ( +) SR RIS (3.57)

luego,
_ A 9z (R— — Ry)
4 4/ =2 (R-+Ry)

ahora debemos reemplazar la ecuacién (7.58) en la ecuacién (A.23), pero antes de reemplazar calcularemos el término
O, utilizando los supuestos de la primera region, es decir, utilizando la ecuacién (7.58)

(3.58)

- A 97 (R-—Ry)

Ore = Or $4 2 —p2 (R-+Ry) (3.59)
- 1 dA 9z(R-—Ry)  ; , [0z(R-—Ry)
N 3F4\/72 —p2 dI' (R +Ry) Ao [ (R_+Ry) ] (3.60)
= LR Z2WB Ry j g |92 0 — By)
T Timoe mrR) N { (R-+ Ry) } (3.61)

ahora calculamos la derivada temporal del siguiente término
Or [aZ (R_ — R.)-(R_ + R+)’1} =07 [0z (R — Ry)| (R— + Ry) ' + 0z (R — Ry) Op [(R, - R+)*1] (3.62)

calculando la derivadas temporales de los siguientes términos

33



or ((R, + R+)*1) = —1(R_+Ry) 2 9r(R_+Ry) (3.63)
= —1(R_+R.) > (0rR_+0rR,) (3.64)
para calcular las derivadas temporales de la parte radial de la amplitud?®, utilizamos la ecuacién (7.10)

-1 A

O ((R-+Ry)™") = ——— 07 (R_—R 3.65
r((R-+ROT) = s 02 (R - Ry (3.65)
A o
_ L %R Ry (3.66)
2 (R-+Ry)
ahora calculamos la dererivada temporal del siguiente término
aT [(92 (R_ - R+)] = aT (6ZR_ - 6ZR+) (367)

acd debemos recordar que la funcién Ry es una funciéon que depende de la variable Z y Z a su vez, depende
de la variable X y A, xy A a su vez depende de la variable temporal T', entonces para calcular la derivada
temporal de la ecuacién (3.67), debemos aplicar la regla de la cadena, as{ tenemos lo siguiente

d (OR.\ 0Z dA
Oor (0zRy) = 77 <6—Z+) SN AT (3.68)
= 0%R, - (—%) A (3.69)
= —%agm (3.70)

calculando el otro término, tenemos

or (97R_) — % @iz) - g—i - % (3.71)
= O0ZR_- (%) A (3.72)
= %agR_ (3.73)
luego de la ecuacién (3.67), tenemos

Or [0z (R- —Ry)] = (9r(0zR-) —0r (0zR4)) (3.74)
~ Sar - <_§a§R+> (3.75)
= %agR, + %a}m (3.76)

A 2
= 503 (R-+Ry) (3.77)

3Ver capitulos de soluciones estacionarias
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luego el término de la ecuacién (3.62) ocupando los términos de las ecuaciones (3.66) y (3.77) nos queda expresado
de la suguiente forma

_ A 9%(R_+Ry) A 97 (R_—Ry)
Or |0z (R —Ry)-(R_+ R W= 2z M 9 (RO—R B S A 3.78
r 0z (R =R (Ro+ RO = 5 S 102 (R - Ry | -5 TR (3.78)
_ A[02(R_+Ry) (97(R_—Ry))?
or |0z (R-—R.)-(R_+R.) ' =2 | ) a 3.79
T |: Z( +) ( + +) :| D) (R7 +R+) (R_ +R+)2 ( )
_ . 1 _AJOR(R_+Ry) (0z(R_—Ry) ?
or (02 (R = Ry)- (R +R) | = 5 T R (3.80)
luego reemplazamos el término de la ecuacién (3.80) en la ecuacién (3.61)
1 % 0z(R.—-Ry) |A|04(R +Ry) <az (R — R+>>2
0 = A - A | — - 3.81
e T Rt Ry 2 | (R_+R,) R_+ R, (3.:81)
_ 2 B 2
- T 1 A . 8Z (R, RJr) + = 8Z (R, + RJr) o (8Z (R, R+)> (382)
4 /72 — u2 (R_ + R+) 2 (R_ + R+) R_ + R+

ahora para simplificar los calculos, tenemos dos opciones para realizar aproximaciones. Primero es suponer que las
derivadas espaciales con respecto a la variable Z definida anteriormente para las funciones Ry y R_ son pequenas
de la siguiente forma

(87 (R- — Ry))* < 0% (R_+Ry) < 8z (R- —Ry), (3.83)

es decir, s6lo conservamos las derivadas espaciales de las funciones Ry y R_ hasta primer orden O(dyz) y sélo hasta
la primera derivada espacial, despreciamos términos de la forma 9%. Es decir, estamos asumiendo que las funciones
R, y R_ varian de manera muy lenta en el espacio.

La otra forma de entender esta simplificacién, es suponer que la variable de interaccién varia de manera muy lenta
en el tiempo, es decir, A2 < A, por lo tanto la ecuacién (3.82) se puede aproximar de la siguiente forma

1 97(R Ry
Orp ~ A-
e (Rt Ry

ahora reemplazamos la ecuacién (7.58) y (3.84) en la ecuacién (A.23)

(3.84)

1 A 0z (R— — Ry)
4 ’}/2 — 'u2 (R_ + R+)

(R_ +Ry) (:F ) =Lp—3R*R; —3R_R3 —

2p (R +R+< A 9s(R - R”) (3.85)

4‘/7 —u R +R+

reordenando y simplificando, tenemos

1 . A

F—— A9 (R_.—Ry)=Lp—3R* R, —3R_R?> —2u | ¥F¥———0, (R_ - R 3.86
42 — 12 2 ( +) =Ly + SRl e z ( +) (3.86)

1 . 2‘u .
Lp=F———0;(R_.—R.)A+3R*R, +3R_R> + ———0,(R_ — R,)A 3.87
P 4\/m Z( +) + + 4 ,72 — /L2 Z( +) ( )

1 X 1% ; 2 2
Lp=F—— 9, (R. —ROAF ——— 9, (R_. —R.)A+3R>R, +3R_R 3.88
P Ay/72 — 2 2 +) 22 — 12 z ( +) + + (3.88)
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la ecuacién (3.88) contiene informacién sobre la dindmica de interaccién entre dos 0-solitones. Una forma de resolver
esta ecuacion es encontrar el valor de ls funcién de perturbacién de la variable radial pues ya obtuvimos el valor
de la perturbacién en la parte angular y asf el sistema descrito por las ecuaciones (A.22) y (A.23) en principio
esta solucionado, pero una manera alternativa es no resolver el sistema como tal, si no mas bien encontrar una
condicion de solubilidad, es decir, econtrar una condiciéon para garantizar que por lo menos existe una solucién
para dicho sistema. Dicho método se llama Alternativa de Fredholm y que explicaremos en la siguiente seccién.

3.1.2. Alternativa de Fredholm

La Alternativa de Fredholm es una forma de garantizar que exista por lo menos una solucién para sistema dado.
La ecuacién (3.88) se puede resumir de la siguiente forma

Llp >=|R > (3.89)

la cual tendrd solucién para |p > si, y sélo s{ |R > pertenece a la imagen del operador £. En forma pictérica,
tenemos lo siguiente

Dowm Y Ten

Figura 3.2: Defincién pictérica para encontrar solucién a la ecuacién (89).

Encontrar dicha solucién puede resultar dificil. Una forma alternativa es no encontrar dicha solucién, si no mas bien
establecer una Condicién de Solubilidad, es decir, establecer una condicién para poder decir que existe por lo
menos una solucién para dicho sistema, ecuacién(3.89). Esta alternativa s6lo nos garantiza que dicha solucién existe
pero no nos dé informacién sobre dicha solucién, esta alternativa se llama Alternativa de Fredholm

Sea L un operador que actia sobre un espacio £. Entonces la pregunta es: dado un elemento |A > (vector)
perteneciente a la imagen del operador £. Entonces debemos encontrar un vector |WW > perteneciente al dominio
de £, tal que L|W >=|A > para dicho sistema tenga solucién. Si encontramos dicho vector (|IW >) que satisface
la ecuacién (3.89), entonces dicho sistema queda completamente resuelto.

La alternativa de Fredholm nos dice que dicho sistema tendrd solucién (condicién de solubilidad) si y sélo si para
todo vector |v > perteneciente al Ker(£'), se cumple < Ajv >* = 0.

En efecto, consideremos la ecuacién (3.89)

LIW >=]A> (3.90)
y apliquemos un elemento del kernel de £ por la izquierda
< VLW >=<v]A> (3.91)
al igual que en mecanica cuantica podemos pasar a la ecuacién de correspondencia dual
<[ (LW >) = <wv]A> (3.92)
(<WILH > = <Ajp>~ (3.93)

36



dado que |v > eKer (ET), es decir, se cumple que Lf|v >= 0. Luego, la ecuacién (3.92), tendréd solucién si y sélo

si < Alv >* =06 < Ajv > = 0. Si el operador £ es hermitico conjugado, es decir, £ = L', entonces

< VLW >=< WI|LT|v >*
pero dado que el operador es hermitico conjugado, tenemos

< U|LIW >=< W|L|v >*

3.1.3. Pequeno andlisis del operador del sistema

Recordando el operador de la ecuacién (A.14), tenemos
EZE—3R2—3X)(,
donde

R=R_+Ry,

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

el cual lo llamaremos término de interaccion. Para anilizar este tipo de operador lo reescribiremos de la siguiente

forma,
L = E—3(R_+R+)2—6XX
= ¢—-3(r> +2R_R; + R}) — Oxx
= ¢—3R%> —6R_Ry — 3R} — Oxx
= e+ (e—¢e)—3R2 —6R_R; —3R% —dxx + (Oxx — Oxx)

reagrupando los términos de forma conveniente, tenemos

L= (e—3R*> —9xx) + (¢ — 3R} — Oxx) — (e +6R_Ry — Oxx)

A continuacién definimos los siguientes operadores en analogia al operador de la ecuacién (3.96).

= Operador de la solucién R_:
L_=¢—3R?> —0xx
= Operador de la solucién R :
Ly =e—3R% —0xx
= Operador de interacién entre las soluciones:
Linter =€+ 6R_Ry — Oxx
Asi el operador del sistema se puede escribir como

L=L_+ E-l— - Einter

Analisis del operador de interaccion

Tenemos que el operador del sistema estd dado por

Linter =€ +6R_R, — Oxx

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

las funciones radiales Ry y R_ quedan representadas graficamente en las siguientes figuras Ahora mostremos el
grafico del producto de estas dos funciones (R y R4 ) denominado término de interaccién. Al analizar esta grafica
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x=-A2 0 0 x=+A/2

Figura 3.3: Graficos de la parte radial de los solitones ubicados en z = —A/2 y = A/2 respectivamente.

Figura 3.4: Producto de las funciones R_ y R..

podemos observar que el producto R_ Ry es aproximadamente nulo cuando la distancia de separacién entre ellos
es muy grande, es decir, cuando A > 1. Luego el operador de interaccion se puede aproximar como

Einter e — 6XX (3108)

cuando la separacion entre los solitones es muy grande.

En este caso decimos que los solitones en principio no se “ven”, es decir, para fines practicos ellos son invisibles.
Ahora mostraremos el el operador del sistema (3.96) es autoadjunto, es decir, £ = L1, Para ello, definiremos el
siguiente producto interno entre los elementos del Dominio de L y la Imagen de L, en forma pictérica tenemos lo
siguiente en forma matemética queda representado por

Dom Vi Do

Figura 3.5: Forma pictorica del producto interno.
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< flg>= /_ f-gdx (3.109)

donde el producto interno se extiende sobre todo el espacio y g* representa el complejo conjugado de g.
Ahora, definimos el siguiente operador [ = Jx, asi

< fllg >

/700 f-(0xg")dx (3.110)

/_Oo Ox (f~g*)df—/oo (Ox f) - g"dx (3.111)

— 00

ahora haremos una condicién muy importante, asumiremos que los vectores (funciones) en los extremos del expacio
son nulos, es decir,

/_Oo Ox (f-g")de=f-g"[>c =0 (3.112)

luego,
< fllg> = _/00 (Ox f)-g"dx (3.113)
= —<lflg> (3.114)

luego, al aplicar dos veces el mismo operador, tenemos

< fllg> = —<Iifllg> (3.115)
<M flg > (3.116)
asi, con la defincién este operador (I = dx), tenemos | = —IT y Il = [T]T = (ll)T. Ahora mostraremos que el el

operador del sistema es autoadjunto, en efecto,

<flLg> = <fl(e-3R*-1)g> (3.117)
= < fleg >+ < f|-3R%*g > + < flilg > (3.118)

calculando término por término, tenemos

< fleg > = / f-(eg)" dz (3.119)
dado que € es un parametro medible del sistema, es decir, es un parametro real
< fleg> = / fe-gtdx (3.120)
= < felg> (3.121)
< f|-3R%*g > :/ f-(-3R?%)" dx (3.122)

tenemos que R estd compuesta por funciones reales, luego

< fl-3R%g > = /_Oo (f-—3R?*) g (3.123)
= < f-—3R%g > (3.124)



< flilg>=< )" flg > (3.125)

como se mostro anteriormente. Luego la ecuacién (3.118) se puede escribir como

<flLg> = <eflg>+<—3R%flg>+< () flg > (3.126)
= < (e-3R*+ ') flg > (3.127)
= <Liflg> (3.128)

Finalmente, hemos mostrado que el operador del sistema £ = ¢ — 3R? + (ll)Jf es autoadjunto, es decir, £ = L1
Ahora para aplicar la alternativa de Fredholm, s6lo debemos encontrar por lo menos un elemento del KerL en vez
de KerL'. Para encontrar dicho elemento utilizaremos la ecuacién para la solucines estacionarias de la parte radial,
ecuacién (A.16).

0=eR+ — 3R+ — Oxx R+ (3.129)

de las ecuaciones (3.103) y (3.104), podemos concluir que el operador de un solitén ubicado en la posicién z = 20
(R(z — z0)) debe ser de la forma

L=¢—-3R* - 0xx (3.130)

y como podemos observar de la ecuacién (3.96), este tiene la misma forma que el operdor de dos solitones, es facil
proponer un elemento del Kernel del operador de un solitéon ubicado en la posicién x = z0. Para ello ocupamos la
ecuaciéon para una solucion estacionaria para un solitén ubicado en una posicién arbitraria.

0=ecR—R®—-0xxR (3.131)

para ello derivamos la ecuacién (3.131) con respecto a la variable espacial X

0 = eR—R*—-0xxR /Ox (3.132)
= EaxR— 3R26)(R—(9XX)(R (3133)
= (E — 3R2 — (9)()() (9xR (3-134)

y por la defincién del operador de un solitén en una posicién arbityraria, ecuacién (3.130), tenemos

donde, identificamos al vector |0x R > como elemento del Kernel del operador del solitén. Es muy importante
recalcar que hemos encontrado un elemnto del kernel de un operador de un solitén, cual nos permitird aplicar la
alternativa de Fredholm para establecer una condicién de solubilidad a la ecuacién (3.88) 6 (3.89).

Para el operador del sistema definido en la ecuacién (A.14) no se puede realizar el mismo procedimiento pues
este operador cuenta con un término (R) el cual cuenta con informacién de los dos solitones en estudio como una
combinacinacién lineal entre ellos. Con este término la ecuacién no se satisface la ecuacién (A.16) (ecuacién que nos
entrega la parte radial de un solitén estacionario), ella no es satisfecha cuando el término radial estd compuesta por
una combinacién lineal de ellos, al contar con término no lineal, en efecto: reemplazamos el término R = R_ + R
en la ecuacién (A.16)

ER—R>*—9xxR =

e(R-+Ry)— (R +Ry)’ —0xx (R_+Ry) =

eR_+eR; —R® —3R*R, —3R_R? — R} —9xxR_ —0xxRy =
(eR-R® —9xxR_)+ (eRy — R} —0xxRy) —3R2R; —3R_R% =

o O o O

de la ecuacién (A.16), tenemos que los términos que estdn entre paréntesis satisfacen dicha ecuacién, por lo tanto
son nulos. Luego la ecuacién (3.139) nos queda

—3R’R; —3R_R2 = 0 (3.140)
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y la ecuacién (3.136) queda
eR—R?*—0xxR =—-3R*R; —3R_R% (3.141)

la cual no satisface la ecuacién (3.136) por contar como una combinacién lineal de funciones en la parte radial. Para
que la ecuacién (3.136) sea cuasisatiafecha, debemos suponer que la distancia entre los solitones sea muy grande
(A > 1). Esto se debe a que la parte radial de la funciones para la parte radial son funciones hiperbdlicas y ellas
son exponencial mente pequenas cuando nos alejamos del corazén (dentro) de dicha funcién. Que las funciones
sean exponencialomente pequenas, quiere decir que practicamente tiene un valor cuasi nulo para puntos alejados
del centro y no nulos para valores cerca del centro. Para compreder esto, mostraremos las siguiente figuras que
muestran lo comentado anteriormente. como se puede apreciar en la iltima figura el producto de las funciones seria

2
R-
x=—A/2 0 0 X=+A/2
Figura 3.6: Graficos de la parte radial de los solitones ubicados en © = —A/2 y = A/2 respectivamente.
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X=—A/2 0 X=+A/2

Figura 3.7: Producto de las funciones R_ y R..

cuasi nulo en todo el espacio si la distancia entre los solitones es muy grande, es decir, R?2 Ry ~ 0 y lo mismo ocurre
para el otro término R_R% = 0. Luego la ecuacién (3.136) serfa cuasi nula si los solitones estdn muy alejados. Es
decir,

ER—R> —0xxR~0 (3.142)

La ecuacién para parte radial para solitones estacionarios (3.136) es satiafecha cuando los solitones estdn muy
alejados, es decir, ellos no se “ven” pues despreciamos los términos de acoplamiento.

Ahora buscaremos el operador para la ecuacién (3.142) que estd bajo el supuesto que los solitones estdn muy
alejados, ocupando dicha ecuacion

ER—R?>—0xxR ~ 0 /[ox (3.143)
e0xR — 3R*0xR — OxxxR =~ 0 (3.144)
(e-3R*-0xxR)IxR =~ 0 (3.145)

donde podemos reconocer el término entre paréntesis como el operador del sistema para un par de solitones cuando
ellos estan muy alejados

LIOxR >~ 0 (3.146)

Para aplicar la alternativa de Fredholm, debemos mostrar que este operador para una combinacién lineal de solitones
cuando estos estdn muiy alejados es autoadjunto. Pero esto ya lo mostramos en la la ecuacién (3.128), es decir,
L = L' Luego |[0xR > es un pesudovector del Ker (ET).

3.1.4. Otro analisis del operador del sistema

Ahora estudiaremos de una manera alternativa el operador del sistema dado por la ecuacién (3.96)

L = £-3R*-0xx (3.147)

= e-3(R_+Ry)’—0xx (3.148)

= ¢—3(R2+2R_Ry+R})—0xx (3.149)

= (¢—3R%> —0xx) —6R_R; — 3R} (3.150)

recordando el términos entre paréntesis como el operador del soliton ubicado en la posicion X = —% como se
definié en la ecuacién (3.103), tenemos

L=L_—-6R_R.—3R} (3.151)

Para este andlisis vamos a suponer que la distancia entre los solitones es muy grande A > 1. Recordando que la
parte radial de los solitones es de la forma

R(X — Xo) = V2esech (Ve (X — Xo)), (3.152)
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donde X representa una ubicacién arbitraria de dicho soliton.

Para analizar el operador de la ecuacién (3.151), reecribiremos el solitén ubicado en la posicon X = % de tal forma
de hacer algunas aproximaciones para poder utilizar los supuestos que la distancia entre punto de observacién y el
corazén del soliton es muy grande.

Ry (X — %) = V2esech (\/E (X - %)) (3.153)
V2e

I EEE :,ﬁ(x,%) 2150

V2 ! (3.155)

vl

VOT) (14 e VA 2))

Dado que la funcién secante hiperbélica es una funcién par, lo que importa en el argumento de dicha funcién es el
valor absoluto, es decir, la distancia entre el punto de observacién y el corazon del solitén. Asi rescribimos la ultima

ecuacién
A V2 1
R, <’X - —D - . _ (3.156)
2 eVEIX-2| (1 +e_2\/5|X—7 )

pero dado que ’X — %} > 1, tenemos que 6_2\/E|X_%| < 1, es decir, este términos se denomina exponencialmente

_ , . . . _olx—4
pequeno. Asi expandimos en serie de Taylor hasta primer orden en O (e 2[x-2 |), tenemos

—1
(14 e 2EX=21) " x 1 - em2vElX -3 (3.157)

luego

Ry (’X - %D NV (1 - e‘2\/5|X—%|) (3.158)

e\/E|X_%|

V2ee VEIX -2 (1 - e*2ﬁ|X*%|) (3.159)

%

Reemplazando la ecuacién (3.159), en la ecuacién (3.151), tenemos
2
Lo~ Lo-6Vaee VAR (1o 2ER R R geem VAR (1 - el -2l (3.160)
conservando términos hasta orden O (672ﬁ|xf%|), tenemos

L ~ L_—6v2ee VX3 (1 - e*2ﬁ|X*%|) R_ — Gee 2VEX-% (3.161)
Ahora haremos expansiones sobre la funcién R_.

A V2
R_ ('X + —D = < c < (3.162)
2 oVelX+2 | +e*\ﬁ|x+5|

_o_ Vv ! (3.163)

VTR (14 2 A)

suponiendo que la distancia entre el punto de observacion y el corazon del solitén es muy grande (‘X + % ‘) > 1,
tenemos que el término e"2VE[X+2] < 1, asi podemos aproximar como sigue

A _ V2e —2vE|X+5] !
R_ (‘XJr ED - (1+e : ) (3.164)

Q

V2e (1 - e‘zﬁ|x+%|) (3.165)

eﬁ|X+%|

V2ee VEIX TS (1 - e—2\/5|X+%|) (3.166)

Q
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reemplazando la ecuacién (3.166), en la ecuacién (3.161), tenemos

L

Q

L —12eeVEIX-3] (1 _ e—2ﬁ|X—%|) e VEIX+3 (1 _ e—2ﬁ|X+%|) —Gee 2VEX-2| (3.167)

conservando términos hasta oden O (6_2\/E|X_%|) 6 orden O (6_2‘/5|X+%|), tenemos
L ~ L_—12ee VEX—3[eVEAXTS] L j9ze—2vEX -2 (3.168)

.z . . . . —\/§|X—é| —\/§|X+é|
cuando el punto de observacién estd muy alejado del corazén de los solitones, tenemos que e 2 le 2
_ _a . .
ye 2V X -3 son del mismo orden, asi tenemos

L ~ L_+0 (efmle%l) , (3.169)

es decir, el operador del sistema (dos solitones seprados por una distancia A) se puede aproximar como el operador
de un solitén ubicado en la posicén (X = —%) mas un término exponencialmente pequeno.
Ahora hacemos el mismo cdlculo, pero contruyendo el operador para un solitén ubicado en la posicén (X = %) a

partir del operador, para ello, realizamos el mismo procedimiento a partir de la ecuacién (3.147)

L = £-3R*-0xx (3.170)

= e-3(R_+Ry)’—0xx (3.171)

= ¢—3(R2+2R_Ry+R})—0xx (3.172)

= (¢—3R% —0xx)—-6R_R; — 3R (3.173)

recordando el términos entre paréntesis como el operador del solitéon ubicado en la posicion X = % como se defini6 en
la ecuacién (3.104), tenemos

L=L, —6R_R, —3R*> (3.174)

reemplazando la aproximacién para la funcién R_, ecuacién (3.166)

L

%

Ly —6 [\/2—56*@“% (1 - e*2ﬁ|x+%|)} R.—3 [\/2—56*@“% (1 - e*MP”%N2 (3.175)

2
Ly — 6v2ee VEIX+3] (1 - e—2ﬁ|X+%|) Ry — 6ee 2VEIX T2 (1 - e—2ﬁ|X+%|) (3.176)

Q

P _ a
Conservando términos hasta orden O (e 2VElXI+5 ), tenemos

L ~ Lo—6v2ee VEX+3] (1 - e*%l“%l) Ry — 6ee 2VEIX T3] (3.177)
reemplazando la aproximacién para la funcién Ry, ecuacién (3.159), en la ecuacién (3.176), tenemos
£om Ly 12eeVANER] (1o VAN RI) VAR (1 - 2 VENRT) e 2R EL (37
conservando términos hasta orden O (6_2‘/E|X_%|) y O (6_2\/E|X_%|>, tenemos
L ~ Ly —12ee VXT3 VEIX=2] _ gee—2vElX 3| (3.179)
Cuando el punto de observacién estd muy alejado del corazén del solién los términos e_\/glx"’%le_\/glx -2 y

_ IN . . o
e 2VE| X+ 3| son del mismo orden. Luego, tenemos que el operdor del sistema se puede escribir como el operador
del solitén ubicado en la posicién X = %—i—més un término exponencialmente pequeno, es decir,

- —2/e|X+4
+ .
L~L +O(e | 2|) (3.180)
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En resumen, tenemos que el operador del sistema dado por la ecuacién (3.170) se puede escribir como el operador
de un solitén ubicado en la posicion X = :l:% mas un término exponencialmente pequeno cuando el punto de
X - %‘ >1y ‘X + %’ > 1. Al despreciar los

observacién estd muy alejado del corazon de los solitones, es decir,
términos exponencialmente pequenos, tenemos el siguiente resumen

[~ {5 (3.181)

Ly

Como ya mostramos anteriormente, el operador del sistema es autoadjunto y el operador de los operadores indi-

viduales también lo son, es decir, £ = EL y L_ = L1 . Tenemos también dos pseudovectores pertenecientes al

kernel del operador del sistema |0x R— >y |0x R4+ >. Finalmente, hemos mostrado que el operado del sistema £ lo

siguiente: el operador del sistema es autoadjunto y el cual se puede escribir como el operador de un solitéon ubicado
A

en la posiciéon X = —5 6 como el operador de un solitén ubicado en la posicion X = %. Y el operador del sistema

tiene dos pseudovectores
LIOxRL >~ 0 (3.182)

y por lo tanto podemos aplicar la alternativa de Fredholm para establecer una condicién de solubilidad a la ecuacion
(3.88). Reescribiendo la ecuacién (3.88), tenemos

Llp>=7 5107 (R —Ry) > A5 ——F
7]

1
IV NG

aplicando el pseudovector |0x R— > por la izquierda, tenemos

|07 (R- — Ry) > A+ |3R2R; > +|3R_R% > (3.183)

<OxR_|0z(R- —R{) >AF —————<0OxR_|0z(R_ — Ry) >A
xR0z ( +) ¢2m xR_|0z ( +)

+ < OxR_|3R Ry >+ < OxR_[3R_R} > (3.184)

<IxR_|Llp>=F

1
W

1
N

esta ecuaciéon representa la dindmica de interaccion entre los solitones. Para encontrar dicha ecuacion, debemos
calcular las integrales definida con el producto interno en la ecuacién (3.109).

0~ F

A .
<OxR_|0z (R —Ry) > <Z + %A) +<OxR_|3R*R, >+ < dxR_|3R_R? > (3.185)

3.1.5. Calculo de las integrales de la ecuacién de interaccién

< 6XR_|8Z (R_ — R+) > =< 6xR_|azR_ > =< axR_|6zR+ > (3186)

para calcular esta integral < Ox R_|0zR_— >, debemos pasar a la misma variable de integracién, a decir, X,
con el cambio de variable definido al principio de este capitulo Z = X F %. Para aplicar la derivada espacial
con respecto a la variable Z debemos aplicar la regla de la cadena asi, la regla de la cadena con respecto a
la variable espacial queda 9z = dx. Por otro lado, para la funcién R_, tnemos el siguiente es asi la derivara
parcial con respecto a la variable X de la funcién R_ se puede expresar como

OR_ 0Z
OxR_ = 57 Ix 0zR_, (3.187)
entonces Ox R_ = 0z R_. Luego la integral toma la forma
< axR_|6zR_ > =< axR_|axR_ > (3188)
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Figura 3.8: Producto de las funciones R_ y R..

S
.

Figura 3.9: Producto de las funciones R_ y R..

A—>T

Ahora recordamos la forma de un solitén ubicado en la posicion X = —%, calculamos la derivada
oxR. = Vo eosntyE (x4 2 (3.189)
x{i—- = ax S 3 D) .
_9 AN . A
= —y/ecosh™*/¢ X—l—; sinh v/ X—I—; Ve (3.190)
A A
= —V2esechyz | X + 5 tanh e [ X + 5 (3.191)
luego la integral toma la forma
2 [T 2 A 2 A
< OxR_|0xR_ > = 2¢ sech®V/e [ X + 5 tanh® /e ( X + 5 ax (3.192)
realizando el siguiente cambio de variable, u = /¢ (X + %), entonces dX = % y cuando X — +o0,
u — Foo. Asi la integral se puede escribir de manera méds compacta como
o A A e d
2¢2 / sech?\/e <X + 5) tanh? /& (X + 5) dX = 2¢* / sech?u tanh" 7? (3.193)
o oo €
y ocupando las siguientes identidades
1 —tanh®* X = sech’X (3.194)
tenemos
<OxR_|0xR_ > = 263/2/ sech®u{1 — sech®u}du (3.195)
= 2¢%2 [/ sech?u —/ sech4u] du (3.196)
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integrando con Maple, tenemos

/ sech’udu = 2 (3.197)
o0 4 4
sech*udu = 3 (3.198)
asi tenemos
3/2(6 4 3/22
< OxR_|0xR_ > =2¢ —— =) =27 (3.199)
3 3 3
finalmente tenemos
4
<OxR_|0xR_ > = 553/2 (3.200)
Por otro lado la integral
<OxR_|0zRy > = < JxR_|0xR4+ > (3.201)
~ 0 (3.202)

pues cuando los solitones estan muy alejado, sus corazones también lo estan y sus funciones estdn haciendo
evaluados en puntos lejanos. Por el momento nos enfocaremos cuando los solitones estan muy alejados A > 1,
asi la integral de la ecuacién (3.186) queda como

< 8xR7|8Z (R, — R+) > = < 3xR7|azR7 > —< 8xR7|3xR+ > (3.203)
~ < 3xR7|azR7 > (3.204)
4
~ —e¥? (3.205)
3
= Ahora debemos calcular la siguiente integral
<OxR_|3R Ry > = / (3.206)

3.1.6. Estudio de la Dinamica en la region I1

Consideremos la ecuacién (7.12) y multiplequemdsla a ambos lados por (R— 4+ R4), entonces tenemos

A
50: (R = Ry)(R-+ Ry) = (R +Ry) 0o +2(Ro+ Ry) 0 (Re+ Ry) ap = 2V/72 — 2 (R + Ry)
donde podemos ver que los dos primeros términos del lado derecho se pueden escribir como
0o{(R- + R:)? 000} = 2(R- + Ry) 0o (R- + Ry) 0+ (R + Ry)” 0o (3.207)
luego rescribiendo la ecuacién, tenemos
A
50: (R = Ry)(Ro+Ry) = Ou{(R-+ Ry)* a0} =207 — 2 (R + Ry)" (3.208)
A
O{(R-+ R) 0} = S0-(R- = Ry) (Ro + Ry) + 2V — i (R-+ Ry)" ¢ (3.209)

Ahora integraremos entre [—oo, '], donde el valor de la cota superior 2’ debe contener a las dos soluciones en
estudio.

:E/ A :E/ :E/
/ AR+ R P Oup)de = 5 / 9. (R_ — Ry) (R_+ Ry)dr+ 2% — 12 / (R_+ Ry)? pdu

A Il :E/
(R + R0, = 5/ 9. (R_ —Ry)(R_+ Ry)dx+2\/2— m/ (R_ + Ry)? pdx
1 A T o
Opp = m{?/ 0, (R- — Ry) (R- + Ry)dx +2\/~? —,u2/ (R- +R+)2 edx}
— + — 00 — 00
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integrando nuevamente, entre [—oo, ”']

I PRV ATV RN /1 S . ¥
= — —_ . (R- — x — _— , ;
2 ) (R + R e " +) o (R_+ R+)

— 00

acd podemos observar que tenemos una ecuacién de recurencia para ¢, la cual se puede resolver usando el método
de la jererqia. Donde proponemos la solucién de la ecuacién como una serie de potencia

p(a,t) = %o +alpr+-- =Y a"p, (3.211)

donde dicha solucién converge si y sélo si, éi los coeficientes de la serie de potencia son mucho menores que la
unidad, donde definimos el siguiente parametro de control

a=2yy?—p?«1 (3.212)

es decir, estamos en la regién del espacio de pardmetro cerca de la punta de la lengua de Arnold (v = u). Reem-
plazando en la ecuacién tenemos

Oéo(/) “rOél(P + = —/ ,,%/zl 8 (Rf—R+) (R7+R+)dI
0 ! 2 —00 R7+R+)2 —00 -
+2v? = p? e (R-+Ry)" o (3.213)

para resolver esta ecuacion debemos resolver orden por orden del pardmetro de control. Nosotros para simplificar
nuestro trabajo, resolveremos nuestra ecuaciéon a O(a'), entonces tenemos la siguiente solucién para la pertubacién
de la fase

A z" dCC/ z’
— o Y | 9. (R.—R.)(R_+R.)dr 3.214
0 2quz+Rg%[m ( B ) (3.214)

ahora con esta solucién a orden cero para la funcién de perturbacién, debemos reemplazarla en la ecuacién (7.14)
Lp=(R_+ Ry)0upo+2u(R_+ Ry)po+ 3R> Ry +3R_R% (3.215)

en principio debemos resolver esta ecuacién para p, pero sélo aplicaremos una condicién de solubilidad para obtener
una ecuacién que caracterize la dindmica del sistema. Para ello, utilizaremos uno de los pseudovectores del operador
de interaccién {Ox Ry, dx R_}, ulitizando el segundo elemento, tenemos

0=< 8X,R_|(R_ + R+) 6t(p0 >4 2u< axR_KR_ + R+) wo >+ < 6XR_|3R2,R+ + 3R_Ri > (3216)

para resolver esta ecuacion, mostraremos qué términos podremos despreciar pues en principio tenemos que la
distancia entre las dos estructuras localizadas es muy grande (A > 1). Al igual que en la regién anterior, tenemos
los siguientes resultados

<OxR_|3R2R, > = —8e2e VA (3.217)
<OxR_|3R_R7 > =~ 0 (3.218)

por otro lado, para el primer término, el que contiene la variacion espacial de la pertubacién en la fase con respecto
al tiempo, la podemos escribir como

oo = 5D p(e.n) (3.219)
= %f(x,t) + %&f(x,t) (3.220)
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pero f(x,t) tiene argumentos del estilo (2 + %), luego 0, f(x,t) = %% = :I:%

puede escribir como

af sz
A luego nuestra ecuacion se

.. N
A A
donde sabemos que la distancia entre las estructura obedece la siguiente ecuacion A = —ae VA donde que A

es del mismo rango que A? y ademas A < A, por ende podemos despreciar estos dos términos. Luego la primer
integral la despreciamos. Nos queda el segundo término de la ecuacién (3.96), donde despreciamos el término que es
de la forma Ox R. R+ es despreciado pues son funciones que viven regiones distintas. Luego nos queda la siquiente
integral

< 8xR7|R7<p0 > = / dX"0xR_ - R_pg (3.222)
- /OOdX”aR Ré/x”dix//x,a(}z — Ry)(R_ + Ry)dx (3.223)
e T (R R T T T '

donde, despreciaremos algunos términos debido a que viven en regiones distintas del espacio

9:(R-—Ry)(R-+ Ry) = (0:R-)R_+ (0:R_) Ry — (0-Ry) R — (0:Ry) Ry (3.224)
~ (8ZR7) R, — (8ZR+) RJr (3225)
por otro lado,
(R-+Ry)> = R.+2R R, +R? (3.226)
~ R2+R% (3.227)

por otro lado, tenemos que dx R2 = 2R_0x R_. Luego reescribimos la integral como

"

o0 T ! -’El
<OxR_|R_pg > = A/ dX”(?XR%/ Rgdﬁ/ {(0:R_)R_ — (0.Ry)Ry}dx  (3.228)
—00 —00 — + J—00

3.1.7. Estudio de la dindmica en la regin I

Si suponemos que la fase pertubativa del sistema varia de manera lenta en el espacio , es decir, J,, ¢ < O, <K @,
podemos encontrar la solucién de ¢ para la ecuacién (7.12)

1 8.(R.—R.)
=— A 3.229
v 42— 2 (R-+Ry) ( )

No debemo olvidar que nuestra misién es saber si existe alguna especie de interaccion entre estos solitones, para ello
debemo encontrar alguna dindmica la variable que caracteriza la interaccién (A). Entonces cuando reempplacemos
esta ecuacién en la ecuacién (7.14) nuestra misién no es resolver la parte radial de la solucién sino encontrar
condiciones para establecer ecuaciones para caracterizar la dindmica de dichas soluciones. Antes de reemplazar la
expresion en la ecuacién (7.16) en la ecuacién (7.14), debemos calcular algunos términos

donde

d.(R-—Ry)\ [92(R_+Ry) 9. (R_— Ry)1?\ A2
8t( (R—I—RJFJ)F)_( (R,—i-RJr-)F _{ (}L_|_R+—)F ] )7 (3.231)
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asi tenemos que la variacién temporal de ¢ se puede escribir como

By = 1 (af (R-+Ry) [az (R_ —R+)]2> A?

Ao\ (ROt Ry) (R_+Ry) | ) 2

1 (&z (R — R+>) A (3.232)

42— 2\ (RO+Ry)

pero si suponemos que las variaciones espaciales de las soluciones estacionarias son pequenas debido a que suponemos
que a que los términos que bota son de la forma..., podemos despreciar estos términos y finalmente podemos reecribir
la ecuacién (7.19) como

1 9. (R — Ry)\ «
Orp = PWo ( Ry )A (3.233)

Al reemplazar esta ecuacién en la ecuacién (7.14), tenemos

R_+Ry) (0.(R-—Ry)\ «  2u(R_+Ry)0. (R — Ry)
Lp = _(B- A +)< ( +)>A— R+ Ry) 9 ( +)A+33‘%R++3R,R+ (3.234)

472 —p2 \ (R-+ Ry) 4/ -2 (R-+Ry)

Lp=— <‘9Z (2 — R+)> A O (R = Ry) +3R2R, +3R_R, (3.235)

4y/42 — 112 2/2 — 112

Como dijimos anteriormente no queremos encontrar la soluciéon para la parte radial de la perturbacion, es decir,
resolver esta ultima ecuacién. Si no que queremos encontrar una ecuacion cinemética para A que de cuenta de la
interaccién de los solitones. Para ello podemos aplicar la alternativa de Fredholm que dice lo siguiente: Sea E que
esta definiso por LW = A,con un operador £, entonces L|W >= |A > tiene solucién (condicién de solubilidad) si y
s6lo sf para todo |v > eKer (ﬁT) se cumple que < v|A > = 0 la cual se conoce como condicién de solubilidad. El
operador que debemos estudiar es dado en la ecuacién (7.15) y podemos demostarar facilmente que este operdor es
autoadjunto bajo un producto interno para dicho espacio?.

Como se calculé en otras ocaciones este operador tiene dos pseudovectores® pertenecientes al kernel ellos son
{0,R_,0, Ry} eKer (LT) (3.236)

Ahora aplicamos uno de estos pseudovectores a la ecuacién (7.22)5. Notar que aplicar un pseudovector a dicha
ecuacién implica calcular integrales del producto de funciones. Por ello a continuacién mostraremos graficamente
algunas de las formas de dichas funciones como podemos observar, hay varias integrales que son practicamente

Figura 3.10: R_ + Ry and 0, R0, 7 respectively.

4E] producto interno defindo en este espacio es < f|g > = ffooo fg*dx donde g* es el complejo conjunado de g.
5Se llama pseudovectores a los vectores que cumplen casi con la condicién de solubilidad, es decir, < v|A > ~ 0
6 Aplicamos el pseudovector {9z R—}
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nulas. Lo cual se redece a calcular

A pA
0=<0,R_|0.R_ > ( + + < 0,R_|3R* R, > (3.237)
82— 2 4 /”YQ—,U2>
al calcular las integrales obtenemos
4 30
< 0y;R_|0,R_ > = 3¢ (3.238)
y para la segunda integral debemo aproximar R, cerca de x = —% pues es ahi donde el producto de funciones es
distinto de cero, asi obtenemos
< 0,R_|3R R, > = —8c% VA (3.239)

asi al reemplazar en la ecuacién (7.25), obtenemos la siguiente ecuacién cinemadtica para la interaccién

A = —2uA — 48+\/4% — pi2\Jee VA (3.240)
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Capitulo 4

Analisis de la interaccion

4.1. Analisis de la interaccion

Ahora podemos distinguir dos regiones para la ecuacién.

i) Sistema muy disipativo: bajo esta regién de parametros podemos despreciar el término de la inercia y obten-
emos la siguiente ecuacién

QUA = —48+/~2 — 2\ /e VA (4.1)

ii) Sistema debilmente disipativo: en esta situacién asumimos que la disipacién es muy pequena, asi obtenemos
la siguiente ecuacion para la interaccion

A = —8/72 — 2\ Jae VA (4.2)

iii) Si por alguna razén nos olvidamos de nuestra principal hipétesis A > 1 (diluido), y nos enfocamos cuando
los solitones estan muy cerca, entonces podemos reescribir la ecuacién como

A+ 2uA +48e\/72 — 2 A = 481/ — 12 (4.3)

la cual correspoden a una ecuacién de un oscilador armoénico amortiguado, es decir, cuando los solitones se
encuentrar demasiado juntos ellos se empiezan a atraer y repeler de manera oscilatoria y que es lo que se
muestra en la siguienete figura espacio temporal.

4.1.1. Sistema muy disipativo

Tenemos que en esta region de parametros la ecuacion de interaccion es de la forma

QA = —48+/42 — 12\ /e VA (4.4)
cuya ecuacién renomalizada se puede escribir como
A= —\fee VA (4.5)

Del anélisis de la figura podemos observar que la interacciéon para dos solitones es siempre atractiva y que decrese
considerablemente cuando la separacién entre ellas es grande pues decrese exponencialmente. Por lo tanto se dice
que un solitén siente la interaccién con $olamente con sus primero vecinos.
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Espacio de Fase

A A

Figura 4.1: Diagrama esquemético del espacio de fase para la variable de interaccién (sistema muy disipativo).

4.1.2. Andlisis de la interaccion entre 0 — m-solitones

En esta subseccion analizaremos numéricamente la interaccién entre 0 — w-solitones y la compararemos con la
ecuacién de interaccion en la muy disipativa. La ecuacién es

A = anfeeVEA (4.6)
48+4/v2 —pu?
—

donde hemos definido oo = , luego en este caso la interaccion es repulsiva. Resolviendo la ecuacién

dA
o - @ ceVEA (4.7
dA

eVERIA = —an/edt (4.9)

integrando entre una distancia incial y final (Ag y A) respectivamente y un tiempo inicial y final (¢y y ¢), tenemos

A t
eVERIA = —ave / dt (4.10)

JAg Jto
%{e‘/gA —eVEROY = e (t—to) (4.11)
eVEA _eVERY — g (t —to) (4.12)
eVeh eVERO _ e (t —tg) (4.13)
Vie)A In (e\/EA“ —ae(t— to)) (4.14)

1 €80 |4

A(t) —hn (c‘/_A —ae(t fto)) (4.15)
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En la figura se ilustra el resultado de la interaccién en este caso. La linea continua da cuenta de la férmula
anterior.

interaction betewn two pi-solitons

20 T T
- dat of simulation
— fit curve
—

I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70
time of regretion

Figura 4.2: Simulacién versus teoria.
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Capitulo 5

Gas de Solitones

5.1. Gas 0-solitones

A continuacién estudiaremos la dindmica de un gas de 0-solitones. Escribiremos dindmica del i-ésimo solitén en
la regién sobre amortiguada, donde sélo consideraremos los efectos de primeros vecinos (debido a que la interaccién

decrese exponencialmente)?.
De la figura tenemos las siguientes dos ecuaciones de movimiento

Gas de 0-solitones

Amplitud

0

X/, X/,
Espacio

Figura 5.1: Diagrama del gas de solitones con interaccién a primersos

Aiyri = —481/2 — p2\/eeVehirs -
Ajiiy = —48+/2 — p2y/ee~Vehiin 52

donde podemos ver que la interaccién del corazén x; estd governado por
Aot = Aigry = —48\/72 — p2\fee™ Vet £ 4B\ /42 — 2 e Vo (5.3)

del cual podemos observar que el corazén x; sufre una atraccién hacia la derecha debido a la presencia del soliton
;41 y una atracion hacia la izquierda debido la atraccion del soliton z;_1.

Len analogfa a la interaccién que empleo Heisengber para el hamiltoniano de la interaccién de espines a primero vecinos
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5.2. Coarsening

5.2.1. Caso sobreamortiguado

El Coarsening se define como un Comportamiento Global del Sistema (Comportamiento a grandes
escalas) dado un Comportamiento Local del Sistema (Compotamiento a pequetias escalas), es decir, en otras
palabras, el comportamiento local o a primeros vecinos?, define el comportamiento global del sistema, con lo cual
podemos predecir el comportamiento de todo el sistema sélo encontrando dicha transformacion que deja invariante
la evolucién microscépica del sistema.

Nos preguntamos que sucede con la interaccion si el tiempo como la distancia sufren alguna contrarcién 6 di-
latacion. La idea es saber si podemos encontrar alguna transformacion de las variables para las cuales la ley de
interaccién permanezca invariante. La respuesta es si y es la siguiente

A— A+5 , t— teV® (5.4)

donde podemos ver que la distancia de los solitones sufre una expansién mientras que el tiempo sufre un contraccion
con ¢ alguna conatante en efecto probemos primero para la ecuacién (4.1)

2ud(A+6) — 48\/77 = R re VEAHD) (5.5)

d (tev=?)
2u dA
\/ILEL(Sd_ = 48\/42 — p2\feemVERTVES (5.6)
e t
dA
2”% = 48y/42 — p2\fee”VEA (5.7)

(5.8)

con lo cual reobtenemos la misma ecuacion de interaccién pero con la distancia y el tiempo dilatados. Esto se conoce
como Coarsening, es decir, que al dilatar el tiempo y el espacio observamos la misma dindmica de interaccién. Si
uno calcula la distania pomedio entre solitones, es decir

NUER—

n

donde n es el niimero de solitones. La ), A; es igual al tamano del sistema L, es decir

por lo tanto esta cantidad da cuenta cuenta como estan evolucionando en el tiempo el numero de solitoes disipativos.
Si uno asume que para un gas diluido de solitones

dado que la ecuacién de cada distancia es invariante en A — A 4§ y t — teV=9, entonces la tinica funcion f (t) que
es invariante con esta simetria es

Por lo tanto la distania promedio entre solitones crece logaritmicamente con el tiempo y el numero de solitones
desaparece como
Ly/e

In (t)

En la proxima seccion se analizara numericamente A y n.

2A primeros vecinos, nos referimos al igual que en mecdanica estadistica como en el modelo de Ising, es decir, para un elemento i-ésimo
en estudio, consideramos interacciones sélo con el vecino i-ésimo —1 y el vecino i-ésimo+1.
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Capitulo 6

Simulaciones

6.1. Simulaciones

En esta seccion se estudiard numericamente la cadena de péndulos forzada verticalmente y la ecuacién paramétri-
ca de Schrodinger no lineal. Para tener una buena estadistica hay dos posible estrategia de trabajo: Una que real-
izemos una simulaciéon con un tamano de sistema muy grande, para asi poder tener una gran cantidad de solitones
o realizar muchas simulaiones en paralelo y depues hacer ensambles estadistico. La estrategia considerada aqui es
la primera. Hemos, escogido el tamano del sistema de modo que al menos inicialmente tengamos varias centenas de
solitones disipativos. Como se ilustra en la figura 6.1 inicialmente hemos considerado una gran numero de solitones
que rapidamente se aniquilan y posteriormente el sistema exhibe un proceso de aniquilacién cada vez mas lento, es
decir, la curva de ceros cada vez es mds plana (ver figura).

Coarsening
600 T T

550 b
500 % B
4501
400 J‘ 4
=z

as0f B
300( ,
250 - b

200~ b

150 L L L L L L
[ 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Time

Figura 6.1: Numero de Solitones disipativos como funcién del tiempo
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Diversas enfoques

Bajo nuestra hipétesis podemos observar que en el grafico semilogx, del largo promedio se comporta como una
aproximacion lineal para tiempos suficientemente grandes. Es importante notar que inicialmente hay otra linea
recta (tiempos menores que 40 unidades temporales), la cual describe el proceso de establecimiento de el gas de
solitones (ver figura 6.2). Posteriormente hay un crossover que conecta los diferentes regimes del sistema, es decir el
proceso de establecimiento de solitones disipativos y el posterior establecimiento de interaccon de estas soluciones
tipo particla.

15 Il Il Il
10 10 10° 10 10
log(Time)

Figura 6.2: Simulacion 1

A partir del grafico observamos que este se comporta de manera lineal desde el la unidad temporal 102 hasta
el final de la simulaciéon. Por lo tanto haremos una aproximacién lineal de dicha region. La idea de despreciar los
primero 1400 puntos en grafico. Ahora mostraremos una regiéon donde se muestra la regién en estudio

x10° x10°
6 6
5 5
4 4
- ~
3 3
2 2r
1 1
0 1000 2900 3000 4000 10° 10° 10*
Time log(Time)
107 107
a oy
=1 =3
o o
_
107 10° 0 2 4
0 1000 2900 3000 4000 10 10 10
Time log(Time)

Figura 6.3: Simulacion 1
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Diversas enfoques

aca no hay que dejar enganar pues la region es mayor que la mitad de la totalidad de los datos.
Ahora sobre esta regién realizamos un ajuste lineal Donde podemos ver que el ajsute es casi perfecto. Finalmente
graficamos el largo promedio de la simulacién con el ajuste encontrado (ver figura 6.8).

Luego encontramos un gran acuerdo entre la teoria y las simulaciones numéricas, por lo tanto el gas de solitones
siguie la ley de comportamiento logaritmica predicha por la teoria.

Coarsening
600 T T

500 B
4501 B

400 J‘ B

300 il
250 - b

200~ b

150 I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Time

Figura 6.4: Simulacion 1
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0 1000 2000 3000 4000 10° 10° 10
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Figura 6.5: Simulacion 1
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Figura 6.6: Simulacion 1
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Figura 6.7: Simulacion 1

I I I I I
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 6.8: Simulacion 1

61



s
5 s
st
45|
ask
4
o
S35 o
ask
3
/ 3
/
25 /
2 ,,’/
1sb g
10 10 10° 10 10 9
log(Time)
x10”
s T T T T T T T T T
550 ]

5.1 1
72 78 14 15 76 77 78 79 8 a1 82 o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 6.9: 0-solitién y m-solitén respectivamente. La curva de azul representa la parte real de la solucién y la roja
la imaginaria.
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Capitulo 7

Formacion de estructuras en sistemas
fuera del equilibrio: solitones y
coarsening

7.1. Interaccion entre dos m-solitones

7.1.1. Analisis de las regiones permitidas en el problema de la cadena de péndulos

En esta seccién realizaremos un analisis completo de la interaccién de dos m-solitones, en la region del espacio
de pardmetros donde el sistema se considera muy disipativo. (colocar una figura donde se cumple estacondicién).
La ecuacion que rige esta interaccion en una regién donde el sistema es muy disipativo es:

; <48\/72—u2
Ay = - ———

. ) Vereap (—yE5A) (7.1)

donde 7 es proporcional a la amplitud del forzamiento vertical sobre la cadena de péndulos, p es proporcional a
la disipacién de sistema, v es proporcional a la frecuencia del forzamiento, también llamado detuning y A es la

48+4/v2 —pu?

distancia entre los solitones. Definimos la siguientes constantes o = — 5 YEF = VA /7% — 2. Asi la ecuacion
de interaccién queda reescrita como

Ay = —aEre VEFA (7.2)

para que esta ecuacion tenga significado fisico, debemos exigir que el argumento que estd dentro de la raiz de la
ecuacioén de los pardmetros o y e sea mayor o igual a cero, es decir,

V- >0 (7.3)
oz oy (7.4)
vl >yl (7.5)

La region permitida se muestra en la siguiente figura. Cabe notar que p < 0 no tiene significado fisico pues es un
parametro proporcional a la disipacion del sistema con respecto al medio.

Por otro lado, analizaremos el pardmetro e+, donde nuevamente exigimos que ex > 0, para que la ecuacién de
interaccién tenga significado fisico, es decir, sea un valor real. Para ello debemos exigir que

vFEVYE—p2 > 0 (7.6)
vo> V- /() (7.7)

Vo> -t (7.8)

S T (7.9)
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T=H

o 1=

=10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 1

Figura 7.1: Regién permitida en el espacio de pardmetros de la amplitud de forzamiento v/s disipacion de energia.

, cuya ultima ecuacién, para un valor constante para la disipacion, esta representa una ecuacion de una hipérbola
en un gréfico v v/s v. Acd, la regién sombreada representa la region fisica donde se puede apreciar la interaccién
entre los solitones. En la regién para el parametro detuning negativo se observa la interaccién entre los solitones,
mientras que en la regién positiva para el detuning se observa la Inestabilidad de Faraday.

=R

Y=H

Figura 7.2: Regién permitida, donde se observa la interaccién de solitones en el espacio de pardmetros v v/s v.

En la figura (7.3), se observa un visién global en 3-D de la regién de pardmetros.

7.1.2. Analisis del espacio de fase de la interaccién

Tenemos que la ecuacion de interaccién la podemos escribir como
As = f5(4) (7.10)

, donde A) = —a,/exe VEFA es una funcién que depende de la distancia entre dos solitones.
F T

1Explicar qué es la Inestabilidad de Faraday
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Figura 7.3: Region de pardmetros tridimensional

Anadlisis de la funcién f(A)
Ahora analizaremos algunos casos limites importantes de la funcién f4(A):

w ima_uo f£(A)  —  —ay/e

v lima oo f5(A) — 0
, de la siguiente figura podemos concluir que la interaccién entre dos m-solitones es siempre atractiva, pues al colocar
un punto de fase (particula imaginaria en el espacio de fase, Ag) este siempre se mueve hacia la izquierda debido a

la forma del campo vectorial®> dado por la ecuacién de interaccién entre dos 7w-solitones. Andlisis que explicamos en

el primer capitulo®.

Analisis de los puntos fijos en la interacciéon entre dos m-solitones.
Los puntos fijos A* como se explicé en el capitulo I, estan dados por la condicién
F(A%) =0 (7.11)

, para esta ecuacién de interaccién, tenemos que la condicién dada por la ecuacién (7.11) se cumple sélo cuando
A — 00. Por lo tanto, esta ecuacién de interaccion NO TIENE PUNTOS FIJOS FIJOS DEFINIDOS.

Anadlisis de la estabilidad de los puntos fijos.
Sea A* un punto fijo mensurable y sea §(t) = A(t) — A* una pequenia perturbacién sobre dicho punto. Para
(7.12)

entender la estabilidad de este punto fijo, debemos ver como es el crecimiento o decrecimiento de la pertubacién en
dicho punto con respecto al tiempo. Para ello, derivamos la pertubacién con respecto al tiempo.

. d .
0= 7 (A —A")=A, pues el punto fijo es constante
luego tenemos que § = A = f (A) = f(0 + A*), expandiendo en serie de Taylor®. Asf la expacién en serie de taylor
(7.13)

de la funcién se puede escribir como
1
PO+ A7) = F(AT) + f1(A)8 + 5 f"(A7)0 +

2Un campo vectorial estd definido por la ecuacién & = f(z). Al dibujar # v/s = podemos dibujar flechas que indican la direccién
de movimiento de un punto de fase. Cuando & > 0, las flechas son hacia la derecha as como el movimiento de la particula imaginaria

miestras que las flechas son hacia la izquierda cuando ¢ < 0 as como el movimiento de la particula imaginaria
3Explicar el flujo unidimensional para analizar el diagrama de fase
4Serie de Taylor alrededor zq, f(z) = f(zo) + f'(x0) (x — x0) + %f”(xo) (z — x0)% 4 -+, realizando un pequefio cambio de variable
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Figura 7.4: Espacio de Fase para la interaccién de dos solitones

pero por definicién tenemos que f(A*) = 0, asf la dltima ecuacién queda como

fO+A%) = f'(A") + %f”(A*)§2+--- (7.14)
calculando hasta la n-ésima derivada de la ecuacién de interaccion, tenemos
f(A) = aege VFA (7.15)
1(A) = —agdPevEr (7.16)
(7.17)
fM@A) = () aesT e Vs (7.18)

De donde podemos observar que f'(A*) =0, y como se vio en el primer capitulo. Cuando la primer término de la
expacion de Taylor es nulo, no se puede concluir nada con respecto a la estabilidad del punto fijo. Luego debemos
seguir con el segundo término de la expanciéon de Taylor, pero nuevamente el segundo término en la expancién
de Taylor es nulo evaluado en el punto fijo y as sucesivamente hasta la n-ésima derivada. Por lo tanto, no se
puede concluir nada matemdaticamente con respecto a la estabilidad del punto fijo, porque es inexsistente o no es
mensurable. Pero dada la topologia del diagrama de fase, el punto fijo ubicado en el infinito es un repulsor pues al
colocar cualquier punto de fase sobre la trayectoria de fase, este se alejard de él siempre.

7.1.3. Resolucion de la ecuacién diferencial de interacciéon entre dos m-solitones

La ecuacién diferencial a resolver es la siguiente

dA
E = —O[\/E$87\/§A (719)
dA
e_—\/g = —O[\/E$dt (720)
eVEFAA = —a /exdt (7.21)
para resolver la ecuacién de manera sensilla, realizamos el siguiente cambio de variable:

1 1 11
u=eVTFE = du = \[EzeVTFAIA = dA = ~du = —du (7.22)

Er eVEF Exu

66



luego, reemplazando en la ecuacién (7.21), tenemos

1 1
e\/gzzdu = —ay/exdt (7.23)
1 1
—du = —a,/exdt (7.24)
Ex u
du = —oexdt (7.25)

integrando entre un estado inicial ug y un estado final u, en un intervalo de tiempo inicial ¢y y un tiempo final ¢,

final, tenemos
u t
/ du = —aajF/ dt (7.26)
uo to

u—uy = —aeg(t—1to) (7.27)
u(t, to) = Up — QEx (t - to) (728)

Luego para esta cambio de variable tenemos una solucién lineal, lo cual hace el trabajo mucho mas simple cuando
queramos comparar datos numémricos, experimentales con esta teoria. Volviendo a las variables originales, tenemos

eVEFAFM) = el (t—tg) +eVTFAY /I (7.29)

In (e\/EAﬂt’tO)) = In(—aes (t —to) +eVFF0) (7.30)
1

Ax(t,tg) = In (—aex (t — to) + eVFF20) (7.31)

NG

, donde A representa la distancia inicial para t = t;.
Ahora haremos un estudio mds detallado de la ecuacién (A.2), renormalizamos la ecuacién (A.2), definiendo las
siguientes cantidades: A+ (t) = Ax /5, a = aex y b = eVs720. Reescribiendo la ecuacién (A.2), tenemos

Az (t,to) =In(—a(t —to) +b) (7.32)

Para la ecuacién (A.3), existen cuatro puntos interesantes para analizar, ellos son: ¢ = 0 que representa el estado
anterior al estado inicial, ¢ = ty que es estado inicial del sistema, t = t* que es el tiempo para el cual los solitones
colapsan, y por ultimo, t = thue es el tiempo para el cual el argumento del logaritmo se hace nulo. Este tltimo
tiempo no tiene ningun significado fisico, pues la distancia entre los solitones no seria mensurable, es decir, infinita,
pero lo consideremos s6lo como una cantidad matemadtica para tener una mejor comprension del grafico que se
puede construir a partir de la ecuacién (A.3).

Analisis de los puntos relevantes.

1. Estado anterior al estado inicial, ¢t = 0.

A:F (O, to) =1In (ato + b) (733)

2. Tiempo para el cual el sistema tiene la distancia inicial (Ag)

A1 (to, to) =1In (b) (734)
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3. Tiempo para el cual los solitones colapsan (A (t*,tg) = 0)

AL(t*te) = In(—a(t —to)+b) (7.35)
0 = In(—a(t*—to)+b) /exp() (7.36)

1 =  —a(t*—t))+b (7.37)
—a(t*—t) = b-1 /-—1 (7.38)
a(t —ty) = —(1-0) (7.39)
t—ty = —@ (7.40)

t =to— a ; ) (7.41)

A continuacién mostraremos que el término (1 — b) /a es menor que cero. En efecto, tenemos que b = evVET20,
Primero, tenemos que Ay > 0 por definicién de distancia. Segundo elegimos signo postivo® para el pardmetro
€%, pues queremos que nuestra solucién de la ecuacion diferencial tenga significado fisico. Luego como /¢ > 0
y Ag > 0, entonces tenemos que b = evVe+ Ay > 1. Luego el término (1 — b) < 0. Entonces la cantidad

t" =ty — [ﬂf;b)} >t (7.42)

lo cual es bastante esperable, pues t = t( es el tiempo inicial, donde se tiene una distancia inicial del sistema.
Luego debido a la interaccion atractiva entre ellos hace que ellos copalsen en un tiempo posterior a tg, es
decir, t* > tg.

4. Tiempo para el cual sistema tiene distancia infinita Este punto sélo se calcula sélo por un fin
matematico para proporcionar informacién en que lugar se encuentra este punto y no tiene ninguna rele-
vancia fisica. para ellos exigimos que el argumento del logaritmo de la ecuacién (A.3) sea nulo, es decir,

—a(t—t))+b = 0 & Ay=-c0 (7.43)
a(t—ty)) = b 7.44)
To— gl (7.45)
pero de la ecuacién (A.9) podemos escribir como
b 1
= (to + —) — (7.46)
a a
P il (7.47)
= - ,
~ 1
t = t"+- 7.48
v (7.48)

de esta tltima ecuacién podemos inferir que ¢ es mayor que ¢« por una cantidad 1/a.

Finalmente, tenemos la siguiente jerarquia de tiempos relevantes en la interaccién entre dos solitones 0 < to < t* < t,
es decir, primero partimos de un cierto estado anterior al estado inicial, ¢ = 0, luego pasamos a un estado inicial
to con una distancia inicial Ay, el sistema interactiia de manera atractiva bajo la ecuacién de interaccién (A.3)
hasta alcanzar un colapso (A< (t*,ty) = 0). Finalmente en un tiempo posterior y sélo con relavancia matemética,
el sistema tiene una distancia infinita negativa posterior a t*.

Saclarar el signo de ex
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Figura 7.5: Grfico de la interaccion de los solitones indicando los puntos ms relevantes de la interaccién. nota: dada
la precision de la computadora, ella no puede graficar puntos que sobrepasan dicha presicion, es por ellos que el
grafico de la figura no toda la linea azul para todo valor del parametro temporal.

Para comprender mejor este andlisis de la interaccién de los solitones, haremos un cambio de variable de manera de
llevar la ecuacién (A.3) a una ecuacién lineal. Para ello utilizamos el siguiente cambio de lavriable en la ecuacién

(A.3),
uz(t, o) = 2710 = In (uz(t, t0)) = A= (t, to) (7.49)
Luego, reemplazando en la ecuacién (A.3), tenemos

In(ug(t,tg)) = In(—a(t—to)+0b) (7.50)
Ux (t, to) = —a (t - to) + b (751)

Cuya ecuacion es una representacion lineal con el cambio de variable que utilizamos. Ahora analizamos los mismos
puntos relevantes ya estudiados con este nuevo cambio de variable para tener una mejor representacion grafica de
la interaccién de dos solitones.

1. Estado anterior al estado inicial ¢t = 0.

ur(0,t9) = ato+D (7.52)

2. diatancia inicial: la distancia inicial se encuentra en el tiempo inicial ¢ = ¢

’U,:F(t = to,to) =0 (753)

3. Tiempo de colapso de los solitones:El tiempo de colapso de los solitones ocurre cuando Z;(t*,to) =0,
es decir, ux(t*,tp) = 1.

1 = —a(t"—to)+b (7.54)
(1-b) = —a(t"—to) (7.55)
_(1;6) ~ o —to) (7.56)
= to—(lf:b) (7.57)

4. Tiempo de distancia infinita: el tiempo de distancia infinita es cuando la nueva variable u(ﬁ to) = O,es
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decir, cuando A+ = —oo. Luego tenemos

0 = —a(t—to)+b (7.58)
a(t—t) = 2 (7.59)
t = t0+§ (7.60)
= A
U+(t,to)2

Figura 7.6: Grafico de la interaccion de los solitones indicando los puntos ms relevantes de la interaccion para este
cambio de variable uy (¢,tg) = exp (AL (¢, t0)).

70



Bibliografia

[1] M. C. Cross & P. C. Hohenberg. Pattern formation outside of equilibrium. Rev. Mod. Phys. 65, 851 (1993).
[2] H. A. Eschenfelder. Magnetic Bubble Technology. Springer Verlag, Berlin, 1981.
[3] S. Pirkl, P. Ribiere & P. Oswald. Lig. Cryst. 13, 413 (1993).
[4] Y. A. Astrov & Y. A. Logvin. Phys. Rev. Lett. 79, 2983 (1997).
[5] K-Jin Lee, W. D. McCormick, J. E. Pearson & H. L. Swinney. Nature 369, 215 (1994).
[6] W. S. Edwards & S. Fauve. J. Fluid Mech. 278, 123 (1994).
[7] P. B. Umbanhowar, F. Melo & H. L. Swinney, Nature 382, 793 (1996).
[8] R. Heinrichs, G. Ahlers & D. S. Cannell. Phys. Rev. A35, R2761 (1987).
[9] P. Kolodner, D. Bensimon & C. M. Surko. Phys. Rev. Lett. 60, 1723 (1988).
[10] M. G. Clerc, S.Residori, & A. Petrossian. Phys. Rev. E71, 015205-1 (2005)
[11] S. Residori, A. Petrossian, T. Nagaya & M. G. Clerc. J. Opt. B: Quantum Semiclass. Opt. 6, S169 (2004).
[12] M. G. Clerc, P. Coullet & E. Tirapegui. Phys. Rev. Lett. 83, 3820 (1999).
[13] L. Landau & E. M. Lifshitz. Curso de Fisica Tedrica Vol.1 “Mecdnica”
[14] A. Fetter & J. Walecka. Theoretical Mechanics of Particles and Continua. McGraw-Hill, 1980.

71



Apéndice A

Detalle del paso del discreto al continuo
en la cadena de resortes

Ahora revisaremos los calculos que nos permitieron pasar de la ecuacién de movimiento de particulas discretas
(1.66), a la ecuacién de onda (1.82), esta vez sin usar la formulacién lagrangiana (en la cual, de hecho, asumimos
relaciones que aqui serén explicadas).

Retomemos el lagrangiano (1.60) donde tomaremos el limite N — oo, a — 0, conservando el largo de la

cadena. Para esto, como vimos, es conveniente reescribir el lagrangiano (1.60), como sigue

L

donde

1 Y m Q41— q
= sxe(G)i- Z’“ (2= )
Y1 [m Qi —a\’

_ 2

- “;5[(5)%_’““<T>]
N

= GZLl,
=1

e |- (22

(A4)

representa el lagrangiano de la particula [ reescrito de manera de hacer més conveniente el tomar el limite al

continuo.

Ahora desarrollamos la ecuacién de FEuler-Lagrange para el lagrangiano (A.1), de modo de encontrar la ecuacién

de movimiento de la particula [.

dq

Finalmente, tenemos

i (5a) = ((3) i) =T

(o) o (52)

(A.6)

(A7)

(A.8)



la cual corresponde a la ecuaciéon de onda discreta para la particula [. Para llegar a la ecuacion de onda continua,
usaremos la definicién de derivada simétrica.

[a+h) = fz—h) w9

() = lim ,

h—0 2h

donde esta derivada ha sido evaluada en la posicién x. Asumiremos que la coordenada de posicién pasa a una

{(x) )

{ta)

{0
{(u-4)

.y p py;

Figura A.1: Bosquejo de la derivada simétrica.

variable continua que depende explicitamente del espacio, es decir, ¢ — ¢(x), i—1 — ¢(x —a) y qi+1 — q(z+a)
cuando a — 0. Asi tenemos,

e T U T (A.10)
a a—:0 a
reescribiendo la tultima ecuacién
_ 2(2)) —
i SO 0@ a@+2(3)) —e@) (A1)
a—0 a a—s0 2 (%)
_ o (e ()4 (5) —aq@ +(5) —(8) (A12)
a—0 2(5)
secau=z+g5yh= (%), entonces
— h) — —h
i deta)—a(@)  _ gqluth)—qlu—h) (A.13)
a—:0 a 2h
de la definiciéon de derivada simétrica obtenemos
— 0
i dEt@) —a@) _ Og (A14)
a—-s0 a ou
9q
= Zl,4a A.15
s (4.15)
= para el otro término realizamos el mismo procedimiento y obtenemos
—q— — — 0
() i d@ @m0 O (A.16)
a a—0 a oxr'™ 2

luego seguimos con el proceso del limite con el segundo término de la ecuacién (A.8)
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a—:0 a

@|ﬂﬁ+i_@|ﬂkE
lim | 9272 9w 77> (A.17)

donde definimos g(z) = %h, entonces
i 2 oseD) 2y s,
- 7o, (A19)
Asi la ecuacién (A.8) la podemos reescribir en su forma continua.
CERE-S =

la cual corresponde a la ecuacién de onda para la cadena de resortes en el limite hacia el continuo. Ahora analizaremos
el significado de las cantidades fisicas que acompanan a las derivadas parciales en el limite hacia el continuo.

El limite al continuo simula una barra sélida elastica. Es claro que la cantidad (%) tiende a una densidad lineal
de masa (masa por unidad de longitud) p. Por otro lado, recordamos que la extensién de una barra por unidad de
longitud es directamente proporcional a la fuerza o tensién que es sometida la barra, la cual se escribe como F' = Y¢,
donde ¢ es la elongacién de la barra y la constante de proporcionalidad Y es conocida como médulo de Young. La
extension por unidad del longitud en el caso discreto se puede escribir como & = %, la fuerza necesaria para el
estiramiento de un resorte es

F =k~ a)a = ko (2220, (A21)
que en el limite continuo resulta
lim ka <M> = kat = Y¢. (A.22)
a—- a

Por lo tanto, recononcemos a ka cuando a — 0 como el médulo de Young. Luego la ecuacién (A.20) en su forma
continua puede ser reescrita como

0%q 0%q

— - Y— =0, A.23

T ox? ( )

la cual representa la ecuaciéon de onda unidimensional. En el caso discreto, el indice [ da la ubicacién de una masa
puntual. En el caso continuo cada punto de la barra queda determinado por la posiciéon x y ahora la variable ¢
queda determinada por la posicién y el tiempo, es decir, se transforma en una variable tipo campo ¢ — ¢(z, t).
Asi tenemos siguientes cantidades pasan del discreto al continuo.

caso discreto caso continuo
(%) — p
ka — Y
@ — q(x)
Q@ — %

2 - Jdx
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