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0.1. RESUMEN
Esta tesis se centra en el estudio de las soluciones tipo partícula, exhibidas por sis-

temas extendidos (ecuaciones en derivadas parciales). O sea, soluciones cuya dinámica
e interacción con otras soluciones de su misma especie, puede ser reducida a un sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias, i.e. pueden ser tratadas como partículas.
Especí�camente, se estudio:

Ondas solitarias en una transición liquido-vapor, en un medio granular. En el régimen
cuasi-sónico el sistema es aproximado por la ecuación de Korteweg de Vries. La estructura
de bifurcaciones y la interacción de estas soluciones es estudiada, en orden de entender
la vasta dinámica exhibida por el sistema cerca de la transición de fase.

Frentes y estructuras localizadas en un modelo prototipo en dinámica de poblaciones.
El modelo considera una caminata aleatoria simple más un término no-lineal, que da
cuenta de la conjugación de los elementos competitivos y cooperativos (efecto Allee), y
la interacción a distancia. Matemáticamente, el modelo es no-local y presenta la coex-
istencia de distintos estados extendidos. Se construye el diagrama de fase del modelo, y
se dilucida el mecanismo de nacimiento de las estructuras localizadas.

La dinámica de dominios, en presencia de ruido interno, en la ecuación de Ginzburg-
Landau real supercrítica. Al considerar las �uctuaciones al equilibrio, la dinámica se ve
radicalmente modi�cada, independientemente de la intensidad de estas. Este proceso
es modelado, considerando una caminata aleatoria simple, para los kinks que separan
los diferentes dominios, más un proceso de aniquilación. Los resultados obtenidos de
este modelo, para el crecimiento del largo de los dominios, muestran un alto grado de
concordancia con lo que se observa numéricamente. No obstante, cuando la intensidad
del ruido se incrementa, y los procesos de creación de pares kink-antikink se hacen más
probables, el sistema experimenta un resonancia estocástica.

Frentes que conectan rollos con un estado uniforme. Se realizó una descripción univer-
sal del fenómeno, vía ecuaciones de amplitud corregidas. Cuando el sistema es isótropo,
el fenómeno de bloqueo, observado en sistemas unidimensionales, se pierde producto de
una inestabilidad de zigzag. En este caso, la estabilidad lineal, de una interfase plana,
y el proceso de coarsening, que sobreviene a la formación del zigzag, son estudiados
en detalle. Mientras que, si se considera un sistema anisótropo, se recupera el bloqueo.
En este caso, si incorporamos ruido al sistema, el movimiento del frente se desbloquea,
ocasionando su propagación.

0.2. SUMMARY
This thesis is focused in the studied of particle like solutions in extended dynami-

cal system (i.e. partial di�erential equations). It means, solutions which dynamic, and
interaction with other solutions of the same sort, could be reduced to a system of ordi-
nary di�erential equations. That is, they can be handled as �particles�. Speci�cally, it is
studied:

The solitary wave solutions exhibited at the onset of the phase transition in �uidized
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granular matter. In the quasi-sonic limit the system is modeled by two Korteweg de
Vries equations. The solitary wave interactions, and its bifurcation structure, is studied
in order to understand the rich dynamics exhibited by the �uidized granular system at
the onset of the gas-liquid phase transition.

Patterns, fronts, and localized structures of a prototypical model for population dy-
namics interaction. The physical content of the model is the coexistence of a simple
random walk for the motion of the individuals with a nonlinearity in the competitive
struggle for resources which simultaneously stresses the Allee e�ect and interaction at a
distance. Mathematically, the model is non-local and exhibits coexistence between dif-
ferent stable extended states. The phase diagram was constructed, and the emergence
of localized structures was elucidated.

The e�ect of noise on the coarsening process in the real super-critical Ginzburg-
Landau equation. The presence of noise changes radically the domain dynamics of the
deterministic system regardless of the noise intensity. To give account of the mechanism
of this coarsening, a simple random walk model with annihilation process for the defects
was considered. The results obtained for the average length size growth were in good
agreement with numerical simulations. As the intensity of noise is increased the system
shows a stochastic resonance for the amount of defect annihilation.

A front between a roll and an uniform state. I made an universal description by a
corrected amplitude equation method. When the system is isotropic, there is an inter-
esting depinning e�ect as consequence of a zigzag instability. The linear stability of a
plane interface and the coarsening dynamic of the zigzag was perused. When the system
is anisotropic, the pinning e�ect, observed in one dimensional system, is recovered. In
the last case, if we add noise to the model, the locked in the front movement is undid,
inducing its propagation.
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Los sistemas termodinámicos clásicos se caracterizan por relajar a un único equi-
librio, el máximo de la entropía, el cual es uniforme en el espacio y homogéneo en el
tiempo (ver ref. [1], [2] o [3]). Cuando un sistema es mantenido fuera de este equilib-
rio, puede presentar comportamientos mucho más complejos. Por ejemplo, el sistema
puede exhibir una gama de nuevos equilibrios estables (multi-estabilidad), los cuales
pueden poseer un estructura (ver ref. [4]), i.e. las variables termodinámicas intensivas
presentan comportamientos espacio-temporales complejos, tales como oscilaciones, for-
mación de patrones, caos o caos especio-temporal. Notemos que, este tipo de fenómenos
es exhibido por sistemas macroscópicos (o sea, formados por un gran numero de con-
stituyentes fundamentales, que se juzgan microscópicos), de manera que siempre hay
presente disipación de la energía mecánica, por lo cual estas formaciones suelen llamarse
estructuras disipativas (ver ref. [5]).

En general, para mantener un sistema físico fuera del equilibrio, debemos someterlo
a más de un termostato, i.e. que esté en contacto con más de un sistema grande, que
trate de imponerle las propiedades de su equilibrio, sin que estas propiedades se vean
afectadas por la dinámica del sistema en estudio (el cual es pequeño, en este sentido).

Uno de los ejemplos más típicos, en formación de patrones, es la inestabilidad con-
vectiva o convección de Rayleigh-Benard (ver ref. [4] o [6]), la cual consiste en colocar
un �uido dentro de dos placas paralelas y horizontales (es importante la presencia de
gravedad), mantenidas a diferente temperatura. Si la placa, en la posición inferior, está
más caliente que la que se encuentra en la posición superior, entonces, por dilatación
térmica, el �uido en la parte más baja sera más liviano. Esta situación es potencialmente
inestable, pero, producto de la propia viscosidad del �uido, que se opone al movimiento
de éste (a los gradientes en el campo de velocidades, para ser más preciso), se requiere de
un gradiente de temperatura mínimo, para desestabilizar la con�guración en que todo
es fuido se encuentra en reposo. Una vez excedido este gradiente de temperatura, se
desata la inestabilidad, la cual satura en la formación de rollos de convección (ver ref.
[4]). O sea, al verse sometido a dos termostatos (dos temperaturas diferentes) el sis-
tema converge a un nuevo equilibrio (que no es el termodinámico clásico), en el cual el
�uido se encuentra en una situación de movimiento permanente (alimentada por el gra-
diente de temperatura), este nuevo movimiento convectivo se auto-organiza, formando
una estructura periódica.

Claro que, cuando hablamos de dos termostatos, no nos referimos, únicamente, a
dos temperaturas diferentes, sino, de modo general, a dos potenciales termodinámicos
diferentes. Por ejemplo, en la reacción de Belousov-Zhabotinsky (ver ref. [4] o [7]), el
sistema esta obligado a mantener dos concentraciones constantes, i.e. esta sometido a dos
potenciales químicos diferentes. En este caso, el sistema, que consiste en dos reactantes
que se dejan evolucionar libremente, presenta oscilaciones permanentes, i.e. se converge a
un equilibrio, en el cual, las concentraciones de estas sustancias varia, de forma periódica,
en el tiempo. Es interesarte notar que, si sacamos estos dos termostatos, o sea dejamos
que la concentración de las sustancias, que eran mantenidas constantes, evolucionen como
parte del sistema, entonces el sistema evolucionara a un equilibrio estático. No obstante,
esta evolución se realizara mediante oscilaciones amortiguadas, de las concentraciones
de las sustancias en reacción, i.e. el transiente, al equilibrio termodinámico, no está
caracterizado por una relajación monótona de las sustancias en reacción, sino por un
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comportamiento oscilante de éstas.
Cuando hablamos de un sistema fuera del equilibrio, nos podemos estar re�riendo al

caso de un sistema sometido a más de un termostato, el cual, mientras es mantenido en
esta situación, exhibe nuevos equilibrios caracterizados por un comportamiento espacio-
temporal más complejo. Pero, también podemos estar hablando de un sistema que se
encuentra en una situación transitoria, i.e. convergiendo a cierto equilibrio, que puede
ser el termodinámico clásico. Notemos que existe cierta ambigüedad semántica, cuando
hablamos de fuera del equilibrio, puesto que nos referimos especí�camente al equilib-
rio termodinámico, no obstante las estructuras disipativas son equilibrios estables del
sistema. Ambos casos, el de formación de estructuras estables fuera del equilibrio ter-
modinámico, como el estudio de las comportamientos transientes, son interesantes y
susceptibles de ser analizados con una metodología común.

En efecto, una de la maneras más típicas de modelar, teóricamente, un sistema fuera
del equilibrio, es mediante ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, conocidos
como modelos continuos (ver ref. [3] o [4]). La contraparte de estos métodos son los
modelos discretos, cuya máxima expresión son los autómatas celulares (ver ref. [4] o [8]),
los cuales, no obstante, no están dentro de los objetos de estudio de esta tesis (que se
concentra únicamente en los modelos continuos), por lo cual no nos referiremos a estos
de aquí en adelante.

La construcción de un modelo continuo, para describir un sistema fuera del equi-
librio, requiere, como primer paso, establecer un parámetro de orden, i.e. una campo
continuo (que puede ser escalar o vectorial), que depende del espacio y el tiempo, y
da cuenta de las variables termodinámicas intensivas, que presentan el comportamien-
to espacio-temporal complejo, que se quiere describir. Luego, este parámetro de orden
satisface cierta ecuación diferencial en derivadas parciales, o intregro-diferencial, en el
caso más general, la cual exhibe, dentro de sus soluciones, la estructura disipativa que
se quiere estudiar (por ejemplo, un patrón conformado por rollos, como en la convección
de Rayleigh-Benard). Por lo cual, un sistema termodinámico clásico, también debiese
ser susceptible a ser modelado de esta manera, mediante una ecuación diferencial, cuyo
único atractor sea una solución en la cual el parámetro de orden sea uniforme en todo
el espacio y carente de cualquier tipo de dinámica, la cual representa el máximo global
de la entropía. Luego, los transientes del sistema físico corresponden a los transientes de
la ecuación diferencial.

De modo que, el éxito en el modelamiento continuo de un sistema, depende de dos
factores: la adecuada elección del parámetro de orden, de forma que de cuenta de los
modos predominantes, que entran en juego, en el proceso fuera del equilibrio; y la con-
strucción del modelo que dará cuenta de la evolución de este parámetro de orden (la
ecuación diferencial que satisface). Este modelo es, por lo general, no-lineal, por ello, a
este tipo de física se la suele llamar física no-lineal.

Como ya lo habíamos mencionado, cuando hablamos de un sistema fuera del equilib-
rio, estamos pensando en un sistema macroscópico, i.e. un sistema formado por muchos
constituyentes fundamentales, cuyo tamaño es muy inferior (microscópico) a los tamaños
típicos del sistema global. Luego, existe una separación de escala, entre las dimensiones
macroscópicas y microscópicas del sistema, en la cual se sustenta la descripción con-
tinua de este conglomerado de entes que, a nivel microscópico, es discreto (incluso a
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nivel mecano cuántico, podemos distinguir quantum fundamentales e indivisibles de en-
ergía, momentum angular, etc..., i.e. entes microscópicos discretos). Concretamente, el
parámetro de orden representa las densidades de ciertas variables dinámicas intensi-
vas (densidad de masa, momentum o energía, por ejemplo), lo cual requiere de�nir un
elemento de volumen, que sea aproximadamente in�nitesimal, a nivel macroscópico, de
modo que, el parámetro de orden evaluado en algún punto contenido en elemento de vol-
umen, represente la cantidad de la variable dinámica en este elemento. No obstante, este
elemento de volumen debe contener un gran numero de constituyentes fundamentales, de
modo que una evolución determinista del parámetro de orden (mediante ecuaciones difer-
enciales) sea una buena descripción del sistema, o sea el elemento de volumen debe ser
grande a escala microscópica (es aproximadamente in�nitesimal, a escala macroscópica,
y no un in�nitésimo matemático exacto).

El ejemplo más clásico y pionero de esta separación de escala es la teoría cinética
y la deducción de las ecuaciones de �uido a partir de ésta (ver ref. [2]). En las ecua-
ciones de Navier-Stokes el parámetro de orden son los campos hidrodinámicos, i.e. la
densidad de masa, el campo de velocidades y la temperatura cinética, que representan
cantidades promedios en cierto elemento de volumen in�nitesimal, a nivel macroscópi-
co, pero grande, a nivel microscópico. Este tipo de procedimientos no se limita a un
gas ordinario, sino que se enmarca en un tipo más general de métodos, conocidos como
coarse-grained (ver ref. [9]), los cuales no requieren, ni siquiera, que el sistema microscópi-
co sea hamiltoniano. Si bien no existe un método uni�cado de coarse-grained, sino que
cada caso particular requiere de cierta dosis de intuición, existe un elemento común a
todos ellos, el cual consiste en que el parámetro de orden es un promedio (de cierta vari-
able dinámica) es cierto elemento de volumen in�nitesimal, a nivel macroscópico, pero
grande, a nivel microscópico, e.g. se requiere de una separación de escala fuerte entre el
nivel macroscópico y microscópico.

Notemos que hay, entonces, otro elemento vital en lo correcta de�nición del parámetro
de orden, el cual es la elección del set de variables intensivas que representa. Para que la
descripción continua sea exitosa se debe lograr resumir las propiedades de un sistema con
un enorme numero de grados de libertad (el nivel microscópico) en un set más o menos
pequeño de variables dinámicas (el nivel macroscópico). Esto es posible sólo si existe otra
separación de escala, ahora temporal, entre modos rápidos y lentos de movimiento. Esto
es, dentro de cada elemento de volumen, que contiene muchos constituyentes, existen un
sin numero de grados de movimiento altamente caóticos, que permiten una exploración
rápida, de los posibles estados del sistema, en dicho elemento. De modo que el promedio
en cierto intervalo de tiempo, in�nitesimal a nivel macroscópico, pero grande, a nivel
microscópico (lo su�cientemente grande para permitir un exploración considerable, de
los posibles estados) corresponda al promedio de ciertos modos lentos en el elemento de
volumen. De la correcta identi�cación de todos los modos lentos depende el éxito, de la
descripción continua, de un sistema físico dado.

Luego, si una descripción de estas características se puede efectuar siempre (lo cual
es una mera hipótesis), entonces existe una homologación entre el comportamiento de la
materia a gran escala, y las ecuaciones diferenciales. Si esta homologación existe y, más
aun, no existe ninguna restricción general sobre el tipo de modelos no-lineales que puede
satisfacer el parámetro de orden (cada sistema particular pude llevar consigo ciertas
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restricciones, como cantidades conservadas, pero no son generales a cualquier sistema
físico arbitrario). Entonces, el estudio general de los sistemas dinámicos no-lineales, i.e.
la clasi�cación y caracterización de sus soluciones, de manera genérica, debiese equivaler
a estudio de los comportamiento tipos que exhibe la materia fuera del equilibrio.

En esta tesis nos concentraremos en un tipo particular de soluciones que presentan la
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales: las soluciones tipo partícula. Las cuales
consisten en formaciones localizadas espacialmente, cuya dinámica puede ser reducida
a un sistema dinámico ordinario, esto es, variables, como su posición, satisfacen una
ecuación diferencial ordinaria, de modo que este objeto pude ser tratado como una
partícula.

En el capítulo I, se estudiara el rol que desempeñan las ondas solitarias en una
transición de fase tipo van der Waals, en un medio granular, i.e. un medio formado por
partículas cuya interacción es disipativa. Concretamente, un sistema de esferas duras
bidimensionales, en ausencia de gravedad, cuyas colisiones son inelásticas. Este sistema
de partículas es colocado en una caja rectangular, donde una de sus dimensiones, digamos
la horizontal, es mucho más grande que la otra (la vertical). En la dirección vertical el
sistema se encuentra acotado por dos paredes, un rígida y elástica, y otra vibrante, de
modo de mantenerlo �uidizado.

Este sistema exhibe una transición de fase tipo líquido-vapor. Acá, los modos lentos
corresponden a el momentum horizontal total, en la dirección vertical, y la densidad de
masa en la dirección vertical, ambos cantidades conservadas. Estos dos campos unidi-
mensionales, que corresponden al parámetro de orden de la transición, satisfacen una
ecuación diferencial tipo, la forma normal de van der Waals. Esta ecuación exhibe, en el
régimen de viscosidad nula, la propagación de ondas solitarias. De hecho, cuando la am-
plitud de estas ondas es pequeña, el sistema se puede reducir a la ecuación de Korteweg
de Vries (KdV).

Cuando ocurre el proceso de descomposición espinodal, en el régimen de viscosidad
baja, se observa la propagación de cúmulos de materia atribuibles a ondas solitarias. En
efecto, en este régimen, el decaimiento el la amplitud del soliton KdV es algebraico, en
contrataste con las ondas lineales, cuyo decaimiento es exponencial, luego, el rol de estas
ondas es de suma importancia en este proceso. Este trabajo a sido reportado en ref. [10]:

En el capítulo II se realiza una estudio de los frentes y estructuras localizadas en
la dinámica de poblaciones, teniendo en cuenta la interacción no-local entre los indi-
viduos que constituyen la especie. Es interesante notar que la vida es, probablemente,
uno de los comportamientos más fascinantes que exhibe la materia fuera del equilibrio.
En concreto, la dinámica de poblaciones, en un ecosistema, es un tópico susceptible de
analizar con los métodos aquí descritos, en este caso el sistema microscópico lo consti-
tuyen los organismos que integran la población en estudio, mientras que el parámetro
de orden (nivel macroscópico) sería la densidad de estos individuos, en el territorio que
pueblan. En este caso, no está, aún, muy claro cómo modelar la interacción microscópica
(probablemente se trate de un modelo probabilístico), no obstante se pueden proponer
modelos macroscópicos fenomenológicos, que den cuenta de los aspectos primordiales de
la dinámica de la población. En particular, en el capítulo II se estudia una extensión
no-local del modelo de Nagumo, el cual es un modelo bi-estable, i.e. posee dos equi-
librios estables, uno que representa la extinción de la especie, y otro que representa su
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supervivencia.
La incorporación del término no-local, al modelo de Nagumo, produce nuevos fenó-

menos como la formación de patrones, lo cual ya había sido observado en generaliza-
ciones no-locales del modelo de Fisher. No obstante, la bi-estabilidad de este modelo
permite tener nuevos tipos de soluciones, como frentes entre dos estados estables, o do-
minios localizados de población (inmersos en una zona despoblada). A nivel del modelo
de Nagumo local, no es posibles observar la formación de dominios localizados, esto se
puede entender fácilmente del hecho que la interacción de frentes (que son soluciones tipo
partícula) es atractiva. Al considerar la no-localidad, la interacción de estas partículas
se modi�ca, dando origen al nacimiento de estructuras localizadas. Lo caracterización
analítica de este proceso es uno de los principales resultados de este capítulo, y se en-
cuentra reportado en ref [11]. Cave señalar que este tipo de estructuras localizadas de
población han sido observados en la naturaleza.

En el capítulo III se estudia como el ruido modi�ca la dinámica de dominios. Como
ya lo habíamos comentado, por el proceso de coarse-grainned, el parámetro de orden
representa una cantidad promedio en cierto elemento de volumen. No obstante, un sis-
tema real nunca esta exactamente en el promedio, sino en torno a él, i.e. el valor del
parámetro de orden exhibe �uctuación. El ejemplo más clásico de esto son la �uctua-
ciones térmicas en la mecánica estadística del equilibrio. Que tan buena descripción del
sistema son estos promedios depende del número de constituyentes fundamentales que
haya en el elemento de volumen, i.e. de que tan fuerte sea la separación de escala entre
el nivel microscópico y macroscópico. Mientras menos constituyentes haya en cada ele-
mento (siendo más débil la separación de escala), más �uctuaciones, al comportamiento
promedio, se observaran. De hecho en sistemas como los medios granulares o la dinámi-
ca de poblaciones (donde tanto granos con organismos vivientes son entes relativamente
grandes), se observan �uctuaciones fuertes al equilibrio.

La manera de incorporar estas �uctuaciones al modelo macroscópico, es incorporando
un ruido a la ecuación diferencial. En particular, en el capítulo III, se consideró un modelo
bi-estable tipo, el cual posee, como equilibrio global, un estado completamente uniforme,
donde todo el sistema se encuentra en uno de estos equilibrios estables. El transiente al
equilibrio global pasa por varias etapas, siendo la más lenta una dinámica de dominios
en lo cuales el sistema se encuentra en alguno de sus estados estables. Acá el sistema
se puede modelar como un gas de pares kink-antikink, los cuales se van aniquilando
progresivamente, dando origen al crecimiento de los dominios.

Cuando consideramos un sistema puramente determinista, la interacción entre pares
es exponencialmente débil, por lo cual, el largo promedio de los dominios crece logarit-
micamente en el tiempo. No obstante, al considerar la presencia de ruido, los procesos de
transporte en el gas se ven drásticamente alterados, ocasionando que el largo promedio
de los dominios crezca con la ley de potencia t1/2. Todo esto ignorando los procesos de
creación de pares kink-antikink inducidos por las �uctuaciones, cuando la intensidad del
ruido es pequeña esta aproximación es buena, no obstante, cuando incrementamos ésta,
se da origen a una resonancia estocástica, i.e. hay una intensidad de ruido optima, en la
cual el crecimiento de los dominios es más rápido, tras la cual, los procesos de creación
de pares, destruyen la dinámica aquí descrita.

Lamentablemente, cuando se intentó publicar este trabajo, salió a la luz un trabajo
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similar (ver ref. [12]), realizado hace más de 20 años. Pese a lo cual existe algunas
diferencias (no mayores), que se intentarán enfatizar en alguna revista especializada en
el tema.

En el capítulo IV se estudiaron los frentes entre un estado uniforme (estable) y
un patrón conformado por rollos. En una dimensión espacial extendida, un frente que
conecte un patrón con un estado uniforme, exhibe un bloqueo en su movimiento, i.e.
esta estructura es estacionaria en toda una región de parámetros, la región de bloqueo.
El origen de este bloqueo, se puede entender intuitivamente, tomando en cuenta que el
nucleamiento de un pico del patrón (célula elemental de la estructura periódica), o su
eliminación, requiere sortear cierta barrera de nucleación, lo cual impide que el frente se
propague, aun cuando uno de los estados extendidos que conecta sea favorable. De allí
que si agregamos ruido al sistema, el fenómeno se pierde, induciendose la propagación
del frente.

La formación de patrones a sido exitosamente descrita, de una forma universal, medi-
ate ecuaciones de amplitud (ver ref. [4]), i.e. una ecuación efectiva para la envolvente del
modo de Fourier dominante de la estructura periódica. No obstante, la implementación
convencional de este método, falla al no poder explicar el fenómeno de bloqueo. En el
capítulo IV mostramos que esto se debe a que, en el limite en que la ecuación de amplitud
es válida, el bloqueo es exponencialmente pequeño, por lo cual no puede ser atrapado por
un expansión polinomial (requerida en la deducción de la ecuación de amplitud). Acá
también mostramos como corregir este método, de manera de explicar analíticamente el
bloqueo.

La extensión más directa de un patrón unidimensional, a dos dimensiones espaciales,
son los rollos. Considerando un modelo de Swift-Hohemberg quíntico isótropo, el cual
posee un zona de coexistencia, entre rollos y un estado uniforme, se muestra que acá
una interfase plana, que separe ambos estados, es transversalmente inestable. En este
caso el sistema forma un zigzag, con lo cual el fenómeno de bloqueo se destruye. Este
fenómeno es universal, en el sentido que la ecuación de amplitud que describe a este
modelo, también exhibe la misma inestabilidad. El origen lineal de la inestabilidad,
como el proceso de coarsening que sobreviene al zigzag son estudiados numéricamente.
Una caracterización analítica de este proceso, intentando modelar las puntas del zigzag
como soluciones tipo partículas, no es posible, poniendo en evidencia los limites de los
métodos desarrollados en esta tesis (son métodos muy útiles, pero no lo explican todo).
Los resultados de este trabajo han sido enviados a Phys. Rev. E.

El origen de esta inestabilidad radica en el hecho que, cuando la interfase plana pre-
senta pequeñas irregularidades, en sistema intenta formar un rollo, pero en una dirección
arbitraria (por la isotropía del sistema), lo cual genera una perturbación en la fase del
patrón, la cual difunde, proceso que a su vez, perturba la interfase, desestabilizandola.
De modo que, si suprimimos la isotropía, podemos suprimir la inestabilidad. De hecho,
considerando una versión anisótropa del modelo de Swift-Hohemberg quíntico, la cual
admite rollos solo en una dirección, se estabiliza la interfase plana, recuperandose el
fenómeno bloqueo observado en sistemas unidimensionales. Acá sí es posible hacer una
reducción dimensional, escribiendo una ecuación efectiva para la posición de la interfase,
y, emplear los de interacción de soluciones tipo partículas, para estudiar sus propiedades.
Entonces, al igual que en el caso unidimensional, si incorporamos ruido al sistema, el
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movimiento del frente se desbloquea. Este proceso, de desbloqueo por ruido, es bien
emulado por la ecuación efectiva para la interfase. Los resultados del caso anisótropo
han sido aceptados para ser publicados en Eur. Phys. J.

En la mayor parte de las simulaciones numéricas mostradas en esta tesis, se utilizó
un Runge-Kutta de orden 4, para la evolución temporal del sistema, y un método de
diferencias �nitas, para discretizar los operadores diferenciales espaciales (o una suma
de Riemann ordinaria, si se trata de un operador integral). Luego, salvo que se diga
explícitamente lo contrario, se subentenderá que el método empleado fue éste.



Parte III

TÓPICOS, EN SISTEMAS EXTENDIDOS,
ESTUDIADOS DURANTE EL DESARROLLO DE

ESTA TESIS



Capítulo 1

ONDAS SOLITARIAS EN UNA TRANSICION DE FASE
TIPO VAN DER WAALS

1.1. INTRODUCCION
El estudio de los medios granulares en estado �uidizado ha estado en boga en el ultimo

tiempo. Tanto por sus posibles aplicaciones como por el interés físico que despiertan en
sí mismos. Este tipo de materia puede ser de�nida, en forma general, como un sistema
de partículas cuya interacción es disipativa, i.e. una interacción mecano clásica que no
conserva la energía. Por lo que sus constituyentes fundamentales, los granos, deben ser
de un tamaño tal que todo efecto cuántico sea despreciable. De modo que, cuando dos
granos interactuan, pueden pasar energía de manera continua a sus grados de libertad
internos, dando origen a la disipación de la energia asociada a los grados de libertad
traslacionales (o rotacionales) de estas partículas.

Dado que los granos van perdiendo su energía cinética a medida que interactuan, se
debe proveer al sistema de una fuente externa y constante de energía para de mantenerlo
�uidizado. Experimentalmente, esto se suele hacer colocando al sistema en un recipiente
vibrante. De modo que se trata de un sistema fuera del equilibrio termodinámico, y
variables macroscópicas como la densidad de granos, el momentum lineal o la energía
cinética promedio, a la que nos referiremos como la temperatura, pueden exhibir un
comportamiento espacio-temporal complejo como la formación de patrones u otro tipo
de estructuras espaciales, oscilaciones permanentes, ondas no-lineales o caos.

El trabajo que se describe en este capítulo fue motivado por una experiencia numérica
realizada por el Prof. R. Soto (ver ref. [13]), la cual consiste en la simulación de un sistema
de esferas duras idénticas en dos dimensiones, cuya interacción es regida por la regla de
choque:

v′1 + v′2 = v1 + v2,

v′1 − v′2 =
[
t̂ · (v1 − v2)

]
t̂− r [n̂ · (v1 − v2)] n̂,

donde v1 y v2 son las velocidades de las partículas antes de la colision, mientras v′1
y v′2 corresponden a las velocidades posteriores a la colisión. La primera ecuación no
es más que la conservación del momentum total. La segunda ecuación nos dice que la
componente de la velocidad relativa tangencial a la coordenada relativa (dirección t̂),
se mantiene invariante tras la colisión; mientras que la componente normal, paralela a
la coordenada relativa (dirección n̂), invierte su dirección y su modulo sufre un decrec-
imiento caracterizado por el coe�ciente de restitución 0 < r 6 1, donde, en el caso limite
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r = 1 la colisión es elástica. O sea, es este coe�ciente el que caracteriza la disipación de
energía.

Puesto que el roce en la componente tangencial no ha sido considerado, los grados de
libertad traslacionales y rotacionales de cada grano no interactuan entre sí. Luego, en la
simulación numérica sólo se consideró el sistema constituido por los grados de libertad
traslacionales de los granos.

Este sistema de partículas es colocado en una caja rectangular de ancho Lx, donde la
posición en esta dirección esta caracterizada por la coordenada x, y largo Ly, donde la
posición esta caracterizada por la coordenada y; con una razón de aspecto Lx/Ly À 1. El
sistema no esta sometido a la acción de la gravedad (g = 0). En la dirección x se toman
condiciones de borde periódicas; mientras que la dirección y se encuentra limitada por
dos paredes, una inmóvil, con respecto a la cual los granos colisionan elásticamente, y
otra que vibra sinusoidalmente con una frecuencia ω y una amplitud A. En las colisiones
de los granos con la pared vibrante se conserva la componente paralela a la pared del
momentum lineal del grano, de modo que el momentum total del sistema en la direccion
x es conservado. Un dibujo esquemático del sistema simulado se encuentra en la �gura
1.1.

x

y Elastic wall

Vibrating wall

Fig. 1.1: Dibujo esquemático del sistema granular en estudio.

Las unidades del sistema son elegidas de modo que tanto la masa y el radio de cada
esfera es igual a 1, también esta normalizada la velocidad asociada a la pared vibrante
Aω = 1. Luego el sistema queda de�nido por el número de partículas N , la razón de
aspecto Lx/Ly À 1, la densidad global n0 = N/ (LxLy), y el coe�ciente de restitución r.

Cuando la disipación es baja (r . 1), el sistema evoluciona a un equilibrio caracta-
rizado por gradientes de densidad y temperatura en la dirección y, con ambos campos
constantes en la direccion x. El sistema es más denso y frío cerca de la pared inmóvil
(ver �g. 1.1).

A medida que incrementamos la disipacion el sistema desarrolla una inestabilidad
espacial, exhibiendo la coexistencia de dos fases, caracterizadas por densidades (en x)
diferentes. Se observa que la evolución del sistema presenta, al menos, dos escalas de
tiempo: una rápida, en la cual evoluciona a un estado homogéneo similar al del régimen
de baja disipación; luego de permanecer un tiempo en este estado, repentinamente se
forma una burbuja (región de densidad más baja) desarrollándose la transición de fase
a una escala de tiempo mucho más lenta de lo que tarda en establecerse los per�les de
densidad y temperatura en la dirección y. Este proceso se ilustra el la �gura 1.2.

El origen de esta inestabilidad radica en el hecho que, dado que la interacción entre
los granos es disipativa, la temperatura es una función decreciente de la densidad. Lo
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Fig. 1.2: Formación de una burbuja. El tiempo avanza de abajo hacia arriba.

que produce regiones en el espacio de parámetros donde la compresibilidad mecánica es
negativa, i.e. la presión (o la componente del tensor de presiones en el eje x) también
decrece con la densidad. Dando origen a una separación de fases similar al la observada
en la transicion liquido-vapor (ver ref. [1]), por lo que se llamo una �transicion de fase
tipo van der Waals�.

De manera análoga a la teoría de van der Waals, cuando la disipación es lo su�cien-
temente pequeñas, la componente del tensor de presiones en el eje x, pxx (n0), crece con
la densidad global. Para un valor critico del coe�ciente de restitución esta función tiene
un punto de in�exión, el punto de Maxwell, luego del cual se observa la aparición de una
zona en la cual decrece. Es en esta ultima zona, donde un per�l de densidad constante
en x es inestable. Todo el cuadro aquí descrito fue medido numéricamente y se puede
apreciar en el grá�co 1.3.
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Fig. 1.3: Presión versus densidad, medida numéricamente en el medio granular simulado.

Luego, como en la transición liquido-vapor, podemos distigir tres zonas en el espa-
cio de parámetros (para este caso, el plano n0-r, si mantenemos las dimenciones de la
caja constantes). Una en que el estado homogéneo es estable y el único equilibrio del
sistema; una region de coexistencia, donde tanto el estado homogéneo como la burbuja
son estables; y una región de descomposición espinodal, donde solo la burbuja es estable.

El fenómeno de aparición de una burbuja, descrito anteriormente, ocurre en la región
de coexistencia, aquí el estado homogéneo es un estado metaestable que persiste por
algún tiempo, el cual, luego de una gran �uctuación, desaparece nucléandose la burbuja.
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En la región de descomposición espinodal, no existe la formacion de un estado homogeneo
previamente, aquí, en la escala rápida de tiempo, el sistema forma un gas de burbujas,
las cuales, en la escala lenta, interactuan en un coarsening (dinámica de dominios de
diferente densidad), dando como estado �nal una sola burbuja.

1.2. FORMA NORMAL DE VAN DER WAALS
Dado que existe una separación de escala en los tiempos característicos de evolución

del sistema, es posible, en principio, construir una hidrodinámica para los modos más
lentos de esta evolución. En el régimen ulterior (escala lenta), los modos más rápidos se
convierten en variables esclavas de los más lentos, i.e. los modos rápidos se pueden elim-
inar adiabaticamente, con lo cual los modos lentos satisfacen ecuaciones hidrodinámicas
autónomas.

Para hacer esto notemos que, puesto que la razon de aspecto Lx/Ly À 1, la dinámica
en el eje y es rápida, luego, si n (x, y, t) es la densidad de granos y mx (x, y, t) la densidad
de momentum lineal en la dirección x, entonces podemos de�nir los campos

ρ (x, t) =
1

Ly

Ly∫

0

n (x, y, t) dy y j (x, t) =
1

Ly

Ly∫

0

mx (x, y, t) dy,

ambos cantidades conservadas, por lo cual son modos lentos. No existen otros candidatos
triviales a ser modos lentos, si bien no se puede asegurar feacientemente que sean los
únicos, vamos a trabajar sobre esta hipótesis. Luego, como son cantidades conservadas,
satisfacen las ecuaciones de continuidad:

∂tρ + ∂xj = 0,

∂tj + ∂xΦ = 0,

donde Φ es el �ujo de momentum (la conservación de la masa es igual a la de la teoría
de gases usual, pues este principio no es afectado por la incorporación de la disipación).
Por hipótesis, en el régimen ulterior estas ecuaciones son autónomas, e.g. Φ depende
solo de ρ, j y sus derivadas espaciales. Más aún, dado que el sistema posee las simetrías
de traslación espacial, x −→ x0 + x, traslación temporal, t −→ t0 + t y re�exión con
respecto al eje y, (x −→ −x) ∧ (j −→ −j), entonces:

Φ = Φ
(
ρ, ∂2n

x ρ, j2, ∂2n−1
x j; n ∈ ℵ)

.

La dependencia de este �ujo en la densidad pude ser interpretada como la presión
hidroestatica usual

P (ρ) = Φ (ρ, 0, 0, 0) .

Mientras que las dependencias lineales en ∂xj y j2 como la viscosidad (∂xΦ = ν∂xxj) y
la convección (∂xΦ = j∂xj), respectivamente. Los términos en derivadas más altas no
tiene un análogo en la hidrodinámica clásica (las ecuaciones de Navier-Stoke son una
expansión en gradientes cortada al orden 2).
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Consideremos una pequeña perturbación al estado homogéneo ρ = n0, j = 0, de la
forma

δρ = ρ− n0 ¿ 1, δj = j ¿ 1,

despreciando la viscosidad y los gradientes altos (perturbación suave), obtenemos la
ecuación de onda:

∂ttδρ =

(
∂P

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=n0

)
∂xxδρ.

De modo que, cuando (∂P/∂ρ) > 0 (función creciente de la densidad) el estado homogé-
neo es estable, siendo

vs =
√

∂P/∂ρ

la velocidad de propagación del sonido en el medio. Cuando (∂P/∂ρ) < 0, el estado
homogéneo se deviene inestable, dando origen a un proceso de descomposición espinodal
en el que el sistema converge a dos nuevas densidades (estables), una más alta y otra
más baja, de modo de mantener constante el número de granos. El punto en el espacio
de parámetros donde ocurre esta bifurcación es el punto de Maxwell (o el punto crítico,
en una transición líquido-vapor), i.e. cuando la presión tiene un punto de in�exión

∂P

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=nM

= 0 y ∂2P

∂ρ2

∣∣∣∣
ρ=nM

= 0,

para un valor critico del coe�ciente de restitución r = rc. Cerca a la bifurcación, i.e.
n0 = nM + ∆n0 y r = rc + ∆r, con ∆n0/nM ¿ 1 y ∆r/rc ¿ 1, podemos aproximar, en
torno al estado homogéneo ρ = n0 y j = 0,

Φ ∼= Φ0 +

(
∂Φ

∂ρ

)
δρ +

(
∂2Φ

∂ρ2

)
(δρ)2

2
+

(
∂3Φ

∂ρ3

)
(δρ)3

6
+

(
∂Φ

∂ (j2)

)
(δj)2

+

(
∂Φ

∂ (∂xxρ)

)
∂xxδρ +

(
∂Φ

∂ (∂xj)

)
∂xδj + ...

= Φ0 + α1δρ + α2 (δρ)2 + α3 (δρ)3 − β∂xxδρ− γ∂xδj + ...

donde α1 ¿ 1 y α2 ¿ 1 pues ∆n0/nM ¿ 1 (estamos cerca del punto de Maxwell),
los demás parámetros son O (1). Ademas supondremos que α3 > 0, puesto que en el
punto de Maxwell la presión es una función monótonamente creciente de la densidad;
γ > 0, de modo que la viscosidad corresponde a una genuina disipación de energía; y
β > 0, esto para asegurar una saturación espacial (para longitudes de onda corta) de
la inestabilidad. El ultimo supuesto es más arbitrario que los demás, puesto que dicha
saturación puede ocurrir para gradientes más altos, no obstante lo mantendremos en
orden de dar una descripción fenomenológica lo más simple posible. Luego, rescalando
el espacio x −→ √

βx y el tiempo t −→ √
βt, y de�niendo:

u =
√

α3

(
δρ +

α2

3α3

)
¿ 1, ε =

(
α1 − α2

2

3α3

)
¿ 1 y ν =

γ√
β
∼ O (1)

obtenemos la �Forma normal de van der Waals (VdW)�:

∂ttu = ∂xx

(
εu + u3 − ∂xxu + ν∂tu

)
(1.2.1)
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donde el paremetro de bifurcación es ε ¿ 1, y el escalamiento de las variable es u ∼ ε1/2,
∂x ∼ ε1/2 y ∂t ∼ ε. Notemos que se a despreciado el término convectivo por ser de un
orden superior (ε3) al de la ecuación (ε5/2).

Los argumentos usados en la construcción del modelo (1.2.1) son absolutamente gen-
erales, sólo se ha empleado hecho que el sistema presenta una inestabilidad mecánica
producto de una compresibilidad negativa (∂ρ/∂P/ρ < 0). Por lo tanto, cualquier sis-
tema, que pose las mismas cantidades conservadas y tenga las mismas simetrías, el cual
sufra una inestabilidad mecánica de este tipo, debiera ser bien modelado por (1.2.1) cerca
de la bifurcación. Por ejemplo, la misma transición liquido-vapor. Acá se podría objetar
que, en condiciones experimentales realistas las colisiones con las paredes no conservan
el monentum, e.g. j no es una cantidad conservada. Este efecto se puede incorporar al
modelo agregando una pequeña disipación de momentum

∂ttu = ∂xx

(
εu + u3 − ∂xxu + ν∂tu

)− µ∂tu,

con µ ∼ ε, si µ ∼ O (1) esta disipación domina sobre la inercia y tenemos el modelo de
Cahn-Hilliard (el momentum deja de ser un modo lento y se vuelve una variable esclava
de la densidad). Acá el sistema entra en un régimen puramente difusivo, y se pierden
todos los efectos ondulatorios (no hay ondas).

En el caso de viscosidad nula (ν = 0), VdW es conservativo, en efecto, si consideramos
el funcional

U [u, p] =

∫ {
1

2
p2 +

1

2
(∂xu)2 +

1

4

(
ε + u2

)2
}

dx, (1.2.2)

podemos escribir (1.2.1) de la forma:

∂tu = ∂x

(
δU
δp

)
, ∂tp = ∂x

(
δU
δu

)

=⇒ dU
dt

= 0,

donde p =
√

α3j, e.g. U es una cantidad conservada que llamaremos la energía del
sistema. El efecto de la viscosidad no es otro que disipar esta energía, de hecho, con-
siderando el termino viscoso (ν > 0), se tiene

dU
dt

= −ν

∫
(∂tu)2 dx 6 0,

o sea la dinámica del sistema consiste en la minimización de la energía. No obstante este
proceso de minimización no se realiza libremente, sino que respetando estrictamente
las constricciones impuestas por la conservación de la masa y el momentum, i.e. el
sistema converge al estado con menor energía (el equilibrio) que posea la misma masa y
momentum que la condición inicial.

La ecuación (1.2.1) esta caracterizada por los parámetros ε, ν y la densidad global
u0 y el �ujo neto de masa p0 de�nidos por:

u0 =
1

2l

l∫

−l

udx, p0 =
1

2l

l∫

−l

pdx,
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con l =
√

βLx/2. Para los equilibrios estacionarios del sistema, como densidades estables
o estructuras espaciales tales como burbujas o gotas (regiones de densidad más alta
inmersas en una densidad más baja) no juega ningún rol la viscosidad, además, dado
que el sistema posee la invarianza galileana p −→ p + p0, el �ujo neto de masa tampoco
es un parámetro relevante. Luego el diagrama de fase de VdW está en el plano (ε, u0).

La presión hidroestatica, en estas variables, toma la forma:

P (u) = εu + u3, (1.2.3)

de modo que, la velocidad del sonido, sobre un estado de densidad uniforme u = u0 es

vs =
√

ε + 3u2
0. (1.2.4)

De aquí deducimos inmediatamente que la región de descomposición espinodal, en el
espacio de parámetros (ε, u0), corresponde a la zona R1 = {ε < −3u2

0}. Este proceso
se puede apreciar en �g. 1.4, donde se muestra un diagrama espacio-tiempo del per�l
ρ (x, t) para el sistema granular simulado, en la región de descomposición espinodal, la
segunda imagen corresponde a una simulación numérica de (1.2.1).

0 0.25 Lx 0.5 Lx 0.75 Lx Lx

0

2 10
4
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6 10
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8 10
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x

Fig. 1.4: Diagramas espacio-temporales del proceso de descomposición espinodal en una simu-
lación numérica directa del medio granular (izquierda) y del modelo (1.2.1) (derecha).

La zona en que ocurre la separación de fases es más amplia, incluye la región de
coexistencia, para su determinación podemos usar la construcción de Maxwell (ver ref.
[1]), haciendo uso de la presión hidroestatica (1.2.3). En efecto, el volumen especí�co
corresponde a υ = 1/u, y la curva P (υ), para ε �jo, puede ser interpretada como
una �isoterma generalizada�. De hecho, la pared vibrante juega el rol de un termostato,
imponiendo al sistema una temperatura T ∼ m (Aω)2 (con m la masa de los granos), el
otro termostato al que está sometido el sistema son los grados de libertad internos de
los granos, cuyo efecto se resume en el coe�ciente de restitución r, a su vez, el efecto de
ambos se resume en el parámetro de bifurcación ε. Esto no quiere decir que podamos,
en general, formular una termodinámica para los medios granulares o los sistemas fuera
del equilibrio (sometidos a más de un termostato), esto es sólo una analogía funcional
para este caso particular. Luego, siguiendo la construcción de Maxwell, es fácil deducir
que la separación de fase ocurre para ε < −u2

0, e.g. la región de coexistencia corresponde
a la zona R2 = {−3u2

0 < ε < −u2
0}.

En esta ultima zona el estado homogéneo es estable, pero una perturbación �nita
pude resultar en la nucleación de una burbuja (siempre y cuando pase cierta barrera
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de nucleación). Durante este proceso, por la conservación de la masa, se emiten dos
ondas de densi�cación, las cuales, si la condición de borde es periódica, volverán a
chocar con la burbuja haciendola oscilar. Producto de la viscosidad estas oscilaciones
serán amortiguadas, convergiendo el sistema a una burbuja estacionaria. Este proceso se
ilustra en la �gura 1.5, donde se muestra un diagrama espacio-tiempo del per�l ρ (x, t)
para el sistema granular simulado, la segunda imagen corresponde a una simulación
numérica de (1.2.1).

0 0.25 Lx 0.5 L x 0.75 Lx Lx
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Fig. 1.5: Diagramas espacio-temporales del proceso de nucleación de un burbuja (en la región
de coexistencia) para una simulación numérica directa del medio granular (izquierda)
y del modelo (1.2.1) (derecha).

En la otra región, R3 = {ε > −u2
0}, el estado de densidad uniforme, u = u0, es el

único atractor. Las distintas regiones, en el espacio de parámetros, se encuentra en la
�gura (1.6).
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Fig. 1.6: Espacio de parámetros de la forma normal VdW. Donde se puede apreciar la región de
descomposición espinodal R1 (amarillo), región de coexistencia R2 (gris) y la región
donde sólo el estado de densidad uniforme es estable R3 (blanco).

1.3. BURBUJAS Y GOTAS
Como ya se había comentado, la minimización de la energía se efectúa respetando la

conservación de la masa y el momentum. Esto es, los equilibrios del sistema son mínimos
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del funcional

U [
u, p, λ, λ̄

]
=

∫ 



1

2
p2 +

1

2
(∂xu)2 +

1

4

(
ε + u2

)2
+ λ


u0 − 1

2l

l∫

−l

udx́




+λ̄


p0 − 1

2l

l∫

−l

pdx́






 dx,

donde λ y λ̄ son multiplicadores de Langrange. Ademas, debemos satisfacer las condi-
ciones de borde, u (x + 2l) = u (x) y p (x + 2l) = p (x), y tener siempre presente la
ausencia total de dinámica en el equilibrio (∂tu = ∂tp = 0). Luego, para el momentum
tenemos:

p = λ̄ y 1

2l

l∫

−l

pdx = p0

de modo que el equilibrio (∂tu = 0 =⇒ λ̄ = {cte.}) esta caracterizado por un �ujo
constante de partículas. Mientras que el per�l de densidad satisface una ecuación tipo
Newton

d2u

dx2
= εu + u3 + λ, (1.3.1)

cuyas soluciones están sujetas a

1

2l

l∫

−l

udx = u0 y u (x + 2l) = u (x) , (1.3.2)

con la condición de equilibrio ∂tp = 0 =⇒ λ = {cte.}. Luego, las soluciones que repre-
sentan una densidad uniforme u = u0 son puntos �jos de (1.3.1), εu0 + u3

0 + λ = 0. Si
u0 ∈ R1 es un centro, mientras que u0 ∈ R2 ∪R3 es un punto hiperbólico.

En general, (1.3.1) puede tener uno o tres puntos �jos, dependiendo de si el polinomio
cubico εu + u3 + λ tiene una o tres raíces reales. Cuando ε < 0 y −2 (−ε/3)3/2 < λ <

2 (−ε/3)3/2 existen tres soluciones reales u1 < u2 < u3, dos puntos hiperbólicos (u1 y u3)
y un centro (u2). Mientras que si λ ≷ ±2 (−ε/3)3/2 el sistema posee tan sólo un punto
hiperbólico.

Dado que (1.3.1) posee la simetría u −→ −u y λ −→ −λ nos vamos a concentrar en
el caso λ > 0. En la �gura 1.7 se muestran las trayectorias en el espacio de fase de esta
ecuación para diferentes valores de los parámetros. Luego, si λ < 2 (−ε/3)3/2 existe un
centro, y por lo tanto una familia de órbitas periódicas en torno a este, de las cuales,
algunas pueden satisfacer (1.3.2). En efecto, una primera integración de (1.3.1) nos da

du

dx
= ±

√
Q (u) /2 con Q (u) = u4 + 2εu2 + 4λu + 4E,

con E una constante de integración (que correspondería a la energía si (1.3.1) modelase
un sistema mecánico). Cuando

−1

4
u4

2 −
ε

2
u2

2 − λu2 < E < −1

4
u4

3 −
ε

2
u2

3 − λu3,
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Fig. 1.7: Órbitas, en el espacio de fase, de la ecuación tipo Newton (1.3.1).

las cuatro raíces de Q son reales, y lo podemos escribir:

Q (u) = (u− r1) (u− r2) (r3 − u) (r4 − u) ,

con r1 < r2 < r3 < r4. Notemos que rn = rn (λ, E) a ε �jo. Luego, las soluciones
periódicas son de la forma:

u (x) = r1 +
(r2 − r1) (r3 − r1)

(r3 − r1)− (r3 − r2) sn2 (∆ (x− x0) |m)
, (1.3.3)

con ∆ =
√

(r4 − r2) (r3 − r1)/2
√

2, m = (r4 − r1) (r3 − r2) / (r4 − r2) (r3 − r1) y sn (φ |m)
un seno elíptico de Jacobi. Notemos que los puntos de retorno de estas trayectorias cor-
responden a r2 y r3, de modo que representan �burbujas� de densidad r2 inmersas en
una densidad r3 (o �gotas� de densidad r3 inmersas en una densidad r2, si se pre�ere, de
todos modos la elección de λ > 0, implica que en el punto (x− x0) = 0, tendremos una
densidad r2, por lo cual nos referiremos a estas como burbujas).

Las soluciones (1.3.3) constituyen una familia de órbitas periódicas parámetrizada
por (λ,E), de la cual solo algunos miembros satisfacen la constricción y la condición de
borde (1.3.2). Para las soluciones burbujas debemos imponer que el periodo sea exacta-
mente 2l y no un múltiplo entero de este. Este ultimo tipo de soluciones, multi-burbujas
(más de una burbuja), no son convenientes energéticamente, puesto que mientras más
oscilaciones presente una solución durante un periodo 2l, el termino (∂xu)2 /2 hará un
mayor aporte a la energía (1.2.2).

Entonces, si imponemos que (1.3.3) satisfaga (1.3.2), para valores de ε, u0 y l dados,
obtendremos un sistema de ecuaciones para el par (λ,E)

F1 (λ, E) = l y F2 (λ, E) = u0, (1.3.4)

donde

F1 (λ,E) =
2
√

2K (m)√
(r4 − r2) (r3 − r1)

,

F2 (λ,E) = r1 +
(r2 − r1) Π (n |m)

K (m)

con n = (r3 − r2) / (r3 − r1), K (m) una integral elíptica completa de primera especie,
mientras que Π (n |m) es una integral elíptica de tercera especie.
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Dado que la razón de aspecto es grande, es interesante estudiar el limite de un
sistema muy grande l −→ ∞. Para λ > 0 ((r2 − r1) > (r4 − r3)) existen dos maneras
de hacer diverger el periodo (F1 −→ ∞ si m −→ 1): una es tomar (r4 − r3) ¿ 1 con
(r2 − r1) ∼ O (1), en este caso

r3 ∼ r4 ∼ u3, (r2 − r1) ∼ 2
√

2 (−ε− u2
3)

de modo que (−ε− u2
3) ∼ O (1) (siempre estamos pensando que ε < 0, de manera que

hallan burbujas), tomando esto en consideración ((1− n) ∼ O (1)) podemos simpli�car
considerablemente el sistema de ecuaciones (1.3.4), y de allí inferir:

E ∼= −1

4
u4

3 −
ε

2
u2

3 − λu3, u3
∼= u0.

De manera que la solución periódica (1.3.3) colapsa con una trayectoria homoclina,
tomando la forma (ver �g. 1.8)

u = u0 − 2 (3u2
0 + ε)

2u0 +
√

2 (−u2
0 − ε) cosh

[√
(3u2

0 + ε) (x− x0)
] . (1.3.5)

Para esta burbuja, que corresponde a el limite exacto l −→ ∞, la densidad global (u0)
equivale al valor asintótico de esta. Esto se debe a que su ancho es �nito y no aporta de
manera signi�cativa, a la masa del sistema, cuando este es demasiado grande. Claramente
esta solución existe solo en R2, por lo tanto las burbujas que observamos en la región de
descomposición espinodal no corresponden a (1.3.5).

Una segunda forma de hacer diverger el periodo es tomar tanto (r4 − r3) ¿ 1 como
(r2 − r1) ¿ 1, si bien, a primera vista, esto parece un caso particular del limite tomado
previamente, el resultado es cualitativamente diferente. Acá (−ε− u2

3) ¿ 1 y n ∼ 1, por
lo cual u0 = F2 � u3. De hecho

r4 ∼ r3 ∼ −r2 ∼ −r1 ∼
√−ε,

y la órbita periódica (1.3.3) tiende más bien al colapso con las órbitas heteroclinas
(λ ≈ 0), tomando la forma aproximada (ver �g. 1.8)

u =
√−ε

{
1 + tanh

[√
−ε

2
(x− x0)− δ

2

]
− tanh

[√
−ε

2
(x− x0) +

δ

2

]}
, (1.3.6)

con
δ =

(√−ε− u0

)
√−ε

l.

De modo que esta burbuja, a diferencia de (1.3.5), es solo una aproximación para l À 1, y
no el limite exacto l −→∞, donde esta aproximación deja de tener sentido. Cave señalar
que para la existencia de la solución (1.3.6) solo se debe estar en la región R1∪R2, o sea,
donde hayan burbujas, y el sistema sea lo su�cientemente grande, existen soluciones de
esta forma.

Cuando el sistema es su�cientemente grande el aporte a la energía (1.2.2) efectuado
por los gradientes de densidad presentes en las burbujas (1.3.5) y (1.3.6) es despreciable
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frente al aporte de los estados homogéneos que asintóticamente conectan. Puesto que
estos últimos son proporcionales al tamaño, mientras que el aporte de los gradientes es
independiente de l, y toma un valor �nito en el limite l À 1. El aporte del momentum
también es proporcional al tanaño, no obstante, por la invarianza galileana del sistema,
este puede ser cambiado arbitrariamente (se puede cambiar a cero, por ejemplo), y no
depende del tipo de burbuja a la que el sistema converja. En efecto, para la burbuja
(1.3.5) se tendra U ≈ l (ε + u2

0)
2
/2 +O (1), mientras que para (1.3.6) se tiene U ≈ 0l +

O (1), o sea la energía de (1.3.5) diverge linealmente con el tamaño del sistema mientras
que la energia de (1.3.6) se mantiene acotada. Luego, la burbuja (1.3.6) corresponde al
mínimo de energía y por lo tanto al equilibrio. Notemos que esta estructura es un efecto
de la �nitud del sistema (cuando el sistema es exactamente in�nito deja de existir), lo
que ocurre que el sistema trata de alcanzar el mínimo global de energía (u2 ≡ √−ε),
pero al verse constreñido a conservar la masa, más la condición de borde periódica, que
le impide expulsar o incorporar materia desde sus con�nes, la solución más e�ciente que
encuentra es la burbuja (1.3.6).

La burbuja (1.3.5), que solo existe en la región de coexistencia, es inestables. Cuando
entramos a esta región desde R3 (u2

0 ≈ −ε), esta estructura coincide con la burbuja
estable (1.3.6), ambas soluciones aparecen por una bifurcación tipo saddle-node. Cuan-
do ingresamos a la región de descomposición espinodal (1.3.5) colapsa con el estado
homogéneo (u = u0), desestabilizándolo. Esta burbuja inestable, en R2, corresponde a
la separatiz, en el espacio funcional, entre el estado homogéneo (u = u0) y la burbuja
estable (1.3.6). Notemos que la energía del estado homogéneo u = u0 diverge linealmente
con el tamaño del sistema, luego, la subregión de R2 en que este estado es metaestable
(menos favorable energéticamente) abarca prácticamente toda la región de coexistencia.
De todas maneras existe una pequeña zona, cerca de la curva ε = − u2

0, en que el estado
homogéneo es más favorable energéticamente (los gradientes pesan), si bien esta zona
tiende a desaparecer cuando l −→ ∞, este límite no tiene mucho sentido puesto que
también desaparece la solución burbuja (1.3.6). En la �gura 1.8 se muestran estas dos
burbujas, y el estado homogéneo, en la región de coexistencia.

100 200 300 400 500
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Fig. 1.8: Burbujas (1.3.6) (en rojo) y (1.3.6) (en negro), y estado homogéneo (en azul), para
u0 = 0,63 y ε = −0,95.
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Es interesante observar que, si utilizamos la teoria termodinámica clásica (ver ref.
[1]), para una transición de fase, tomando como ecuación de estado (1.2.3), i.e.

P = εu0 + u3
0,

y haciendo que ε juege el rol de la temperatura. Concluimos que: si u2
0 > −ε, entonces

la densidad u0 es termodinámicamente estable; mientras que si u2
0 < −ε, u0 es termod-

inámicamente inestable, siendo estas densidades no accesibles físicamente y por lo tanto
el sistema experimenta una transición de fase en la que lo podemos encontrar indistin-
tamente con una densidad

√−ε o −√−ε. Esta conclusión coincide perfectamente con
las propiedades del equilibrio del sistema dinámico (1.2.1), siendo este, aparentemente,
una descripción alternativa de una transición de fase líquido-vapor. Si esta conjetura es
correcta, la descripción ofrecida por (1.2.1) es más completa que la que emana de la
termodinámica clásica, pues no solo nos da información del equilibrio, sino también del
transiente, i.e. de como el sistema evoluciona al equilibrio. Lo cual robustece la idea de
que la descripción más general y apropiada de los sistemas macroscópicos (en o fuera del
equilibrio) es mediate ecuaciones diferenciales, siendo la termodinámica clásica solo un
caso particular de una física macroscópica más general cimentada en la teoría de los sis-
temas dinámicos. Claro que el hecho que el equilibrio de (1.2.1) coincida con el predicho
por la termodinámica, bien reputado experimentalmente, no implica que la descripción
del transiente coincida con el que presenta el sistema físico real, esto debe ser veri�cado
experimentalmente. No obstante, para que esta veri�cación empírica sea posible, se re-
quiere previamente hacer una caracterización teórica del transiente exhibido por (1.2.1),
i.e. hay que hacer predicciones teóricas, las cuales puedan ser veri�cadas o falseadas
experimentalmente, en orden de corroborar o descartar la hipótesis aquí planteada. El
transiente de (1.2.1) esta dominado por la propagación de ondas, en lo que queda de
este capítulo nos avocaremos al estudio de éstas.

1.4. ONDAS EN EL MODELO VdW
Consideremos la propagación de una onda lineal sobre un estado de densidad uni-

forme u = u0, esto es, una perturbación de la forma u = u0 + δuei(kx+ωt), donde δu es
una constante in�nitesimal. Luego, de (1.2.1), despreciando la viscosidad, obtenemos la
relación de dispersión

ω2 =
(
ε + 3u2

0

)
k2 + k4,

de modo que fuera de la región de descomposición espinodal esta perturbación es estable
para toda longitud de onda. Para longitudes de onda lo su�cientemente grandes ésta se
propaga prácticamente con la velocidad del sonido (1.2.4), no obstante este medio es
esencialmente dispersivo, y las ondas lineales son supersónicas, mientras más pequeña
sea la longitud de onda más rápida será la velocidad de fase con respecto a la del
sonido. Es fácil ver que la velocidad de grupo (∂ω/∂k), asociada con el transporte de
información a nivel lineal, también es supersónica y crece con el número de onda k.
Esto es producto de la suposición que hicimos, al expandir el �ujo de momentum Φ,
de que la saturación espacial de la inestabilidad ocurre a gradientes cuárticos, si esta
hipotesis no fuera cierta, de todas formas la saturación espacial debe ocurrir, por lo cual,
para un número de onda lo su�cientemente grande, tanto la velocidad de fase como la
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velocidad de grupo deben ser supersónicas y crecientes con k. No obstate, dado que la
forma normal VdW o cualquier generalización de esta a gradientes más altos, es una
expansión en gradientes, no debiésemos prestar mucha atención a la información que
ésta nos entrega para longitudes de onda cortas.

Si consideramos el efecto de la viscosidad, la relación de dispersión se modi�ca

ω2 = v2
sk

2 + k4 + iνk2ω =⇒ ω =
1

2

{
iνk2 ±

√
−ν2k4 + 4 (v2

sk
2 + k4)

}
,

luego, Im [ω] > 0 siempre, por lo tanto la amplitud de la onda lineal decrece en el tiempo
disipando su energía. Más aún, Im [ω] crece con el número de onda k, de modo que las
longitudes de onda más corta se amortiguan más rápido, lo que justi�ca una expansión
en gradientes. De hecho, para una viscocidad lo su�cientemente grande, ν > 2, las
longitudes de onda cortas serán sobre-amortiguadas, i.e.

ν > 2
√

v2
s/k

2 + 1 =⇒ Re [ω] = 0.

Para perturbaciones de amplitud �nita debemos considerar los efectos no-lineales.
En este caso la forma de un tren de ondas no sera armónico, y debemos expresarlo
en términos de funciones elípticas, básicamente una expresión similar a (1.3.3) en un
sistema de referencia móvil, x −→ x − ct, con c la velocidad de la onda. En todo
caso, para amplitudes moderadas el escenario no será muy diferente del escenario lineal
descrito anteriormente.

Un fenómeno cualitativamente diferente, que pude producir la no-linealidad, es la
aparición de ondas solitarias o solitones. Las primeras corresponden a cúmulos de ma-
teria, o agujeros con menos materia, que se propagan sin modi�car su forma, i.e. un
paquete que se propaga sin dispersarse. A nivel lineal esto es imposible en un medio
dispersivo como este, son las no-linealidades las que pueden contrarrestar el efecto de la
dispersión lineal. Los solitones son una subcategoría de ondas solitarias, los cuales poseen
una propiedad extra, cuando dos solitones colisionan preservan su estructura después de
la colisión (ver ref. [15]). Claramente, estas estructuras solo pueden propagarse peerse
en el caso conservativo (dU/dt = 0), la presencia de viscosidad las atenuara de modo de
disipar su energía y hacer que el sistema converja al equilibrio. Luego, estos entes sólo
habitan en el transiente, y al igual que las ondas lineales, pueden dar pistas importantes
de como el sistema evoluciona al equilibrio.

Otro tipo de ondas no-lineales interesantes son los frentes, conexiones asintóticas
entre dos estados uniformes de densidades diferentes. Como ya lo habíamos señalado
previamente, en la región de coexistencia, donde el estado homogéneo es prácticamente
siempre metaestable, una gran �uctuación, que sobrepase la barrera de nucleación (1.3.5),
engendrara una burbuja del tipo (1.3.6). En el proceso de nucleación de esta burbuja,
por la conservación de la masa, se generaran dos ondas de densi�cación, que correspon-
den a frentes. Si la viscosidad es grande estos frentes se propagan manteniendo un per�l
monótono, por en contrario, cuando la viscosidad es baja el frente se descompone en un
tren de solitones, este proceso se puede apreciar en �g. 1.9. A medida que los frentes
de densi�cación se propagan la burbuja se enancha constituyéndose en dos frentes de
desdensi�cación (ver �g. 1.9). Si el sistema fuese in�nito este proceso continuaría in-
de�nidamente, pero, dado las condición de borde periódica, los frentes de densi�cación
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vuelven a chocar con la con la burbuja, haciendola oscilar, estas oscilaciones son amor-
tiguadas por la viscosidad hasta que el sistema converge al equilibrio, i.e. la burbuja
(1.3.6), cuyo ancho δ esta �jado por la masa de la condición inicial. Notemos que la
misma burbuja (1.3.6) puede ser vista como un sistema constituido por dos frentes esta-
cionarios, un kink y un anti-kink (que conectan los estados simetrico

√−ε y −√−ε),
situados a una distancia δ.

t

t
t

t

x

x

x

x

a)

b)

Fig. 1.9: Nucleación de un burbuja, en la región de coexistencia, para u0 = 0,63 y ε = −0,95,
en los regímenes de a) alta viscosidad, ν = 4 y b) baja viscosidad, ν = 0,03. A la
derecha se ve el detalle de los primeros instantes del proceso de nucleación.

En la región de descomposición espinodal, el sistema primero se transforma en un
gas de burbujas del tipo (1.3.6), para luego iniciar un coarsening, o sea un dinámica
de dominios el los cuales el sistema posee localmente una densidad

√−ε ó −√−ε. El
largo promedio de estos dominios crece en el tiempo, hasta que el sistema converge al
equilibrio, i.e. una sola burbuja. La simulación numérica de este proceso (ver �g. 1.10)
muestra que, cuando la viscosidad es baja, el gas de burbujas se encuentra sumergido en
un mar de ondas (tanto lineales como no-lineales), acá el tiempo característico en que
se disipa la energía de estas ondas es comparables con el tiempo característico en que
desaparecen las burbujas (o las gotas). Al desaparecer una burbuja o una gota emite
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dos solitones, que se propagan a la derecha y a la izquierda respectivamente (ver �g.
1.10.a y 1.10.b), y de esta manera trans�ere su masa al resto del sistema. Al propagarse
estos solitones por el medio, e ir chocando con los kinks y anti-kinks que separan los
dominios de diferente densidad, trans�eren la masa de la burbuja o gota fenecida a las
demás y reexcitan el mar de ondas, manteniendo este régimen en el que los dominios
de densidad uniforme se encuentran altamente activos. Cuando la viscosidad es alta, los
ondas son rápidamente suprimidas, y las dominios de densidad uniforme se encuetran
prácticamente estáticos (ver �g. 1.10.c), acá, cuando las burbujas o las gotas desaparecen
difunden su masa el sistema y la propagación de ondas casi no se observa.
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x

a) b)
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Fig. 1.10: Proceso de coarsening para u0 = 0 y ε = −0,5, en los regímenes de a) baja viscosidad,
ν = 0,05, b) viscosidad moderada, ν = 0,5 y c) alta viscosidad, ν = 5.

Cabe señalar que, a medida que incrementamos la viscosidad, el proceso de coarsening
se vuelve más ine�ciente, esto es, el largo promedio de los dominios con densidad

√−ε
o −√−ε crece más lento. Esto resulta, a primera vista, contra-intuitivo, puesto que
esperaríamos que, mientras más grande sea la disipación, el sistema converja más rápido
al equilibrio. De hecho tenemos

dU
dt

= −ν

∫
(∂tu)2 dx,

una interpretación apresurada de esta fórmula sería decir que, mientras mayor sea la
viscosidad, la derivada temporal de la energía es más negativa y por lo tanto la veloci-
dad con que esta decrece es mayor, e.g. deberíamos alcanzar el equilibrio más rápido.
Sin embargo esta interpretación es incorrecta, puesto que, si la viscosidad es baja, la
atenuación de las ondas también es baja, luego el termino (∂tu)2 aporta más a la ve-
locidad con que la energía decrece. De modo que existe una competencia entre estos dos
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efectos, cuando la viscosidad es muy alta el gas de burbujas está prácticamente estáti-
co (casi todas las ondas son sobre-amortiguadas), y la velocidad con que el sistema va
al equilibrio es pequeña. Por otro lado, cuando la viscosidad es muy pequeña el mar
de ondas esta muy activo, y el termino (∂tu)2 es grande, no obstante en este caso hay
otra salvedad, aunque la velocidad resultante dU/dt sea pequeña el coarsening puede ser
rápido, puesto que el sistema puede converge rápidamente a una sola burbuja sumergida
en un mar de ondas altamente energizado, situación que no corresponde al equilibrio,
que es una burbuja estrictamente estacionaria. Esto ultimo es lo que se observa en la
simulación numérica del caso cuasi-conservativo (ν ¿ 1), acá la dinámica más lenta no
es el coarsening, sino la atenuación de las ondas. De hecho el coarsening es e�cientísimo
en el limite ν −→ 0, por lo cual uno podría preguntase que pasa en el caso estrictamente
conservativo (ν = 0), acá no se minimiza la energía, sino que se conserva, sin embargo
el proceso coarsening persiste, i.e. el sistema evoluciona a una sola burbuja inmersa en
un mar de ondas cuya energía no mengua (ver �g. 1.11.a).

De modo que en el caso conservativo el sistema todavía presenta un comportamiento
irreversible como es el coarsening, o sea estamos ante un caso de irreversibilidad hamilto-
niana, donde el sistema sigue evolucionando hacia un equilibrio, que ya no corresponde al
mínimo del funcional (1.2.2). En efecto, si bien este equilibrio pude ser cualitativamente
similar al equilibrio del caso disipativo, es de una naturaleza esencialmente diferente, por
ejemplo se observa que la burbuja resultante puede tener velocidad, e.g. se puede decir
que el sistema converge más bien a una onda solitaria. Esta evidencia numerica sugiere
fuertemente que el modelo VdW conservativo (VdWc de aquí en adelante) es ergódico y
no-integrable, más aún presenta un comportamiento altamente caótico. De acá podemos
conjeturar que el mar de ondas es turbulento, esto es, de acuerdo a la teoría de turbu-
lencia débil de Zakharov, un gas de ondas interactuantes que termaliza a un equilibrio
caracterizado por el máximo de una entropía (ver ref. [14]). Luego, podemos pensar el
mar de ondas como un �uido caliente (cuya temperatura depende de la energía del sis-
tema) sobre el cual se encuentran las burbujas, esto actuara como un fondo �uctuante
que optimiza el proceso de coarsening.

Si bien, esta hipótesis del fondo �uctuante no pasa de ser una mera especulación, nos
sugiere la idea de incorporar ruido en el modelo (1.2.1), de la forma

∂ttu = ∂xx

(
εu + u3 − ∂xxu + ν∂tu

)
+ ∂xxξ (x, t) ,

para conservar la masa y el momentum. Esto tiene un interés en sí mismo, puesto
que, la descripción de un sistema, en esencia discreto (sistema de partículas clásicas),
mediante campos continuos, conlleva un coarse-graning (ver la introducción), por lo cual
estos campos sufren �uctuaciones que pueden ser modeladas incorporando un ruido. En
efecto, los medios granulares, por estar constituidos por un número menor de partículas
que un gas convencional, son altamente ruidosos. Luego, tomando un ruido blanco de
intensidad η, 〈ξ (x, t) ξ (x́, t́)〉 = ηδ (x́− x) δ (t́− t), se observa que el coarsening, incluso
en el régimen de viscosidad alta, en mucho más e�ciente (ver �g. 1.11.b). Esto se pude
entender trivialmente del hecho que el ruido incrementa el termino (∂tu)2, no obstante
en este caso la energía solo se minimiza en promedio. De modo que, si el ruido es muy
grande, habrán muchas �uctuaciones a este proceso de minimización, las que afectaran
la e�ciencia del proceso de coarsening. Tanto como las burbujas desaparecen más rapido,
el ruido creara nuevas burbujas, haciendo que el largo promedio no crezca muy rápido,
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por lo cual habrá un valor optimo de la intensidad η para el cual el coarsenig será más
e�ciente. Un estudio detallado de como el ruido afecta el proceso de coarsening en un
modelo más simple que (1.2.1) (ecuación de Ginzburg-Landau real), se encuentra en el
capítulo III de esta tesis.

t

x

a)

t

x

b)

Fig. 1.11: Proceso de coarsening para u0 = 0 y ε = −0,5, en los regímenes a) conservativo,
ν = 0 y b) alta viscosidad, ν = 3, pero en presencia de ruido, η = 0,5.

De todas maneras existen diferencias cualitativas entre el proceso de coarsening en
presencia de ruido y el coarsening en el caso conservativo o cuasi-conservativo (i.e. con
una alta actividad de ondas). Si es verdad que el mar de ondas es turbulento y actua
como un fondo �uctuante, i.e. un ruido térmico generado por la propia ecuación, de todas
formas procesos tales como la aniquilación de una burbuja afectaran el comportamiento
de este, por ejemplo le transferirían energía haciendolo �más caliente�. Más aún, en estos
mismos procesos de transferencia de energía se requiere de un tiempo para que el mar
de ondas se termalice, de hecho, si estos tiempos de termalización son del orden de los
tiempos del coarsening el proceso se torna mucho más complejo, pues tanto el coarsening
como la termalización del mar turbulento constituyen un mismo proceso de evolución
al equilibrio que en este caso no tendría mucho sentido diferenciar. Numéricamente se
observa que, cuando se considera el sistema en presencia de ruido en el régimen de alta
viscosidad, la actividad de los dominios de densidad uniforme es completamente aleatoria
(ver 1.11.b), por otro lado, cuando la viscosidad es baja, de modo que la atenuación de las
ondas es lenta, se observa la propagación de cúmulos de materia con una velocidad bien
de�nida (ver 1.11.a), que probablemente se traten de solitones. Que el sistema no sea
integrable no quiere decir que no admite soluciones tipo onda solitaria, son soluciones
particulares que coexisten con otro tipo de comportamientos más complejos. Dado la
relevancia de este tipo de soluciones en el proceso de coarsening procederemos a un
caracterización analítica más acabada de éstas.

1.5. SOLUCIÓN DE ONDA SOLITARIA PARA VdWc
Si consideremos el modelo VdWc en un sistema de referencia movil z = x − ct, el

per�l de densidades satisface la ecuación tipo Newton

d2u

dz2
=

(
ε− c2

)
u + u3 + λ, (1.5.1)
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donde λ es una constante de integración compatible con condiciones de borde periódicas
o de �ujo nulo. Esta ecuación es identica a (1.3.1) si cambiamos ε −→ (ε− c2), e.g.
presentan el mismo tipo de soluciones, de modo que, nos concentraremos en el caso
λ 6 0. Considerando el sistema muy grande (l À 1), las soluciones de onda solitaria
corresponden a órbitas homoclinas de (1.5.1), las cuales solo existen solo si ε < c2 y
λ < 2 ((c2 − ε) /3)

3/2. Esta ondas solitarias se propagaran sobre una densidad u0 (valor
asintótico de la órbita homoclina), la cual, para un sistema lo su�cientemente grande,
corresponde a la densidad global, puesto que la cantidad de materia transportada por
esta onda será despreciable frente a la masa total del sistema.

La velocidad de la onda solitaria esta acotada
u2

0 + ε < c2 < v2
s , (1.5.2)

con v2
s la velocidad del sonido (1.2.4), o sea estas ondas son subsónicas. Para λ < 0 la

densidad de base u0 < 0, y la onda solitaria es �brillante�, o sea un cumulo de materia
cuya expresión analítica es

u = u0 +
2 (3u2

0 + ε− c2)

−2u0 +
√

2 (c2 − u2
0 − ε) cosh

[√
(3u2

0 + ε− c2) (x− ct− x0)
] . (1.5.3)

Cuando λ > 0 la densidad de base u0 > 0, y la onda solitaria es �oscura�, i.e. un agujero
con menos material cuya expresión analítica corresponde a la transformación de simetría
u −→ −u y u0 −→ −u0 de (1.5.3). Si λ = 0, (1.5.1) posee dos órbitas heteroclinas, que
representan soluciones kink o anti-kink

u = ±
√

c2 − ε tanh

[√
c2 − ε

2
(x− ct− x0)

]
,

compatibles solo con condiciones de borde de �ujo nulo. La forma de la onda (1.5.3) se
puede apreciar en �g. 1.12.
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Fig. 1.12: Ondas solitarias, de diferente amplitud, que se propagan sobre el mismo estado ho-
mogéneo.

La amplitud de (1.5.3) decrece con la velocidad, y tiene la forma

A =
2 (3u2

0 + ε− c2)

2 |u0|+
√

2 (c2 − u2
0 − ε)

, (1.5.4)
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de modo que, cuando la velocidad de la onda solitaria se acerca a la del sonido, su
amplitud tiende a cero. Mientras que cuando tiende a su cota inferior, c2 = u2

0 + ε, la
solución (1.5.3) tiende al estado simétrico u = −u0, claro que en este limite u0 no se puede
identi�car con la densidad global, acá la onda solitaria se esta haciendo muy grande y
por lo tanto acarrea mucha materia. De todas formas, los cúmulos de materia, que se
propagan con una velocidad bien de�nida, observados en la simulación numérica son de
una amplitud pequeña o moderada, por lo cual el ultimo limite es menos interesante que
el primero.

Todo esto es válido sólo en R3, en la región de coexistencia u2
0 + ε < 0, por lo cual la

cota inferior de la velocidad deja de existir. Acá, cuando la velocidad de (1.5.3) tiende
a cero, esta solución tiende a la burbuja inestable (1.3.5). Luego, la onda solitaria ya es
inestable antes de convertirse en la burbuja (1.3.5), puesto que, dado que esta solución
es linealmente inestable, implica que (1.5.3) debió ser linealmente marginal antes de
transformarse en esta burbuja, i.e. con c 6= 0. Numéricamente se observa que, para
u0 ∈ R2, cuando la velocidad de (1.5.3) esta lo su�cientemente cerca de la del sonido,
la onda es estable, mientras que si su velocidad disminuye bajo un valor crítico, la onda
deviene inestable, y durante su propagación mengua su amplitud y se incrementa su
velocidad, de modo de estabilizarla, durante el proceso se emite radiación para conservar
la energía (1.2.2). Esto se puede apreciar en �g. 1.13.

t

x

Fig. 1.13: Onda solitaria inestable, de gran amplitud, en la zona de coexistencia, u0 = −0, 6 y
ε = −0,5, en régimen cuasi-conservativo ν = 0, 01. Durante su propagación transita
a una onda de menor amplitud estable.

En la región de descomposición espinodal se tiene que 3u2
0 + ε < 0, por lo cual una

solución como (1.5.3), con u0 ∈ R1, deja de tener sentido. Acá el sistema selecciona dos
nuevas densidades, u = ±√−ε, las cuales son estables (de hecho corresponden al mínimo
global de la energía) y pueden soportar la propagación de ondas solitarias, las cuales,
si el dominio de densidad uniforme es lo su�cientemente grande, serán aproximadas por
(1.5.3). Más precisamente, tendremos soluciones de la forma

u = ±√−ε∓
√

2 (−2ε− c2)
√−2ε + |c| cosh

[√
(−2ε− c2) (x− ct− x0)

] , (1.5.5)

con c2 < −2ε. Éstas son el tipo de ondas solitarias que se propagan por el sistema
durante el proceso de coarsening, también en la región de coexistencia se pueden propagar
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objetos como éste, cuando el sistema se encuentra en la burbuja (1.3.6), aunque aquí no
juegan un rol preponderante en el proceso de nucleación de esta burbuja. Notemos que
(1.5.5), cuando c −→ 0, tiende al la densidad simétrica ∓√−ε, o mejor dicho, cuando el
sistema es �nito tiende a una burbuja que corresponde tanto a la burbuja estable como
la inestable, i.e a (1.3.3) con u0 = ±√−ε, y l 6= ∞ aunque l À 1 (recordemos que todas
estas órbitas homoclinas son sólo aproximaciones para un sistema grande, las soluciones
exactas son órbitas periódicas, descritas por funciones elípticas, que se parecen mucho
a las homoclinas cuando l es lo su�cientemente grande). De modo que, estamos en el
punto en que ambas burbujas aparecen por saddle-node, por lo tanto corresponden a
una solución marginal linealmente, entonces (1.5.5) es marginal cuando c −→ 0, e.g. es
estable ∀ |c| > 0.

En resumen, la estructura de bifurcaciones de la onda solitaria (1.5.3) es la siguiente:
cuando u0 ∈ R3, y la velocidad de la onda esta acotada según (1.5.2), esta solución es
estable; si u0 = ±√−ε, la onda tiende a una solución marginal en el límite c −→ 0, luego,
para u0 ∈ R2, la onda es estable para velocidades cercanas a la del sonido e inestable para
velocidades cercanas a 0; cuando ingresamos en la región de descomposición espinodal
(1.3.5) y (1.5.3) colapsan con el estado uniforme u = u0, desestabilizandolo.

1.6. SOLITONES EN EL LIMITE CUASI-SONICO
Como ya lo habíamos señalado, estos cúmulos de materia (o carencia de ella), que se

observan, propagandose con una velocidad bien de�nida, durante el proceso de coarsen-
ing, son de una amplitud moderada o pequeña. Es discutible si estos entes son paquetes
de ondas lineales o ondas no-lineales del tipo (1.5.5), de todas formas la existencia de
estas ondas solitarias debiese implicar que el sistema, de manera espontanea, las excita
durante un proceso dinámico complejo como el coarsening. Esto no quiere decir que la
ondas lineales no jueguen un rol importante, sino que las ondas solitarias también lo
hacen.

Consideremos entonces, de forma general, la onda (1.5.3) en el límite A ¿ 1, con
u0 ∼ O (1). Que corresponde a una velocidad muy cercana a la del sonido (limite cuasi-
sónico), i.e. si c = vs − w, entonces 0 < w/vs ¿ 1. Acá la onda adopta la forma
aproximada

u− u0 ' vsw

−u0

sech2

[√
vsw

2
{x± (vs − w) t− x0}

]
+O (

w2
)
, (1.6.1)

expresión que corresponde a los típicos solitones de la ecuación de Boussinesq o Korteweg
de Vries (KdV). Más aún, tiene la típica relación amplitud (A) ancho (σ) de un solitón
KdV

A ∼ σ2 ∼ O (w) ,

donde hemos supuesto todos los demás parámetros O (1). Lo que nos sugiere introducir
la siguiente aproximación:
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1.6.1. KdV a partir de VdWc

Consideremos el cambio de variables

t = v2
st, x = vsx, u = u0 +

v2
s

−3u0

v y β =
v2

s

9u2
0

,

luego, VdWc adopta la forma

∂ttv = ∂xx(v − v2 + βv3 − ∂xxv). (1.6.2)

Tomando como inspiración la relación entre la amplitud y el ancho del soliton KdV,
exhibida por (1.6.1), introduciremos el escalamiento

ξ = χ(x− t), ζ = χ(x + t) y τ = χ3t,

y supondremos que podemos expandir v de la forma

v =
∞∑

n=1

χ2nvn,

donde χ ∼ O(
√

w) es un parámetro pequeño. Notemos que ξ y ζ corresponden a sistemas
de referencia móvil que se desplazan a la derecha o a la izquierda con la velocidad del
sonido, i.e. estan viculados con las soluciones de D'Alembert de la ecuación de onda
asociada a (1.6.2). La escala de tiempo lenta, τ , se relaciona con la variación a la velocidad
del sonido con que se propagan las ondas no-lineales (de (1.6.1) vemos que es O(w3/2)).
Para v hemos supuesto que la amplitud de las ondas en estudio se puede expandir en
potencias de w.

Entonces, introduciendo este ansatz en (1.6.2), e igualando orden por orden en χ, el
primer orden nos da la ecuación de onda

∂ξζv1 = 0 =⇒ v1 = f(ξ, τ) + g(ζ, τ), (1.6.3)

cuya solución general es la solución de D'Alembert mostrada arriba. Luego, tomando
esta solución, el segundo orden nos da

4∂ξζv2 = ∂ξ [−2∂τf + 2f∂ξf + ∂ξξξf ] + ∂ζ [2∂τg + 2g∂ζg + ∂ζζζg]

+ 2(∂ζ + ∂ξ)
2fg, (1.6.4)

que es una ecuación lineal inhomogénea para v2. Luego, si queremos que las solución
sean acotada (v2 acotada, de modo que el método sea consistente), el lado derecho de
(1.6.4) no debe contener elementos en el kernel del operador de onda ∂ξζ , i.e. debemos
imponer la condición de solubilidad

∂ξ [−2∂τf + 2f∂ξf + ∂ξξξf ] = −∂ζ [2∂τg + 2g∂ζg + ∂ζζζg] .

Puesto que el lada izquierdo de esta ecuación depende solo de ξ mientras que el lado
derecho solo de ζ ambos deben ser iguales a una constante. Más aún, dado que estamos
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interesados en soluciones tipo ondas solitarias, f −→ 0 cuando ξ −→ ±∞ y g −→ 0
cuando ζ −→ ±∞, la condición de solubilidad queda:

−2∂τf + 2f∂ξf + ∂ξξξf = 0 (1.6.5)
2∂τg + 2g∂ζg + ∂ζζζg = 0 (1.6.6)

que corresponden a dos ecuaciones KdV asociadas a sistemas de referencia que se de-
splazan con la velocidad del sonido hacia la derecha (1.6.5) o hacia la izquierda (1.6.6).
La diferencia en el signo nos asegura que sus soluciones se propagaran en contra de la
velocidad del sistema de referencia en cuestión, i.e. son subsónicas.

La ventaja de esta aproximación es que reducimos el problema a una ecuación inte-
grable bien conocida, o sea una ecuación cuyas propiedades se encuentran ampliamente
estudiadas en la literatura (ver, por ejemplo ref., [15]). De hecho nos provee de un argu-
mento analítico paralelo a la heurística realizada en el parágrafo anterior para asegurar
la estabilidad de la onda solitaria (1.5.3), con velocidades cercanas a la del sonido, en
este límite la onda es un genuino solitón, i.e. una solución tipo partícula que al interac-
tuar con otras soluciones de su misma especie no sufre modi�caciones morfológicas. En
efecto, otra de las ventajas de esta aproximación es que nos permite estudiar la interac-
ción de las ondas no-lineales en este limite, como la interacción solitón-solitón. Para ello
tomemos (1.6.5) y rede�namos τ = −2T y f = 6φ, con lo cual obtenemos una forma
estándar de la ecuación KdV

∂T φ + 12φ∂ξφ + ∂ξξξφ = 0. (1.6.7)

Esta ecuación tiene solución exacta, para cualquier per�l inicial, mediante el método
de scatering inverso (ver ref. [15]). También existen otros métodos alternativos para
construir soluciones particulares de (1.6.7), uno que resulta particularmente práctico
para nuestros propósitos es el método de Hirota para construir una solución de N-
solitones. Los detalles de este método se encuentran en el Apéndice A de esta tesis,
luego, siguiendo este apéndice tenemos que la solución de 1-soliton tiene la forma

φ1S =
a2

4
sech2

[a

2
(ξ − a2T ) + γ

]
, (1.6.8)

la cual es corresponde a (1.6.1) si reconocemos

χ =
1

a

√
2w

vs

,

que es O (
√

w) como lo habíamos supuesto, i.e. hasta aquí el método es consistente. La
solución de 2-solitones tiene la forma

φ2S = ∂ξξ

{
log

(
1 + eθ1 + eθ2 +

(
a1 − a2

a1 + a2

)2

eθ1+θ2

)}
, (1.6.9)

con
θi = aiξ − a3

i T + γi,

donde a1 y a2 corresponden a la amplitud que cada solitón. Mientras que θ1 ∼ 0 ó
θ2 ∼ 0 corresponden, en un instante T dado, a la región del espacio donde se encuentra
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el cumulo de materia transportado por cada solitón, luego, θ1 ∼ θ2 ∼ 0 corresponde al
lapso de tiempo en que ocurre la colisión, digamos en torno a un instante T ∼ O(1) (si
las fases γi ∼ O (1)). De modo que, para ver el efecto de la colisión sobre los solitones,
podemos suponer, sin perdida de generalidad a1 > a2, o sea el solitón �1� es más rápido
que el solitón �2�, e.g. el solitón �2� es impactado desde la izquierda por el soliton �1�.
Luego, si nos colocamos en la región del espacio donde se encuentra el soliton �1�, θ1 ∼ 0,
en un tiempo muy anterior a la colisión, digamos T ∼ −∞, tenemos que, en esta región
del espacio θ2 ∼ −∞, por lo cual podemos aproximar (1.6.9)

φ2S(θ1 ∼ 0; T ∼ −∞) ≈ ∂ξξ

{
log

(
1 + eθ1

)} ≈ a2
1

4
sech2

[a1

2
(ξ − a2

1T ) + γ1

]
,

mientras que, si continuamos el la región donde se encuentra el soliton �1�, θ1 ∼ 0, pero
ahora en un tiempo muy posterior a la colisión, digamos T ∼ ∞, de modo que ahora
θ2 ∼ ∞, obtendremos que (1.6.9) se aproxima a

φ2S(θ1 ∼ 0; T ∼ ∞) ≈ ∂ξξ

{
log

(
eθ2

(
1 +

(
a1 − a2

a1 + a2

)2

eθ1

))}

≈ a2
1

4
sech2

[
a1

2
(ξ − a2

1T ) + γ1 + log

[(
a1 − a2

a1 + a2

)2
]]

.

Efectuando el mismo análisis en la región donde se encuentra el solitón �2�, θ2 ∼ 0,
concluimos que

φ2S(T ∼ ±∞) ≈
2∑

i=1

a2
i

4
sech2

[ai

2
(ξ − a2

i T ) + γi + ∆±
i

]
,

donde
∆−

1 = ∆+
2 = 0 y ∆+

1 = ∆−
2 = log

[(
a1 − a2

a1 + a2

)2
]

. (1.6.10)

Luego, tras colisionar dos solitones de la forma (1.6.8), ni su estructura ni la ampli-
tud que poseían antes de la colisión, se ve afectada después de esta. Los solitones solo
experimentan un cambio de fase, i.e. el solitón más alto y delgado (por lo tanto el más
rápido) sufre un incremento en su fase igual al decremento experimentado por el más
bajo y ancho. Cave señalar que, durante el proceso de colisión, la estructura que se forma
es mucho más compleja que la mera superposición de soluciones del tipo (1.6.8), esta
estructura es descrita, de forma exacta, por (1.6.9). Este proceso se ilustra en �g. 1.14.a.

En la �gura 1.14.b se muetra el proceso de colisión de dos solitones en VdW, para
una viscosidad pequeña pero no nula, i.e. están siendo atenuados. Ambos propagándose
en la misma dirección, acá el soliton más alto y delgado es el más lento, puesto que la
aproximación KdV describe la velocidad relativa y opuesta a la del sonido. Para hacer
más realista la situación, la condición inicial se preparó con un poco de ruido, de modo
que la interacción se produce en un medio donde hay otras ondas propagandose. Acá se
pude observar el cambio de fase predicho por KdV, i.e. esta es una buena descripción de
la interacción de solitones que se propagan en la misma dirección.
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Fig. 1.14: Interacción solitón-solitón: a) diagrama espacio-temporal de la formula analítica de
Hirota (1.6.9), para solitones KdV; b) interacción en el modelo VdW (en R3), con
u0 = −0, 8, ε = −0,3 y ν = 0, 08.

1.6.2. Interacción solitón izquierdo-derecho

Otro fenómeno importante, presente en la dinámica transiente exhibida por VdW, es
la interacción entre ondas que se propagan hacia la izquierda con ondas que se propagan
hacia derecha. Al nivel aproximativo desarrollado hasta acá dicha interacción es nula,
puesto que las ecuaciones (1.6.5) y (1.6.6) están desacopladas. De modo que esta inter-
acción, al menos en el régimen cuasi-sónico, es débil, y a primer orden (o sea, a nivel
la solución de D'Alembert (1.6.3)), cuando un solitón que se desplaza a la derecha se
encuentra con otro que se desplaza hacia la izquierda el resultado es la mera superposi-
ción lineal de ambos, i.e. uno es transparente al otro. No obstante, dado que VdW es
una ecuación no-lineal, cierto efecto deben sufrir, para dilucidar esta corrección debemos
resolver el segundo orden, el cual, ya impuesta la condición de solubilidad, es de la forma

∂ξζv2 =
1

2
(∂ζ + ∂ξ)

2fg,

que depende, por supuesto, de la solución que hayamos escogido para el orden anterior,
es la solución que corrige, i.e. estamos obteniendo una estimación de la forma v ≈
χ2v1 + χ4v2, con χ ¿ 1. Luego, invirtiendo el operador de onda, obtenemos

v2 = VR (ξ, τ) + VL (ζ, τ) +
1

2

[
(∂ζg)

(∫
dξ f

)
+ 2fg + (∂ξf)

(∫
dζ g

)]
, (1.6.11)

donde VR y VL corresponden a las correcciones de las soluciones de D'Alembert f y g,
al orden O (χ4), sin contar el efecto de una sobre la otra. Si tomamos como solución de
base soltitones de las forma (1.6.8), i.e.

f =
3

2
a2

R sech2

[
θR

2

]
y g =

3

2
a2

L sech2

[
θL

2

]
,

con
θR = aRξ + 2a3

Rτ + γR y θL = aLξ + 2a3
Lτ + γL,

las correcciones VR y VL serán las correcciones a (1.6.1) de orden O (w2). Para deter-
minar el término de interacción en (1.6.11), notemos que tenemos la libertad en una
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constante de integración, los términos en ∂ξf o ∂ζg puden ser interpretados, dado que
son correcciones pequeñas, como traslaciones de las soluciones de base f −→ f +cRχ2∂ξf
y g −→ f +cLχ2∂ζg, o sea cambios de fase. Luego, considerando que no hay correcciones
arbitrarias a la fase al segundo orden, i.e. todo cambio de fase se debe a la interacción,
el término de interacción en (1.6.11) queda

W (ξ, ζ, τ) =
9

4
aRaL[−a2

L sech2 (θL/2) tanh (θL/2) (tanh (θR/2) + 1)

+ aRaL sech2 (θR/2) sech2 (θL/2)

− a2
R sech2 (θR/2) tanh (θR/2) (tanh (θL/2) + 1)].

De modo que, cuando los dos solitones se encuentran, el resultado es un objeto con
una amplitud levemente superior que la superposición de ambos. Luego de la colisión
ambos experimentan un pequeño desfase hacia la dirección donde se encuentra el otro
solitón.

1.7. EFECTOS VISCOSOS
Hasta el momento nos hemos concentrado en el caso conservativo, ν = 0, al menos

en el estudio de las ondas no-lineales. Puesto que estos objetos juegan un rol relevante
en el regimen de baja viscosidad, nos concentraremos en este limite. Concretamente,
de�nimos

ν = χµ,

donde µ es un parámetro que pude ser tomado de orden 1 o pequeño, pero de manera
independiente del parámetro de escalamiento χ, de modo que en muestro esquema per-
turbativo, i.e. cuando igualamos cada orden en χ, µ no juega ningún rol. Entoces (1.6.2)
queda:

∂ttv = ∂xx(v − v2 + βv3 − ∂xxv + χ2µ∂tv), (1.7.1)
y siguiendo el mismo procedimiento que en el parágrafo anterior, obtenemos:

−2∂τf + 2f∂ξf + ∂ξξξf = −µ∂ξξf (1.7.2)
2∂τg + 2g∂ζg + ∂ζζζg = µ∂ζζg, (1.7.3)

donde todas las variables son las mismas que en el caso conservativo. Estas ecuaciones
corresponden a la KdV-Burgers, que es una modi�caión de KdV que agrega un término
de difusión. Acá la diferencia de signo tiene el mismo origen que en el caso anterior, i.e.
la naturaleza subsónica de los solitones, pero en este caso no podemos invertir el tiempo,
pues el término disipativo quiebra la simetría de inversión temporal, si lo hiciéramos
tendríamos anti-difusión, acá lo correcto es invertir el espacio (en el caso de (1.6.5)
estas dos opciones son completamente análogas). Luego, si tomamos τ = 2T , f = 6φ e
invertimos el espacio ξ −→ −ξ, obtememos:

∂T φ + 12φ∂ξφ + ∂ξξξφ = µ∂ξξφ, (1.7.4)
que es la forma estándar de KdV-Burgers.
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1.7.1. Atenuación de los solitones en el régimen de viscosidad débil

Para estudiar el efecto que tiene el término difusivo sobre los solitones (1.6.8) consid-
eremos el siguiente análisis perturbativo en el parámetro µ (o sea estamos considerando
viscosidad muy pequeña, µ ¿ 1). Tomemos dos escalas de tiempo

T0 = T y T1 = µT,

donde la primera de éstas, T0, es la escala típica en la que se mueve el solitón, mientras
que T1 es la escala lenta en que varía éste producto de la viscosidad, esto es (a primer
orden al menos) como varían las parámetros que lo caracterizan, i.e su amplitud a y su
fase γ. Entonces, tomando la solución (1.6.8), introducimos el ansatz:

φ = φ1S (ξ, T0, a (T1) , γ (T1)) +
∞∑

n=1

µnφ(n).

De este modo el primer orden es trivial por el ansatz, mientras que el segundo orden da:

Lφ(1) = ∂ξξφ1S − (∂T1a)
∂φ1S

∂a
− (∂T1γ)

∂φ1S

∂γ
, (1.7.6)

que es una ecuación lineal inhomogénea para φ(1), donde el operador lineal es:

L = ∂T0 + 12φ1S∂ξ + 12 (∂ξφ1S) + ∂ξξξ.

Introduciendo el producto interno:

〈φ| ψ〉 =

∞∫

−∞

dz φψ con z =
a

2
(ξ − a2T ),

obtenemos que el hermítico conjugado de L es:

L† = − (∂T0 + 12φ1S∂ξ + ∂ξξξ)

e.g., para que (1.7.6) sea soluble, su lado derecho debe ser ortogonal al kernel de L†.
Claramente

L†φ1S = 0

pues esta no es otra cosa que lo ecuación KdV (1.6.7) para φ1S, que es precisamente una
solución de esta. Luego,

〈
∂φ1S

∂γ

∣∣∣∣ φ1S

〉
= 0,

〈
∂φ1S

∂a

∣∣∣∣φ1S

〉
=
‖φ1S‖2

a

por paridad, más aún ∂ξξφ1S es par y ortogonal a ∂φ1S/∂γ (que es impar), por lo tanto

dγ

dT
= 0. (1.7.7)
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Este resultado es evidente si se considera la invariaza traslacional del sistema, simetría
que no es quebrada por el término difusivo. Por otro lado

da

dT
= −µ

5
a3, (1.7.8)

de modo que el decaimiento de la amplitud de (1.6.8) es algebraico, y por lo tanto lo
su�cientemente lento como para que el solitón dure un tiempo largo antes de difundirse
y desaparecer. En efecto, la integración de (1.7.8) da

a(T ) =

√
10ai√

10 + µa2
i (T − Ti)

,

donde ai = a(Ti), la amplitud inicial. Este proceso se ilustar en �g 1.15.a.
t

x

t

x

Fig. 1.15: Atenuación de solitones: a) Atenuación de un solitón, para u0 = −0, 4, ε = −0,16 y
ν = 0, 15; b) El sistema, ante una condición inicial ruidosa, con u0 = −0, 8, ε = −0,3
y ν = 0, 2.

Luego, mientras la atenuación de las ondas lineales es exponencial, los solitones ex-
perimentan un atenuación comparativamente mucho más lenta, A ∼ t−1/2, por lo cual
pueden propogarse por un tiempo mucho más largo en un medio débilmente viscoso. De
modo que, en el proceso de coarsening, se esperaría que jugara un rol más relevante,
que las ondas lineales, en el transpaso de información de una burbuja a otra, al menos
cuando el gas de burbujas está lo su�cientemente diluido. Previamente se comentaba
que, no era fácil discernir si los cúmulos de materia, que se observa propagarse durante
el coarsening, son solitones o paquetes de ondas lineales. Probablemente, en un medio
con un alta actividad de ondas, ambos fenómenos están presentes simultáneamente, pero
los paquetes lineales son atenuados de una manera mucho más violenta, por la viscosi-
dad, que los solitones. Luego, estos últimos persisten por mucho más tiempo, por lo
que podríamos decir que el mar de ondas es, predominantemente, un mar de solitones.
En efecto, en la �gura 1.15.b se muestra al sistema, ante una condición inicial ruidosa,
en R3, acá se ve que la radiación lineal es rápidamente atenuada, para prevalecer la
propagación de solitones.

1.7.2. Cuando la difusión domina sobre la dispersión:

Si tomemos en (1.7.2) τ = 2T/µ, f = φ/2 y ξ = −η/µ, la ecuación queda de la forma

∂T φ + φ∂ηφ +
1

µ
∂ηηηφ = ∂ηηφ
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consideremos ahora la viscosidad alta (µ alto, pero ν = χµ puede tener un valor arbitrario
dependiendo de como se relacionan la amplitud de la perturbación con la disipación del
medio), luego, podemos despreciar el termino dispersivo, con lo cual obtenemos

∂T φ + φ∂ηφ = ∂ηηφ, (1.7.9)

que es la ecuación de Burgers, si introducimos la transformación de Cole-Hopf

φ = −2∂η {log Ψ} , (1.7.10)

en (1.7.9), esta nos queda

∂η

{
∂T Ψ

Ψ
− ∂ηηΨ

Ψ

}
= 0 =⇒ ∂T Ψ + c (T ) Ψ = ∂ηηΨ

y, como la constante de integración c (T ) puede ser absorbida en Ψ sin afectar a φ, la
tomanos igual a cero, obteniendo

∂T Ψ = ∂ηηΨ, (1.7.11)

que es la ecuación de difusión lineal. La que tiene solución exacta para cualquier per�l
inicial

Ψ (η, 0) = ψ0 (η) =⇒ Ψ (η, T ) =

∞∫

−∞

dη′P (η − η′| T ) ψ0 (η′) ,

donde P (X| T ) es el típico propagador gausiano de (1.7.11):

P (X| T ) = exp

{
−X2

4T

}
/
√

4πT

Esto implica que (1.7.9) también tiene solución exacta para un per�l inicial arbitrario,
en efecto:

φ(η, 0) = φ0(η) =⇒ ψ0(η) = exp



−

1

2

η∫

η0

ds φ0(s)



 .

Un ejemplo sencillo es la propagación de un frente, para esto consideremos el per�l
inicial:

φ0(η) = a (1− tanh [η/λ])

si tomamos:

λ = 2/a =⇒ ψ0 (η) = e−aη/2 cosh
[aη

2

]

=⇒ Ψ(η, T ) = e−a(η−aT )/2 cosh
[a

2
(η − aT )

]
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de este modo obtenemos la solución frente para (1.7.9)

φ = a
(
1− tanh

[a

2
(η − aT )

])
. (1.7.12)

De modo que, cuando los efectos difusivos, que induce la viscosidad, dominan sobre
los dispersivos, el modelo VdW admite la propagación de un frente monótono. Como ya
lo habíamos mencionado, en la región de coexistencia, cuando el sistema nuclea espon-
táneamente una burbuja, emite frentes de densi�cación y desdensi�cación, los cuales
mantienen un per�l monótono durante su propagación cuando la viscosidad del medio
es alta. De no ser así el frente se descompone en un tren de ondas no lineales (ver �g.
1.9).

En el sistema granular simulado, que fue la motivación original del modelo VdW,
se observa que los frentes de densi�cación y desdensi�cación, durante el proceso de
nucleación de una burbuja, mantienen un per�l monótono. Por lo cual se puede inferir
que el sistema se encuentra en un régimen de viscosidad alta. Los intentos de observar
solitones en este medio han sido infructuosos, lo cual robustece la idea que la viscosidad
efectiva es elevada. Al parecer estamos más bien ante un sistema muy ruidoso, pero a
la vez muy viscoso, e.g. se observan muchas �uctuaciones que no son atribuibles a la
propagación de ondas.

Dada la universalidad en la deducción del modelo VdW (se utilizan solo supuestos
muy elementales), es de esperar que existan otros sistemas que sean descritos por esta
aproximación, los cuales se encuentren en un régimen de viscosidad baja. Por ejemplo, el
Prof. N. Mujica esta efectuado experimentos en una monocapa granular, la cual exhibe
una transición de fase similar a la estudiada en este capítulo. Aunque en este caso
no se conserva el monentum, y el análogo más apropiado parecer ser una transición
líquido-solido, y no líquido-vapor, existe cierta evidencia experimental preliminar de
que el sistema exhibe la propagación de ondas, al menos en la fase liquida. Si bien, lo
resultados aquí obtenidos no son directamente aplicables a este caso, se vislumbra cierta
esperanza de que, tras las modi�caciones pertinentes, se pueda encontrar un aplicación
al desarrollo teórico efectuado en este capítulo.



Capítulo 2

FRENTES Y ESTRUCTRUCTURAS LOCALIZADAS EN
DINAMICA POBLACIONAL

2.1. INTRODUCCION
Uno de los comportamientos más fascinantes que puede presentar la materia fuera

del equilibrio es la vida. La cual es, probablemente, la respuesta auto-organizativa más
compleja que exhibe la naturaleza. La formación, funcionamiento e interacción de es-
tructuras vivientes es un tema completamente abierto aún, y la posible matematización
de estos procesos es un área donde la experiencia adquirida en la física, en la descripción
matemática de otros procesos naturales, puede ser de gran utilidad.

Un tema de particular interés es el comportamiento de una especie en un ecosistema.
Concretamente, como evoluciona el número de individuos y su distribución territorial
en función de las condiciones a las que están sometidos. Ya por 1789, Thomas Malthus
advierte el peligro que implica el crecimiento geométrico de la población versus un crec-
imiento aritmético de la producción agrícola. No obstante, la hambruna predicha por
este razonamiento nunca ocurrió (aunque cabe señalar que esta teoría ha sido bastante
caricaturizada a lo largo de la historia), éste pone en relieve uno de los ingredientes
fundamentales que determinan el crecimiento de una población en un ambiente natural,
los factores reproductivos. Por ejemplo, si consideramos una población de células, que
se reproducen por simple división mitótica, tendremos que cada generación posee el
doble de individuos que la generación que le precedió, i.e. transcurridas n generaciones
la población se habrá incrementado en un factor 2n.

Luego, en un caso idealizado, en que la especie se pueda reproducir libremente, sin
que ningún otro elemento inter�era en este proceso, la población crecerá exponencial-
mente. Esto, claramente, no corresponde a lo que habitualmente observamos en la nat-
uraleza, acá existen una serie de factores externos que mellan este crecimiento. Por
ejemplo, la disponibilidad de recursos presentes en el medio es limitada, de modo que
la población no puede crecer inde�nidamente. También elementos tales como la pres-
encia de depredadores, enfermedades, migraciones o adversidades climáticas menguaran
el crecimiento de la población. Haciendo que, en el caso más realista, la evolución del
número de individuos sea un fenómeno bastante complejo.

Una de las maneras más típicas de describir este proceso es considerar la densidad
de individuos, por unidad de área, como un campo continuo u = u (~x, t) (descripción
continua). En primera aproximación, nos podemos concentrar en una sola especie, o sea,
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consideramos la población de un determinado organismo como un sistema autónomo
y resumimos los efectos del resto del ecosistema en los parámetros que caracterizan
su evolución. Esto es solo una aproximación, puesto que el resto del ecosistema se ve
afectado por la evolución de la población en cuestión, por lo cual no son parámetros
�jos, sino variables dinámicas cuya evolución esta acoplada con la de u. O sea, estamos
aproximando al resto del ecosistema como una colección de termostatos que le imponen
ciertas condiciones ambientales a la especie en estudio, sin que estas condiciones sean
signi�cativamente afectadas por el comportamiento de esta población.

Luego, una segunda aproximación será considerar el territorio en que se encuentra in-
mersa la especie como un plano euclideo homogéneo e isótropo, i.e. estamos despreciando
todas las irregularidades topográ�cas del terreno. De manera que, si nos concentramos en
organismos simples, podemos modelarlos como partículas brownianas i.e. el transporte
será difusivo y la densidad poblacional evolucionara según una ecuación de la forma

∂tu = D∇2u + G (u) , (2.1.1)

donde el modelamiento de G (u) dará cuenta de los efectos dominantes que determinan
la evolución de la población. Por ejemplo, si tan solo tomamos en cuenta la reproducción
de la especie, tendremos la dependencia lineal G (u) = ku, de modo que, para k > 0, el
número de individuos crece exponencialmente. Una manera de modelar el hecho que, los
recursos disponibles en el ecosistema son limitados, y, por lo tanto el crecimiento de la
población debe saturar, es mediante la no-linealidad logística G (u) = (r − u) u, donde
r > 0 cuanti�ca la cantidad de recursos disponibles en el medio, de modo que la especie
se pueda mantener. Este modelo es conocido como la ecuación de Fisher (ver ref. [16]
o [17]) y posee un repelor uniforme en u = 0 y un atractor uniforme en u = r, que
representa una densidad de equilibrio a la cual el sistema llega de acuerdo a la cantidad
de recursos el medio le ofrece para su subsistencia.

En el modelo logístico la interacción entre los individuos que constituyen la población
es puramente competitiva. Mientras menos congéneres tenga un individuo a su alrededor,
menos competencia habrá por los recursos, de modo que su decendencia puede ser más
abundante. Para muchas especies, la interacción entre los individuos que la constituyen,
no es únicamente competitiva, sino que existen también elementos cooperativos, por
ejemplo, la presencia de depredadores, implica que la cercanía a un grupo de congéneres
disminuya la probabilidad de ser depredado, dando origen al comportamiento gregario
observado en muchos especies. Existe, entonces, un tercer elemento a ser considerado,
la adversidad del medio, o sea, debemos incorporar al modelamiento los factores hostiles
que conspiran contra el desarrollo de la especie, y que implican que, para lograr su
supervivencia, la población debe exceder cierta masa critica. Por ejemplo, en las zonas
de transición entre la sabana y el desierto en África, donde la disponibilidad del recurso
hídrico es escasa, la población vegetal debe exceder cierta densidad critica de modo
reducir el impacto de la evaporación y lograr el agua que necesita para sobrevivir (ver
ref. [18]).

Una manera de incorporar el efecto de la adversidad en (2.1.1) es cambiando la no-
linealidad logística por una cubica, G = u(u− a)(b− u), ecuación que es conocida como
modelo de Nagumo (ver ref. [16]). Sin perdida de generalidad podemos tomar 0 ≤ a ≤ b,
luego, el modelo de Nagumo posee un atractor uniforme en u = 0, que representa la
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extinción de la especie, un repelor uniforme en u = a, que representa la densidad crítica,
que debe exceder la población para lograr se supervivencia, y un atractor uniforme en
u = b que representa la saturación del crecimiento de la especie por la �nitud de los
recursos. En la �gura 2.1 se puede apreciar las diferencias entre la no-linealidad logística
y bi-estable presente en el modelo de Nagumo.
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Fig. 2.1: Diferencia entre las no-linealidades a) logística, y b) de Nagumo. Los puntos negros
representan atractores, mientras que lo blancos repelores.

A diferencia de la ecuación de Fisher, el modelo de Nagumo posee un parámetro
fundamental, α = a/b =⇒ α ∈ [0, 1], el cual no puede ser cambiado arbitrariamente
reescalando las variables, este parámetro constituye una medida de la adversidad del
medio por lo cual nos referiremos a él como la adversidad. En efecto, el modelo de
Nagumo es variacional

∂tu = −δF [u]

δu
, con F [u] =

∫

Ω

{
D(∇u)2

2
+

ab

2
u2 − a + b

3
u3 +

u4

4

}
d2x,

donde Ω es el dominio bajo estudio. Luego, la dinámica de esta ecuación consiste en
la minimización de este funcional, dF/dt 6 0, la energía libre del sistema. El esta-
do de densidad nula posee una energía libre F [u ≡ 0] = 0, mientras que, el estado
que representa una densidad poblacional estable posee una energía libre F [u ≡ b] =(
b4

∫
Ω

dx/6
)
(α− 1/2). De modo que, cuando la adversidad α < 1/2, el estado u = b es

más favorable energéticamente, en este caso podemos decir que el medio en el cual esta
imbuida la especie no es adverso a la existencia de esta, en el caso contrario, α > 1/2, la
población se encuentra en un medio hostil donde u = 0 (que representa su extinción) es
más favorable energéticamente. Notemos que existe un punto particular, α = 1/2, donde
ambos estados estables son equivalentes energéticamente, el punto de Maxwell.

2.2. COMPLEJIDAD EN MODELOS DE UNA SOLA
ESPECIE

Hasta el momento solo hemos comentado las propiedades de atractores uniformes es-
pacialmente. Para modelos del tipo (2.1.1), donde el transporte es difusivo y no poseen
una longitud intrínseca, pequeñas perturbaciones, inhomogéneas espacialmente, a un
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estado de densidad uniforme estable, convergerán a este de forma difusiva, i.e. los gra-
dientes más altos convergen más rápido. Un fenómeno interesante, que involucra varia-
ciones espaciales �nitas, presente en modelos del tipo (2.1.1), es la propagación de frente.

2.2.1. Frentes

Uno de los fenómenos más estudiados en dinámica poblacional, es la propagación de
un frente de población en la ecuación de Fisher (ver ref. [16] o [17]), i.e. la propagación
de un estado estable (u = r) sobre otro inestable (u = 0), conocidos como frentes
de Fisher-Kolmogoro�-Petrovsky-Piskunov (o frente FKPP). La importancia de estos
frentes radica en que representan la propagación de una especie sobre un territorio en el
que no existía, por lo cual pude ser utilizado para modelar la propagación de una plaga
o peste, o de una especie invasora sobre un ecosistema que no posee elementos adversos
contra ella (como depredadores naturales o enfermedades que la diezmen).

De modo que, un asunto relevante en el estudio de un frente FKPP es la velocidad
con que se propaga. Si nos concentramos en una dimensión espacial (∇2 = ∂xx), dado
que, tanto el espacio como el tiempo son homogéneos y las densidades en cuestión uni-
formes (no quiebran estas simetrías) la velocidad del frente debe ser constante, lo cual es
consistente con lo que se observa numéricamente (ver. �g. 2.2). Luego, si consideramos
la ecuación de Fisher en un sistema de referencia móvil, z = x− ct, esta se reduce a una
ecuación tipo Newton

D∂zzu + c∂zu + (r − u) u = 0,

donde la velocidad del frente c juega el rol de un roce viscoso, si el frente se propaga
hacia la derecha (c > 0), o una inyección de energía, si el frente se propaga hacia la
izquierda (c < 0), ambas situaciones son simétricas por la isotropía del sistema. Luego,
para esta ecuación u = 0 es un equilibrio estable, y puesto que el sistema no puede
tener densidades negativas, la dinámica en torno a este debe estar sobre amortiguada,
i.e. c2 > 4Dr. Lo cual nos da un cota inferior a las posibles velocidades que puede tener
el frente.

u

x

t

x

Fig. 2.2: Propagación de un frente FKPP, para la ecuación de Fisher con r = 0,5 y D = 1.
En el diagrama espacio-temporal (mientras más oscuro es más grande el parámetro
de orden, con u = r, negro y u = 0 blanco) se in�ere que la velocidad del frente es
constante.

La velocidad de un frente FKPP depende de la condición inicial. Para cualquier
perturbación compacta del estado u = 0 el sistema converge asintóticamente a dos
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frentes, que se propagan a la derecha y a la izquierda respectivamente, con la mínima
velocidad posible c = ±2

√
Dr (ver ref. [16] o [17]). Esta es la situación más realista, por

lo cual este es el tipo de frentes que deberíamos observar en la naturaleza.
Para el modelo de Nagumo también podemos tener frentes FKPP que se propaguen

sobre el estado inestable u = a. No obstante, en este caso no tienen un gran interés
físico, puesto que, la densidad poblacional, que es una descripción continua de un sis-
tema discreto, es una cantidad �uctuante, de modo que, si por alguna razón el sistema
se encontrara en u = a, espontáneamente sale de este estado. Esto no ocurre para una
densidad nula u = 0, puesto que, como no es posible la generación espontánea de or-
ganismos, si el sistema se encuentra en este estado, permanece en él, aún cuando esta
situación sea inestable como en el caso logístico. Para el caso de Nagumo, un fenómeno
más interesante son los frentes que conectan los dos estados estables u = 0 y u = b. Acá,
por las mismas razones que en el caso anterior, la velocidad con que se propagan estos
frentes es constante, luego, concentrandonos en una dimensión espacial, si nos paramos
en un sistema de referencia móvil z = x− ct, la ecuación de Nagumo queda

D∂zzu + c∂zu + u(u− a)(b− u) = 0, o ∂z

{
D(∂zu)2

2
+ V (u)

}
= −c (∂zu)2

con V (u) = −abu2/2+(a + b) u3/3−u4/4. Pero en este caso los dos puntos que conecta el
frente corresponden a puntos hiperbólico de esta ecuación tipo Newton, la velocidad del
frente también juega el rol de una disipación o inyección de energía (D(∂zu)2/2+V (u))
de acuerdo a la dirección en la cual se propaga el frente. Luego, una solución frente
corresponde a una órbita heteroclina de este sistema dinámico, la cual solo existe para un
valor preciso de la velocidad c, i.e. el valor de c capaz de variar la energía V (0) À V (b) de
una trayectoria que conecta asintóticamente (en z = ±∞) las dos densidades estables del
modelo de Nagumo. De modo que, si suponemos que existe la solución frente uF (x− ct),
su velocidad queda determinada por

c = ± b4 (α− 1/2)

6
∞∫
−∞

(∂xuF )2 dx

,

donde el signo + corresponde a conectar u = 0 desde z = −∞ con u = b en z = ∞,
mientras que el signo − corresponde a lo conección inversa. Si bien, esta relación no
es muy útil, puesto que no conocemos ni c ni uF (c), queda claro, por lo argumentos
energéticos expuestos, que para un valor dado de α, solo existe un tipo de frente, que se
propaga con una velocidad bien de�nida (ver �g. 2.3).

Esta única velocidad es proporcional a la diferencia de energía libre entre las densi-
dades conectadas por el frente, i.e. el estado de menor energía se propaga sobre el más
energético. De modo que la propagación del frente no es más que una manifestación del
proceso de minimización de la energía libre que rige la dinámica del modelo de Nagumo.
Cuando el medio es favorable a la existencia de la población, α < 1/2, esta se propaga
invadiendo el territorio en estudio, en caso contrario la especie va desapareciendo vía un
frente de extinción. Esto es completamente general, y valido en 2 dimensiones, lo cual
nos sugiere un modo de modelar el efecto de las irregularidades topográ�cas del terreno
como zonas más o menos adversas, la especie tendera a existir en las zonas que le son
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Fig. 2.3: Propagación de un frente, para el modelo de Nagumo, con a = 0,6, b = 1 y D = 1. En
el diagrama espacio-temporal el rojo implica u = b, mientras que el amarillo u = 0.

favorables. Por ejemplo en la �gura 2.4 se observa el modelamiento de un río simulando
la ecuación de Nagumo en 2D con una adversidad dependiente del espacio,

α (x, y) = 1− sech [(x− A cos (ωy)) /λ] ,

donde λ da cuenta de la región, entorno al río, en la cual, la in�uencia de este, la hace
favorable a la existencia de la especie, mientras que A y ω modelan las oscilaciones
del torrente �uvial. La �gura 2.4 muestra la propagación de un frente de población
en torno al río, notemos que la población no penetra en las zonas que le son adversa,
α (x, y) > 1/2. Estos son los típicos patrones de poblamiento que se observan en torno
a un recurso que es vital para la subsistencia de la especie, incluso humana. En nuestro
mismo país, por ejemplo, la población se concentra en las zonas costeras o la depresión
central, evitando las regiones montañosas que le son más adversas.

Fig. 2.4: Modelamiento de un río, vía una adversidad dependiente del espacio. Las zonas más
moradas signi�can que el parámetro de orden esta más cerca de 1, mientras que las
más blancas esta en 0. El tiempo avanza de izquierda a derecha.

En el punto de Maxwell, α = 1/2, la velocidad del frente es nula, c = 0, puesto
que ambas densidades son equivalentes energéticamente. Acá, el frente es solución del
sistema estacionario ∂tu = 0, i.e.

D∂xxu + u(u− a)(b− u) = 0 =⇒ D

2
(∂xu)2 + V (u) = E,

con E una constante de integración. El cual, para α = 1/2, posee las órbitas heteroclina

u±F =
b

2

[
1± tanh

(
b (x− x0)

2
√

2D

)]
, (2.2.1)
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correspondientes al frente estacionario. En general (fuera del punto de Maxwell) el sis-
tema estacionario posee órbitas homoclinas que corresponden a estructuras localizadas.
Si bien, el frente estacionario es estable, las estructuras localizadas no lo son. Para ver
esto, primero estudiemos la estabilidad lineal del frente (4.1.4), i.e. introduciendo la
perturbación

u = u±F (x) + φ (x, t) con φ ¿ 1,

en el modelo de Nagumo y linealizando en con respecto a φ, encontramos

∂tφ = Lφ =⇒ φ (x, t) = etLφ (x, 0) con L = D∂xx +
∂G

∂u

∣∣∣∣
u=u±F

para G = u(u−b/2)(b−u). Luego, si todos los autovalores de L son negativos, la solución
(4.1.4) es linealmente estable. Este problema lineal es análogo a una partícula cuántica
regida por el hamiltoniano H = −L, e.g. la solución (4.1.4) es linealmente estable si
todas las energías permitidas de esta partícula son positivas. Es claro que

H∂xu
±
F = −∂x

{
D∂xxu

±
F + G

(
u±F

)}
= 0,

y, puesto que ∂xu
±
F = ±

(
b2/4

√
2D

)
sech2

(
b (x− x0) /2

√
2D

)
no posee ningún cero,

corresponde al estado fundamental de la partícula. Luego, L posee un autovalor nulo,
siendo todos los demás negativos, de modo que la solución (4.1.4) es linealmente mar-
ginal. La existencia de este modo neutro, modo de goldstone, se debe a la invariaza
traslacional del sistema, i.e. una traslación in�nitesimal u±F −→ u±F + ∆x∂xu

±
F no tiene

dinámica. O sea, una traslación del frente también es solución, de aquí podemos inferir
que el modo marginal no engendra ninguna inestabilidad no-lineal, por lo cual la solución
frente es estable (aunque una perturbación arbitraria de (4.1.4) puede ocasionar que el
sistema converja a un frente trasladado con respecto al original).

No obstante, este modo de goldstone hace que un frente estacionario sea estructural-
mente inestable, i.e. ante un pequeña perturbación paramétrica, que saque al sistema
del punto de Maxwell, este modo adquiere dinámica, ocasionando que el frente se mueva
de acuerdo al proceso de minimización de la energía libre. En este sentido podemos pen-
sar al frente como una partícula caracterizada por su posición (esta partícula no tiene
inercia, i.e. tampoco tiene momentum), por ejemplo, cuando un frente u±F (x−X) se
encuentra fuera del punto de Maxwell podemos pensar que esta sometido a una �fuerza�
constante Ẋ = c.

Luego, una manera de indagar la existencia y estabilidad de estructuras localizadas
es considerar un sistema integrado por dos frentes, una partícula u+

F y una antipartícula
u−F . De modo que, un dominio localizado de población inmerso en una región que no está
poblada (ver �g. 2.5), se pude estudiar introduciendo el ansatz

u = u+
F (x−X+ (t)) + u−F (x−X− (t))− b + φ1(x,X+, X−),

para X− > X+, más aún, para que este ansatz sea un buena aproximación, los frentes
deben encontrarse alejados (X− −X+) À √

D/b, y el sistema debe estar cerca del punto
de Maxwell α = 1/2 + δα con δα ¿ 1, de modo que el movimiento de estas soluciones
tipo partícula sea lento y podamos usar como solución de base (4.1.4). φ1 es un pequeña
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corrección que da cuenta de que la suma de dos soluciones no es solución, por muy
alejados que estén los frentes se sentirán mutuamente por la corrección exponencial que
uno in�ere en el corazón del otro, i.e. las correcciones son del orden

Ẋ− ∼ Ẋ+ ∼ φ1 ∼ δα ∼ e−b(X−−X+)/
√

2D,

con lo cual hemos impuesto que el corrimiento del punto de Maxwell δα sea del orden de
la interacción entre los frentes, de no ser así una de estas fuerzas domina completamente
la dinámica.

∆

u

x

Fig. 2.5: Dibujo esquemático de un dominio localizado de población.

Entonces, introduciendo este ansatz en el modelo de Nagumo, si nos concentramos
en la región del espacio donde se encuentra uno de los defectos (zona de gradientes altos
en que ocurre la transición de una densidad a otra), por ejemplo x ∼ X+, tenemos que,
a primer orden

Lφ1 = −Ẋ+∂xu
+
F (x−X+) + δα

(
b2u+

F (x−X+)− bu+
F (x−X+)2)

+ 3
(
b2u+

F (x−X+)− bu+
F (x−X+)2) eb(x−X−)/

√
2D,

con L = D∂xx + ∂G/∂u|u=u+
F (x−X+). Que es una ecuación lineal inhomogénea para φ1, la

cual tiene solución si solo si el lado derecho pertenece a la imagen de L. Si introducimos
el producto interno

〈φ |ψ〉 =

∞∫

−∞

ψφ dx, (2.2.2)

L es hermítico, de modo que esta ecuación es soluble si el lado derecho es ortogonal al
kernel de L. Como ya lo habíamos discutido ker [L] =

{
∂xu

+
F (x−X+)

}
, de modo que

tenemos la condición de solubilidad

Ẋ+ = b
√

2Dδα + 6b
√

2De−b(X−−X+)/
√

2D.

Notemos que todo este análisis ha sido hecho en la región del espacio donde se localiza
uno de los defectos x ∼ X+, si bien el producto interno (2.2.2) requiere información de
todo el espacio, dado que el ker [L] es prácticamente nulo, salvo en x ∼ X+, el resultado
de la integración es correcto al primer orden. Luego, efectuando el mismo análisis en la
región donde se encuentra el otro defecto x ∼ X−, obtenemos la ecuación de movimiento
para esta partícula

Ẋ− = −b
√

2Dδα− 6b
√

2De−b(X−−X+)/
√

2D.
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Si de�nimos la coordenada del centro de masa XCM = (X− + X+) /2 (aunque las partícu-
las no tienen inercia esto es solo una analogía) y la coordenada relativa ∆ = (X− −X+),
que representa el ancho del dominio poblado, tenemos que el sistema de dos frentes se
rige por las ecuaciones

ẊCM = 0 y ∆̇ = η − 12b
√

2De−b∆/
√

2D, (2.2.3)

con η = −2b
√

2Dδα. De modo que el centro de masa no tiene dinámica, como era de
esperar por la invarianza traslacional del sistema. De la ecuación para la coordenada
relativa concluimos que la interacción de defectos es atractiva, incluso en el punto de
Maxwell, η = 0, los defectos se atraerán hasta aniquilarse mutuamente, esto se debe
a que los gradientes son costosos energéticamente, de modo que el sistema tratara de
eliminarlos. Fuera del punto de Maxwell, cuando el medio es favorable a la existencia
de la especie, η > 0, existe un ancho de equilibrio en el cual se contrarestan la fuerza
de atracción entre los defectos y la fuerza que tiende a hacer que predomine la densidad
u = b, no obstante esta con�guración es claramente inestable. De modo que el modelo
de Nagumo no posee estructuras localizadas estables. Cave comentar que, siguiendo
el mismo análisis para hoyos (zonas sin población inmersas en una región poblada)
concluimos que, cuando el medio es adverso, η < 0, existen hoyos inestables. Estas
estructuras corresponden a la barrera de nucleación de la densidad menos energética a
partir de la más energética.

2.2.2. Interacción no-local y formación de patrones

Hasta el momento hemos considerado que la interacción entre los individuos que
constituyen la especie es local, i.e. cada miembro de la especie se ve afectado solo por la
presencia de otros individuos que se encuentran en su alrededor inmediato. Esta situación
no es realista, por ejemplo, un individuo se alimentan en una región que es compartida
con muchos otros, y la competencia por este recurso no es solo con los que se encuentran
inmediatamente cerca, sino en cierto rango de distancia. Este efecto se puede incorporar
en el modelo de Fisher (ver ref. [19] o [20]) haciendo que el término que da la saturación
en el crecimiento de la población no sólo dependa de la densidad local de individuos,
sino que de la densidad en cierto rango de interacción efectiva,

G (u) =


r −

∫

Ω

u′fσ (~x, ~x′) dnx′


 u,

donde u′ signi�ca u evaluada en ~x′, fσ, que llamaremos la función in�uencia o simple-
mente in�uencia, es una función de un ancho característico σ, que es el rango típico de la
interacción no-local y que llamaremos rango de in�uencia, y n la dimensión del espacio.
Si consideramos el espacio homogéneo e isotrópico tenemos que fσ (~x, ~x′) = fσ (|~x− ~x′|),
estando está normalizada en el domimio en estudio

∫
Ω

fσd
nx = 1 (de no ser así, sólo

renormalizaríamos r).
Notemos que este sistema posee una longitud intrínseca σ =

√
D/r, que no depende

de las unidades y es, por lo tanto, un parámetro fundamental que no podemos cambiar
a arbitrio reescalando las variables (si se pre�ere, la cantidad adimensional

√
D/rσ). La
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existencia de esta longitud nos hace sospechar que el sistema podría tener una inesta-
bilidad espacial tipo Turing (ver ref. [21]), de hecho, si consideramos una perturbación
en el espacio de Fourier de la densidad de equilibrio u = r, de la forma

u = r + εe
~k·~x+λt

con ε ¿ 1, obtenemos que el espectro de esta solución queda
λ (k) = −Dk2 − rf̂σ (k) ,

donde f̂σ es la transformada de Fourier de la función in�uencia (con k =
∣∣∣~k

∣∣∣, la única
dependencia de λ, por la homogeneidad e isotropía del sistema). De modo que, la es-
tabilidad del estado uniforme u = r depende del tipo de in�uencia que consideremos y
la dimensión del espacio en estudio, en general, la in�uencia debe ser una función con
un máximo en |~x− ~x′| = 0, que mengua a medida que nos alejamos de este punto. Un
modelo muy simple es tomar una in�uencia tipo salto, i.e. una función constante en todo
el rango de in�uencia, y cero en el resto del dominio Ω. Luego, en 1-dimensión espacial
tenemos

fσ(x, x′) =
θ (σ − |x− x′|)

2σ
=⇒ f̂σ (k) =

sin (kσ)

kσ
,

con θ la función de Heaviside, mientras que en 2-dimensiones

fσ(~x, ~x′) =
θ(σ − |~x− ~x′|)

πσ2
=⇒ f̂σ (k) =

2J1 (kσ)

kσ
,

donde J1 es una funcion de Bessel de primera especie de orden 1. En ambos caso el sistema
puede sufrir una inestabilidad espacial, cuando el rango de in�uencia es lo su�cientemente
grande, en �g. 2.6 se muestra el espectro de u = r para diferentes valores del rango de
in�uencia, acá se aprecia que λ (k) empieza a tomar valores positivos para una longitud
de onda no nula. Esta inestabilidad da origen a la formación de patrones, estructuras
periódicas extendidas como las que muestra la simulación de este modelo en �g. 2.6.

Cave señalar que este modelo continuo ha podido ser construido a partir de un modelo
microscópico para �bichos brownianos� (ver ref. [20]). La transición que da origen a la
formación de patrones es supercrítica (ver ref. [22]), de modo que esta estructura nunca
coexiste con la densidad uniforme u = r.

La formación de estructuras localizadas es un fenómeno ampliamente observado en
dinámica poblacional, esta parece ser, en muchos casos, un repuesta autorganizativa del
sistema ante la adversidad del medio. En la interacción de las individuos que constituyen
la especie existen elementos cooperativos, que hacen que la población deba exceder cierto
número para que sea factible su supervivencia, produciendo que, en ciertas región del
territorio que habita, se logren establecer domineos de población localizados estables
(o metaestables, pero con una vida media grande en comparación a los tiempos de
observación del fenómeno). Como ya lo habíamos señalado, en las región de transición
entre la sabana y el desierto en África, la población vegetal se encuentra sometida a
una gran adversidad, producto de la escases de agua, acá se observa la formación de
estructuras localizadas en orden de minimizar el efecto de la evaporación.

El modelo de Nagumo no pose ninguna estructura localizada estable, si bien se pueden
generar dominios localizados de población tomando una adversidad dependiente del es-
pacio (como en el modelamiento del río), esto no siempre corresponde a lo que ocurre en
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Fig. 2.6: Espectro de la solución uniforme u = r, y la formación de un patrón, para el modelo de
Fisher no-local, en 1-dimensión (izquierda), y en 2-dimensiones (derecha). En ambos
casos D = 1 y r = 1, mientras que σ = 2 (negro), σ = 7 (azul) y σ = 23 (rojo).
La simulación en 2-dimensiones no fue hecha por el autor, sino que es gentileza del
Consortium of the Americas for Interdisciplinary Science, en el Department of Physics
and Astronomy, University of New Mexico, Albuquerque, New Mexico, USA.

la naturaleza, puesto que la formación de estructuras localizadas no está siempre asocia-
da a una imposición externa del medio sobre el sistema de organismos (también existen
estos casos, desde luego), sino a una respuesta autorganizativa espontánea del sistema,
inmerso en un medio aproximadamente homogéneo. En las mismas comunidades hu-
manas, donde los factores cooperativos son de gran relevancia, la especie se autorganiza
en pueblos o ciudades, dejando otras zonas menos pobladas, los campos, de las cuales,
no obstante, usufructúa de sus recursos, i.e. esta formación de estructuras no puede ser
comprendida mediante una adversidad dependiente del espacio.

Una manera de incorporar estructuras localizadas en modelos de una especie es gen-
eralizando el modelo de Nagumo, introduciendo el hecho que la interacción entre los
individuos no es local. Concretamente, nos concentraremos en la generalización varia-
cional

∂tu = D∇2u− abu + (a + b)u2 − u

∫

Ω

u′2fσ(x, x′)d2x′, (2.2.4)

que posee este tipo de soluciones. En la que queda de este capítulo caracterizaremos en
detalle la dinámica de este modelo, con especial énfasis en la amplia gama de estructuras
localizadas que posee.

2.3. MODELO DE NAGUMO NO-LOCAL
Consideremos (2.2.4) en una dimensión espacial y en variables adimensionalizadas
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∂tu = ∂xxu− αu + (α + 1) u2 − u

∫

Ω

u′2fσ (x, x′) dx′, (2.3.1)

donde, por la homogeneidad e isotropía del sistema

fσ (x, x′) = fσ (x− x′) , con fσ (z) PAR, y
∫

Ω

fσ (x, x′) dx′ = 1. (2.3.2)

El rango de in�uencia esta medido en las unidades naturales del sistema (
√

D/b), y en
el limite local, σ −→ 0 =⇒ fσ (x, x′) −→ δ (x− x′), recuperamos el modelo de Nagumo.
De modo que, en estas variables adimensionales, los atractores del sistema sin espacio
quedad en u = 0, estado de no-población, y u = 1, estado de población uniforme, mientras
que el repelor coincide con el parámetro de adversidad, lo que nos da una visión mucho
más intuitiva de este parámetro, en el sentido de que si está más cerca de el estado de
no-población, el estado de población uniforme es más estable, y vice versa.

El sistema tiene dos parámetros fundamentales: la adversidad, que resume las propiedades
ambientales a las cuales esta sometido; y el rango de in�uencia, que represente las
propiedades internas del sistema. De modo que el diagrama de fase de la ecuación es en
un plano.

Este sistema es variacional, i.e. su dinámica consiste en la minimización del funcional

F [u] =

∫

Ω

{
1

2
(∂xu)2 +

α

2
u2 − (α + 1)

3
u3

}
dx +

1

4

∫

Ω

∫

Ω

u2u′2fσ(x, x′)dxdx′, (2.3.3)

la energía libre del sistema. El único requerimiento para que (2.3.1) sea variacional
es que la función in�uencia tenga la simetría fσ (x, x′) = fσ (x′, x), lo que es menos
restrictivo que (2.3.2). Para esta energía libre se sigue teniendo que el estado de no-
población tiene la energía F [u = 0] = 0, mientras que el estado de población uniforme
F [u = 1] =

(∫
Ω

dx/6
)
(α− 1/2). De modo que el punto de Maxwell continua en α = 1/2.

Notemos que el termino no-local puede ser expandido en derivadas (esto requiere que
Ω = (−∞,∞) y u sea analítica), en efecto, si consideramos

Nψ (x) =

∞∫

−∞

ψ (x′) fσ(x, x′)dx′, (2.3.4)

el operador no-local, entonces, haciendo uso de las propiedades (2.3.2),

N =
∞∑

j=0

ηj∂
2j
x con ηj =

1

(2j)!

∞∫

−∞

z2jfσ(z)dz. (2.3.5)

Esta expansión no es valida para cualquier función de in�uencia, por ejemplo, una condi-
ción necesaria para la convergencia de esta serie es que la in�uencia decaiga más rápido
que cualquier polinomio en in�nito. Más adelante comentaremos las implicancias que
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tiene la convergencia de esta serie sobre el comportamiento del modelo (2.3.1), en par-
ticular en el estudio de las estructuras localizadas.

Cave señalar, también, que el operador no-local es hermitico ante el producto interno
(2.2.2), independientemente de si es valida o no la expansión (2.3.5), esto es consecuencia
directa de (2.3.2), o, más bien, de la simetría fσ (x, x′) = fσ (x′, x). De hecho, podemos
decir que la homogeneidad del espacio produce que [N , ∂x] = 0 (con [, ] un conmutador),
mientras que esta simetría, sumada a la isotropía, producen la hermeticidad N = N †.

2.3.1. Inestabilidad espacial y formación de patrones

Es claro que, dado que el termino no-local es no-lineal, este no produce ningún efec-
to sobre la estabilidad lineal del estado de no-población, la dinámica en torno a este
sigue siendo difusiva. Tampoco puede estabilizar el repelor uniforme u = α, puesto que
es inestable a una perturbación espacialmente uniforme (esto no lo modi�ca la interac-
ción no-local). Donde si pueden ocurrir cosas interesantes es en el estado de población
uniforme, en efecto, si introducimos la perturbación

u = 1 + φ (x, t) con φ ¿ 1,

en (2.3.1), y linealizamos con respecto a φ, obtenemos

∂tφ = Lφ =⇒ φ (x, t) = etLφ (x, 0) con L = ∂xx + (1 + α)− 2N ,

Claramente los auto-vectores de L son
{
eikx

}
k∈(−∞,∞)

, pues [L, ∂x] = 0. Luego, el espec-
tro del estado de población uniforme (auto-valores de L) tiene la forma

λ (k) = −k2 + (α + 1)− 2f̂σ (k) . (2.3.6)

Aquí, al igual que en la generalización no-local de modelo de Fisher, cuando el rango de
in�uencia es lo su�cientemente grande, el estado de población uniforme sufre un inesta-
bilidad espacial, dando origen a la formación de patrones. En efecto, si consideramos
una in�uencia tipo salto

fσ(z) =
θ (σ + z) θ (σ − z)

2σ
=⇒ f̂σ (k) =

sin (kσ)

kσ
, (2.3.7)

en la �gura 2.7.a (izquierda), se observa que a medida que incrementamos el rango de
in�uencia, el espectro (2.3.6) toma valores positivos para ciertas longitudes de onda
k. Numéricamente se observa que, cuando la inestabilidad ocurre el sistema forma un
patrón como el que se aprecia en la �gura 2.7.a (derecha). Por razones que se explicarán
más adelante, también se estudio en detalle el caso de una in�uencia exponencial

fσ(z) =
e−|z|/σ

2σ
=⇒ f̂σ (k) =

1

1 + (kσ)2 , (2.3.8)

acá el sistema también sufre una inestabilidad espacial, como se aprecia en la 2.7.b
(izquierda). Dando origen a la formación de un patrón (ver �g. 2.7.b (derecha)).

En el espacio de parámetros (α, σ) del modelo (2.3.1) la curva que separa la región
en que el estado uniforme es estable, de la región en que es inestable σ = S (α), queda

marcelclerc
Resaltado
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Fig. 2.7: Espectros del estado de población uniforme (izquierda) y formación de un patrón
(derecha). Para: a) una in�uencia tipo salto, donde se muestra los espectros (izquierda)
para una adversidad α = 0,4, y σ = 1 (negro), σ = 3 (azul) y σ = 10 (rojo), en el lado
derecho se ve el patrón que se forma tras la inestabilidad, en un simulación numérica
que toma condiciones de borde periódicas (α = 0,4 y σ = 3, i.e. linea azul). Y b) una
in�uencia exponencial, donde se muestra los espectros (izquierda) para una adversidad
α = 0,4, y σ = 0,5 (negro), σ = 2 (azul) y σ = 11 (rojo), en el lado derecho se ve
el patrón que se forma tras la inestabilidad, en un simulación numérica que toma
condiciones de borde de �ujo nulo (α = 0,4 y σ = 2, i.e. linea azul).

determinada por la condición λ (k) = 0 y dλ/dk = 0, i.e. cuando este estado es lineal-
mente marginal, un modo nulo kc, asociado al máximo global de λ (k) = 0. Para una
in�uencia exponencial

S (α) =

√
2 +

√
1− α

1 + α
, (2.3.9)

donde σ < S (α) implica que el estado de población uniforme es estable, mientras que
para σ > S (α) es inestable. Esta separatriz se muestra en la �gura 2.8 (izquierda). En
el caso de una in�uencia tipo salto el calculo de la curva S (α) involucra un sistema
de ecuaciones trascendentales que debe ser resuelto de forma numérica, en la �gura 2.8
(derecha) se puede ver la forma de esta curva.

En el apéndice B de esta tesis se realiza un análisis débilmente no-lineal en torno a
esta inestabilidad, i.e. σ ∼ S (α). De acá concluimos que la amplitud, A, de la primera
longitud de onda en hacerse inestable, i.e. el máximo kM de λ (k), satisface, cuando es
pequeña (A ∼

√
λ (kM)), la ecuación

∂tA = λ (kM) A− βA3,

con (ver apéndice B para los detalles)

β =





(1− k2
c )

2

α− 1
+

(
f̂σ (2kc)− k2

c

)2

2
(
−4k2

c + (α + 1)− 2f̂σ (2kc)
) +

1

4

(
f̂σ (2kc) + 2

)




,
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donde hemos aproximado kM ' kc pues σ ∼ S (α), por lo cual β = β (α) (evaluamos este
coe�ciente en la curva S (α)). Luego, si β (α) > 0 la bifurcación es supercrítica, i.e. cuan-
do ocurre la inestabilidad se forma un pequeño patrón, de amplitud A =

√
λ (kM) /β (α)

(si β (α) ∼ O (1)). Tanto para una in�uencia tipo salto, como para una in�uencia ex-
ponencial, el coe�ciente β (α) es positiva para una adversidad baja o moderada, pero
se vuelve negativo para una adversidad alta. De modo que existe un valor crítico de la
adversidad αc para el cual β (αc) = 0, en el caso de una in�uencia tipo salto αc

∼= 0,742
mientras que en el caso exponencial αc

∼= 0,657, no obstate el fenómeno es cualitati-
vamente similar en ambos casos. Luego, para α > αc la bifurcación es subcrítica, y no
puede ser atrapada mediante un análisis débilmente no-lineal. Numéricamente se observa
que, cuando pasamos esta transición el sistema forma un patrón que gran amplitud a
medida que se desarrolla la inestabilidad del estado de población uniforme, este patrón
ya existía al momento de la inestabilidad, eventualmente se formó por saddle-node dando
origen a un patrón inestable, él cual, tras colisionar con el estado de población uniforme,
produce su inestabilidad. Cuando la adversidad es extremadamente alta, α −→ 1−, no
se observa la formación de ningún patrón tras la inestabilidad, acá el sistema converge
al estado de no-población, siendo este, aparentemente, el único atractor del sistema.

¾

®

Zona de estabilidad del 
estado de población uniforme

¾

®

Zona de estabilidad del 
estado de población uniforme

Fig. 2.8: Zona, en el espacio de parámetros, donde el estado de población uniforme es estables
(en amarillo), para una in�uencia exponencial (izquierda), y una in�uencia tipo salto
(derecha).

2.4. DINÁMICA DE DEFECTOS Y EL NACIMIENTO DE
ESTRUCTURAS LOCALIZADAS

Como era de esperar a priori, el modelo de Nagumo no-local (2.3.1) exhibe la propa-
gación de frentes, entre el estado de no-población y el estado de población uniforme,
en la región de parámetros σ < S (α). Estas soluciones tipo partícula se desplazan con
una velocidad constante y proporcional a la diferencia de energía libre de los estados
uniformes que conectan, i.e. son órbitas heteroclinas de un sistema integro-diferencial
ordinario, que corresponde a escribir el modelo (2.3.1) en un sistema de referencia móvil
z = x − ct. En el punto de Maxwell, el frente es estacionario, puesto que ambas densi-
dades uniformes son equivalentes energéticamente, esta solución corresponde, entonces,
a una órbita heteroclina del sistema estacionario

∂xxu− αu + (α + 1)u2 − uNu2 = 0. (2.4.1)
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Este sistema es de vital importancia en un modelo variacional como (2.3.1), puesto que
todos los atractores del sistema deben ser mínimos del funcional (2.3.3), i.e. soluciones de
la ecuación δF/δu = 0, que corresponde a (2.4.1), más aún, los repelores son máximos,
o puntos sillas, de este funcional, de modo que también son soluciones de (2.4.1). Por
ejemplo, el patrón corresponde a una órbita periódica de (2.4.1). En este sentido podemos
decir que la energía libre es la acción del sistema estacionario.

Cuando el rango de in�uencia es pequeño, numéricamente se observa que los frentes
corresponden a per�les de densidad monótonos (ver �g. 2.9 (izquierda)), de modo que
el comportamiento es cualitativamente similar al límite local σ −→ 0. A medida que
aumentamos el rango de in�uencia, y los efectos no-locales se hacen más intensos, el
frente, en el tramo en que converge al estado de población uniforme, presenta oscilaciones
amortiguadas (ver �g. 2.9 (derecha)). Cave señalar que, para la simulación numérica de
frentes se deben tomar condiciones de borde de �ujo nulo (con condiciones de borde
periódicas siempre obtenemos dos frentes), por lo cual se debe especi�car como se trató el
termino no-local. Para evitar efectos de borde, i.e. que el sistema sufra una truncatura de
la interacción no-local en sus con�nes (produciendose allí otros efectos, que no estamos
interesados en estudiar), se consideró una re�exión especular perfecta, o sea, como si
tuviéramos dos espejos en los bordes (de modo que el sistema sigue interactuando con
su imagen).

u

x

u

x

Fig. 2.9: Frentes estacionarios entre el estado de no-población y el estado de población uniforme,
en el punto de Maxwell, para un in�uencia exponencial, con σ = 0, 1 (izquierda), y
σ = 0, 8 (derecha).

Si seguimos incrementando el rango de in�uencia, de modo que σ > S (α), el estado de
población uniforme deviene inestable, dando origen al patrón, i.e. tenemos un frente que
conecta el estado patrón con el estado de no-población (ver �g. 2.10). Si bien, se puede
decir que en este caso pasamos de tener un frente con oscilaciones amortiguadas a un
frente con oscilaciones permanentes, en esta transición se produce un cambio cualitativo
en la dinámica. A diferencia del caso en que el frente conecta dos estados espacialmente
uniformes, donde esta solución es estacionaria solo en un punto, el punto de Maxwell,
acá el frente será estacionario en toda una región de parámetros, la región de bloqueo o
pinning range (ver ref. [23]), como lo ilustra la �gura 2.10 (derecha). En este caso, dado
que, por la isotropía del espacio, el sistema estacionario es reversible, si hay una órbita
periódica, entonces hay una familia de órbitas periódicas (ver ref. [24]), luego, a medida
que movemos los parámetros, la órbita heteroclina persiste puesto que puede seleccionar
diferentes miembros de esta familia para conectar con el estado de no-población. En este
sentido, una trayectoria heteroclina que conecte una órbita periódica con un punto hiper-
bólico (u otra órbita periódica) es estructuralmente estable para un sistema reversible,
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no así una conexión heteroclina entre dos puntos hiperbólicos, que solo es un accidente
para un valor preciso de los parámetros. Desde un punto de vista dinámico, podríamos
decir que, el bloqueo en el movimiento de estos frentes, se debe a que para propagarse
este debe sobrepasar cierta barrera de nucleación, o sea existe un esfuerzo energético
asociado a crear o destruir un pico (célula elemental de la estructura periódica), e.g. el
frente es un mínimo local de la energía libre. De allí que, si agregamos ruido al sistema,
el bloqueo se rompe y el frente comienza a propagarse, minimizando la energía libre (ver
ref. [25]).

u

x

t

x

Fig. 2.10: Frente estacionario entre el estado de no-población y el estado patrón, en la región
de bloqueo, para un in�uencia tipo salto, con α = 0, 55 y σ = 2,6. La �gura a la
izquierda muestra el per�l de densidad de esta estructura, mientras que, a la derecha,
el diagrama espacio-temporal evidencia la ausencia de dinámica.

Fuera de la región de bloqueo, el frente entre el estado periódico y el estado de no-
población, se propaga produciendo que el estado más favorable energéticamente invada el
espacio (ver �g. 2.11). No obstante, en este caso la dinámica también es cualitativamente
distinta a la exhibida por un frente que conecta dos estados uniformes estables, puesto
que, al ser la formación del patrón un quiebre espontaneo de la simetría de traslación es-
pacial, la velocidad de propagación del frente no es constante, sino periódica, la partícula
siente la presencia del patrón. En efecto, mientras el frente que conecta el estado de no-
población con el estado de población uniforme, se desplaza como una estructura regida,
aún cuando posee oscilaciones espaciales bien marcadas (ver �g. 2.11.a), el patrón, lejos
de la interfase, se mantiene estático, y el frente se propaga mediante un mecanismo de
nucleación (o aniquilación) de picos mucho más complejo. En la �gura 2.11.b se muestra
la propagación de un frente en la cual el patrón invade al estado de no-población, para un
in�uencia exponencial, acá el pico que se encuentra en el borde se �siona dando origen a
dos picos, este proceso se repite periódicamente ocasionando la propagación del frente.
En la �gura 2.11.c se muestra este proceso de propagación para la in�uencia tipo salto,
en este caso se nuclea un pico, en una posición intermedia, entre el tercer y segundo
pico, contados desde en que se encuentra en el borde, o si se pre�ere, el segundo y tercer
pico se transforman en tres picos. Mientras que en la �gura 2.11.d se muestra el mismo
proceso, para un in�uencia tipo salto, pero en otra región de parámetros, acá se nuclea
un pico en el borde de la interfase, y de esta manera se propaga el frente (en este caso
es más discutible si la velocidad del frente es periódica, y, probablemente dependa de
como se mida). En todos estos casos el patrón, lejos de la interfase, se mantiene más o
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menos estático, i.e. el frente no se propaga como un estructura rígida. Éstas observa-
ciones numéricas dan cuenta de que el proceso de propagación de este tipo de frentes
exhibe una gran complejidad, y no puede ser entendido mediante un método analítico
simple, por ejemplo, acá no nos podemos pasar a un sistema de referencia móvil, en este
proceso el tiempo y el espacio deben ser considerados por separado.
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Fig. 2.11: Propagación de frentes: a) Un frente que conecta el estado de población uniforme con
el estado de no-población, para una in�uencia tipo salto, con α = 0, 45 y σ = 2, 45,
al la izquierda se aprecia el per�l de densidades del frente, mientras que a la derecha
el diagrama espacio-temporal de su propagación. b) La propagación de un frente que
conecta un patrón con el estado de no-población, para una in�uencia exponencial,
con α = 0, 08 y σ = 2, 4, al la izquierda se ve el detalles, del proceso de �sión
de un pico, mientras que a la derecha el diagrama espacio-temporal de muchos de
estos eventos. c) El diagrama espacio-temporal del proceso de propagación, para una
in�uencia tipo salto, con α = 0, 31 y σ = 2, 9. d) El diagrama espacio-temporal del
proceso de propagación, para una in�uencia tipo salto, con α = 0, 054 y σ = 3, 32.

La formación del patrón es una respuesta autorganizativa de la especie para enfrentar
la adversidad del medio, en la que se conjugan los elementos competitivos y cooperativos
de la interacción de los organismos que la constituyen. En efecto, cuando la población se
encuentra en el estado patrón, aún cuando este no sea favorable energéticamente puesto
que el medio le es adverso, la especie puede sobrevivir habiendo regiones despobladas
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en el territorio que habita, esto gracias al fenómeno de bloqueo que exhiben este tipo de
soluciones. Más aún, el mismo estado patrón es más robusto que el estado de densidad
uniforme, este ultimo, cuando deviene inestable, continua siendo equivalente energéti-
camente al estado de no-población en el punto α = 1/2, no obstante, por tratarse de
una solución repulsiva debe ser un máximo local, o un punto silla, de la energía libre,
de modo que la solución patrón debe tener una energía inferior a la de este repelor, e.g.
para cierto rango de α > 1/2 el patrón continua siendo más conveniente energéticamente
que el estado de no-población, por lo cual es una mejor manera de enfrentar un medio
más adverso. De hecho la curva S (α) decrece con α, i.e. cuando la adversidad es mayor
el sistema presenta el patrón antes.

Sin embargo, existe una respuesta auto organizativa que se mani�esta antes que la
formación del patrón, i.e. σ < S (α), la cual es la formación de estructuras localizadas.
Este sistema exhibe dominios localizados de población estables, inmersos en zonas de-
spobladas, incluso cuando el medio le es adverso α > 1/2. Estas soluciones corresponden
a órbitas homoclinas del sistema estacionario (2.4.1), las cuales son estructuralmente
estables para un sistema reversible como este. Para estudiar su estabilidad y caracteri-
zar algunas de sus propiedades, podemos emplear el mismo método de interacción de
defectos que usamos para el caso local, luego, debemos estudiar en mayor detalle (2.4.1).

2.4.1. Nacimiento de estructuras localizadas para un in�uencia
exponencial

Para el caso de una in�uencia exponencial el sistema estacionario (2.4.1) puede ser
reducido a un sistema dinámico cudridimensional. En efecto, si consideramos la ecuación
lineal inhomogénea (

∂xx − κ2
)
v = −κ2u2,

la función de Green, para el operador (∂xx − κ2), es

Gκ (x, x′) =
κ

2
e−κ|x−x′| =⇒ (

∂xx − κ2
)
Gκ (x, x′) = −κ2δ (x− x′) ,

que corresponde al modelo de in�uencia exponencial (2.3.8) si reconocemos κ = 1/σ.
Luego, si imponemos que v sea acotada en todo el espacio (de modo que no consideramos
la soluciones homogéneas), entonces

v =

∞∫

−∞

u′2fσ(x, x′)dx′,

de modo que (2.4.1) se reduce a

∂xxu = αu− (1 + α) u2 + uv,

∂xxv = κ2
(
v − u2

)
.

La dinámica de este sistema es generada por el Hamiltoniano

H =
1

2
p2

u − κ2p2
v −

α

2
u2 +

(1 + α)

3
u3 +

1

4
v2 − 1

2
u2v, (2.4.2)
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el cual no tiene un análogo mecánico pues la energía cinética (la forma cuadrática en
los momenta generalizados) no es de�nida positiva. De todas formas es una cantidad
conservada que podemos llamar la energía del sistema. Luego, las ecuaciones canónicas
para (2.4.2) son

∂xu = pu,

∂xpu = αu− (1 + α) u2 + uv,

∂xv = −2κ2pv,

∂xpv =
1

2

(
u2 − v

)
. (2.4.3)

Este sistema dinámico es reversible, i.e. es invariante ante la transformación

x −→ −x, pu −→ −pu y pv −→ −pv,

que de�ne el plano de simetría

Π = {(u, pu, v, pv) /pu = pv = 0} ,

claramente dim (Π) = 2. De manera que todas las órbitas son simétricas respecto al
plano Π, si una de estas trayectorias intercepta Π será continuada al otro lado por su
re�exión especular, i.e. este plano de reversibilidad es como un espejo en el espacio de
fase de (2.4.3).

Los puntos �jos de (2.4.3) son

(u, pu, v, pv) = (0, 0, 0, 0) ,
(
α, 0, α2, 0

)
y (1, 0, 1, 0)

que corresponden al estado de no-población u = 0, la densidad uniforme repulsiva u = α
y el estado de población uniforme u = 1 (todos pertenecen a Π). El estado de no-
población es un punto hiperbólico, en efecto, si linealizamos (2.4.3) en torno a este
punto, la dinámica se rige por el operador lineal

L0 =




0 1 0 0
α 0 0 0
0 0 0 −2κ2

0 0 −1/2 0


 ,

de auto-valores
Λ = ±√α o Λ = ±κ,

De modo que existen dos variedades

W±
0 =

{
(u, pu, v, pv) / ĺım

x−→±∞
(u, pu, v, pv) = (0, 0, 0, 0)

}
,

una estable,W+
0 , y la otra inestable,W−

0 . En ambos casos dim
(W±

0

)
= 2. Notemos que,

para este operador lineal, los sub-espacios generados por (u, pu) y (v, pv) son invariantes,
de modo que el comportamiento asintótico del per�l de densidad u esta enteramente
caracterizado por el exponente ±√α.
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Lo dinámica en torno a la solución repulsiva u = α esta gobernada por

Lα =




0 1 0 0
−α (1 + α) 0 α 0

0 0 0 −2κ2

α 0 −1/2 0


 ,

que posee los auto-valores

Λ = ±
√

1

2σ2

{
[1− (1 + α) ασ2]±

√
[1− (1 + α) ασ2]2 + 4 (1− α) ασ2

}
,

dado que (1− α) ασ2 > 0, pues α ∈ [0, 1], siempre existen dos auto-valores que son
imaginarios puros. Luego, existe una variedad de dimensión 2, la cual contiene este
punto y órbitas cerradas en torno a este.

Mientras que la dinámica en torno al estado de población uniforme es regida por

L1 =




0 1 0 0
− (1 + α) 0 1 0

0 0 0 −2κ2

1 0 −1/2 0


 ,

de auto-valores

Λ = ±
√

1

2σ2

{
[1− (1 + α) σ2]±

√
[1− (1 + α) σ2]2 − 4 (1− α) σ2

}
, (2.4.4)

Acá, a diferencia de los casos anteriores, tenemos tres posibilidades. Cuando el rango de
in�uencia es pequeño, σ < Σ (α), los cuatro auto-valores de L1 son reales puros, donde

Σ (α) =

√
2−√1− α

1 + α
. (2.4.5)

En esta región de parámetros, R1 = {σ < Σ (α)}, el estado de población uniforme es un
punto hiperbólico, i.e. existen dos variedades

W±
1 =

{
(u, pu, v, pv) / ĺım

x−→±∞
(u, pu, v, pv) = (0, 0, 0, 0)

}
,

una estable, W+
1 , y la otra inestable, W−

1 , tales que dim
(W±

1

)
= 2. En este caso, la

órbitas pertenecientes a la variedad estables se acercan monótonamente al estado de
población uniforme, a medida que x −→ ∞, o sea que la dinámica, en esta variedad,
esta sobre-amortiguada. En la variedad inestable ocurre lo mismo, pero en el limite
x −→ −∞, de hecho

(u, pu, v, pv) ∈ W+
1 ⇐⇒ (u,−pu, v,−pv) ∈ W−

1 ,

por la reversibilidad de (2.4.3).
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En la curva σ = Σ (α), el operador L1 es degenerado y posee dos auto-valores reales
(uno positivo y otro negativo), i.e. tanto el par positivo como el par negativo de auto-
valores de L1 colisionan en el eje real. Si seguimos incrementando el rango de in�uencia
estos auto-valores entran en el plano complejo (ver �g. 2.12). Luego, en la región de
parámetros R2 = {Σ (α) < σ < S (α)}, donde la curva S (α) coincide con (2.4.3), el op-
erador L1 posee cuatro auto-valores complejos con parte real y parte imaginaria no nula.
De modo que en R2 el estado de población uniforme continua siendo un punto hiperbóli-
co, e.g. las variedadesW±

1 siguen existiendo, pero en este caso las órbitas que pertenecen
a la variedad estable se acercan a este punto hiperbólico, en x −→∞, oscilando en torno
a éste, i.e. la dinámica en esta variedad esta sub-amortiguada; igualmente en la variedad
inestable, pero en x −→ −∞. Notemos que, dado la simetría de reversibilidad, que im-
pone que si existe un auto-valor Λ, entonces existe −Λ; y que los coe�ciente de L1 son
reales, de modo que si existe un auto-valor Λ, entonces existe Λ∗, se tiene que los cuatro
auto-valores son simétricos en los cuatro cuadrantes del plano complejo.
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Fig. 2.12: Diagrama de bifurcaciones del estado de población uniforme, para un in�uencia ex-
ponencial.

En la curva σ = S (α) tanto el par de auto-valores con parte imaginaria positi-
va, como el par con parte real negativa, colisionan en el eje imaginario. Luego, para
R3 = {σ < S (α)} los cuatro auto-valores son imaginarios puros, y el estado de población
uniforme deja de ser un punto hiperbólico para transformarse en un centro, e.g. las var-
iedades W±

1 dejan de existir y el estado de población uniforme se encuentra completa-
mente rodeado por una familia de órbitas periódicas. Una de estas órbitas es seleccionada
para ser en patrón exhibido por (2.3.1).

En la región R1 ∪ R2 las variedades W±
0 y W±

1 son objetos de dimensión 2, al igual
que el plano de reversibilidad Π. Dado que el espacia de fase de (2.4.3) es de dimensión
4, lo genérico es que estas variedades intercepten el plano Π en un objeto dimensión 0,

4− dim
(W±

0

)− dim (Π) = 4− dim
(W±

1

)− dim (Π) = 0,

i.e. una colección numerable de puntos. Puesto que, un órbita perteneciente a estas
variedades que intercepte el plano de reversibilidad Π, debe ser continuada, al otro lado
del plano, por su contraparte simétrica, corresponde a una órbita homoclina, i.e. a una
estructura localizada del modelo (2.3.1).
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En principio, las variedadesW+
0 yW−

1 , oW−
0 yW+

1 , también deben interceptarse en
puntos, pero, dado que, si un punto pertenece a ambas variedades, la órbita completa,
a la que pertenece dicho punto, debe estar contenida en ambas variedades, se tiene que
dim

(W+
0 ∩W−

1

)
= dim

(W−
0 ∩W+

1

)
= 1, i.e. no son genéricas en un espacio de dimen-

sión 4. Este tipo de órbitas corresponden a heteroclinas, por lo cual, estas soluciones no
son genéricas. En particular, para un sistema hamiltoniano como (2.4.3), la existencia de
una trayectoria que conecte asintóticamente el estado de no-población con en estado de
población uniforme, requiere que estos dos puntos hiperbólicos tengan la misma energía
(2.4.2), i.e.

H (0, 0, 0, 0) = H (1, 0, 1, 0) = 0,

lo cual ocurre solamente en el punto de Maxwell α = 1/2, por lo cual son un accidente
para un valor puntual de los parámetros.

Esta órbita heteroclina corresponde al frente estacionario de (2.3.1), fuera de el punto
de Maxwell estas soluciones tipo partículas adquieren una velocidad proporcional a la
diferencia de energía libre entre las densidades que asintóticamente conectan. El frente
móvil es una conexión heteroclina en algún sistema móvil, ∂t = −c∂x, pero, dado la
escasa robustez de este tipo de órbitas, existen sólo para un valor dado de c. Por eso, a
diferencia de un frente FKPP, este tipo de frentes se desplaza con una velocidad única.

Si bien, las órbitas homoclinas, que son intersecciones entre las variedades W+
0 y

W−
0 , o W+

1 y W−
1 , también son objetos de dimensión 1, la existencia del plano de

reversibilidad las hace robustas (i.e. en un sistema dinámico arbitrario este tipo de
órbitas no son habituales). Las órbitas que nacen de la intercepción de W+

0 con W−
0 ,

representan dominios localizados de población inmersos en una zona despoblada. Para
estudiar el tamaño y estabilidad de estos dominios podemos emplear un método de
interacción de defectos similar al usado en el caso local, i.e. tomar como solución de
base el frente estacionario, y estudiar el comportamiento de un sistema de dos frentes
en torno al punto de Maxwell.

Denotemos, entonces, por u+
F la conexión asintótica del estado de no-población, desde

x −→ −∞, con el estado de población uniforme, en x −→ −∞, i.e. corresponde a la
órbita heteroclinaW−

0 ∩W+
1 . Mientras que u−F denotara la órbita simétrica, respecto del

plano Π, i.e W+
0 ∩W−

1 , la anti-partícula asociada a la partícula u+
F . Luego, un dominio

localizado de población queda descrito por el ansatz

u = u+
F (x + ∆(t)/2) + u−F (x−∆(t)/2)− 1 + φ1 (x, ∆) ,

donde, dado la invarianza traslacional del sistema, hemos colocado inmediatamente la
coordenada relativa entre las partículas, ∆ ¿ 1, (el centro de masa no tiene dinámica).
Y consideraremos el sistema en torno al punto de Maxwell, α = 1/2 + δα, con δα ¿ 1.

Acá la interacción asintótica entre frentes, a diferencia del caso local, ocurre mediante
dos mecanismos: la corrección que un frente in�ere sobre el corazón otro, que es de orden
O (

e−|Re(Λ)|∆)
, donde Λ viene dado por (2.4.4); y como una interfase ve a la otra producto

de la interacción no-local, que es de orden O (
e−∆/σ

)
. Tras un poco de álgebra, se puede

demostrar que |Re (Λ)|σ < 1, luego, el primer mecanismo domina sobre el segundo. De
modo que, el primer orden queda

φ1 ∼ ∆̇ ∼ δα ∼ e−|Re(Λ)|∆,
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e.g. la interacción de defectos esta gobernada por el comportamiento asintótico en torno
al estado de población uniforme. En la región R1 tenemos que

1− u±F (x ∼ ±∞) ' be∓ρx,

con ρ = mı́n {|Λ|}, y b > 0 una constante que debe ser determinada numéricamente.
Entonces, siguiendo el mismo procedimiento que en el caso local, puesto que la invarianza
traslacional nos provee de un modo de goldstone, obtenemos la condición de solubilidad

∆̇ = η − Ae−ρ∆, (2.4.6)

con

A = b2
(〈

∂xu
+
F eρx

∣∣N
∣∣u+

F
2
〉

+ 2
〈
u+

F eρx
∣∣N

∣∣u+
F ∂xu

+
F

〉− 3
〈
∂xu

+
F

∣∣ u+
F eρx

〉

−2 〈eρx| N − 1
∣∣∂xu

+
F

〉)
/
〈
∂xu

+
F

∣∣ ∂xu
+
F

〉
,

y η = 2c, donde c es la velocidad de un frente libre, al primer orden en δα, i.e.

c =
−δα

6
〈
∂xu

+
F

∣∣ ∂xu
+
F

〉 .

De modo que en R1 tenemos el mismo comportamiento cualitativo que en el límite
local σ −→ 0. Acá el rango de in�uencia es todavía pequeño para producir un cambio
signi�cativo en la dinámica. Esencialmente, persiste el comportamiento predicho por
(2.2.3), e.g. en R1 no hay estructuras localizadas estables.

No obstante en R2 la interacción no-local es capaz de producir un cambio cualitativo
de la dinámica. Si escribimos

Λ = ±ρ± iω, con ρ > 0 y ω > 0,

=⇒ 1− u±F (x ∼ ±∞) ' be∓ρx cos (ω∆) ,

para Λ dado por (2.4.4), la condición de solubilidad da la ecuación de interacción de
defectos

∆̇ = η − Ae−ρ∆ cos (ω∆) . (2.4.7)

Acá, a diferencia de R1 y el limite local σ −→ 0, en el punto de Maxwell, η = 0,
tenemos in�nitos dominios localizados estables (una in�nidad numerable). Los dominios
más grandes van desapareciendo, por saddle-node, a medida que nos alejamos del punto
de Maxwell. El dominio más pequeño es el que perdura más, i.e. vive en una región más
extensa del espacio de parámetros. Un dibujo esquemático de esta fuerza se encuentra
en la �gura 2.13. La forma de estos dominios localizados de población se puede apreciar
en la �gura 2.14, los dominios más grandes contienen un mayor número de oscilaciones
amortiguadas en su interior, de modo que el dominio más pequeño esta constituido
por un solo pico (ver �g. 2.14.a). Esta última estructura es la más robusta de todas,
en el sentido que habita en una región de parámetros más grande, esta región ha sido
determinada numéricamente y se puede apreciar en la �gura 2.15 (notemos que, por
haber sido deducida mediente un análisis asintótico, (2.4.7) no da una buena descripción
cuantitativa de las estructuras más pequeñas).
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_¢

¢

Fig. 2.13: Dibujo esquemático de la fuerza de interacción de defectos en R2, (2.4.7). Los puntos
negros representan atractors (anchos de dominios localizados estables), mientras que
los blancos repelores (anchos de dominios localizados inestables).

Entonces, si nos movemos por la curva α = 1/2, desde la región de parámetros R1,
al ingresar a R2, súbitamente aparecen, por saddle-node, una in�nidad de estructuras
localizadas. Luego, en la intersección de las curvas α = 1/2 y σ = Σ (α), i.e. el punto

P = (α, σ) = (1/2, Σ (1/2)) =
(
1/2,

√
2/3

)
,

se produce un cambio cualitativo en la dinámica, el nacimiento de estructuras localizadas.
Notemos que, también a partir de este punto el frente estacionario deja de ser monótono
para presentar oscilaciones amortiguadas, es este evento el que cambia la interacción
de defectos y produce la estabilización de los dominios localizados. En la �gura 2.15 se
ve que, la región de existencia de la estructura más pequeña, tiene un vértice en P , en
general las región donde habitan los dominios localizados (contenidas en la región donde
habita el más pequeño), tiene un vértice en P .

u u u

x
x x

a) b) c)

Fig. 2.14: Dominios localizados de población, observados en el modelo (2.3.1), para una in�u-
encia exponencial, con a) σ = 1, 3 y α = 0, 55, b) σ = 1, 4 y α = 0, 49 y c) σ = 1, 4 y
α = 0, 5.

Cave señalar que, puesto que el comportamiento asintótico en torno al estado de
no-población está caracterizado por un exponente siempre real √α, no esperamos la
existencia de hoyos estables, i.e. zonas despobladas inmersas en una región poblada.
Numéricamente tampoco se han observado este tipo de soluciones.
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Fig. 2.15: Región en la que habita la estructura localizada más elemental, conformada por tan
solo un pico, para una in�uencia exponencial. El punto negro, P , corresponde al
punto donde nace esta, y todas, las estructuras localizadas.

2.4.2. Nacimiento de estructuras localizadas para in�uencias que decaen
más rápido que un exponencial

El resultado anterior puede ser generalizado, cuando la in�uencia decae más rápido
que una exponencial. En efecto, en este caso, puesto que la interacción no-local entre
dos interfases mengua, a medida que se alejan, más rápido que una exponencial, si, el
comportamiento asintótico, en torno al estado de población uniforme, es exponencial,
entonces este dominará la interacción lejana de los defectos.

Cuando la expansión en derivadas (2.3.5) del operador no-local converge, entonces,
podemos pensar el sistema estacionario (2.4.1) como un sistema dinámico ordinario
de dimensión in�nita. Por lo cual, resulta razonable suponer que el comportamiento
asintótico, en torno a un punto �jo de (2.4.1), es exponencial. En efecto, para el estado
de no-población, si tomamos el ansatz u = εeΛx con ε ¿ 1, y linealizanos (2.4.1) en
torno a este punto, obtenemos Λ = ±√α, que coincide con el caso de una in�uencia
exponencial, puesto que aquí el termino no-local no juega ningún rol. Por lo cual, en
este caso, tampoco esperaríamos encontrar hoyos estables.

Para la densidad repulsiva u = α, si tomamos u = α + εeΛx con ε ¿ 1, obtenemos

Λ2 + (1 + α) α− 2α2gσ (Λ) = 0,

con

gσ (Λ) =

∞∫

−∞

cosh (Λz) fσ (z) dz,

esta integral converge solo si la función in�uencia decae más rápido que una exponencial,
luego, el supuesto de que el comportamiento asintótico, en torno a un punto �jo de
(2.4.1), es exponencial, es sólo válido en este caso.

Notemos que si tomamos

Λ = iω =⇒ −ω2 + (1 + α) α− 2α2f̂σ (ω) = 0,

marcelclerc
Resaltado
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el lado izquierdo de esta ecuación, para ω = 0, vale (1− α) α > 0, mientras que, cuando
ω À 1, se tiene que −ω2 + (1 + α) α− 2α2f̂σ (ω) < 0, e.g. esta ecuación tiene siempre al
menos dos raíces reales. Luego, siempre existen al menos dos auto-valores imaginarios,
con lo que tenemos el mismo comportamiento cualitativo que en el caso de una in�uencia
exponencial.

Mientras que, para el estado de población uniforme, si tomamos u = 1 + εeΛx,
obtenemos

Λ2 + (1 + α)− 2gσ (Λ) = 0, (2.4.8)
luego, son las raíces de esta ecuación las que determinaran la interacción de los defectos.
Por ejemplo, si nos concentramos en el caso de una in�uencia tipo salto, i.e. (2.3.7),
donde

gσ (Λ) =
sinh (Λσ)

Λσ
,

tenemos que (2.4.8) tiene in�nitas soluciones. En la �gura 2.16.a se muestran la curvas de
nivel de la parte real (en rojo) y la parte imaginaria (en azul) de (2.4.8) en el plano com-
plejo. De modo que las intersecciones de estas curvas corresponden a las raíces de (2.4.8),
las cuales son, evidentemente, in�nitas, por la naturaleza de esta ecuación trascendental.
Esto es consistente con pensar (2.4.1) como un sistema dinámico de dimensión in�nita.
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Fig. 2.16: a) Curvas de nivel de la parte real (en rojo) y la parte imaginaria (en azul) de (2.4.8)
en el plano complejo, para una in�uencia tipo salto, las intersecciones corresponden
a los auto-valores del estado de población uniforme. b) Estructura de bifurcaciones
del estado de población uniforme, para una in�uencia tipo salto.

Puesto que estamos interesados en el comportamiento asintótico en torno a este pun-
to, los auto-valores que dominarán en este régimen son los más cercanos al eje imaginario
(la variedad central), pues poseen la parte real más pequeña, i.e.

{
Λ = ±ρ± iω/ρ = mı́n

Λ
{|Re (Λ)|}

}
.

Acá, al igual que en el caso de una in�uencia exponencial, tenemos tres casos: que ω = 0
pero ρ 6= 0, que corresponde a la región R1 = {σ < Σ (α)}, i.e. ocurre cuando el rango
de in�uencia es pequeño, pero, en este caso, la curva σ = Σ (α) debe ser calculada
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numéricamente, el la �gura 2.16.b se pude ver esta curva para el modelo de in�uencia
(2.3.7); que tanto ρ 6= 0 como ω 6= 0, que corresponde a R2 = {Σ (α) < σ < S (α)}, donde
nuevamente la curva σ = S (α) coincide con la curva en la cual el estado de población
uniforme se deviene instable; y ρ = 0 con ω 6= 0, que corresponde a R3 = {σ > S (α)},
notemos que

Λ = iω =⇒ −ω2 + (1 + α)− 2f̂σ (ω) = 0,

luego, cuando ω = 0, el lado izquierdo de esta ecuación vale (α− 1) < 0, mientras que,
para ω À 1, se tiene que −ω2 + (1 + α)− 2f̂σ (ω) < 0, e.g. si esta ecuación tiene raíces
reales, necesariamente son más de cuatro, de modo que en R3 hay al menos cuatro auto-
valores imaginarios puros. Luego, cuando el sistema estacionario se encuentra en R3, en
su espacio de fase (de dimensión in�nita, en principio) existe una variedad de dimensión
al menos 4, la cual contiene al estado de población uniforme y una familia de órbitas
periódicas en torno a este, una de las cuales es seleccionada para ser el estado patrón.

De modo que, en R1, la interacción asintótica de defectos obedece la ecuación

∆̇ = η − Ae−ρ∆,

donde los coe�cientes η y A tienen la misma expresión formal que en el caso de una
in�uencia exponencial (aunque deben ser evaluados con los b, u±F y N correspondientes
al modelo de in�uencia en estudio). Mientras que en R2 tenemos

∆̇ = η − Ae−ρ∆ cos (ω∆) ,

luego, al ingresar a esta región, aperece una familia de estructuras localizadas. El surgimien-
to de estos dominios localizados estables, también guarda relación con la aparición de
oscilaciones amortiguadas en la solución frente, las cuales son capaces de modi�car la
interacción asintótica de defectos, estabilizado estos objetos localizados. En la �gura
2.17 se pueden apreciar algunos dominios localizados, observados para una in�uencia
tipo salto.

a) b)

c) d)

∆

∆

u u

u u

x x

x x

Fig. 2.17: Dominios localizados de población, observados en el modelo (2.3.1), para una in-
�uencia tipo salto, con σ = 2,5 y α = 0,51, donde se muestra a) un estructura
elemental, constituida por un solo pico, b) y c) dominio localizado más extenso, d)
la coexistencia de dos estructuras localizadas.
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De modo que podemos generalizar el punto de nacimiento de las estructuras local-
izadas,

P = (1/2, Σ (1/2)) ,

el cual, por ejemplo, se puede estimar para un in�uencia tipo salto en P ∼= (0,5, 1,145).
En la �gura 2.18 se muestra la región en que habita la estructura elemental, constituida
por tan sólo un pico, para un in�uencia tipo salto. Ésta es, en general, la más robusta
de todas las estructuras, en vista de la ecuación de interacción de defectos (2.4.7).
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Fig. 2.18: Región en la que habita la estructura localizada más elemental, conformada por tan
solo un pico, para un in�uencia tipo salto. El punto negro, P , corresponde al punto
donde nace esta, y todas, las estructuras localizadas.

La existencia de un punto de estas características, y por lo tanto, de este mecanismo
de aparición de dominios localizados (i.e. la aparición de oscilaciones amortiguadas que
modi�que la interacción de defectos), es completamente general e independiente de la
presencia de una interacción no-local (exige si, que la dimensión del sistema estacionario
sea superior a 4). Si bien, este no es el único mecanismo, es genérico, y por lo tanto
esperaríamos observar la presencia de este punto en muchos sistemas que comparten
los mismos ingredientes, en cuyo caso el nacimiento de soluciones localizadas tendría
la misma estructura de bifurcaciones de (2.3.1). Otro mecanismo, también genérico,
para engendrar dominios localizados estables, es la interacción repulsiva de defectos (ver
ref. [26]). Acá, si el valor del parámetro de orden que se encuentra localizado, no es
favorable (en algún sentido que puede ser energético, pero no necesariamente), entonces
el sistema sentirá un fuerza que tratara de eliminarlo, luego, si la interacción de defectos
es repulsiva, se estabilizara el dominio para un valor preciso de la distancia que separa
los defectos. En este caso habrá solo una estructura localizada, de un solo tamaño y no
una amplia gama como en el caso que hemos estudiado en detalle en este capítulo.

Notemos que todo el procedimiento empleado requiere de la convergencia de la ex-
pansión en derivadas (2.3.5) del operador no-local, i.e. que podamos tratar el sistema
estacionario (2.4.1) como un sistema dinámico ordinario de dimensión in�nita. La serie
(2.3.5) converge para cualquier per�l de densidad u, si la in�uencia decae más rápido
que una exponencial, y diverge, para cualquier per�l de densidad u, si la in�uencia decae
más lento que una exponencial (o, mejor dicho, no tiene sentido la expansión, puesto que
la integral Nu, converge, por ejemplo, para un in�uencia lorenciana). Luego, el modelo
exponencial (2.3.8) es un caso límite, en el cual la convergencia de (2.3.5) depende de el
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per�l de densidad u, en efecto, en este caso ηj = σ2j, de modo que (2.3.5) es una serie
geométrica, i.e. converge si

∂xu/u ∼ 1/l =⇒ σ/l < 1,

luego, en el caso que converja, podemos invertir el operador no-local
(
1− (σ∂x)

2)N = 1,

que es completamente análogo al argumento de la función de Green que usamos, i.e.(
1− (σ∂x)

2) es el inverso del operador no-local (que es invertible en un espacio restringi-
do a funciones acotadas). Cuando la in�uencia decae más lento que una exponencial,
gσ no converge, de modo que el comportamiento asintótico, en torno a un punto �jo
del sistema estacionario (2.4.1), no es exponencial, acá, probablemente se trate de un
ley de potencia, y, dependiendo de esta ley, la interacción de defectos es gobernada por
la interacción no-local o el comportamiento asintótico del frente. Este caso, de alta no-
localidad, esta todavía en estudio, no obstante uno esperaría que la interacción no local,
entre los individuos que constituyen la especie, luego de cierta distancia cesara, i.e. que
la in�uencia fuera nula después de cierto rango (como el modelo tipo salto (2.3.7)), de
todas formas, si dicho rango fuera grande, y la interacción, a distancias medias, fuera
altamente no-local, un análisis de este caso puede tener un interés real, aparte de interés
académico que despierta el comportamiento asintótico de la solución frente.

2.4.3. Estructuras localizadas en R3

Cuando se forma el patrón, las órbitas homoclinas de (2.4.1), que parten y culminan
en el estado de no-población, ahora pasan cerca de las órbitas periódicas que rodean al
estado de población uniforme. Como habíamos comentado anteriormente, la existencia
de órbitas heteroclinas perdura en toda una región del espacio de parámetros, la región de
bloqueo. Las órbitas homoclinas habitan en una región que se intercepta con la región de
bloqueo, pero ninguna de las dos contiene completamente a la otra, i.e. existen regiones
donde hay órbitas heteroclinas pero no hay homoclinas, y a su ves hay región donde hay
homoclinas pero no heteroclinas (ver ref. [24] o [26]).

En estes caso los estructuras localizadas (las órbitas homoclinas) corresponden a un
patrón localizado (ver �g. 2.19.a y 2.19.b), de modo que podemos clasi�carlas de acuerdo
al número de picos de población que se encuentran inmersos en una zona despoblada.
Luego, la estructura más elemental es la conformada tan solo por un pico, y, podríamos
pesar las estructuras más grandes como un arreglo de N estructuras elementales. La
región de parámetros donde habitan estas estructuras depende del número de picos que
posean, cuando el número de picos tiende a in�nito, esta región tiende a la región de
bloqueo (la estructura localizada tiende a un frente).

También existen órbitas homoclinas que parten y culminan en el estado patrón, las
cuales representan hoyos, i.e. zonas despobladas en medio de la con�guración periódica
de población, las cuales, en este caso, son estables, o al menos eso se observa numéri-
camente (ver �g. 2.19.c). Su tamaño se puede catalogar dependiendo de el número de
picos ausentes en la estructura periódica, y su estructura de bifurcaciones es similar y
simétrica a la de los patrones localizados (ver ref. [24] o [26]).
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Fig. 2.19: Patrones localizados. a) Para una in�uencia exponencial, con σ = 1,7 y α = 0,6,
acá se ve la estructura elemental (izquierda), conformada por tan solo un pico, y un
patrón localizado constituido por tres picos (derecha). b) Una in�uencia tipo salto,
con σ = 2,5 y α = 0,618. c) Hoyos para un in�uencia tipo salto con σ = 2,5 y
α = 0,56 (izquierda) y σ = 2,6 y α = 0,48 (derecha).

En este caso, un análisis dinámico, similar al efectuado para estudiar los dominios
localizados, no es posible. Al igual que en la propagación de frentes, los mecanismos
de desestabilización de estos objetos pueden tornarse bastante más complejos, como se
muestra en la �gura 2.20, donde se exhibe el proceso de �sión de un pico, el cual es
similar al que se observa en la propagación de un frente periódico. Existen caso más
simples en los que esta dinámica puede ser atrapada mediante un método de interacción
asintótica de defectos. Esto requiere que la solución periódica aparezca por saddle-node
en torno a la densidad uniforme en conexión, para que luego la solución periódica in-
estable (que aparece junto a la estable tras esta bifurcación) colapse con la densidad
uniforme, desestabilizandola, si estas dos bifurcaciones ocurren muy cerca, en el espacio
de parámetros, estamos ante una bifurcación débilmente subcrítica que puede ser anal-
izada mediante ecuaciones de amplitud. En el capítulo IV se presentan algunos detalles
de este método, orientados a dar una explicación dinámica del fenómeno de bloqueo en
el movimiento del frente, en ref. [27] se encuentra su aplicación al estudio de patrones
localizados. Sin embargo es claro que esta concatenación de eventos no ocurre en (2.3.1),
donde el estado de no-población no sufre bifurcación alguna.

Como ya lo habíamos comentado, la estructura más elemental es la constituida por
un solo pico, ésta es morfológicamente similar al pico de población observado en R2.
En efecto, la región de parámetros en que mora este ente abarca tanto R2 como R3
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Fig. 2.20: Proceso de �sión de un pico, para un in�uencia exponencial, con α = 0, 08 y σ = 2, 4.
El tiempo avanza de izquierda a derecha.

en las �guras 2.15 y 2.18. Esta solución tipo partícula representa el asentamiento más
básico de población, por lo cual, la interacción de dos de estas partícula puede modelar
la interacción de dos comunidades o colonias. Dado que estas colonias se sirven de un
territorio para la obtención de los recursos necesarios para su subsistencia, uno esperaría
que si encontramos dos o más de estas agrupaciones coexistiendo en un mismo territorio,
se con�ictaran tendiendo a repelerse o a la aniquilación del competidor.

Esta interacción es lo su�cientemente simple para ser atrapada con los métodos
analíticos desarrollados en este capítulo. En efecto, si denotamos por ζ (x) = ζ (−x) a
la órbita homoclina de (2.4.1) que consta de tan sólo un pico, entonces, un sistemas
constituido por dos de estas soluciones tipo partícula puede ser analizado mediante el
ansatz

u = ζ (x−X1 (t)) + ζ (x−X2 (t)) + φ (x,X1, X2) ,

con X1 < X2, la distancia entre las partículas, X2 −X1, es mucho mayor que el ancho
característico del pico. Luego, un sistema constituido por dos de estas estructuras es
aproximadamente la suma de dos estructuras individuales, salvo una pequeña corrección
φ ¿ 1 (producto de que el sistema es no-lineal).

Entonces, la interacción entre estos entes se realizará mediante dos mecanismos: La
corrección exponencial que una in�ere sobre la otra, que, dado que el comportamiento
asintótico es torno al estado de no-población esta caracterizado por el exponente √α,
es de orden O (

e−
√

α(X2−X1)
)
; y la interacción no local entre estos objetos, la cual de-

pende del modelo de in�uencia tomado. Cuando la in�uencia decae más rápido que una
exponencial, el primer mecanismo es siempre dominante, en el caso de una in�uencia
exponencial, ambos mecanismos compiten. Una variante de lo que hemos hecho hasta
ahora, es colocar este sistema en una situación de alta no-localidad, i.e. estudiar la inter-
acción de estas partículas en la región de parámetros Q = {σ > 1/

√
α} ⊂ R3. De modo

que el orden dominante queda

φ ∼ Ẋ1 ∼ Ẋ2 ∼ e−(X2−X1)/σ,

luego, si nos colocamos en la región del espacio donde se encuentra una de las partículas,
por ejemplo x ∼ X1, he introducimos este ansatz en (2.3.1), al primer orden obtenemos

Lφ = Ẋ1∂xζ (x−X1) + ζ (x−X1)N ζ2 (x−X2) ,
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donde el operador lineal L tiene la forma

Lφ = ∂xxφ− αφ + 2(α + 1)ζ (x−X1) φ− 2ζ (x−X1)N ζ (x−X1) φ

− φN ζ2 (x−X1) .

Dado que tenemos el modo de goldstone ∂xζ (x−X1) ∈ ker
[L = L†], esta ecuación

tiene la condición de solubilidad

Ẋ1 = −Ke−(X2−X1)/σ, (2.4.9)

análogamente, para x ∼ X2, tenemos

Ẋ2 = Ke−(X2−X1)/σ. (2.4.10)

En ambos casos aparece el coe�ciente

K =

∞∫
−∞

e−z/σF (z) dz

σ
∞∫
−∞

(∂xζ)2 dx

,

con

F (z) =

∞∫

−∞

ζ (x) ∂xζ (x)
(
ζ2 (z − x)− ζ2 (z + x)

)
dx.

Claramente F es impar, ademas F (z ∼ ±∞) ∼ e−2
√

α|z|, lo que asegura la convergencia
de la integral en el numerador de K. Puesto que ζ representa la estructura constituida
par un solo pico (ζ (x) = ζ (−x) y ∂xζ = 0 ssi x = 0), se deduce que F (z ≶ 0) ≷ 0,
luego, como la integral en el numerador de K priorisa la región de integración z < 0, se
tiene que K > 0, e.g la interacción es repulsiva (ver �g. 2.21).

De modo que, si consideramos un gas de estas estructuras, la interacción entre ellas
será, predominantemente, con los vecinos más cercanos, i.e cada partícula sentirá una
fuerza de tipo (2.4.9) o (2.4.10) proveniente del vecino que se encuentre más cerca a su
derecha o a su izquierda respectivamente. Luego, para un gas de N estructuras situadas
en posiciones {Xn}N

n=1, la ecuación de movimiento de la partícula n-esima corresponde
a

Ẋn = K
(
e−(Xn−Xn−1)/σ − e−(Xn+1−Xn)/σ

)
con m < n =⇒ Xm < Xn. (2.4.11)

Si colocamos este sistema de partículas en un medio �nito, por ejemplo, con condiciones
de borde periódicas, éstas se repelerán hasta quedar todas equidistantes, con�guración
que es estable. O sea que el sistema evolucionara a una con�guración periódica de pi-
cos, más aún, podemos hacer tender a in�nito el tamaño del sistema a medida que
incorporamos más estructuras (N −→ ∞ también), con lo cual mantendríamos esta
con�guración periódica estable. Por otro lado, cualquier arreglo periódico de picos debe
corresponder a una órbita periódica del sistema estacionario (2.4.3), i.e. un patrón. Dado
que el espaciamiento entre los picos depende del número inicial de ellos (o su densidad
para un sistema in�nito), podemos tener un patrón de una longitud de onda arbitrari-
amente grande, el cual es estables. O, dicho de otro modo, en la región de parámetros
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Fig. 2.21: Repulsión de picos, para un in�uencia exponencial, con α = 0, 6 y σ = 3. Arriba
se ve un dibujo esquemático de la interacción, mientra que abajo se encuentra un
diagrama espacio-temporal del proceso.

Q existe una familia de órbitas periódicas, en torno al estado de población uniforme
y en cuyo borde esta la órbita homoclina ζ. Dentro de esta familia hay una in�nidad
de miembros (limitados por la homoclina ζ), que corresponden a patrones estables de
(2.3.1).

El razonamiento anterior puede parecer contradictorio con la existencia de patrones
localizados constituidos por muchos picos (o el mismo fenómeno de bloqueo en los
frentes), no debemos olvidar que en este caso, por encontrarse muy cerca los picos,
no se puede aproximar al sistema por (2.4.11), valida solo para grandes distancias. De
todas formas, cuando el rango de in�uencia es muy grande, los picos del patrón son muy
pronunciados, y no se observan más que estructuras elementales o arreglos periódicos de
estas, no habiendo ya, en este régimen, ni frentes bloqueados, ni patrones multi-picos
localizados, ni hoyos.

Esto sugiere que una mejor manera de estudiar analíticamente estas formaciones es
concentrarse en su célula elemental, el pico, y no en la interacción de defectos (como en
el caso de dominios uniformes). Claro que procesos como la �sión o fusión de picos, o
la misma interacción cercana (no asintótica), lucen bastante complejos como para ser
estudiados en un esquema aproximativo tan simple como el desarrollado en este capítulo.
No obstante alguna esperanza se vislumbra en tratar estos procesos como interacciones
más so�sticadas de pico-partículas, de hecho, en un esquema muy simple obtuvimos
cierta información importante del estado patrón para un in�uencia exponencial, i.e.
existe una familia in�nita de patrones estable y su longitud de onda es arbitrariamente
grande (existe una cota inferior, por supuesto, que se debe a la interacción cercana). De
momento algunos esfuerzos se están invirtiendo en esta dirección.



Capítulo 3

DINÁMICA DE DOMINIOS EN PRESENCIA DE RUIDO
INTERNO

3.1. INTRODUCCIÓN
El proceso de �coarse-grained� que lleva con sigo la descripción continua de un sis-

tema (por medio de ecuaciones diferenciales parciales), en principio discreto, requiere
la eliminación adiabática de muchos grados de libertad internos del sistema. O sea, se
presupone la existencia de distintas escalas de tiempo en la dinámica del sistema, una
rápida, en la cual el sistema va localmente a cierto tipo de equilibrio, y otra lenta, en que
el sistema evoluciona a un equilibrio global. Por ejemplo, en la teoría cinética de gases,
el sistema primero maximiza la entropía local (dinámica rápida), para luego obedecer la
ecuaciones de Navier-Stokes (dinámica lenta).

En un sistema biestable, el cual posee dos equilibrios equivalentes, forzados por alguna
simetría (o producto de una transición de fase originada en un quiebre espontaneo de
simetría). Por ejemplo, en sistemas ferromagnéticos, las con�guraciones con spin-up o
spin-down. El sistema, primero va localmente a una de estos equilibrios, la dinámica
rápida, por luego entrar en una dinámica de dominios en los que el sistema se encuentra
en uno de estos dos equilibrios. Eventualmente, si el sistema exhibe un comportamiento
termodinámico clásico, el resultado �nal de esta dinámica de dominios, o coarsening,
será un estado completamente uniforme, en el que el sistema se encuentra en uno de
estos equilibrios.

Un modelo prototipo de un sistema biestable es la ecuación de Ginzdurg-Landau
real, la cual, en variables adimensionales y en una dimensión espacial, tiene la forma

∂tu = u− u3 + ∂xxu, (3.1.1)

donde el campo escalar u es el parámetro de orden que representa los modos lentos de
la dinámica. Este sistema es, esencialmente, equivalente al modelo de Nagumo local, en
el punto de Maxwell (ver capítulo anterior), de hecho es variacional, i.e. posee la energía
libre

F [u] =

∫ (
1

2
(∂xu)2 +

1

4

(
u2 − 1

)2
)

dx,

y su dinámica consiste en la minimización de este funcional. Luego, este sistema posee
un repelor uniforme u = 0 y dos atractores uniformes u = ±1, que son equivalentes
energéticamente (por la simetría u −→ −u), e.g. este sistema admite como solución una
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conexión espacial estacionaria entre estos dos estados, un kink u+ o antikink u−,

u± (x) = ± tanh

(
x−X±
√

2

)
. (3.1.2)

Notemos que, cuando hablamos de una separación de escalas, en la dinámica, no
necesariamente nos referimos a dos. Pueden haber muchas escalas de tiempo vinculadas
a la evolución de un sistema físico al equilibrio. Una primera escala sería, en este caso,
la reducción de toda la dinámica a la evolución autónoma del parámetro de orden u, i.e.
todos los otros grados de movimiento se vuelven esclavos de u. Una segunda escala sería
que el parámetro de orden alcanzara el equilibrio localmente, i.e. el establecimiento de
dominios en los cuales el sistema se encuentra en u = ±1. La tercera y ultima escala, la
más lenta de todas, sería una dinámica de dominios tendiente a uniformizar el sistema,
i.e. que el sistema alcance el mínimo global de la energía libre, que consiste en un estado
completamente uniforme, con F = 0.

u

x

+ _
+ +

_ _

X
+

i
X
+
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¡

i
X
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¡

i 1+
X
+

i+1

Fig. 3.1: Dibujo esquemático de un gas de pares kink-antikinks.

Cuando el sistema se encuentra en este ultimo régimen, el régimen ulterior, se puede
ver como un gas constituido por pares de kink-antikink (evidentemente, es topologica-
mente imposible encontrar dos kinks o dos antikinks consecutivos). Como ya lo habíamos
discutido en el capítulo II, la interacción entre estas partículas es atractiva, ocasionando
que colisionen y se aniquilen mutuamente, de esta forma elimina el sistema los gradientes
engendrados por estos defectos, los cuales le son costosos energéticamente. Luego, si el
gas está lo su�cientemente diluido, podemos emplear los métodos asintóticos del capítulo
anterior, de modo que la interacción kink-antikink es exponencialmente débil, por lo cual
la dinámica del gas está regida esencialmente por la interacción de los vecinos cercanos,
i.e. si consideramos un gas de N pares kink-antikink, en posiciones

{
X+

ı̀ , X−
ı̀

}N

i=1
, con

X+
ı̀ < X−

ı̀ < X+
ı̀+1 (ver �g. 3.1), la ecuación de movimiento de este sistema de partículas

es

Ẋ+
i = 6

√
2
(
e−

√
2(X−

i −X+
i ) − e−

√
2(X+

i −X−
i−1)

)
,

Ẋ−
i = 6

√
2
(
e−

√
2(X+

i+1−X−
i ) − e−

√
2(X−

i −X+
i )

)
. (3.1.3)

Notemos que este sistema es muy similar al gas de picos estudiado en el capítulo
II, pero con una diferencia esencial, aca la interacción entre las partículas es atractiva,
de modo que una con�guración en la cual todas las partículas estén equidistantes es
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inestable. La dinámica de este sistema tiende al aglutinamiento de todos los entes que lo
constituyen, por supuesto que, a medida que los kink y antikink se van encontrando, se
aniquilan mutuamente. De modo que (3.1.3) no es un descripción completa del fenómeno
en estudio, falta incorporar el proceso de aniquilación, lo que implica que N es un número
variable, que decrece en el tiempo.

Una medida de cuan avanzado está el proceso de coarsening es el largo promedio de
los dominios en que el sistema se encuentra en estados distintos, el cual es función del
número de pares kink-antikinks, en efecto, si consideramos un sistema de largo L0, con
condiciones de borde periódicas, tenemos que

〈L〉 =

∑n
i=1

[(
X−

i −X+
i

)
+

(
X+

i −X−
i−1

)]

2N
=

L0

2N
.

El sistema (3.1.3) es invariante ante la transformación
(
X−

i −X+
i

) −→ (
X−

i −X+
i

)
+ α,(

X+
i −X−

i−1

) −→ (
X+

i −X−
i−1

)
+ α,

t −→ e
√

2αt,

que corresponde a una dilatación uniforme del tamaño de todos los dominios, acompaña-
da de una dilatación del tiempo. Mientras más grandes sean los dominios, más lenta es
la dinámica, pues la interacción kink-antikinks decrece exponencialmente con la distan-
cia. Luego, si suponemos autosimilitud (de un modo análogo al teorema de virial, en
mecánica clásica, ver ref. [28]), el largo promedio debe cumplir

〈L(t)〉+ α =
〈
L

(
e
√

2αt
)〉

=⇒ 〈L(t)〉 = log(t)/
√

2,

de modo que
N(t) ∼ 1/ log(t), (3.1.4)

Notemos que el crecimiento del largo promedio, o decrecimiento del número de pares,
es bastante lento (logarítmico), esto se debe a que la interacción kink-antikink es muy
débil (exponencial).

No obstante, todos los grados de libertad despreciados en el proceso de coarse-grained,
están, de algún modo, presentes en un sistema real. Éstos son grados desordenados de
movimiento, que pueden ser incorporados a la descripción continua como �uctuaciones
estocásticas al parámetro de orden. Por ejemplo, en la teoría cinética clásica, el caos
molecular induce las �uctuaciones térmicas al equilibrio termodinámico, i.e. la hipótesis
de caos molecular de Boltzman permite suponer que las variaciones al equilibrio son
aleatorias y descorreladas (siguiendo la distribución de Maxwell), aún cuando provengan
de un sistema microscópicamente determinista. Claro que esto no es privativo de un
sistema macroscópico que, microscópicamente sea hamiltoniano, en las ejemplos que
hemos estudiado en esta tesis, i.e. un medio granular, donde la dinámica microscópica
es disipativa, y la dinámica poblacional, donde su modelación microscópica es todavía
un tema abierto (es probablemente estocástica), también existen �uctuaciones a las
variables de coarse-grained, producto de procesos microscópicos ignorados.
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Entonces, una manera simple de incorporar estos procesos microscópicos al modelo
(3.1.1), es incorporar un ruido aditivo

∂tu = u− u3 + ∂xxu +
√

εζ(x, t), (3.1.5)

con ζ un proceso gausiano de valor medio nulo, 〈ζ(x, t)〉 = 0, y correlación

〈ζ(x, t)ζ(x́, t́)〉 = δ (t́− t) δ (x́− x) ,

mientras que ε es la intensidad del ruido (proporcional a la temperatura en un sistema
termodinámico). Aparentemente, la incorporación de este termino no debiese modi�car
mayormente la dinámica, i.e. a priori, un podría decir que sólo introduce �uctuaciones
a la dinámica determinista que, en promedio, tienen un efecto nulo. No obstante, vamos
a ver que esta conjetura es falsa.

En efecto, en el caso de la forma normal de van der Waals, ya habíamos observado
que el coarsening, en el régimen de viscosidad alta, es acelerado por la presencia de ruido.
Si bien, este fenómeno no corresponde al que estudiaremos en este capítulo, puesto que
allí el sistema posee dos cantidades conservadas, la masa y el momentum, que cambian
cualitativamente el proceso, en el modelo (3.1.5) también se observa que la presencia
de ruido altera considerablemente las propiedades de el coarsening (i.e. la ley (3.1.4)),
haciendolo más e�ciente.

Cave señalar que la también puede existir un relación con el coarsening en el caso
conservativo o cuasi-conservativo, en la forma normal de van der Waals, aunque más
lejana. Aca, el mar de ondas en que se encuentran sumergidos los dominios, corresponde
a grados desordenados de movimiento, que pueden desempeñar un rol similar al del ruido.
Éstos corresponden a grados de libertad internos del modelo determinista y no a grados
de libertad microscópicos despreciados del sistema físico que se está modelando. Aunque,
desde un punto de vista puramente teórico, ambos casos lucen similares, es importante
remarcar que, en el modelamiento continuo de un sistema físico real, siempre existe una
fuente de ruido externa a la ecuación en derivadas parciales. Sin embargo, a esta fuente
de ruido se la conoce como ruido interno (que es generalmente aditivo), en el sentido que
proviene de grados de libertad internos del sistema en estudio y no de las condiciones
de laboratorio al la que está sometido este.

3.2. INTERACCIÓN KINK-ANTIKINK EN PRESENCIA
DE RUIDO DÉBIL

Un modo de entender como la presencia de ruido modi�ca el proceso de coarsening
en la ecuación (3.1.5) es estudiar como se afecta el comportamiento del gas de pares
kink-antikink.

En el Apéndice C se encuentra un estudio detallado de como, la presencia un ruido
débil, ε ¿ 1, afecta a la solución estacionaria (4.3.7). Como en los casos deterministas
(puesto que existe un modo de goldstone) la posición del defecto adquiere dinámica,
u± = u± (x−X±), y se comporta como una partícula browniana

Ẋ± =
√

ηξ(t), (3.2.1)
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con η ≡ 3ε/
√

8, 〈ξ(t)〉 = 0, y 〈ξ(t)ξ(t́)〉 = δ (t́− t) un ruido blanco.
Luego, como la interacción kink-antikink es exponencialmente débil, si el gas está lo

su�cientemente diluido, la podemos despreciar frente a los procesos de transporte induci-
dos por el ruido. O sea, estamos diciendo que, dado que la velocidad del defecto decrece
exponencialmente con la distancia a la que se encuentran sus vecinos, su movimiento
estará dominado por las �uctuaciones a su posición original, que son de orden √ηt, i.e.
dominan sobre las variaciones logarítmicas que induce la interacción determinista no
importando cuan pequeña sea la intensidad del ruido η. De manera que podemos mod-
elar el gas de pares kink-antikink como un gas de partículas brownianas que, cuando
colisionan, se aniquilan mutuamente, de aquí podemos conjeturar que N ∼ t−1/2, lo
cual es mucho más e�ciente que el caso determinista. En la �gura 3.2 se muestra dos
simulaciones numéricas del modelo (3.1.5), con y sin ruido, un mera inspección visual
nos dice que la taza de aniquilaciones es superior en el caso ruidoso. Claro que, grandes
�uctuaciones, pueden engendrar la creación de un par kink-antikink, aunque el problema
de los tiempos de Kramer, para un sistema extendido como (3.1.5), aún no está resulto,
es bastante intuitivo que, si el ruido es pequeño, la creación de un par kink-antikink es
un evento muy improbable. Luego, en el régimen de ruido débil, los procesos de creación
son despreciables frente a los procesos de aniquilación.

a) b)

xx

t t

Fig. 3.2: Diagrama espacio-temporal de (3.1.5) con a) η = 0 y b) η = 0,55. Las zonas más rojos
indican que el parámetro de orden está más cerca de 0, mientras que en las zonas más
amarillas está más lejos de este valor.

En efecto, para analizar como el ruido modi�ca la interacción kink-antikink, llamem-
os S al conjunto que posee todos los estados posibles de un sistema integrado por un
par de estas partículas. Luego, puesto que este sistema constituye un proceso marko-
viano, su dinámica está completamente caracterizada por la probabilidad condicional
P (ψ, t| ψ́, t́) ≡ P (ψ, t), de que el sistema este en el estado ψ ∈ S en un tiempo t si
estaba en el estado ψ́ ∈ S en t́, la cual satisface la ecuación maestra

∂tP (ψ, t) =
∑

φ∈S
[w (φ| ψ) P (φ, t)− w (ψ| φ) P (ψ, t)] ,

donde w (φ| ψ) es la probabilidad de transición del estado φ al estado ψ.
Podemos dividir el conjunto de estados S = S2 ∪ S0: donde S2 contiene todos los

estados donde el par aún no se a auto-aniquilado, y las partículas se encuentra en las
posiciones {X+, X−}, i.e. es isomorfo a Ω, el dominio donde se encuentran las partículas;



Capítulo 3: DINÁMICA DE DOMINIOS EN PRESENCIA DE RUIDO INTERNO 86

mientras que S0 contiene el estado donde el par ya se a auto-aniquilado, i.e. contiene
sólo un elemento. Entonces, podemos escribir la probabilidad condicional

P (ψ, t) =

{
P2 (X+, X−, t) si ψ ∈ S2,

P0 (t) si ψ ∈ S0,

donde se tiene que ∫

Ω

P2

(
X+, X−, t

)
dX+dX− + P0 (t) = 1.

Luego, podemos de�nir el número de pares como la probabilidad de que las partículas
no se hallan aniquilado

N (t) =

∫

Ω

P2

(
X+, X−, t

)
dX+dX− = 1− P0 (t) , (3.2.2)

con lo cual 0 6 N 6 1, como era de esperar para un sistema integrado sólo por un par.
Para escribir la probabilidad de transición, notemos que, no existen transiciones de S0

a S2, o sea, una vez aniquilado el par no puede reaparecer, e.g. P2 satisface un ecuación
autónoma, mientras que la dinámica de P0 es completamente esclava de P2. Mientras que,
el transporte en S2 es puramente difusivo, puesto que estamos despreciando la interacción
determinista, no consideraremos el termino de deriva en la ecuación de Fokker-Planck
para P2. Luego, podemos escribir la ecuación maestra

∂tP2 =
{η

2
(∂X+X+ + ∂X−X−)−W

(
X+ −X−)}

P2, (3.2.3)

∂tP0 =

∫

Ω

W
(
X+ −X−)

P2

(
X+, X−, t

)
dX+dX−, (3.2.4)

donde W (X+ −X−) representa la probabilidad de transición de S2 a S0, i.e. modela
el proceso de aniquilación. De modo que W debe ser una función positiva y par, la
cual sólo depende de la distancia entre las partículas, por la invariaza traslacional del
sistema. Luego, podemos separar la dinámica del centro de masa Y = (X+ + X−) /2 y
la coordenada relativa X = (X+ −X−), i.e. si tomanos P2 = U (X, t) V (Y, t) podemos
separar la ecuación (3.2.3)

∂tV =
η

4
∂Y Y V,

∂tU = (η∂XX −W (X)) U,

De modo que el centro de masa se comporta como una partícula browniana ordinaria.
Mientras que la coordenada relativa satisface un ecuación de difusión, con un sum-
idero de probabilidad, que representa el proceso de aniquilación. Luego, para tener una
expresión precisa del número de pares (3.2.2), debemos modelar W , dado que esta-
mos considerando un sistema altamente diluido, podemos tomar la interacción entre las
partículas puramente puntual, i.e. W (X) = δ (X). Luego, tomando X = ηZ y t = ηT
tenemos

∂T U = (∂ZZ − δ (Z)) U,
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Para resolver esta ecuación podemos calcular el propagador

U (Z, T ) =

∫
dZ ′ p (Z ′, Z |T ) U (Z ′, 0) ,

para lo cual necesitamos diagonalizar el operador L = −∂ZZ + δ (Z). Luego, claramente
las auto-funciones de L son pares o impares, y tienen la forma

uE
k (Z) =

{ (2ik−1)eikZ+(2ik+1)e−ikZ√
4π(4k2+1)

if Z > 0,

(2ik+1)eikZ+(2ik−1)e−ikZ√
4π(4k2+1)

if Z < 0.

uO
k (Z) =

eikZ − e−ikZ

√
4π

donde el indice continuo k ∈ (0,∞). El auto-valor asociado a estas auto-funciones sólo
depende del indice k, y no de la paridad, tomando el valor λk = k2. De modo que el
propagador toma la forma

p (Z ′, Z |T ) =

∞∫

0

dk uE
k (Z ′)∗ uE

k (Z) e−k2T +

∞∫

0

dk uO
k (Z ′)∗ uO

k (Z) e−k2T

o, después de un poco de álgebra,

p (Z ′, Z |T ) = θ (−Z ′) θ (−Z)
[
pG (Z ′ − Z |T )− q(−) (Z ′ + Z |T )

]

+ [θ (−Z ′) θ (Z) + θ (Z ′) θ (−Z)] r (Z ′ − Z |T )

+θ (Z ′) θ (Z)
[
pG (Z ′ − Z |T )− q(+) (Z ′ + Z |T )

]
,

donde θ es la función de Heaviside, y

pG (Z |T ) =
e−Z2/4T

√
4πT

,

q(±) (Z |T ) =
1

2π

∞∫

−∞

dk
e−k2T−ikZ

1± 2ik
,

r (Z |T ) =
1

π

∞∫

−∞

dk
ik

1 + 2ik
e−k2T+ikZ .

De modo que, si tomamos la condición inicial determinista U (X, 0) = δ (X −X0),
i.e. las partículas se encuentran a un distancia X0 con probabilidad 1, y calculando el
número de pares según la prescripción (3.2.2), obtenemos

N(t) = erf

(
X0

2
√

ηt

)
. (3.2.5)

Notemos que, asintóticamente t À 1, el número de partículas tiene la forma

N (t ∼ ∞) ' X0√
ηt

+O (
t−3/2

)
,
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O sea, tal cual se había conjeturado, para tiempos grandes N ∼ t−1/2, al menos para un
sistema integrado por un sólo par kink-antikink. En la �gura 3.3 se muestran los resulta-
dos de una simulación numérica de un sistema integrado por dos partículas brownianas,
las cuales, si se encuentran a una distancia inferior a un rango δ ¿ 1, se aniquilan con
probabilidad 1. Los puntos representan el número promedio de partículas, para 2000 re-
alizaciones, la linea continua, en rojo, es la ley (3.2.5) que acabamos de obtener, mientras
que la linea continua, en azul, es la ley asintótica N ∼ t−1/2. De modo que el compor-
tamiento N ∼ t−1/2 anda bastante bien, salvo en el origen (t ∼ 0) donde las correcciones
O (

t−3/2
)
son importantes.
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Fig. 3.3: Número promedio de pares N , sobre 2000 realizaciones, para un sistema integrado
por dos partículas brownianas, las cuales, si se encuentran a una distancia inferior
a un rango δ = 0,1, se aniquilan con probabilidad 1. Inicialmente, las partículas se
encuentran a una distancia X0 = 1.

El par kink-antikink es la unidad básica del gas que estamos estudiando, y, por lo
tanto, las propiedades de su interacción determinaran las propiedades dinámicas del
sistema. Si bien, se podría alegar que, al considerar un conglomerado mayor de estos
pares, es posible que el sistema exhiba un comportamiento emergente, que modi�cara
esta situación, podemos razonar de la siguiente forma: si tenemos dos gases de pares
kink-antikink, que decaen con un ley determinada (digamos N ∼ t−1/2), si juntamos
ambos sistemas, el nuevo gas (conformado por ambos), debe decaer con la misma ley.
Claro que si juntamos dos sistemas pequeños (como el conformado por un solo par), las
nuevas interacciones que aparecen, al ser juntados, son relevantes en el comportamiento
de la dinámica global del sistema, por lo cual haremos un bosquejo de lo que ocurre
cuando consideramos un gas con N > 1 de estos pares (el cual es un problema de N
cuerpos mucho más complicado).

3.3. GAS DE PARES KINK-ANTIKINK EN PRESENCIA
DE RUIDO DÉBIL

El comportamiento es cualitativamente similar cuando se considera un sistema inte-
grado por más de estas partículas. Puesto que naturalmente los kink y antikink están
intercalados, no tiene sentido diferenciarlos, luego consideraremos un gas de 2N0 partícu-
las brownianas unidimensionales, en posiciones

{
X+

i , X−
i

}N0

i=1
= {Xi}2N0

i=1 , que, cuando
colisionan con su vecino, se aniquilan mutuamente. Claro que, a medida que se van
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aniquilando, dejan de tener una posición de�nida, de todas formas podemos identi�car
a cada partícula por el número i ∈ {1, ..., 2N0}, independientemente de si está o no
aniquilada.

Luego, si llamanos S al conjunto de todos los posibles estados de este sistema, ten-
emos que este proceso markoviano queda determinado por la probabilidad condicional
P (ψ, t| ψ́, t́) ≡ P (ψ, t), de que el sistema este en el estado ψ ∈ S en un tiempo t si
estaba en el estado ψ́ ∈ S en t́, la cual satisface la ecuación maestra

∂tP (ψ, t) =
∑

φ∈S
[w (φ| ψ) P (φ, t)− w (ψ| φ) P (ψ, t)] ,

con w (φ| ψ) la probabilidad de transición del estado φ al estado ψ.
Hasta aca es identico al caso de solo un par, pero, en este caso el conjunto de estados

posibles S admite una gama mucho más amplia de posibilidades, dependiendo de cuantas
partículas se han aniquilado. De hecho, si introducimos el conjunto

Λn =
{
σn =

{
i1, ..., i2(N0−n)

}
/∀j ∈ {1, ..., 2 (N0 − n)}

(ij ∈ {1, ..., 2N0}) ∧ (1 6 ij 6 2N0)

∧ (ij−1 < ij) ∧ (ij−1 + ij es impar)}
podemos separar el conjunto de estados

S =

(
N0−1⋃
n=0

⋃
σn∈Λn

Sσn

2(N0−n)

)
∪ S0

aca Sσn

2(N0−n) contiene los estados donde las partículas en el conjunto σn aún no se han
aniquilado, encontrandose en las posiciones {Xi}i∈σn

, mientras las partículas en σ0− σn

ya están aniquilados. S0 contiene el estado donde todas las partículas se han aniquilado.
Si introducimos

Γσn
n+1 = {σn+1 ∈ Λn+1/σn+1 = σn − {ij−1, ij} con {ij−1, ij} ⊂ σn}

dado que el evento de que dos o más pares kink-antikink se aniquilen simultáneamente
es muy improbable, sólo consideraremos transiciones de Sσn

2(N0−n) a S
σn+1

2(N0−n−1) con σn+1 ∈
Γσn

n+1.
De modo que, tomando el tercer conjunto

Ξσn
n−1 = {σn−1 ∈ Λn−1 t σn ∈ Γσn−1

n } ,

podemos reconocer en la ecuación maestra, para ψ ∈ Sσn

2(N0−n), tres términos

∂tP (ψ, t) =
∑

φ∈Sσn
2(N0−n)

[w (φ| ψ) P (φ, t)− w (ψ| φ) P (ψ, t)]

+
∑

φ∈S
σn−1
2(N0−n+1)

σn−1∈Ξσn
n−1

w (φ| ψ) P (φ, t)

−
∑

φ∈S
σn+1
2(N0−n−1)

σn+1∈Γσn
n+1

w (ψ| φ) P (ψ, t) .
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El primero de estos términos representa el transporte al interior de Sσn

2(N0−n), el cual es
puramente difusivo. El segundo término representa el incremento de la probabilidad de
estar en Sσn

2(N0−n) producto de los procesos de aniquilación en los estados que poseen más
partículas. Mientras que el tercer término representa el decrecimiento de la probabilidad
de estar en Sσn

2(N0−n) producto de los procesos de aniquilación en Sσn

2(N0−n).
Luego, si escribimos

P (ψ, t) =

{
P σn

2(N0−n)

({Xi}i∈σn
, t

)
if ψ ∈ Sσn

2(N0−n),

P0 (t) if ψ ∈ S0,

debemos dar un expresión para la probabilidad de transición en función de la posición
de las partículas. En efecto, si consideramos el estado ψ ∈ Sσn

2(N0−n), donde las partículas
se encuentran en {Xi}i∈σn

, y el estado φ ∈ S
σn+1

2(N0−n−1) con σn+1 = σn − {ij−1, ij} (y
{ij−1, ij} ⊂ σn), donde las partículas se encuentran en

{
X̄i

}
i∈σn+1

, entonces

w (ψ| φ) = W
(
Xij−1

−Xij

) ∏
i∈σn+1

δ
(
Xi − X̄i

)
,

donde W es la misma función que en la interacción de un solo par. El segundo factor de
cuenta de que, cuando dos partículas se aniquilan mutuamente, el sistema va a un estado
donde el resto de las partículas se encuentran en las mismas posiciones que ocupaban
antes de que ocurriera la aniquilación. Luego, la ecuación maestra se descompone en la
jerarquía

∂tP
σ0
2N0

=

(
2N0∑
i=1

∂XiXi
−

2N0∑
i=2

W (Xi −Xi−1)

)
P σ0

2N0

.

.

.

∂tP
σn

2(N0−n) =
∑
i∈σn

∂XiXi
P σn

2(N0−n)

−
∑

ij∈σn−
�

mı́n
i∈σn

(i)

�W (
Xij −Xij−1

)
P σn

2(N0−n)

+
∑

σn−1∈Ξσn
n−1

∫

Ω

dY dZ W (Y − Z) P
σn−1

2(N0−n+1)

(
{Xi}i∈σn−1

= {Xi}i∈σn
∪ {Y, Z} ; t

)

.

.

.

∂tP0 =
∑

σN0−1∈ΛN0−1

∫
dY dZ W (Y − Z) P

σN0−1

2

(
{Xi}i∈σN0−1

= {Y, Z} ; t
)

,

donde, para efectuar la sumatorias (en los términos que representan sumideros de prob-
abilidad) se tomaron condiciones de borde de �ujo nulo, o un sistema in�nito (Ω =
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(−∞,∞)). Se puede escribir esta jerarquía para un sistema con condiciones de periódi-
cas de�niendo, por ejemplo, i0 = i2(N0−n) ∈ σn, no obstante estos detalles no alteran de
manera signi�cativa el análisis grueso del sistema.

Luego, la probabilidad de que en el sistema hayan m pares de partículas, los cuales
aún no se han auto-aniquilado, es

Qm (t) =
∑

σN0−m

∈ΛN0−m

∫

Ω

P
σN0−m

2m

∏
i∈σN0−m

dXi,

de modo que, el número promedio de pares kink-antikinks es

N (t) =

N0∑
m=1

mQm (t) .

Un calculo exacto del número de pares N , para un modelo dado de la probabili-
dad de transición W , es bastante difícil de hacer, no obstante, podemos hacer ciertas
observación sobre su comportamiento asintótico. Claramente, para t À 1, N no puede
depender del número inicial de pares N0, si en un instante, t = t0, el sistema tiene
N0, esto bien puede corresponder al instante inicial, como a un punto intermedio de su
evolución. Esto pude sonar contradictorio con pretender establecer un comportamiento
asintótico para N , puesto que t ∼ ∞ es un instante tan arbitrario como el inicial. Lo
que ocurre es que, dado que la incógnita de la ecuación maestra es una probabilidad
condicional, ésta debe ser resuelta suponiendo uno condición inicial determinista (como
en el caso de un par). Luego, trascurrido un tiempo largo, un realización dada del proce-
so, puede tener un número cualquiera de pares (con cierta probabilidad, por supuesto),
en cualquier posición. Lo que nos da, el número N , es el promedio para, en principio,
in�nitas realizaciones (en la practica sólo un número grande). Cuando hablamos del com-
portamiento asintótico, nos referimos a un momento en que las posibles realizaciones del
proceso estén tan desordenados entre si, que se haya perdido la memoria de la condición
inicial que las engendro (que ocurra esta perdida de memoria es baste plausible en un
proceso markoviano como este).

Entonces, los Qm, con m grande, no debiesen jugar el comportamiento asintótico del
número de pares, de manera que si el sistema parte con un número N0 + 1 de pares,
N debiese tener el mismo comportamiento que él que tendría si hubiésemos partido
con N0. Por ejemplo, en la �gura 3.4 se muestran los resultados para una simulación
numérica 4 partículas brownianas, las cuales, si se encuentran a una distancia inferior a
un rango δ ¿ 1, se aniquilan con probabilidad 1, los grá�cos son promedios para 2000
realización. En el grá�co 3.4.b se muestra Q4, el cual decae rápidamente, en un tiempo
breve, en el grá�co 3.4.c se muestra Q2, el cual, mientras Q4 decae, crece, para luego
exhibir el mismo comportamiento que en el caso de un solo par, en el grá�co 3.4.a se
muestra N . O sea, dado el violento decaimiento de la probabilidad de tener dos pares,
el comportamiento asintótico de N corresponde al de un solo par (Q2), el cual, como
ya lo habíamos discutido en el parágrafo, es N ∼ t−1/2. Luego, razonando de manera
inductiva, podemos inferir que, independientemente de cuantos pares tenga el sistema,
el número de ellos decae con la ley

N ∼ t−1/2. (3.3.1)
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Fig. 3.4: Promedio sobre 2000 realizaciones, para un sistema de 4 partículas (δ = 0,1), donde
se midió a) N , b) Q4 y c) Q2.

Esta inducción podría llevar al error de pensar que el comportamiento asintótico de
N corresponde única y exclusivamente al de Q2, el cual, por el resultado del parágrafo
anterior, es trivialmente N ∼ t−1/2. Si bien esto es correcto para tiempos muy grandes, el
régimen N ∼ t−1/2 se alcanza mucho antes que Q2 domine la dinámica. En efecto, en la
�gura 3.5 se muestran los resultados de una simulación numérica de un sistema formado
por 100 partículas brownianas, las cuales, si se encuentran a una distancia inferior a un
rango δ ¿ 1, se aniquilan con probabilidad 1, los grá�cos corresponden a un promedio de
400 realizaciones. Del grá�co 3.4.a se ve que, claramente, el número de pares decae con la
ley (3.3.1), no obstante, en los grá�cos 3.4.b, 3.4.c, 3.4.d y 3.4.e, donde se muestran Q100,
Q14, Q8 y Q2 respectivamente, se ve que el sistema está lejos de entrar en el régimen
en que la dinámica este regida por Q2. En efecto, esta cantidad recién empieza a crecer,
en el ultimo tramo de la medición. Esta inducción debiese entenderse, más bien, en el
sentido que comentábamos en el parágrafo anterior, de que si juntamos dos sistemas,
que decaen con la misma ley, el sistema resultante debe decaer con esta ley.
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Fig. 3.5: Promedio sobre 400 realizaciones, para un sistema de 100 partículas (δ = 0,1), donde
se midió a) N , b) Q100, c) Q14, d) Q8 y e) Q2.

Resultado numérico en la ecuación (3.1.5): Hasta el momento nos hemos concentrado en
el modelo del gas de partículas brownianas con un proceso de aniquilación. No obstante,
este gas pretende modelar el proceso de coarsening en (3.1.5), donde hemos hecho muchas



Capítulo 3: DINÁMICA DE DOMINIOS EN PRESENCIA DE RUIDO INTERNO 93

aproximaciones como despreciar tanto la interacción determinista entre un kink y un
antikink, como los procesos de creación de pares. En el �gura 3.6 se muestra los resultados
de un simulación numérica de (3.1.5), concretamente el número promedio de defectos (se
midió el número de ceros de u), para 100 realizaciones. Se ve que la ley (3.3.1) describe
bastante bien el comportamiento de esta variable (linea azul), también se probo un ajuste
con la ley (3.2.5), el cual funciona mejor cerca del origen (t chico), lo cual evidencia
correcciones de orden O (

t−3/2
)
.

50000 100000 150000 200000

20

40

60

80

100

N

t

Fig. 3.6: Número de defectos, en función del tiempo, para la ecuación (3.1.5), con η = 0,3 (linea
negra), en un promedio de 100 realizaciones. En azul un ajuste con la ley (3.3.1), y en
rojo un ajuste con la ley (3.2.5).

De modo que, los procesos de transporte de los defectos son esencialmente difusivos
(como la habíamos supuesto) y los procesos de creación despreciables. Lo ultimo, claro
está, sólo en el régimen de ruido débil, cuando empezamos a incrementar la intensidad
del ruido, esta situación cambia, como veremos a continuación.

3.4. CREACIÓN VERSUS ANIQUILACIÓN:
RESONANCIA ESTOCÁSTICA

A medida que incrementamos la intensidad del ruido, los procesos de transporte
de defectos se hacen más agiles, causando que el proceso de coarsening se vuelva más
e�ciente (N ∼ (ηt)−1/2). No obstante, también incrementamos la probabilidad de que
las �uctuaciones creen, espontáneamente, un nuevo par kink-antikink, lo cual conspira
contra la e�ciencia del proceso de coarsening. Luego, a medida que el ruido se hace más
intenso, estos dos efectos empiezan a competir.

Numéricamente se observa que, cuando la intensidad del ruido es pequeña o moder-
ada, el coarsening se hace más e�ciente, a medida que la vamos incrementamos. Pero,
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al pasar un intensidad umbral, el coarsening se empieza a tornar más lento, hasta ser
totalmente destruido por el ruido. En efecto, en el grá�co 3.7, se muestra la cantidad
1/N , en un tiempo dado, en función de la intensidad del ruido, lo cual constituye un
medida de que tan e�ciente es el coaresening. Para cada intensidad η, que se midió, el
sistema partió de la misma condición inicial.

4 8 12 16 20

0.02

0.04

0.06

η

1/N

Fig. 3.7: PResonancia estocástica.

De modo que, existe un valor optimo de la intensidad del ruido, para el cual el coars-
ening es más e�ciente, en este sentido podríamos hablar de un resonancia estocástica.



Capítulo 4

FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN ESTADO
UNIFORME

4.1. INTRODUCCIÓN
Con ya lo habíamos comentado en el capítulo II, cuando consideramos un frente, en

un sistema unidimensional, que conecta un estado uniforme con un patrón, este sufre
un bloqueo, i.e. no se propaga en toda una región de parámetros, la región de bloqueo.
Esto se debe a que, en el sistema estacionario, asociado a un sistema unidimensional,
una órbita heteroclina que conecte un punto hiperbólico con una órbita periódica es
estructuralmente estable si dicho sistema es reversible (i.e. el espacio es isótropo). Cuando
consideramos dos dimensiones espaciales extendidas estos argumentos geométricos no
son directamente exportables, aca el sistema estacionario es una ecuación en derivadas
parciales, por lo cual no podemos aplicar la teoría de sistemas dinámicos ordinarios para
estudiar sus propiedades.

En ciertos modelos unidimensionales simples, también es posible realizar una teoría
dinámica para estudiar el fenómeno de bloqueo, basada en el hecho de que un frente es
una solución tipo partícula. En efecto, consideraremos el modelo de Swift-Hohemberg
subcrítico

∂tu = εu + νu3 − u5 − (
∂xx + q2

)2
u, (4.1.1)

donde u (x, t) es el parámetro de orden. Este modelo, propuesto en el estudio de la
inestabilidad convectiva en �uidos (ver ref. [4]), es de codimensión 3, i.e. necesitamos
que los tres parámetros ν ∼ q2 ∼ ε1/2 sean pequeños, con u ∼ ε1/4, ∂t ∼ ε y ∂x ∼ ε1/4,
para que tenga valides cuantitativa. No obstante, en orden de realizar una separación
de escala, entre el patrón exhibido por este modelo, y el defecto que nos proponemos
estudiar, supondremos, de aquí en adelante q ∼ O (1) (manteniendo ν ∼ ε1/2), este es
un modelo matemático prototipo que exhibe el fenómeno que estamos interesados en
estudiar.

Luego, la solución uniforme u = 0 sufre una inestabilidad espacial, de hecho, si
tomamos la perturbación u = δeikx+λt en el espacio de Fourier (con δ ¿ 1), obtenemos
que el espectro de esta solución tiene la forma

λ (k) = ε− (
k2 − q2

)2
,

de modo que, para ε = 0 el modo con número de onda q es linealmente marginal,
mientras que el resto es estable, si ε > 0 existe un in�nidad de modos, con un número
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de onda en torno a q, que son linealmente inestables. Numéricamente se observa que,
tras esta inestabilidad, el sistema exhibe la formación de un patrón (ver �g. 4.1.a), esta
estructura periódica muestra histéresis, i.e. persiste en ε < 0, por lo cual la bifurcación
es subcritica. De modo que existe un región de parámetros en la cual coexisten el patrón
con el estado uniforme u = 0, por lo que esperaríamos observar frentes que conecten
estas dos soluciones estables. De hecho, dentro de la región de coexistencia existe un
subregión en la cual se observan frentes estacionarios (ver �g. 4.1.b), la cual corresponde
a la región de bloqueo.

u

x

u

x

a) b)

Fig. 4.1: Simulación numérica del modelo (4.1.1), aquí se muestra a) el patrón exhibido por
esta ecuación, para ε = 0,1, ν = 1 y q = 0,7, donde se tomaron condiciones de
borde periódicas, y b) un frente bloqueado, entre el patrón y el estado uniforme, para
ε = −0,16875, ν = 1 y q = 0,7, donde se tomaron condiciones de �ujo nulo.

Cerca de la inestabilidad, |ε| ¿ 1, la amplitud del patrón es pequeña O (
ν1/2

)
. Puesto

que aca, los modos inestable tienen un longitud de onda muy cercana a q, λ > 0 implica
que |k − q| < ε1/2/2q, mientras que la dinámica del modo más inestable (q = k) tiene
un tiempo característico λ−1 = ε−1, i.e. muy lento, podemos introducir el ansatz

u =

√
3ν

10

(
A

(
T =

9ν2t

10
, X =

3νx

2q
√

10

)
eiqx + c.c.

)
+ ν5/2w1 + ν9/2w2 + ...

donde wn (x, T ) son pequeñas correcciones que dan cuenta de los efectos anarmónicos
(la solución patrón exacta no es una función trigonométrica). Entonces, introduciendo
este ansatz en el modelo (4.1.1), obtenemos, al orden O (

ν5/2
)
,

Lw1 =
(−∂T A + µA + |A|2 A− |A|4 A + ∂XXA

)
eiqx

+
A3

3

(
1− 3

2
|A|2

)
e3iqx − A5

10
e5iqx + c.c. (4.1.2)

con L =
(
9
√

3/10
√

10
)
(∂xx + q2)

2 y µ = 10ε/9ν2 ∼ O (1). Claramente ker
[L = L†] =

{e±iqx}, luego, la condición de solubilidad más simple de esta ecuación, se obtiene de la
asunción clásica de la teoría de multi-escalas (ver ref. [29]), que consiste en tomar las
escalas x y X como variables independientes, i.e.

∂T A = µA + |A|2 A− |A|4 A + ∂XXA. (4.1.3)

Esta ecuación de amplitud tiene las soluciones uniformes: A = 0, que representa a u = 0,
y es estable sólo para µ < 0; y

|A±| =
√

1

2

(
1±

√
1 + 4µ

)
,



Capítulo 4: FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN ESTADO UNIFORME 97

las cuales aparecen por saddle-node en µ = −1/4, representando un patrón estable de
amplitud A+ y número de onda q, y un patrón inestable de amplitud A− y número de
onda q, el cual colisiona con A = 0 en µ = 0, desestabilizandola. En la �gura 4.2 se
ilustra el diagrama de bifurcaciones descrito.
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¹

Fig. 4.2: Diagrama de bifurcaciones de la ecuación de amplitud (4.1.3).Las lineas continuas
representan soluciones uniformes estables, mientras que las quebradas, soluciones in-
estables.

Este sistema es variacional, i.e. minimiza la energía libre

F [A,A∗] =

∫ {
|∂XA|2 − µ |A|2 − |A|4

2
+
|A|6
3

}
dX,

y tiene, como solución, un frente estacionario, únicamente es el punto de Maxwell µM =
−3/16. En efecto, en coordenadas polares A = ρeiθ, este frente tiene la expresión analítica

ρ±F =

√
3/2√

1 + e±
√

3(X−P )/2
y θF = φ, (4.1.4)

donde P y φ son constantes arbitrarias. Fuera del punto de Maxwell esta estructura
comienza a moverse de acuerdo al proceso de minimización de la energía libre.

De modo que, con una aproximación tan rudimentaria como ésta, no somos capases
de explicar el fenómeno de bloqueo. Aca, reducimos el problema de un frente que conecta
una estructura periódica con un estado uniforme, a un frente que conecta dos estados
uniformes, el cual no exhibe bloqueo. Puesto que, el origen del bloqueo radica en el hecho
de que, cuando el sistema estacionario asociado a (4.1.1), presenta órbitas periódicas,
estas aparecen en familia, por lo cual la conexión heteroclina puede ir seleccionando
distintos miembros de esta familia a medida que movemos los parámetros, la ecuación
de amplitud debe dar cuenta de este hecho. En (4.1.3) el patrón es aproximado por el
modo de Fourier dominante, Re [Aeiqx], no obstante las correcciones anarmónicas a esta
solución pueden dar cuenta de miembros, de lo familia de órbitas periódicas, ignorados
en esta aproximación, por encontrarse muy cerca del modo dominante, sobre los cuales,
no obstate, se sustente la robustez de la órbita heteroclina.

De hecho, resulta sospechoso que la solución frente (4.1.4) posea dos simetrías con-
tinuas: la invariaza traslacional (P arbitrario) y la invariaza de fase (φ arbitrario), siendo
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que el problema de partida, el modelo (4.1.1), sólo posee una, la invariaza traslacional,
más la simetría discreta u −→ −u. La aparición del patrón es en quiebre esponta-
neo de invariaza traslacional, por lo cual puede aparecer en cualquier posición (o con
cualquier fase), más aún, esta estructura periódica es invariante a traslaciones discretas,
x −→ x + 2nπ/q, con n entero. De modo que si desfasamos el patrón φ −→ φ + δφ,
debemos realizar P −→ P + 3νδφ/2q2

√
10, para que esta transformación sea un trans-

formación de simetría, e.g., tanto cambios en φ como en P están asociados a traslaciones
en el sistema de partida, las cuales no son independientes entre si. No obstante, dada
la simetría discreta que preserva el patrón, sumada a la invarianza u −→ −u, podemos
hacer cambios discretos P −→ P + 3nπν/2q2

√
10, sin la necesidad de variar φ. Luego,

(4.1.3) introduce una simetría parasita, la cual no está contenida en el sistema de par-
tida, esta falsa simetría juega un rol preponderante en la propagación del frente, pues
es el modo de goldstone, asociado una traslación in�nitesimal, él que adquiere dinámica
fuera del punto de Maxwell. De alguna forma la solución tipo partícula (4.1.4) siente
una reminiscencia del patrón, que le recuerda que no cualquier traslación es una trans-
formación de simetría, sino, sólo aquellas que son múltiplos semienteros de la longitud
de onda del patrón, i.e. una fuerza extra que da cuenta del esfuerzo que le signi�ca al
sistema nuclear un pico, la cual es responsable del bloqueo en el movimiento del frente
en torno al punto de Maxwell.

Una manera muy simple de incorporar directamente las correcciones anarmónicas en
la ecuación de amplitud (los armónicos superiores que posee el patrón real), y, a la vez
remover la simetría parasita, es imponer que todo el lado derecho de (4.1.2) sea nulo
(ver ref. [25] o [30]), i.e.

∂T A = µA + |A|2 A− |A|4 A + ∂XXA

+
A3

3

(
1− 3

2
|A|2

)
eiκX − A5

10
e2iκX , (4.1.5)

donde κ = 4
√

10q2/3ν À 1 (pues supusimos q ∼ O (1)), de modo que estos nuevos
términos oscilan rápidamente en el espacio, por ello son usualmente despreciados. Dado
que, según la teoría de multi-escalas standard, son ortogonales a ker

[L†], los llamaremos
términos no-resonantes. No obstante esta asunción es falsa, puesto que x y X no son
variables independientes, sino dos escalas de un mismo y único espacio (es absurdo
pretender que de la nada aparezcan dos espacios independientes), e.g, las variaciones
espaciales de la amplitud, A, inducen que es estos términos no sean ortogonales a ker

[L†],
aunque su proyección en este subespacio sea pequeña. Una manera de incorporar estas
correcciones es mediente (4.1.5).

Luego, dado que los términos no-resonantes son pequeños, su efecto puede ser estudi-
ado como una perturbación a la ecuación de amplitud (4.1.3). En efecto, si introducimos
el ansatz

A =
(
ρ+

F (X − P (T )) + δρ (X, P )
)
eiδθ(X,P ),

en (4.1.5), cerca del punto de Maxwell µ = µM + δµ, con δµ ∼ Ṗ ¿ 1. Haciendo uso del
modo de goldstone asociado a (4.1.4), obtenemos la condición de solubilidad, para δρ,
al orden dominante O

(
e−2πκ/

√
3
)

Ṗ = γ − Γ cos (κP ) , (4.1.6)
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con
γ =

8δµ√
3

y Γ =
2πκ3

3 sinh
(
2πκ/

√
3
) .

Esta ecuación, para γ < Γ, posee in�nitos puntos de equilibrio cos (κPeq) = γ/Γ, que se
van alternando entre atractores y repelores. Luego, en esta región de parámetros, que
corresponde a la región de bloqueo, la posición del frente queda inmóvil en alguno de estos
in�nitos equilibrios estables, lo cuales están equiespaciados, y su distancia corresponde
al la mitad de la longitud de onda del patrón. Fuera de la región de bloqueo, γ > Γ,
todos estos puntos desaparecen por saddle-node, y el frente se propaga con una velocidad
periódica, de modo que el estado extendido más favorable energéticamente invade al otro.

Sin embargo, estos atractores no son equivalentes, de hecho, si escribimos Ṗ =
−∂U/∂P , tenemos que

U = −γP − Γ

κ
sin (κP ) ,

luego, para γ < 0, mientras más grande sea el Peq estable, es más favorable energéti-
camente el atractor, en el caso contrario, γ > 0, ocurre la situación inversa. Sólo en el
punto de Maxwell, γ = 0, todos lo equilibrios estables son equivalentes energéticamente,
i.e. fuera del punto de Maxwell, alguno de los dos estados extendidos es más favorable,
pero no invade el espacio pues debe sortear cierta barrera de nucleación para poder
propagarse, lo que bloquea su movimiento.

Luego, si agregamos ruido al sistema, como en el capítulo III, el defecto sentirá una
fuerza estocástica extra, y (4.1.6) se transformara en una ecuación tipo Langevin (ver
Apéndice C o ref. [25] o [30]),

∂tu = εu + νu3 − u5 − (
∂xx + q2

)2
u +

√
η̄ζ (x, t)

=⇒ Ṗ = −∂U

∂P
+
√

ηξ (t) ,

con η = 160
√

10η̄/27
√

3qν2, mientras que 〈ζ(x, t)ζ(x́, t́)〉 = δ (t́− t) δ (x́− x) y 〈ξ(t)ξ(t́)〉 =
δ (t́− t) son ruidos blancos (gausianos). De modo que, fuera del punto de Maxwell, las
�uctuaciones ocasionaran que sea más probable un transición desde un atractor más
energético a uno menos energético, haciendo que, en promedio, el frente se propague de
modo que el estado extendido más conveniente invade el espacio (ver ref. [25] o [30]).
En la �gura 4.3.a se exhibe un simulación numérica de este proceso, para el modelo
(4.1.1), donde el movimiento del frente se desbloquea por acción del ruido. En la �gura
4.3.b se muestra este proceso para el modelo de Nagumo no-local, (2.3.1), estudiado en
el capítulo II, si bien, en este caso, no es válido el esquema aproximativo que acabamos
de exponer, el sistema presenta el mismo proceso de desbloqueo, i.e. este fenómeno es
robusto. Notemos que, en este ultimo caso, el ruido es capaz de excitar el mecanismo
de �sión de picos, mediante el cual el frente se propaga de manera determinista, pero
dentro de la región de bloqueo, osea, en general un frente bloqueado es un equilibrio
metaestable, y en presencia de ruido, el frente tiende a propagarse, de acuerdo a los
mecanismos propios que posea el sistema en estudio. Para que este fenómeno ocurra,
debemos estar en una sistema muy lejos del equilibrio (como es el caso de la formación
de patrones), pues estamos sacando energía de las �uctuaciones para convertirla en un
movimiento directo, i.e. esto opera como un motor browniano.
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Fig. 4.3: Desbloqueo por ruido para: a) el modelo 4.1.1, con ν = 1, q = 0,7 y ε = −0,16, sin
ruido (arriba) y con ruido, η̄ = 0,4 (abajo); b) el modelo 2.3.1, para una in�uencia
tipo salto, con α = 0, 35 y σ = 2,5, sin ruido (arriba) y con ruido (abajo).

Por lo cual, tanto los patrones localizados al igual que los dominios localizados, son
estructuras metaestables, que perduran por algún tiempo, pero son �nalmente destruidas
por el ruido.

Notemos que la región de bloqueo, γ < Γ, es extremadamente pequeña, δµ ∼
O

(
e−2πκ/

√
3
)
, en este limite. Este es sólo producto de escalamiento que hicimos, que

a su vez nos permitió entender analíticamente el fenómeno de bloqueo, mediante un
método perturbativo. Fuera de este limite particular el comportamiento es cualitativa-
mente similar, aca, eso si, la región de bloqueo tiene un tamaño arbitrario (depende
del sistema en estudio), y de orden O (1), en general. En la literatura se atribuye este
fenómeno, y la falla del método de ecuaciones de amplitud para explicarlo, a un efecto
no adiabático (ver ref. [23]), puesto que el tamaño del defecto es del orden de la longitud
de onda del patrón. Si bien en el caso más general (no suponiendo nada pequeño) esto
es así, en el limite que acabamos de estudiar esto es falso, pues el tamaño del defecto
(4.1.4) si es mucho mayor que la longitud de onda del patrón. Esto puede parecer con-
tradictorio con la se observa en las simulaciones numéricas del modelo (4.1.1), lo que
ocurre aquí es que estamos fuera de este limite muy particular. Aca la región de bloqueo
es exponencialmente pequeña, por lo que resulta natural que el método de multi-escalas
prediga que, a primer orden, es un punto, son las correcciones superiores las que nos
dicen que es un objeto de dimensión superior en el espacio de parámetros. Más aún,
puesto que la deducción de la ecuación de amplitud pasa por una expansión polinomial
en algún parámetro pequeño, ξ = ν1/2 en nuestro caso, nunca vamos a poder atrapar
un fenómeno exponencialmente pequeño, como el bloqueo, mediante la implementación
convencional de este método, pues la serie de potencia, de e−C/ξ2 , en torno a ξ = 0, es
exactamente cero (osea, no hay bloqueo en la corrección w1, w2, w3,..., se pierde a todo
orden). Es por esto que, para explicar el bloqueo, mediante una ecuación de amplitud,
de debe recurrir a una estrategia un tanto tosca, como es la inclusión directa de los
términos no resonantes.

Resulta natural preguntarse que ocurre con este fenómeno en un sistema de bidimen-
sional, donde, por lo demás, se realiza la mayor parte de los experimentos en formación
de patrones. La estructura más similar al patrón unidimensional, aquí estudiado, son los



Capítulo 4: FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN ESTADO UNIFORME 101

rollos (ver ref. [4]), donde el pico unidimensional se extiende uniformemente en la nueva
dimensión espacial incorporada (el pico se transforma en un rollo). No obstante, la in-
corporación de esta nueva dimensión espacial, trae con sigo nuevos fenómenos, haciendo
que el bloqueo pueda desaparecer, como se mostrara a continuación.

4.2. FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN
ESTADO UNIFORME: CASO ISOTRÓPICO

(DESBLOQUEO POR ZIG-ZAG)
Consideremos la extensión isotrópica del modelo (4.1.1), a dos dimensiones espaciales

∂tu = εu + νu3 − u5 − (∇2 + q2
)2

u, (4.2.1)

con ∇2 = ∂xx + ∂yy, u ∼ ν1/2, y seguiremos pensando que ν ∼ ε1/2 ¿ 1, pero q ∼ O (1).
Esta extensión tiene como solución patrones conformados por rollos, los cuales tienen
un estructura de bifurcaciones muy similar a la del patrón unidimensional estudiado en
el parágrafo anterior. De hecho, el espectro de la solución uniforme u = 0 es

λ (kx, ky) = ε− (
k2 − q2

)2
, (4.2.2)

donde k =
√

k2
x + k2

y. De modo que, para ε > 0, esta solución es inestable, y el sistema
exhibe la formación de rollos. No obstante, dado la isotropía del sistema, los rollos pueden
aparecer con una orientación. Espontáneamente, el sistema selecciona localmente una
orientación, dando como resultado dominios en los cuales el sistema se encuentra en
un estado conformado por rollos, con alguna orientación determinada (ver �g. 4.4.a).
En algunos casos el sistema entra en una dinámica de dominios, tras la cual termina
en un estado conformado por rollos con una orientación �ja en todo el espacio (ver
�g. 4.4.b). En otros casos se observa la formación de una estructura laberíntica, que,
numéricamente, aparenta ser estable.

a) b)

Fig. 4.4: Simulación numérica isoespectral del modelo (4.2.1), aquí se muestra a) la generación
espontanea de dominios con rollos orientados en distintas direcciones, para ε = 0,234,
ν = 1 y q = 1, y b) rollos bien orientados para ε = 0,15, ν = 1 y q = 0,7.
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De todas maneras, ya sea por la evolución natural del sistema, o manipulando la
condición inicial, numéricamente se observa que existen rollos estables, los cuales exhiben
histéresis, i.e. persisten en ε < 0. Luego, al igual que en el caso unidimensional, hay una
región de coexistencia en la cual pueden haber frentes que conecten el rollo con el estado
uniforme u = 0.

Si colocamos una de estas estructuras, i.e. una interface plana que separa el espacio
en dos regiones: una el la cual el sistema se encuentra en el estado uniforme u = 0; y
la otra en rollos cuya orientación es paralela a la interface (ver �g. 4.5). La simulación
numérica de este objeto muestra que sufre una inestabilidad transversal, i.e. en la inter-
face, primeramente plana, aparece una longitud de onda bien de�nida (ver �g. 4.5.a).
Tras lo cual se forma una estructura tipo zigzag, esto es, pendientes bien de�nidas, sep-
aradas por vértices prácticamente puntuales, cúspides y valles (ver �g. 4.5.b o 4.5.c) que
podríamos identi�car como partículas y antipartículas. En efecto, el tramo ulterior de
la dinámica consiste en una coarseninig, en el cual cúspides y valles se van aniquilando
mutuamente, incrementando el largo promedio en que la interface se encuentra con una
sola pendiente.

a) b) c)

Fig. 4.5: Inestabilidad transversal de la interfase plana, y formación del zigzag. Las �guras
corresponden a una simulación de (4.2.1), para ε = −0,16, ν = 1 y q = 0,9, con el
tiempo creciendo de izquierda a derecha.

Cave señalar que, debido a que la simulación de (4.2.1) se realizo utilizando un
método isoespectral, se tienen condiciones de borde periódicas en todos los con�nes del
sistema. Cuando aquí hablamos del frente, lo hacemos de un modo idealizado, pensando
que la interfase divide dos regiones semin�nitas. No obstante, la estructura real simulada
son dos frentes muy alejados uno del otro, en la �gura 4.5 se muestra sólo la región del
espacio donde se encuentra uno de estos objetos.

Luego, resulta tentador tratar de describir este proceso con los métodos desarrollados
en esta tesis, i.e. reducir el sistema de cúspides y valles ha un sistema de ecuaciones difer-
enciales ordinarias, en los que estos entes jueguen el rol de partículas y antipartículas.
No obstante, veremos que esta reducción no es posible de hacer en este caso.

Primero que nada veamos la universalidad de este proceso, i.e. su descripción me-
diante ecuaciones de amplitud. Si perdida de generalidad supondremos que el rollo se
encuentro orientado el la dirección x (i.e. ~k = (q, 0)), luego, cerca de la inestabilidad
|ε| ¿ 1, los números de onda críticos, en la dirección paralela al rollo, escalan de la



Capítulo 4: FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN ESTADO UNIFORME 103

misma manera que en el caso unidimensional, |kx − q| < ε1/2/2q, pero, por tratarse este
patrón de un quiebre espontaneo de la simetría rotacional, los números de onda críticos
perpendiculares al rollo escala de una manera diferente, de hecho, del espectro (4.2.2)
concluimos que ky < ε1/4 para kx ∼ q, el tiempo característico con que estos modos
inestables evolucionan sigue siendo de orden ε−1, luego, tomamos el ansatz

u =

√
3ν

10

(
A

(
T =

9ν2t

10
, X =

3νx

2q
√

10
, Y =

√
3ν√
10

y

)
eiqx + c.c.

)

+ ν5/2w1 + ν9/2w2 + ...

e introduciendolo en (4.2.1), y procediendo de la manera usual, obtenemos la condición
de solubilidad clásica (suponiendo las escalas x y X, independientes), al orden O (

ν5/2
)
,

∂T A = µA + |A|2 A− |A|4 A + (∂X − i∂Y Y )2 A, (4.2.3)

con µ = 10ε/9ν2. Esta ecuación de amplitud es una versión subcritica de la famosa
ecuación de Newell-Whitehead-Segel (ver ref. [4]), donde la anisotropía del operador
(∂X − i∂Y Y )2 da cuenta del quiebre en la simetría rotacional que signi�ca la aparición
del rollo. Este modelo también es variacional, i.e. su dinámica consiste en la minimización
de la energía libre

F [A,A∗] =

∫ {
|(∂X − i∂Y Y ) A|2 − µ |A|2 − |A|4

2
+
|A|6
3

}
dXdY.

Luego, (4.2.3) tiene las mismas soluciones uniformes que (4.1.3) y comparten la misma
estructura de bifurcaciones (ver �g. 4.2). En partículas, el frente (4.1.4) también es una
solución exacta de (4.2.3), en el punto de Maxwell µM = −3/16, la cual representa una
interface plana entre un rollo y el estado uniforme u = 0. Esta solución sufre la misma
inestabilidad que el frente plano en el modelo (4.2.1), en efecto, en la �gura 4.6 se muestra
una simulación numérica de la ecuación (4.2.3), en el punto de Maxwell, tomando como
condición inicial el frente (4.1.4) más un poco de ruido. Aca se empleo un método de
diferencias �nitas, lo que nos da más libertad en la elección de las condiciones de borde, en
la dirección Y (paralela a la interfase plana) se tomaron condiciones de borde periódicas,
mientra que en X (dirección ortogonal a la interfase plana) se tomo �ujo nulo.

Luego la ecuación de amplitud (4.2.3) presenta la misma inestabilidad, i.e. primero
aparece una longitud de onda bien de�nida, después de la cual, la interfase forma una
estructura tipo zigzag, la cual comienza un proceso de coarsening, en el cual las cúspides
y valles se van auto-aniquilando.

De modo que, esta inestabilidad de zigzag es universal, en el sentido de que cualquier
modelo que tenga la misma estructura de bifurcaciones que (4.2.1), y comparta las mis-
mas simetrías, debiese exhibir el mismo comportamiento. Notemos que aquí no hemos
considerado los términos no-resonantes, esto se debe a que, la simetría parasita intro-
ducida por (4.2.3), no juega ningún rol en la desestabilización de la interfase plana, aca
el principal ingrediente es el quiebre en la simetría rotacional. En efecto, en la �gura
4.7, se muestra una simulación numérica de la ecuación de amplitud, incluyendo estas
correcciones, el proceso es esencialmente el mismo, por lo cual, de aquí en adelante nos
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a) b) c)

Fig. 4.6: Inestabilidad transversal de la interfase plana, y formación del zigzag, para el modelo
(4.2.3), en el punto de Maxwell. El tiempo crece de izquierda a derecha.

concentraremos únicamente en (4.2.3). Claro que ésta introduce una deriva anómala,
en torno al punto de Maxwell, no obstante, los aspectos esenciales de la inestabilidad
están contenidos en la ecuación de amplitud (4.2.3), el resto son correcciones de orden
superior.

Fig. 4.7: Formación del zigzag y coarsening, para el modelo (4.2.3) más los términos no reso-
nantes, en el punto de Maxwell. El tiempo crece de izquierda a derecha.

Cave señalar que, en ref. [31], se halla un estudio de un frente que conecta un rollo
con un estado uniforme en la ecuación de Swift-Hohemberg cubica, aca la estructura de
bifurcaciones es distinta y por lo tanto no es posible describir el fenómeno mediante la
ecuación de amplitud (4.2.3). En este caso la interfase plana también es inestable, pero el
proceso no-lineal, que sigue al desarrollo de esta inestabilidad, es distinto, observado se
la formación de dedos, y no de un zig-zag con el consiguiente proceso de coarsening, e.g.
en este caso la respuesta no-lineal del sistema no es capaz de saturar la inestabilidad. No
obstante, en nuestro caso, por contar con una ecuación de amplitud, podemos asegurar
que el proceso es universal, i.e. existe una clase in�nita de modelos (que comparten la
misma estructura de bifurcaciones y simetrías que (4.2.1)), los cuales exhiben la misma
fenomenología.

Este tipo de inestabilidad en una interfase plana, y la formación de un zigzag, a sido
observado en otros contextos, como frentes de solidi�cación, en crecimiento de cristales
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(ver ref. [32]), o paredes de Ising en cristales líquidos nematicos (ver ref. [33]). La de-
scripción teórica más típica de estos procesos consiste en escribir una ecuación efectiva
para la posición de la interfase, que, por la invarianza traslacional del sistema, debe tener
la forma ∂T P = J (∂Y P ), o bien, escribiendo Q = ∂Y P ,

∂T Q = ∂Y J (Q) .

Típicamente, si la inestabilidad ocurre para un valor dado de los parámetros, se puede
hacer una expansión en gradientes, cerca del punto en que lo interfase plana se deviene
inestable, dando como resultado modelos como el de Cahn-Hilliard (CH)

J = ∂Y

(
εQ + Q3 − ∂Y Y Q

)
,

o generalizaciones como la ecuación de Cahn-Hilliard convectiva (CHc) (ver ref. [32])

J = ∂Y

(
εQ + Q3 − ∂Y Y Q

)
+ δQ2,

donde el parámetro de bifurcación |ε| ¿ 1, i.e. debemos estar cerca de la inestabilidad
para que la expansión en gradientes sea valida. La principal diferencia entre modelo CH
y CHc es que, en este ultimo, la cantidad

∫
PdY deja de ser conservada, i.e. el área de

uno de los estados extendidos crece a expensas del otro. Aca también se debe tener que
δ ¿ 1, sino el proceso de coarsening se destruye, dando origen a una transición al caos
espacio-temporal, pasando por la formación de patrones (ver ref. [34]), de hecho, en el
limite δ −→ ∞, el modelo CHc se reduce a la ecuación de Kuramoto-Sivashinsky. En
este tipo de modelos la interacción de defectos está gobernada por efectos de �matching�,
entre el kink y el antikink (ver ref. [35] o [36]), no obstante, para el modelo CH la ley de
coarsening sigue siendo logarítmica, 〈L〉 ∼ log (T ) (ver ref. [35]), mientras que el modelo
CHc sufre un crossover, pasando de ser 〈L〉 ∼ √

T a 〈L〉 ∼ log (T ) cuando el gas de
defectos está lo su�cientemente diluido (ver ref. [36]).

No obstante, intentar realizar un análisis de este tipo, para (4.2.3), no es posible.
Tomando como solución de base el frente (4.1.4), i.e. un ansatz de la forma A =(
ρ+

F (X − P (Y, T )) + δρ (X,Y, P )
)
eδθ(X,Y,P ), y efectuando una expansión en gradientes

se concluye que la interfase es linealmente estable (salvo un modo neutro asociado a
la invarianza traslacional), en el punto de Maxwell. Lo cual está en abierta contradic-
ción con lo que se observa numéricamente, en efecto, en la �gura 4.8 se encuentra una
medición de el espectro de la función P (Y, T ) (linea punteada), concretamente se con-
sidero la interfase plana más una pequeña perturbación estocástica, P = P0 + δP (Y, T )
con δP ¿ 1, la cual se dejo evolucionar por un tiempo breve, de modo que el sistema
estuviera en un régimen lineal ∂T δP = L (∂Y ) δP , lo que se muestra en este grá�co el la
transformada de Fourier σ (k) = L (ik). El criterio para discernir que el sistema estuviera
en un régimen lineal fue que la función log (pk (T )) (con pk la transformada de Fourier
de δP ) fuese aproximadamente lineal, luego su pendiente corresponde a σ (k). La linea
continua en 4.8 corresponde a un ajuste con un espectro tipo CH, i.e. σ (k) = αk2−βk4,
el cual funciona bastante bien, salvo en el origen (k ∼ 0), donde el espectro numéri-
co parece ser casi plano. Cave enfatizar que para que una expansión en gradientes sea
valida se requiere que muy pocos modos, cercanos al origen, sean inestables, con tiem-
pos característicos de crecimiento muy lentos, i.e. σ ¿ 1, esto claramente no ocurre en
este caso. Aca la interfase es de por si inestable, osea, no hay un parámetro de control
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Fig. 4.8: Espectro numérico de una interfase plana, para el modelo (4.2.3), en el punto de
Maxwell. Lo cual muestra que es linealmente inestables. La curva continua, en rojo,
es un ajuste con un espectro tipo CH σ (k) = αk2 − βk4.

de la inestabilidad (un parámetro de bifurcación, que pueda tomarse arbitrariamente
pequeño), por lo cual no es tan sorprendente que este tipo de análisis fallen.

Resulta pertinente, de todas formas, mirar con más cuidado la estructura del zigzag,
ver de que tipo son los kinks y antikinks que la conforman. En la �gura 4.9.a se muestra la
función P (Y, T ), mientras que en 4.9.b se muestra se derivada Q = ∂Y P . En esta ultima
�gura se ve, que entre los defectos, la derivada Q toma un valor más o menos constante,
por lo cual podemos a�rmar que las pendientes de las zonas que median entre una cúspide
y un valle, o un valle y una cúspide, son más o manos constates, y de signo contrario.
Por otro lado, entorno al defecto se observan oscilaciones del campo Q, en el capítulo II
vimos que, si estas oscilaciones se deben al comportamiento asintótico de alguna órbita
heteroclina (asociada con lo kinks), se modi�ca la interacción de defectos dando origen a
estructuras localizadas, lo cual pararía el proceso de coarsening. No obstante, en modelos
como CHc, se observan estructuras similares, las cuales, sin embargo, no guardad relación
con el comportamiento asintótico de las órbitas heteroclinas asociadas con los kinks y
antikinks de este modelo (que si son funciones monótonas), si no que son producto de
un efecto de �matching�, aca los valores que asintóticamente conectan estas soluciones
no coinciden, por lo cual, cuando colocamos dos de estos defectos juntos, el sistema se
debe ajustar, lo que ocasiona estas protuberancia (ver ref. [36]), aunque en este caso,
sólo se observan a un lado del defecto (y no en ambos lados como se ve en �g. 4.9.b).
Si bien, esto modi�ca radicalmente la interacción de defectos en CHc, produciendo el
crossover ya comentado, no para el proceso de coarsennig.

No obstante, dado que en nuestro caso no tenemos un modelo de la forma ∂T P =
J (∂Y P ), toda esta discusión resulta un tanto bizantina, aca debemos medir directamente
el proceso de coarsening. El resultado aquí también es sorprendente, en un comienzo
pareciera que, el largo promedio entre cúspides y valles (en el capítulo III se explican
las ideas y procedimientos en la medición de un coarsening), sigue un ley de potencia
〈L〉 ∼ T 0,22 (ver �g. 4.10), para luego acelerarse, un buen ajuste se consigue una la
curva de la forma 〈L〉 ∼ [log (T/T0)]

−1 (ver �g. 4.10). Esta aceleración del proceso es
completamente contra intuitiva y anómala, puesto que uno esperaría que a medida que el
gas de defectos se va diluyendo, producto de los procesos de aniquilación, la interacción
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Fig. 4.9: Spline cubico de a) la interfase, y b) su derivada.

entre estos entes se debilitara, lo cual debiese desacelerar el coarseninig. Lo que ocurre
en este caso es que las cúspides y valles �no son soluciones tipo partículas�, si no que
son parte de un proceso global que sufre el sistema como un todo, incluso lejos de la
interfase.
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Fig. 4.10: Largo promedio, entre cúspides y valles, en función del tiempo.

En efecto, en la �gura 4.11 se muestra como se van modi�cando U = Re [A] y
V = Im [A] durante el proceso de coarsening (se tomo una condición inicial con φ = 0,
real pura), lo cual es una medida de como se modi�ca lo fase local del patrón durante
el desarrollo de esta inestabilidad (una medición directa de la fase es complicado por el
error numérico que conlleva). De hecho, en la simulación numérica directa del modelo
(4.2.1) (ver �g. 4.5), se ve como, a medida que la estructura de zigzag se forma, el
patrón, lejos de la interfase, va desfasandose con un zigzagueo similar al que presenta
la interfase. Es fácil ver que, pequeñas irregularidades en la fase tiende a uniformizarse
mediante mecanismos difusivos, para ello podemos introducir en (4.2.3) la perturbación
A = ρ+eiδθ(X,Y,T ), con ρ+ = |A+| la amplitud del patrón (i.e. estamos pensando en
mantener al sistema en el estado patrón, y ver que comportamiento tienen pequeños
desfases), con lo que obtenemos

∂T δθ = ∂XXδθ − ∂Y Y Y Y δθ,

e.g. las irregularidades difunden en la dirección X e hiperdifunden en la dirección Y .
Luego, en una etapa temprana del proceso, i.e. cuando tenemos una interfase práctica-
mente plana, salvo pequeñas irregularidades, y la fase es casi uniforme, estas pequeñas



Capítulo 4: FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN ESTADO UNIFORME 108

irregularidades existan la fase en torno a ellas. Estas �uctuaciones de la fase se van difun-
diendo al interior del patrón, pero, producto del mismo proceso difusivo, ahora dentro del
patrón, estas irregularidades en la fase empujan el proceso de coarsening en la interfase.
Luego, existe un mecanismo de retroalimentación, mediante el cual la interfase inducen
irregularidades en la fase, las cuales, a su vez, inducen el proceso de coarsening en la
interfase. Esto explica la curiosa aceleración del coarsening, puesto que mientras más
avanzado se encuentre este proceso, las irregularidades en la fase se habrán difundido
a regiones más alejadas de la interfase, ocasionando que la dinámica de coarsening se
vea urgida por un trozo más grande del sistema. Haciendo que el proceso sea cada vez
más no-local, y por lo tanto no pueda ser descrito mediante una ecuación de la forma
∂T P = J (∂Y P ), que presupone que toda la información relevante se encuentra entorno
a la interfase, X ∼ P (Y, T ). Cave señalar que, si proceso de coarsening se torna cada
vez más no-local, el sistema sentirá los bordes mucho antes que la interfase los toque,
luego, la aceleración excesiva que se observa en la etapa terminal de este proceso, quizás
sea un efecto de borde.

a)

b)

c)

jAj Re [A] Im [A]

Fig. 4.11: Modulo y partes reales e imaginarias de la amplitud A. El tiempo avanza desde arriba
hacia abajo.
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Luego, hemos dilucidado el mecanismo que gobierna el coarsening, pero aún no hemos
entendido el mecanismo que gatilla la inestabilidad, i.e. como las pequeñas irregulari-
dades iniciales, en la interfase, son capases de excitar la fase. En la etapa temprana del
proceso (antes que se forme un zigzag bien de�nido), las excitaciones en la fase son en-
torno a la interfase, de hecho, en la construcción del espectro 4.8, supusimos localidad,
i.e. que el sistema puede ser descrito por una ecuación de la forma ∂T δP = L (∂Y ) δP .
Si bien, esto puede resultar un poco contradictorio con lo comentado anteriormente, la
coherencia que muestra el espectro 4.8, es un fuerte evidencia de que, en el régimen lineal
(cuando el zigzag aún no está bien formado) ésta es una muy buena aproximación, no
así en el régimen no-lineal, donde las irregularidades en la fase se han difundido lejos de
la interfase.

En efecto, si consideramos la condición inicial real A (T = T0) = U0 = ρ+
F (X − P0 + δP (Y, T )),

con δP ¿ 1, i.e. la solución frente (4.1.4) más pequeñas irregularidades en la interfase,
en un momento in�nitesimalmente ulterior T0 + ∆T , la parte imaginaria de la amplitud
V sufrirá una variación

∆V ≈ 2ρ′F (∂Y Y δP ) ∆T,

con ρ′F = dρF /dX, por lo tanto, esta variación es local (entorno a la interfase ρ′F � 0
ssi X ∼ P ), y lo que produce la excitación inicial son las pequeñas concavidades en
la interfase irregular, que actúan como �fuentes de fase�, que luego se difunden a zonas
lejanas al defecto. Esta variación a su vez reexcita la parate real, ocasionando que el modo
de goldstone, asociado a la solución frente (4.1.4), se mueva, desatando la inestabilidad.
Luego, toda la interacción entre la parte real e imaginaria de la amplitud, o entre el
modulo y la fase, se produce a través del termino

Im
[
(∂X − i∂Y Y )2] = −2∂XY Y

del operador de Newell-Whitehead-Segel. Este operador representa el quiebre espontaneo
en simetría rotacional que signi�ca la aparición de un rollo en un isotrópico, en efecto,
el hecho que las curvas de nivel del espectro (4.2.2), en el plano (kx, ky), sean círculos
centrados en (0, 0), produce que las escalas |kx − q| ∼ ε1/2 y ky ∼ ε1/4 sean diferentes.

Lo que ocurre, entonces, es que en las pequeñas irregularidades en la interfase, el
sistema trata de formar un rollo, pero con una orientación arbitraria, que raramente
coincide con la del rollo tras de él. Luego, el sistema trata de acomodarse localmente,
lo que produce una perturbación en la fase (pequeñas perturbaciones en la fase, pueden
interpretarse como pequeñas rotaciones del rollo). Las cuales se difunde, al interior del
patrón, activando el mecanismo de retroalimentación que da origen al zigzag. De modo
que, si el sistema no fuese isotrópico, y sólo admitiera rollos en una dirección determi-
nada, esta inestabilidad no debiese ocurrir, a continuación procederemos a estudiar este
caso.
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4.3. FRENTES QUE CONECTAN ROLLOS CON UN
ESTADO UNIFORME: CASO ANISÓTROPO

(RECUPERACIÓN DEL BLOQUEO)
Consideremos ahora la extensión anisótropa del modelo (4.1.1), a dos dimensiones

espaciales
∂tu = εu + νu3 − u5 − (

∂xx + q2
)2

u + ∂yyu, (4.3.1)
donde u ∼ ν1/2 es el parámetro de orden, y ν ∼ ε1/2 ¿ 1, pero q ∼ O (1). En este caso
se tiene una difusión ordinaria en la dirección y, por lo cual, el sistema sólo admite rollos
paralelos a esta dirección. En efecto, el espectro de la solución uniforme u = 0, adopta
la forma

λ (kx, ky) = ε− (
k2

x − q2
)2 − k2

y, (4.3.2)
por lo cual es inestable, para ε > 0, pero el primer modo de Fourier, en devenirse
inestable, es e±qx, i.e. rollos perpendiculares al eje x. La estructura de bifurcaciones de
este patrón es idéntica a la del caso unidimensional o el caso isótropo. De modo que
existe una zona, en ε < 0, en que esta estructura coexiste con un estado uniforme u = 0
estable, donde se pueden observar frentes entre estos dos estados extendidos.

Aca, si colocamos una interfase plana, en la misma región de parámetros en que se
observa bloqueo, en una dimensión, ésta es transversalmente estable y no se propaga,
i.e. se recupera el fenómeno de bloqueo observado en sistemas unidimensionales. En
efecto, en la �gura 4.12 se muestra la simulación una interfase inicialmente irregular,
la cual converge a una interfase plana a medida que el sistema evoluciona, para luego
permanecer en este equilibrio estacionario. El mecanismo con el cual se atenúan estas
irregularidades aparenta ser difusivo.

Fig. 4.12: Interfase entre un estado uniforme, y rollos, para el modelo (4.3.1). Inicialmente, la
interfase tiene una forma tipo campana, la que luego, evoluciona a una forma plana,
evidenciando su estabilidad transversal. El tiempo avanza de izquierda a derecha.

Luego, para escribir una ecuación de amplitud, que describa el fenómeno, notemos
que, cerca de la inestabilidad 0 < ε ¿ 1, las modos críticos, en el plano (kx, ky), están
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contenidos en dos elipses centradas en las puntos (±q, 0), i.e.
(

kx ± q

ε1/2/2q

)2

+

(
ky

ε1/2

)2

= 1,

luego, aca tanto |kx − q| como ky escalan de la misma manera (ε1/2), mientras que
el tiempo característico con que evolucionan estos modos sigue siendo de orden ε−1.
Entonces introduciremos el ansatz

u =

√
3ν

10

(
A

(
T =

9ν2t

10
, X =

3νx

2q
√

10
, Y =

3νy√
10

)
eiqx + c.c.

)

+ ν5/2w1 + ν9/2w2 + ...

en (4.3.1), con lo cual obtenemos, al orden O (
ν5/2

)
,

Lw1 =
(−∂T A + µA + |A|2 A− |A|4 A +∇2A

)
eiqx

+
A3

3

(
1− 3

2
|A|2

)
e3iqx − A5

10
e5iqx + c.c. (4.3.3)

con µ = 9ε/10ν2, ∇2 = ∂XX + ∂Y Y y L = (9/10) (∂xx + q2)
2. Luego, la condición de

solubilidad habitual de (4.3.3), nos provee la ecuación de amplitud

∂T A = µA + |A|2 A− |A|4 A +∇2A. (4.3.4)

Ésta es la extensión más trivial de (4.1.3) a dos dimensiones, posee las mismas soluciones
uniformes, y tienen la misma estructura de bifurcaciones (ver �g. refDiagBif), mientras
que su dinámica consiste en la minimización de la energía libre

F [A,A∗] =

∫ {
|∇A|2 − µ |A|2 − |A|4

2
+
|A|6
3

}
dXdY.

Luego, (4.3.4) sólo posee un frente estacionario, del tipo (4.1.4), en el punto de Maxwell
µM = −3/16, pero en este caso, esta interfase plana es transversalmente estable. En
efecto, una simulación numérica de esta solución, se muestra en la �gura 4.1.4.a, tomando
como condición inicial (4.1.4), pero, con una posición (P ) que varia a lo largo de Y (con
forma de campana), el sistema naturalmente converge a una interfase plana. Aca se uso
un método de diferencias �nitas, por lo cual se tomaron condiciones de borde periódicas
en el eje Y , y �ujo nulo en el eje X.

De modo que en este caso (4.3.4), nuevamente se pierde el fenómeno de bloqueo
exhibido por (4.3.1). Aca vuelve a ser urgente la remoción de la simetría parasita intro-
ducida por (4.3.4), para una descripción cualitativa del sistema. Más aún, dado que el
operador laplaciano (∇2) es invariante rotacional, cualquier rotación del frente (4.1.4), en
el plano (X, Y ), es una solución equivalente y, por lo tanto, con las mismas propiedades.
Esto entra en evidente contradicción con la naturaleza anisótropa del modelo de partida
(4.3.1), que sólo admite como solución rollos paralelos al eje Y . Aca un interfase que este
inclinada, con respecto al eje Y , es un frente de una naturaleza totalmente diferente,
puesto que cortara los rollos, ocasionando un comportamiento dinámico cualitativamente
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a)

b)

Fig. 4.13: Estabilidad transversal de una interfase plana los modelos a) (4.3.4), i.e. sin términos
no resonantes, y b) (4.3.5), i.e. con términos no resonantes. El tiempo avanza de
izquierda a derecha.

distinto. Luego, en este caso, más que en el caso unidimensional, nos urge emendar la
ecuación de amplitud (4.3.4), pues no sólo introduce una simetría parasita, sino dos.

Procediendo de manera análoga al caso unidimensional, podemos incluir los términos
no resonantes, imponiendo que el lado derecho de (4.3.3) sea nulo, i.e.

∂T A = µA + |A|2 A− |A|4 A +∇2A

+
A3

3

(
1− 3

2
|A|2

)
eiκX − A5

10
e2iκX , (4.3.5)

con κ = 4
√

10q2/3ν À 1. Donde, al igual que en una dimensión espacial, los términos
no resonantes son rápidamente oscilantes (por el escalamiento, en las variables, que
supusimos), por lo cual su efecto puede ser estudiado como una perturbación a (4.3.4).

Entonces, puesto que aca las irregularidades iniciales en la interfase no producen una
excitación en la fase, que luego difunde lejos de ella, dado que el sistema de partida es
anisótropo (i.e. sólo admite patrones paralelos al eje Y , por lo cual no debe efectuar
ningún ajuste en la interfase, que perturbe la fase). Vamos a suponer que todo lo que
ocurre con estas irregularidades es local, i.e. se puede describir con un ecuación de la
forma ∂T P = K (P ) (no de la forma ∂T P = J (∂Y P ), pues los términos no resonantes
quiebran la invariaza traslacional). Más aún, dado que numéricamente la interfase plana
se muestra estable (ver �g. 4.1.4.b), consideraremos que es valida una expansión en
gradientes para describir el sistema. Concretamente, nos pararemos cerca del punto de
Maxwell µ = µM + δµ con δµ ¿ 1, e introduciremos, en (4.3.5), el ansatz

A =
(
ρ+

F (X − P (Y, T )) + δρ (X,P )
)
eiδθ(X,P ),
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con δµ ∼ ∂T P ∼ ∂Y Y P ∼ δρ ∼ δθ ¿ 1. Luego, procediendo de la manera habitual, pero
ahora utilizando el modo de goldstone, asociado a la solución de base (4.1.4), sólo para
eliminar la dimensión espacial X, la condición de solubilidad nos provee de la ecuación
unidimensional

∂T P = ∂Y Y P + γ − Γ cos (κP ) , (4.3.6)

donde γ = 8δµ/
√

3 y Γ = 2πκ3/3 sinh
(
2πκ/

√
3
) ∼ O

(
e−2πκ/

√
3
)
. Esta ecuación, para

γ = 0 y Γ = 0, describe el comportamientos de las irregularidades, de una interfase plana,
en la ecuación de amplitud (4.3.4), mostrada en la �gura 4.1.4.a, el cual es difusivo como
lo habíamos conjeturado. Al incorporar los términos no resonantes, Γ 6= 0, las soluciones
uniformes del sistema son ps

n = (4n + 3) π/2κ, que se trata de estados estables, o pu
n =

(4n + 1) π/2κ, que son inestables, donde, en ambos casos, n es un entero arbitrario. En
este caso, γ = 0, todos los estados uniformes estables son equivalentes energéticamente,
de hecho, la ecuación (4.3.6) es variacional, minimizando el funcional

U [P ] =

∫ {
1

2
(∂Y P )2 + U (P )

}
dY con U (P ) = −γP − Γ

κ
sin (κP ) .

Luego, en el punto de Maxwell, γ = 0, es posible tener una conexión espacial estacionaria
entre dos estados uniformes consecutivos (ver �g. 4.14.a), i.e. un kink (P+) o un antikink
(P−)

P± =
1

κ

[
(4n + 3) π

2κ
+ 4 arctan

(
e±(Y−Y0)/

√
Γκ

)]
, (4.3.7)

que, evidentemente, coincide con la solución kink de la ecuación de Sine-Gordon (ver
ref. [15]). La interacción de estas soluciones tipo partículas es atractiva, en efecto, pro-
cediendo de la manera habitual (ver capítulo II), si consideramos un sistema integrado
un par kink-antikink, situados a una distancia ∆ (ver �g 4.14.b), cerca del punto de
Maxwell, γ/Γ ¿ 1, se tiene que

∆̇ = −
(

8√
Γκ

)
e−∆/

√
Γκ +

πγ

2Γ
√

Γκ
,

donde hemos supuesto que el kink se encuentra a la izquierda del antikink, el análisis
de esta con�guración es general, si se tiene en cuenta que (4.3.6) es invariante ante la
transformación P −→ −P , γ −→ −γ y Γ −→ −Γ (que corresponde a la inversión
X −→ −X). De modo que, cuando γ > 0, existe un estructura localizada inestable,
de ancho ∆ =

√
Γκ log (16Γ/πγ), que corresponde a la barrera de nucleación del estado

uniforme más conveniente energéticamente. Mientras más nos alejamos del punto de
Maxwell, el ancho de esta barrera disminuye.

Todo esto es válido cerca del punto de Maxwell, γ/Γ ¿ 1, a medida que nos seguimos
alejando de este, ocurre otra bifurcación, para γ/Γ > 1 todos los estados uniformes
desaparecen por saddle-node. Aca, la interface plana comienza a propagarse, con una
velocidad periódica, de acuerdo al proceso de minimización de la energía libre. De modo
que, la región de bloqueo corresponde a γ/Γ < 1, donde el sistema posee los atractores
uniformes cos (κps

n) = γ/Γ con sin (κps
n) < 1 (los repelores corresponden a sin (κpu

n) >
1), que representan una interfase plana estable. Notemos que, al igual que en el caso
unidimensional, ps

n+1 − ps
n = 2π/κ, que corresponde a la mitad de la longitud de onda

del patrón (en la escala original x).
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a) b) c)

∆

P P P

Y Y

YY1
2Y

Fig. 4.14: Simulación numérica de la ecuación (4.3.6), en el punto de Maxwell, donde se muestra
a) la solución kink (4.3.7), b) un sistema integrado por un kink y un antikink, donde
las �echas simbolizan la interacción atractiva, y c) un sistema integrado por dos kinks,
donde las �echas simbolizan la interacción repulsiva.

Otro tipo de soluciones interesantes, que exhibe el modelo (4.3.6), son los escalones,
i.e. soluciones que conectan asintóticamente dos atractores no consecutivos, osea ps

m con
ps

n, donde |m− n| > 1. Notemos que, en el punto de Maxwell, el sistema estacionario
asociado a (4.3.6), que corresponde a un péndulo ideal, sólo posee órbitas heteroclinas
que conecten ps

n con ps
n±1. Por lo cual no esperaríamos tener kinks (o antikink) que

conectaran dos estados no consecutivos.
Una manera de estudiar la dinámica de un escalón es considerar un sistema consti-

tuido por dos kinks del tipo (4.3.7), uno que conectara ps
n con ps

n+1, en el punto Y1, y
otro que conectara ps

n+1 con ps
n+2 en Y2, para Y1 ¿ Y2, como se ve en �g. 4.14.c. Este es

el escalón más elemental, y es completamente simétrico al constituido por dos antikinks.
Luego, si nos paramos cerca del punto de Maxwell, γ/Γ ¿ 1, e introducimos el ansatz

P = P+ (Y − Y1 (T )) + P+ (Y − Y2 (T )) + δP (Y, Y1, Y2)

en (4.3.6), donde δP ∼ Ẏ1 ∼ Ẏ2 ∼ γ/Γ ∼ e−(Y2−Y1)/
√

Γκ. Procediendo del modo habitual,
obtenemos que el sistema de dos kinks se rige por las ecuaciones de movimiento

Ẏ1 = −
(

4√
Γκ

)
e−(Y2−Y1)/

√
Γκ +

πγ

4Γ
√

Γκ
,

Ẏ2 =

(
4√
Γκ

)
e−(Y2−Y1)/

√
Γκ +

πγ

4Γ
√

Γκ
,

o bien, tomando la coordenada del centro de masa, Yc = (Y2 + Y1) /2, y la coordenada
relativa, ∆ = (Y2 − Y1),

Ẏc =
πγ

4Γ
√

Γκ
, ∆̇ =

(
8√
Γκ

)
e−∆/

√
Γκ. (4.3.8)

Claramente, fuera del punto de Maxwell, el sistema sufre un deriva neta, de acuerdo
al proceso de minimización de la energía U . Lo más interesante aquí es, que si bien
el centro de más se desplaza con una velocidad constate, el sistema tiene una dinámica
interna, vinculada, por supuesto, con la inexistencia de órbitas hetroclinas (en el sistema
estacionario), que conecten dos estados uniformes estables no consecutivos.

Aca, la interacción entre las partículas es repulsiva. Esto se puede entender intuiti-
vamente si tomanos en cuenta que, cuando conectamos dos atractores uniformes con-
secutivos, en el punto de Maxwell, el sistema no tiene como eliminar los gradientes que
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engendra esta conexión, los cuales, no obstante, le son costosos energéticamente. Sin
embargo, cuando conectamos dos atractores uniformes, los cuales están intercalados por
otro (i.e. ps

n con ps
n±2), el sistema tiende a propagar el estado intermedio (ps

n±1), de modo
de expulsar estos gradientes a los bordes, y de esa manera eliminarlos.

Luego, dado que la interacción entre kinks (o antikinks) es repulsiva, si consideramos
un gas in�nito de estas partículas, este tenderá a una con�guración en que todos estos
entes se encuentren equidistantes, i.e. una escalera in�nita, donde todos los peldaños
son iguales, y su tamaño depende de la densidad inicial de partículas. Esta estructura
es claramente estable, siendo estacionaria en el punto de Maxwell, o desplazandose con
una velocidad constante, fuera de él. En el sistema estacionario asociado a (4.3.6), en
el punto de Maxwell, que corresponde a un péndulo ideal (∂Y Y P = Γ cos (κP )), esta
escalera representa al péndulo girando de manera perpetua, i.e. las órbitas abiertas en
el espacio de fase de un péndulo, luego, si estas órbitas están lo su�cientemente cerca de
las heteroclinas, de modo que el análisis asintótico que efectuamos, sea válido, entonces,
estas órbitas son soluciones estables de (4.3.6). Del mismo modo se puede decir que
las órbitas periódicas, cercanas a las heteroclinas, son soluciones inestables de (4.3.6),
pues la interacción kink-antikink es atractiva. De todas formas, cualquier estructura de
escalones �nita, tendrá una dinámica interna, de modo que se ira desparramando.

Como habíamos mencionado, (4.3.4) introduce una nueva simetría parasita, i.e. una
invarianza rotacional espuria, según la cual, la interfase plana puede tener una ori-
entación arbitraria. Al incluir los términos no resonantes, removiendo esta simetría par-
asita, si la interfase no es paralela a los rollos, corresponde a la escalera in�nita que
acabamos de estudiar (donde, el tamaño de los peldaños depende del ángulo que forme
la interfase con los rollos). Luego, un frente de tales características es estacionario sólo
en el punto de Maxwell, propagandose con una constante y paralela a los rollos, fuera
de este punto, pero en la región de bloqueo, o una velocidad periódica (ya no paralela a
los rollos) fuera de la región de bloqueo.

4.3.1. Desbloqueo por ruido

Al igual que en el caso unidimensional, si incorporamos ruido al modelo (4.3.1), i.e.

∂tu = εu + νu3 − u5 − (
∂xx + q2

)2
u + ∂yyu +

√
η̄ζ (x, y, t) , (4.3.9)

con 〈ζ(x, y, t)〉 = 0 y 〈ζ(x, y, t)ζ(x́, ý, t́)〉 = δ (t́− t) δ (x́− x) δ (ý − y) ,

el bloqueo se pierde. En efecto, en la �gura 4.15 se muestra un simulación numérica del
modelo (4.3.9), aca se observa un frente en la región de boqueo, pero, la presencia de
ruido, induce que este objeto se propague. El mecanismo de propagación es el siguiente:
primero el ruido nuclea fragmentos de rollo, tras el ultimo rollo completo que determina
la posición de la interfase plana, estos fragmentos, luego, se propagan en la dirección
paralela a la interfase, dando origen a un nuevo rollo completo, y, por lo tanto, la interfase
avanza un distancia equivalente a la mitad longitud de onda del patrón. Este proceso
se repite, dando origen a la propagación del patrón, por supuesto que, cambiando los
parámetros, se observa el proceso inverso, i.e. la propagación del estado uniforme sobre el
patrón. Cave señalar que, la nucleación de los fragmentos de rollo parece ser un proceso
predominantemente aleatorio, mientras que la propagación de éstos, a lo largo de la
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dirección paralela a la interfase, parece, más bien, ser un proceso predominantemente
determinista, i.e. esta propagación se efectúa con una velocidad más o menes constante.

Fig. 4.15: Desbloqueo por ruido, en el modelo (4.3.9), para ε = −0,165, ν = 1 y q = 0,7. El
tiempo avanza de izquierda a derecha.

Aca, es posible efectuar la misma reducción dimensional que en el caso determinista,
i.e. escribir una ecuación efectiva para la posición de la interfase X = P (Y, T ). En efecto,
procediendo de la misma manera, y tratando el ruido como se muestra en el apéndice
C, obtenemos

∂T P = ∂Y Y P + γ − Γ cos (κP ) +
√

ηξ (Y, T ) , (4.3.10)
con η = 160η̄/81

√
3qν y 〈ξ (Y, T ) ξ (Y ,́ T́ )〉 = δ (T́ − T ) δ (Y´− Y ), que corresponde a

(4.3.6) más un ruido blanco. Este modelo reproduce bien la fenomenología exhibida por
los frente de (4.3.9), en la �gura 4.16 se muestra una simulación numérica de este, en
la región de bloqueo 0 < γ < Γ, aca, el sistema se encuentra inicialmente en una de
sus estados uniformes ps

n, pero, producto de las �uctuaciones, una porción del sistema
transita al estado ps

n+1 (fragmento de rollo), el cual se propaga, sobre ps
n, de acuerdo al

proceso de minimización de la energía U . Esto se va repitiendo sucesivamente, ocasion-
ando transiciones de ps

n −→ ps
n+1, luego, ps

n+1 −→ ps
n+2, i.e. el frente se va propagando.

Por supuesto que, para −Γ < γ < 0, se observa el proceso inverso, osea sucesivas transi-
ciones ps

n −→ ps
n−1 −→ ps

n−2, que representan la propagación del estado uniforme (sobre
el patrón), y son absolutamente simétricas a las que representan la propagación del pa-
trón, a este nivel aproximativo, puesto que (4.3.10) es invariante ante la transformación
P −→ −P , γ −→ −γ y Γ −→ −Γ.

Claro que, en la región 0 < γ < Γ, si el sistema se encuentra en un estado uniforme
ps

n, existe tanto una probabilidad que un fragmento de este transite al estado ps
n+1, como

que transite a ps
n−1. No obstante, esta ultima probabilidad es menor, puesto que, al no

ser ps
n−1 preferible energéticamente ante ps

n, la barrera de nucleación, que debe sortear
la �uctuación que lo engendre, es mayor. Osea, existe una fuerza determinista, −δU/δP ,
superior, por lo cual ξ debe ser mayor, para poder contrarrestarla, e.g. el evento es más
improbable. Más aún, aunque un gran �uctuación llevase un trozo del sistema al estado
ps

n−1, por el proceso de mininización de U , el resto del sistema, en ps
n, invadirá este trozo,

ocasionando que el sistema, en su totalidad, vuelva a ps
n. La única forma que el sistema

retroceda a ps
n−1, es que una gran �uctuación lo llevase, en su totalidad, al estado ps

n−1,
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Fig. 4.16: Simulación numérica de la ecuación (4.3.10), para γ/Γ = 0,95 y η = 1,0. Lo que
modela el desbloqueo por ruido.

osea la �uctuación no sólo debe ser grande, sino que actuar coordinadamente en todo el
espacio, lo cual, dado que ξ es δ-correlado en el espacio, es altamente improbable.

Luego, cerca del punto de Maxwell 0 < γ ¿ Γ, el estado uniforme ps
n+1 tiene una

barrera de nucleación, con respecto a ps
n, que consiste en la estructura localizada in-

estable, i.e. el punto de equilibrio inestable, que posee el sistema integrado por un par
kink-antikink. Osea, si una �uctuación es capaz de ocasionar que un trozo del sistema, de
un largo superior a

√
Γκ log (16Γ/πγ), transite de ps

n a ps
n+1, entonces, el sistema, por su

propia evolución determinista, se encarga de generar el estado uniforme ps
n+1. De modo

que la transición ps
n −→ ps

n+1 involucra dos tiempos, el tiempo medio en que el ruido es
capaz de generar que un trozo, de un largo igual a superior a

√
Γκ log (16Γ/πγ), transite

de ps
n a ps

n+1, y el tiempo que tarda el sistema, por su propia evolución determinista,
en que el estado ps

n+1 invada todo el espacio (este ultimo tiempo depende del larga del
sistema). Si el ruido es pequeño, η ¿ 1, el primero de estos tiempos es mucho más largo.
Cuando la intensidad de ruido no es tan pequeña, y ambos tiempos son del mismo orden,
se puede observar la formación de terrazas (ver �g. 4.16), i.e. cuando el estado ps

n+1 se
está todavía propagandose sobre ps

n, el ruido genera un trozo que se encuentra en ps
n+2.

El argumento anterior pareciera ser una generalización de los tiempos de Kramer,
para un sistema extendido como (4.3.10). No obstante, este razonamiento es válido úni-
camente cerca del punto de Maxwell. En general, la estructura localizada inestable cor-
responde a una órbita homoclina del sistema estacionario ∂Y Y P = −γ + Γ cos (κP ),
pero las características de esta órbita cambian a medida que nos alejamos del punto de
Maxwell. Por ejemplo, cerca del saddle-node γ . Γ, justo antes de que ps

n colisione con
pu

n, desapareciendo, la órbita homoclina tiene la expresión aproximada

P ≈ 2πn +
β2

κ

[
−1 + 3 sech2

(
β (Y − Y0)

2
√

3Γκ

)]
,

con β = [2 (1− γ/Γ)]1/4 ¿ 1, de modo que, a medida que nos aproximamos al saddle-
node, β −→ 0+, la amplitud de la estructura localizada inestable tiende a cero, mientras
que su ancho tiende a in�nito. Luego, en este caso, puede sea más probable una �uc-
tuación que produzca una perturbación un poco más grande, pero más angosta, que
esta órbita, la que de todas formas saque al sistema de la debilitada cuenca de atracción
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de ps
n. Osea, es posible que, la perturbación más probable de generar con el ruido ξ,

de modo que saque al sistema de la cuenca de atracción de ps
n, llevandolo a la cuenca

de atracción de ps
n+1, no un equilibrio inestable, que medie entre estos dos atractores

uniformes. Lo mismo podría ocurrir muy cerca del punto de Maxwell, donde el ancho de
la estructura localizada inestable también tiende a in�nito.

El problema de la generalización de los tiempos de Kramer, para un sistema ex-
tendido, es un problema aún abierto, en el cual estamos trabajando. Su solución es de
vital importancia en una amplia gama de problemas en la física de la materia fuera del
equilibrio termodinámico. En particular, para una estimación teórica de la velocidad de
propagación del frente aquí estudiado.



Parte IV

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS
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Durante el desarrollo de esta tesis se han estudiado varios tópicos en sistemas ex-
tendidos, con especial énfasis en las soluciones tipo partícula, y la dinámica de defectos
como pilar fundamental para entender los procesos de coarsening en diferentes contextos.
Por tópico, los resultados más importantes y las preguntas abiertas que quedan son:

Ondas solitarias en una transición de fase tipo van der Waals: En la forma
normal de Van der Waals, modelo prototipo que describe una transición liquido-vapor, se
observa que, durante el proceso de descomposición espinodal, en un régimen de viscosidad
baja o moderada, el sistema exhibe una alta actividad de ondas. Aparentemente, en el
proceso de coarsening, que sobreviene al la descomposición espinodal, la transferencia
de información (masa, momentum, etc...) entre las burbujas se realiza mediate solitones.

La forma normal de Van der Waals, en el régimen de viscosidad nula, admite, como
solución, la propagación de ondas solitarias, las cuales son subsónicas. Si la amplitud de
estas ondas es pequeña o moderada, son estables. Si el sistema se encuentra en la región
de coexistencia, las ondas solitarias de amplitud grande son inestables.

En el régimen cuasi-sónico (ondas solitarias con un velocidad cercana a la del sonido),
el sistema puede ser aproximado por la ecuación de Korteweg de Vries. La interacción
solitón-solitón, predicha por esta ecuación, emula satisfactoriamente lo que se observa
directamente de la simulación numérica de la forma normal de Van der Waals.

En el régimen de viscosidad baja, la atenuación de solitones es algebraica, por lo cual
debiesen jugar un rol más relevante, que las ondas lineales, en el proceso de coarsening,
cuya atenuación es exponencial.

La forma normal de Van der Waals fue motivada originalmente en el estudio de una
transición de fase líquido-vapor, en una simulación numérica de un medio granular. La
observación directa de este sistema sugiere que la viscosidad efectiva es alta, de modo que
la atenuación de las ondas es muy violenta y por lo cual no desempeñan en rol importante
en los procesos que este sistema exhibe. Por lo tanto, queda pendiente encontrar procesos
físicos similares, en lo cuales la viscosidad efectiva sea baja, de manera que los resultados
obtenidos en este capitulo no sean puramente académicos y tengan una aplicación real.

Frentes y estructuras localizadas en dinámica poblacional: Una manera sim-
ple de modelar la conjugación de factores competitivos y cooperativos, en el mode-
lamiento continuo de una población, es mediante un modelo biestable. Donde uno de
los atractores represente la extinción de la especie, mientras el otro, su supervivencia.
Esto nos da la de�nición de un parámetro fundamental del sistema, el cual constituye
un medida de la adversidad del medio en el que se encuentra inmersa la población. Si
a este modelo le incorporamos un trasporte difusivo de los organismos que forman la
población, más la interacción no-local de estos, podemos reproducir muchos de los com-
portamientos complejos que exhiben las poblaciones en la naturaleza, como la formación
de patrones y estructuras localizadas.

Un mecanismo genérico, para engendrar dominios localizados estables, es la aparición
de oscilaciones amortiguadas en la solución frente (en el punto de Maxwell). Las cuales
modi�can la interacción de defectos, estabilizando estas formaciones. Si el sistema exhibe
un régimen en el cual los frentes son monótonos, y la interacción de defectos es atractiva,
entonces existe un punto en el espacio de parámetros del sistema, en el cual nacen
todas las estructuras localizadas. Este punto coincide con la aparición de las oscilaciones
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amortiguadas en la solución frente.
Aún queda pendiente un caracterización analítica de estos procesos cuando la in-

�uencia de la interacción no-local decae más lento que una exponencial. También falta
un caracterización de este tipo para lo formación de patrones localizados, en este caso
parece más pertinente concentrarse en la célula elemental de la estructura periódica, el
pico, el cual representa el asentamiento más básico de población, i.e. la colonia elemen-
tal. Siendo las estructuras localizadas más complejas sistemas integrados por varias de
estas soluciones tipo partícula.

Dinámica de dominios en presencia de ruido interno: En un sistema unidi-
mensional simple, como la ecuación de Ginzburg-Landau real (cubica), la dinámica de
dominios está gobernada por la interacción asintótica de los pares kink-antikink. La cual
es exponencialmente débil, por lo cual el crecimiento, del largo promedio de los dominios,
es logarítmico.

Si consideramos la presencia de ruido, esta situación cambia drásticamente. Acá el
coarsening está dominado por el transporte difusivo de los defectos, lo cual induce que
sea mucho más e�ciente, produciendo que el largo promedio crezca con la ley de potencia
t1/2.

Todo esto es válido, siempre y cuando las �uctuaciones sean lo su�cientemente dé-
biles, de modo que los procesos de creación de pares kink-antikink sean despreciables. Si
esto no ocurre, los proceso de creación de pares empiezan a conspirar contra la e�ciencia
del coarsening, ocasionando una resonancia estocástica, i.e. existe un valor optimo, para
la intensidad del ruido, tras el cual la e�ciencia del coarsening empieza a menguar.

En un futuro, sería interesante estudiar cómo el ruido altera el proceso de coarsening
en sistemas que posee cantidades conservadas, como Cahn-Hilliar o la forma normal de
Van der Waals. Así como el coarsening en presencia de turbulencia débil en un sistema
hamiltoniano (o cuasi-hamiltoniano) ergódico.

Frentes que conectan rollos con un estado uniforme: Si consideramos una in-
terfase plana, que separe una región con rollos, de una uniforme, en un sistema isótropo,
ésta es transversalmente inestable. El origen de la inestabilidad radica precisamente en
la isotropía del sistema, puesto que la formación de rollos es un quiebre espontaneo de
esta simetría, el sistema puede formarlos con cualquier orientación (dependiendo de la
condición inicial). Luego, en una pequeña irregularidad en la interfase plana, el sistema
tratará de formar localmente un rollo en una dirección arbitraria, lo cual ocasiona una
perturbación local en la fase del patrón, que a su vez reexcita la interfase, desestabilizán-
dola. Tras la inestabilidad el sistema forma un zigzag, el cual entra en un coarsening, en
donde los vértices de la estructura se van aniquilando unos a otros.

Las perturbaciones en la fase se van difundiendo lejos de la interfase, pero, a su vez,
este mismo proceso difusivo trata de atenuarlas estas irregularidades. De modo que, a
medida que se desarrolla la inestabilidad, el proceso de coarsening es in�uenciado por
regiones cada vez más lejanas a la interfase, haciéndose, en este sentido, cada vez más
no-local.

Esto impide que los vértices del zigzag puedan ser tratados como soluciones tipo
partícula, de la manera en que hemos tratado otros tipos defectos durante el desarrollo
de esta tesis. Esto pone en evidencia los límites de los métodos desarrollados en este
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trabajo.
Puesto que el origen de inestabilidad radica en la isotropía del sistema, i.e. que puede

formar rollos con cualquier orientación. Si suprimimos esta simetría, i.e. consideramos
un sistema que sólo admita rollos en una dirección determinada, la interfase plana se
estabiliza. En este caso recuperamos el fenómeno de bloqueo observado en sistemas uni-
dimensionales, y es posible reducir el problema a una ecuación efectiva para la posición
de la interfase.

En el caso anisótropo, al igual que en el caso unidimensional, si incorporamos ruido
al sistema, el movimiento del frente se desbloquea, ocasionando su propagación.

Acá falta un tratamiento analítico más pulido, de la inestabilidad de zigzag, en el
caso isótropo. También encontrar una estimación teórica, para la propagación del frente,
inducida por ruido, en el caso anisótropo. Lo que pasa por una generalización de los
tiempo de Kramer, para un sistema extendido, problema que aún no se a resuelto.
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APÉNDICE A: Solución de N-solitones de Hirota para la ecuación de Korteweg
de Vries

Tomando la ecuación de Korteweg de Vries (KdV)

∂T φ + 12φ∂ξφ + ∂ξξξφ = 0,

e introduciendo la transformación de Cole-Hopf

φ = ∂ξξ {log f} ,

obtenemos

f∂ξT f − ∂ξf∂T f + 3 (∂ξξf)2 − 4∂ξf∂ξξξf + f∂ξξξξf = 0.

Consideremos ahora la expansión formal:

f = 1 +
∞∑

n=1

αnf (n),

donde α es un parámetro que tiene que ver con la invarianza traslasional del problema,
y el termino a orden cero se toma igual a la unidad por conveniencia (esto quedara más
claro a medida que se desarrolle el método). Luego, igualando orden por orden,

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (1) = 0,

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (2) = −(f (1)∂ξT f (1) − ∂ξf
(1)∂T f (1) + 3

(
∂ξξf

(1)
)2

− 4∂ξf
(1)∂ξξξf

(1) + f (1)∂ξξξξf
(1)),

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (3) = −(f (2)∂ξT f (1) − ∂ξf
(2)∂T f (1) + 6∂ξξf

(2)∂ξξf
(1)

− 4∂ξf
(2)∂ξξξf

(1) + f (2)∂ξξξξ + f (1)f (1)∂ξT f (2)

− ∂ξf
(1)∂T f (2) − 4∂ξf

(1)∂ξξξf
(2) + f (1)∂ξξξξf

(2)),

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (4) = .................,

obtenemos una jerarquía de ecuaciones lineales que involucran al mismo operador lineal
a todo órden, y la solución de un órden dado requiere de la solución de los anteriores.
El primer orden implica:

f (1) =
N∑

i=1

eθi con θi = aiξ − a3
i T + γi

donde ai y γi son parámetros arbitrarios. La solucion de los órdenes siguientes depende
de la elección particular de f (1) que se haga, en efecto, esto nos dará las soluciones de
N -solitones:



127

Solucion de 1-soliton: Tomando

f (1) = eθ,

implica

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (2) = 0,

de modo que, tomando la solución más simple:

f (n) = 0 ∀n > 2,

obtenemos

f = 1 + eθ,

donde hemos absorbido α en la fase γ (aquí se puede ver que está relacionado con la
invariaza traslasional), con lo cual obtenemos:

φ1S = ∂ξξ

{
log

(
1 + eθ

)}
=

a2

4
Sech2

[a

2
(ξ − a2T ) + γ

]
,

que corresponde a la solución de 1-solitón (aquí se ve la conveniencia de tomar f al orden
cero como uno).

Solucion de 2-solitones: Tomando:

f (1) = eθ1 + eθ2 ,

implica:

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (2) = 3a1a2 (a1 − a2)
2 eθ1+θ2 ,

tomando la solución particular:

f (2) =

(
a1 − a2

a1 + a2

)2

eθ1+θ2 ,

tenemos:

(∂ξξξξ + ∂ξT ) f (3) = 0,

luego, nuevamente tomamos la solución más simple:

f (n) = 0 ∀n > 3,

y obtenemos:

f = 1 + eθ1 + eθ2 +

(
a1 − a2

a1 + a2

)2

eθ1+θ2 ,
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de modo que

φ2S = ∂ξξ

{
log

(
1 + eθ1 + eθ2 +

(
a1 − a2

a1 + a2

)2

eθ1+θ2

)}
,

que corresponde a la solución de 2 solitones (en el capitulo I se ve con más claridad).
De esta forma, podemos ir calculando la solución de 3 solitones (N = 3), etc.
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APÉNDICE B: Análisis débilmente no-lineal, en torno a la inestabilidad
espacial, para el modelo de Nagumo no-local

Para estudiar la saturación no-lineal de la inestabilidad espacial, que exhibe el modelo
de Nagumo no-local, i.e.

∂tu = ∂xxu− αu + (α + 1) u2 − u

∫

Ω

u′2fσ (|x− x′|) dx′,

haremos un análisis asintótico en torno al punto critico en que se produce. Concreta-
mente, estudiaremos lo que ocurre cuado solo un modo de Fourier se deviene inestable,
para ello consideraremos un dominio �nito, Ω = [−L/2, L/2], pero muy grande en com-
paración con el rango de in�uencia, de modo que sea valida la aproximación

σ ¿ L =⇒ f̂σ (k) ∼=
L/2∫

−L/2

cos (z) fσ (z) dz,

que es exacta para el modelo de in�uencia tipo salto. Luego, tomando condiciones de
borde periódicas, podemos expandir u en modos de Fourier:

u =
∞∑

n=0

an(t)Cos(knx) con kn =
nπ

L

y convertir el modelo de Nagumo no-local en un sistema in�nito de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

∂taN = −(kN + α)aN +
∞∑

m=0

∞∑
n=0

ΞN
mnaman −

∞∑

l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

ΛN
lmnalaman,

donde

ΞN
mn =

(1 + α)

2
{δm+n,N + δ|m−n|,N},

ΛN
lmn =

1

4
{f̂σ(km+n)[δl+m+n,N + δ|m+n−l|,N ]

+ f̂σ(km−n)[δ|l+m−n|,N + δ|m−n−l|,N ]}, (.0.11)

para efectuar el análisis asintótico debemos trasladar el sistema al punto en que se
produce la inestabilidad, i.e. al estado u = 1, de modo que tomamos

aN = δ0,N + bN ,

y obtenemos

∂tbN = −λNbN +
∞∑

m=0

∞∑
n=0

ΓN
mnbmbn −

∞∑

l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

ΛN
lmnblbmbn,
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donde

λN = −k2
N + (α + 1)− 2f̂σ (kN) ,

ΓN
mn = ΞN

mn − ΦN
mn,

con
ΦN

mn = ΛN
0mn + ΛN

m0n + ΛN
n0m.

Luego, para el calculo de la forma normal entorno a la inestabilidad, concentrémonos
primero en el punto critico

λN = λ
(0)
N tq. (∃M,λ

(0)
M = 0) ∧ (∀N 6= M,λ

(0)
N < 0)

y formalicemos, esta ecuación, en un espacio vectorial, dotado de producto interno y
generado por la base {êN}∞N=0, osea

b =
∞∑

N=0

bN êN y êN · êN ′ = δN,N ′ ,

con lo cual, el modelo se puede escribir de la forma

∂tb = Ab + P2(b)− P3(b),

donde

êN ′ · AêN = λ
(0)
N δN,N ′ ,

que corresponde al operador homologico de esta bifurcación (de Pitchfork, en el espacio
de Fourier). El cual es hermitico ante el producto interno de�nido, diagonal en la base
{êN}∞N=0, y su kernel está compuesto únicamente por êM . Mientras que P2 y P3 son
funciones polinomiales de orden cuadrático y cubico respectivamente, y tienen la forma

P2 (b) =
∞∑

N=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

ΓN
mnbmbnêN ,

P3 (b) =
∞∑

N=0

∞∑

l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

ΛN
lmnblbmbnêN .

Luego, en orden de realizar la eliminación adiabática de los modos rápidamente de-
cayentes, según los métodos canónicos de la teoría de bifurcaciones, podemos considerar
el cambio de variables asintótico

b = AêM + U [2] (A) + U [3] (A) + ...

∂tA = f [1] (A) + f [2] (A) + f [3] (A) + ...
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donde los superíndice [n] signi�ca n-esimo orden polinomial en A (notemos que hemos
reducido un sistema de in�nitas variables a una sola). El primer orden polinomial en A
es trivial por el ansatz y da

f [1] = 0

y, por lo tanto, para el segundo orden tenemos

∂tb = f [2]êM = AU [2] + P2(AêM)

que implica la ecuación homologica

AU [2] = f [2]êM − P2(AêM)

que tiene la condición de solubilidad

f [2] = P2(AêM) · êM = 0

de modo que no hay términos cuadráticos en la ecuación de evolución de A. Tomando
para U [2] la solución particular

U [2] = −
{

Γ0
MM

λ0

ê0 +
Γ2M

MM

λ2M

ê2M

}
A2,

y procediendo de manera análoga, obtenemos al tercer orden la ecuación homologica

AU [3] = f [3]êM −
[
P2(AêM + U [2])

][3]

+ P3(AêM),

que tiene la condición de solubilidad

f [3] =

{[
P2

(
AêM + U [2]

)][3]

− P3 (AêM)

}
· êM .

Detengamos aquí la expansión asintótica en el punto critico y desarrollemos el unfolding
en torno a este. Para ello tomemos la corrección

λN = λ
(0)
N + λ

(1)
N =⇒ λ

(1)
M = λM ,

y el cambio de variables:

b =
(
AêM + U [2,0] (A) + U [3,0] (A) + ...

)
+ (U [1,1] (A) + ...) + ...

∂tA = (f [1,0] (A) + f [2,0] (A) + f [3,0] (A) + ...) + (f [1,1] (A) + f [2,1] (A) + ...) + ...

donde el superíndice [m,n] signi�ca m-esimo orden polinomial en c y n-esimo orden
polinomial en λ

(1)
M . Es evidente que el orden lineal da

f [1,1] = λMA
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de modo que, truncando la expansión hasta estos ordenes, obtenemos la forma normal

∂tA = λMA− βA3

donde β viene de la condición de solubilidad para U [3], i.e.

β =

{
(1− k2

c )
2

α− 1
+

(f̂σ(2kc)− k2
c )

2

2(−4k2
c + (α + 1)− 2f̂σ(2kc))

+
1

4
(f̂σ(2kc) + 2)

}
,

donde hemos aproximado kM
∼= kc (σ = S(α), α), pues σ ¿ L, e.g. β = β(α).
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APÉNDICE C: Dinámica de un defecto en presencia de ruido débil
Consideremos la ecuación de reacción-difusión genérica (para un campo escalar)

∂tu = G (u) + ∂xxu +
√

εσ (x) ζ (x, t) ,

en presencia de un ruido 〈ζ (x, t) ζ (x́, t́)〉 = δ (x́− x) δ (t́− t), gausiano, mientras que
σ (x) es una función acotada.

Supongamos que este sistema tiene como solución un frente estacionario, i.e. existen
dos órbitas heteróclinas G (uF (±x))+∂xxuF (±x) = 0, que conectan asintóticamente u1

(en x = ±∞), con u2 (en x = ∓∞). Luego, en presencia de ruido, el modo de goldstone
asociado al frente uF adquirirá dinámica. En efecto, tomando el ansatz usual

u = uF (x−X (t)) + δu (x,X) ,

y procediendo de la misma manera que en los casos deterministas, obtenemos la condición
de solubilidad

dX (t)

dt
=

∞∫

−∞

a (x,X (t)) ζ (x, t) dx,

con
a (x,X) = −

√
εσ (x) ∂xuF (x−X)

∞∫
−∞

(∂xuF )2 dx

.

Notemos que, si σ (x) es acotada, entonces a (x −→ ±∞) −→ 0.
Luego, esta ecuación diferencial para la posición del frente corresponde a una suma

in�nita de ruidos gausianos, lo cual es equivalente a un solo ruido gausiano, e.g. el frente
se comportara como una partícula browniana. Todo esto si, el ruido ζ es interpretado en
el sentido de Ito, primero que nada demostraremos que, cualquiera sea la interpretación
que queramos darle, sera equivalente a la prescripción de Ito a nivel de la ecuación de
movimiento de X (t).

Para ello consideremos la discretización del espacio x −→ xj ≡ (∆x) j, con j entero,
de modo que xj − xj−1 = ∆x. Y de�namos aj (X) ≡ a (xj, X) y ζj (t) ≡ √

∆xζ (xj, t),
luego 〈ζj (t) ζj́ (t́)〉 = δj́jδ (t́− t). Entonces la ecuación de movimiento queda

dX

dt
=
√

∆x

∞∑
j=−∞

aj (X) ζj (t) .

Si discretizamos ahora el tiempo t −→ tk ≡ (∆t) k, con k entero, de modo que tk−tk−1 =
∆t. Y, de�niendo Xk ≡ X (tk) y ∆Xk ≡ Xk −Xk−1, la ecuación diferencial pasa a una
ecuación de diferencias �nitas

∆Xk =
√

∆x

∞∑
j=−∞

aj (Xk + α∆Xk) dwjk,

donde 0 ≤ α < 1 da la interpretación que queremos darle al ruido (por ejemplo, la
interpretación de Ito corresponde a α = 0, mientras que la de Stratonovich a α =



134

1/2). Mientras que ∆wjk = wjk − wjk−1 con wjk = wj (tk), donde {wj (t) /j entero} son
procesos de Wiener independientes, de�nidos por dwj = ζjdt, e.g. ∆wjk∆wj́k = (∆t) δj́j.
Luego tenemos

∆Xk
∼=
√

∆x

∞∑
j=−∞

[aj (Xk) + α∆Xkáj (Xk)] ∆wjk

∼=
√

∆x

∞∑
j=−∞

aj (Xk) ∆wjk + α∆x∆t

∞∑
j=−∞

aj (Xk) áj (Xk) ,

donde hemos procedido de manera recursiva, preservando solo los ordenes dominantes
en ∆t, la prima signi�ca una derivada respecto al argumento. Notemos que

α∆x

∞∑
j=−∞

aj (Xk) áj (Xk) −→
∆x−→dx

α

2

∞∫

−∞

∂a2

∂x
dx = 0,

de manera que, independientemente de cual sea la interpretación original del ruido ζ, es
equivalente a la prescripción de Ito en este caso.

Entonces, volviendo a la ecuación diferencial (∆x −→ dx y ∆t −→ dt, in�nitesi-
males), y ocupando el hecho que la suma de ruidos gausianos equivale a un ruido gau-
siano, tenemos que

dX

dt
=
√

ηξ (t) con 〈ξ (t) ξ (t́)〉 = δ (t́− t) ,

donde

η =

∞∫

−∞

a2 (x,X) dx.

Notemos que, para un σ (x) arbitrario, η = η (X), de modo que corresponde a un ruido
multiplicativo. No obstante, para los dos casos particulares estudiados en esta tesis, en los
que empleamos esta técnica, el ruido queda aditivo, como lo mostraremos a continuación.

Ecuación de Ginzdurg-Landau real: Este caso es muy simple, puesto que σ (x) = 1, de
modo que

η =
ε

∞∫
−∞

(∂xuF )2 dx

=
3ε√
8
.

Ecuación de Swift-Hohemberg quintica: Este caso es un poco más so�sticado, puesto
que el análisis no se hace directamente de la ecuación

∂tu = εu + νu3 − u5 − (
∂xx + q2

)2
u + ∂yyu +

√
η̄ζ (x, y, t) ,

sino de la ecuación de amplitud

∂T A = µA + |A|2 A− |A|4 A +∇2A +
A3

3

(
1− 3

2
|A|2

)
eiκX − A5

10
e2iκX

+
√

η̃e−iκX/2ζ̃ (X, Y, T ) ,
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donde
〈
ζ̃ (X, Y, T ) ζ̃ (X́, Y ,́ T́ )

〉
= δ (X́ −X) δ (Y´− Y ) δ (T́ − T ), es un ruido gausiano.

Si ignoramos la dimensión Y , η̃ = 5
√

10η̄/9qν2 (caso unidimensional), mientras que, si
la tomamos en cuenta η̃ = 5η̄/27qν (caso bidimensional). Notemos que, si la solución de
base (el frente) no depende de Y , la incorporación de esta dimensión no altera en nada
el resultado general que obtuvimos.

Luego, en este caso σ (x) = cos (κX/2), de modo que

η =

η̃
∞∫
−∞

(∂xρF (x− P ))2 cos2 (κX/2) dx

( ∞∫
−∞

(∂xρF )2 dx

)2
∼= 32η̃

3
√

3
,

donde hemos despreciado las correcciones prevenientes del término rápidamente os-
cilante. De manera que, en el caso unidimensional η = 160

√
10η̄/27

√
3qν2, mientras

que, en el caso bidimensional η = 160η̄/81
√

3qν, como se muestra en el texto.
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