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Resumen

En la primera parte de esta memoria analizamos algunas propiedades del
potencial de no-equilibrio, que es una técnica para encontrar la probabilidad
estacionaria de un sistema perturbado estocasticamente en el limite de ruido
débil, en especifico se verd su no-diferenciabilidad, las condiciones de borde
y la genericidad del modelo estudiado.

En la parte referida a la inestabilidad de Faraday se demuestra que, la
ecuacién no local derivada para la evolucién lineal de la superficie de un fluido
viscoso incompresible se reduce asintéticamente, para alta viscosidad, a una
ecuacion tipo Mathieu de segundo orden, propuesta recientemente por Cerda
y Tirapegui. La ecuacién describe un péndulo fuertemente amortiguado y
las condiciones de validez del régimen asintético son dadas en términos de
los paramentros fisicos relevantes.

En la ltima parte estudiamos la dindmica de burbujas en la ecuacién
de Cahn-Hilliard unidimensional. Para un gas de burbujas diluidas encon-
tramos un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen las
interacciones entre ellas, lo que nos permite describir la dindmica ulterior del
sistema con un muy buen acuerdo con las simulaciones numéricas.
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Parte 1

Propiedades del Potencial de
No-Equilibrio






Introduccion

Un sistema macroscopico puede ser caracterizado por un niimero muy pequeno
de variables comparado con la cantidad casi inimaginable de grados de liber-

tad que éste puede tener (usualmente del orden del nimero de Avogadro) [1],

estas variables estdn gobernadas por leyes obtenidas de un ”coarse graining”

[2], que corresponde a tomar los modos mas lentos del sistema y despreciar
el resto por tener tiempos de relajacién mucho més cortos. Sean ¢* : R — R
con p = 1,...,n estas variables macroscopicas, si consideramos el caso de
sistemas homogéneos en el espacio, la dindmica del sistema estard gobernada
por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

§"(t) = A*(q) (1)

donde el punto representa la derivada temporal y los A* : R"— R son fun-
ciones de clase C*> dadas. Esta descripcién determinista no toma en cuenta
el rol de las variables rdpidas eliminadas en el proceso de coarse graining.
Por otro lado el proceso de ”coarse graining” nos muestra que las variables
macroscopicas (ql, ...,q") pueden ser interpretadas como un proceso estocas-
tico y en este marco las ecuaciones (1) aparecen como ecuaciones para los
valores medios en las cuales se han despreciado las fluctuaciones. En muchos
casos de interés se puede argumentar que el efecto de las fluctuaciones pueden
estudiarse aproximando el proceso estocdstico por un proceso de difusién (ver
sin embargo [1]) que se obtiene simplemente agregando a la ecuacién (1) una
perturbacién estocdstica que depende de ruidos blancos (£1(¢),£2%(t),...). En
esta descripcion la ecuacién (1) se reemplaza por

§"(t) = A"(q) + /1 g! €'(t) (2)



En lo que sigue adoptaremos la regla de Einstein para indices repetidos’. En
general ¢! podrfa ser una funcién de los ¢, en ese caso se denomina ruido
multiplicativo, pero para lo que sigue lo supondremo constante, es decir,
ruido aditivo. La idealizacion mas usual y simple para el ruido es tomar &
como un ruido blanco gaussiano

(€'t)) =0
(EBE(t) = bi 6(t —t)

i.e £(t)dt = dW'(t) donde W(t) es el proceso de Wiener.

Ahora {¢*(t)} ya no es una trayectoria determinista sino que un proce-
so estocdstico y luego estd determinado por una probabilidad, es decir, no
podemos conocer la trayectoria que sigue el sistema en forma exacta y solo
podemos aspirar a saber cual es la probabilidad que tienen cada trayectoria
de realizarse. Como éste es un proceso estocdstico Markoviano el estd deter-
minado por la probabilidad de transicion P(q,t | ¢, t,) que da la probabilidad
de que el sistema esté en g en el tiempo ¢ dado que estaba en ¢, al tiempo
t,. Esta probabilidad esté regida por la ecuacion de Fokker-Planck [5, 6]

oP ) n 0

- AM g -
o~ o Dt S gna,

QP (3)
donde Q" = ¢! g¢. Para problemas como el calculo de los tiempos de escape
en sistemas metaestables [1, 3, 7, 17|, gran parte de la informacién relevante
estd almacenada en la probabilidad estacionaria del sistema (9;P = 0)?. En
el limite de ruido débil (n — 0) se puede usar la teoria de perturbaciones

asintoticas que sugiere para la probabilidad estacionaria un ansatz tipo WKB
(7, 8, 9]

P(q, 77) — e*%¢(q,7l)
o(q,n) = ¢°(q) +n¢' (q) +n* &' (q) + ... (4)

Reemplazando esta expansion en (3) y separando en potencias de 7 se llega

! Cuando aparezca un indice repetido se subentiende que hay una suma sobre ese fndice

N

(a menos que se diga explicitamente lo contrario), por ejemplo a;b; = > a;b;
i=1

ol

2Por simplicidad se usard a veces la notacién 9; = % Y Ou = 50¢



a una jerarquia de ecuaciones

1 0¢° 0¢° 0¢°
ZOM p
ZQ Ogt Og 4 OqH

1
(A" +Q"0,¢°) 0,9 = 0, A" + 5@’“’8,“,#

1 1
(A[l, _"_ Q,U,l/ay¢0) au¢2 — _§Q,ul/a“¢l V¢l + éijaungSo

=0 (5)

Se llama potencial de no-equilibrio [4, 8, 9, 11, 12, 13| al término de orden
cero en la serie (4), es decir ¢°(q), el cual estd parcialmente determinado por
la primera ecuacién de la jerarquia. Esta primera ecuacién puede ser vista
como una ecuacion de Hamilton-Jacobi a energia cero con el Hamiltoniano

[10]

1
H = SQ" pupo + A" py (6)
donde p, es la variable conjugada a ¢* y
0¢°
Pp= a qy (7)
Las ecuaciones de Hamilton
o
Opu
. OH
= g

nos conducen a las siguientes ecuaciones paras las variables q y p
i = A"+ Qp,
p,u = _auAV bv

Para ver, en forma intuitiva, la interpretacién de las curvas que definen es-
tas ecuaciones, usaremos la representacion de la solucién de la ecuacién de
Fokker-Planck (3) en forma de integral funcional [4, 14]. Esta representacion
es

q(t)=@Q
S L(g(m),a(r)mdr

P(Q.t]Qurt,) = / Dye ati=e. (8)



El lado derecho se interpreta como el limite de una expresiéon discretizada
cuya forma explicita es

)
N 1=CQN 11 N+l N+l

. dg;’
N_)géfr(]é_)o) / / 27'(677 H \/@ ]:Hl /—271'5 eXp —& Z L QJ 17

b=Q%

n

(9)

En esta expresion t; = t,+je, tyy1 =t y Q = det(Q,,), donde Q,,Q" = 67,
o sea @), es la matriz inversa de Q*¥ y podemos interpretar ¢; como q(t;).
El lagrangiano L que figura en (8,9) esta dado por

1 0 7 7 v — l
L= %Quu(q — A"q)) (¢" — A"(q)) = nLo (10)

y la expresion (9) debe considerarse como la definicion de la integral funcional
(8) en la discretizacion del prepunto (ver [14] para todos los detalles). Otra
notacién usada para la expresién (8) es

P(Q,t] Quty) = / pge & T ) slalts) — @4

Se ve directamente que el Hamiltoniano asociado al lagrangiano L, dado por
(10) corresponde al dado en (6) usando la transformacién de Legendre usual

H= Pu qﬂ - LO(Q7 Q)
oL,
oG+

Pu =

Podemos entonces interpretar la trayectoria definida por las ecuaciones de
Hamilton como la que minimiza la accién que aparece en la exponencial de
la integral funcional, y la que corresponderia al orden més bajo en 7, a la
trayectoria mas probable de (Q,,1,) a (Q,t) (ver [15]).

Por otro lado de la relacion entre el potencial de no-equilibrio y los mo-
mentos p dados en (7) se tiene que

¢°(q) = / pudg”

y entonces

¢°(q) = / pudtdt

1)



Fl potencial de no-equilibrio estd definido en relacién a la probabilidad esta-
cionaria lo que corresponde a tomar el limite t, — —oo en (8). Debido a
que el sistema determinista (1) es auténomo y se le adicioné un ruido blanco
gaussiano el proceso estocdstico definido por (2) es estacionario y podemos
tomar ¢t = 0 en (8) (lo anterior es consecuencia de que P(Q,t|Q,,t,) es aqui
funcién de (t —t,)). Ademds como la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi es a en-
ergia cero, H = 0, y las trayectorias son las que minimizan la accién se llega
al final a que

9(0)=Q
¢°(Q) = min / Lo(a(t), 4(0)dt.
q(—0)=Qo0

Se puede atin notar que en la férmula anterior la dependencia en (), ha

desaparecido, lo que es una consecuencia da haber tomado el limite ¢t —
t

—o0. Si estudiamos el comportamiento de la integral [ L,(q, ¢)dt, t — —o0,
to

q(t.) = Qo, q(t) = Q, vemos que la trayectoria (solucién de las ecuaciones

de Hamilton) va primero de @), al atractor A del sistema determinista en

cuya cuenca estd @),, v hace esto siguiendo la trayectoria determinista ¢* =

A*(q), lo que da una contribucién nula a la accién. Concluimos entonces que

podemos escribir para el potencial de no equilibrio la exprsién

q(0)=Q
¢°(Q) = min / Lo(q(t). 4(1))dt. (11)
q(—o0)=A

Como un 1ltimo comentario sobre el potencial de no-equilibrio men-
cionaremos brevemente los conceptos de sistemas potenciales y no poten-
ciales. Un sistema se dice que es potencial si el drift A*(q) se puede escribir
como el gradiente de un potencial o mas generalmente se puede escribir como

1~ 8¢°
AP (q) = ——Omv 22
(q) = —35Q G
donde Q’“’ es definido positivo y qgo(q) es acotada por debajo. En general los

sistemas son no potenciales y una generalizacién de este concepto es decir
que el drift se puede escribir como el gradiente de un cierto potencial mas un



resto que cumple con ser ortogonal a la parte gradiente, es decir

Av(g) =~ ¢ " 4 R(g) (12)
L 007
R g =" (13)

La funcién ¢° es un funcional de Lyapunov del sistema dindmico ¢* = A¥(q)
ya que

do(q(t) _ 99 .

0¢ 0
1) _ 28 =028 20

ogt aq” -

Q

Si tomamos Q" = Q" vemos que la ecuacién (13) coincide con la primera
ecuacion de la jerarqia (5~) y entonces podemos utilizar el potencial de no
equilibrio ¢° en el rol de ¢° en la descomposicién (12).



Modelos

Para estudiar las propiedades del potencial de no-equilibrio que nos interesan
haremos uso de un modelo simple, que podemos interpretar como una forma
normal de codimensién 2, sometido a perturbaciones estocdsticas como las
que hemos descrito. Las ecuaciones del modelo son

P=war—a by’ + &) (14)
J=poy—asy’ —byx® y+ /2 &(t)

donde &;,&5 son ruidos blancos

(&) =0
(&(t) (1) = bij o(t =) i,j=1,2

La parte determinista de (14) es la forma normal de un sistema de 2 variables
con un repelor en el origen y con la simetria + — —z, y — —y.
Si reescalamos (14) (z — ¢; &, y — ¢2 y) obtenemos

= r—1 —azy+/n&(t) (15)
Y=psy—y’ —Ba7y+ i &(t)

en donde se ha impuesto que
aci=1, ayc3=1

y se definieron los nuevos pardametros o, 3, n y v
a=bci, B=bc

12
¢

Q| F

Ui o V=
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Figura 1: Estructura del espacio de fase de los modelos por estudiar, en el
eje x hay dos atractores, en el eje y dos punto silla y en el centro un repelor.

La parte determinista de este modelo tiene cinco puntos criticos (p1, po
positivos) que son: un repelor en (0,0), dos atractores en (+,/u1,0) bajo la
condicién de que py — 3 p1 < 0y dos puntos silla en (0, £,/z12) siempre que
M1 — a g > 0y para que las cuencas de atraccién cubran todo el espacio
una condicién suficiente es que a + 3+ 2 > 0 (ver figura (1)).

Consideremos el caso particular

M1 — H2
o =
2
ﬁ:@—i-V&
H1 2

que reduce las ecuaciones (15) a

jc:ulx—x?’—(Lu_M)ny—i-\/ﬁ&(t) (16)
2
Y=oy —y — (@Jrv&) ®y+ /v &(t)

M1 H2

y que tiene un funcional de Lyapunov explicito (ver figuras (2) y (3))

Z4
¢°(2,y) = —m a® + 5 + L 2y (17)
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Figura 2: Grafico de ¢°(z,y) para p; = ps = 1, notese que en (—1,0) y
(1,0) se encuentran los atractores y es donde este funcional de Lyapunov es
minimo.

-0.4

Figura 3: Corte transversal del funcional de Lyapunov de la figura anterior,
para y =0, i.e. ¢°(x,y = 0).
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ya que
B LA B P
2 Ox [Lo
_109° e
2 0y K2

y en consecuencia (R!, R?) de (12) son

R1:$y2
M2

R =ppy—y'——=a'y
M1

Podemos particularizar aiin més el modelo imponiendo

2
H2
v= |2
(Ml)
En esta caso las ecuaciones se reducen a
b= ot = (M) g (18)
2
. M2 M2
J=pey—y’ —2=2*y+ /n— &(t)
251 251

y este sistema, por ser un caso particular del sistema (16), también tiene a

¢°(z,y) como un funcional de Lyapunov pero ademds posee otro funcional
(ver figuras (4) y (5))

¢°(z,y) =1 (m —a? y2)2 (19)

K2

Utilizando estos modelos pondremos en evidencia algunas propiedades
importantes del potencial de no-equilibrio [16].
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Figura 4: Gréfico de ¢°(x,y) para u; = ps = 1, notese que en (0,0) se
encuentra el repelor y es donde este funcional de Lyapunov es méximo, luego
-¢°(z,y) es minimo en este punto..

0.5 1 1.5

Figura 5: Corte transversal del funcional de lyapunov de la figura anterior,
para y = azx, i.e. ¢°(x,y =~omc) para o € R La forma es una consecuencia de
la simetria de rotacion de ¢°.
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Las Condiciones de Borde

Utilizando (5) se puede ver que el potencial de no equilibrio (que notaremos
¢(q) aqui) es decreciente sobre las trayectorias del sistema determinista pues
(admitimos aqui que Q" sea una funcién de q)*

a0 Ly 00

_ 9¢ d¢

oqt 0q¥ —

At(q) = —%Q‘“’(Q)

y la igualdad se tiene solo para d¢/d¢" = 0, luego ¢(q) debe ser minimo
en los atractores del sistema determinista (1) [4, 8]. De lo anterior también
se llega a que el potencial de no-equilibrio debe ser extremal en los otros
puntos fijos de (1) (i.e. puntos silla y repelores) pero no se puede decir nada
de su naturaleza, es decir, si ¢(q) es méximo, silla 0 minimo. Usualmente
se argumenta que, dado que el sistema (1) es auténomo, si se hace una
inversion temporal (¢ — —t) [8] los puntos criticos revierten su naturaleza,
los atractores se transforman en repelores y los repelores en atractores (los
puntos silla quedan como puntos silla pero cambia el sentido de sus variedades
estables e inestables) y por lo tanto el nuevo potencial de no-equilibrio debe
ser minimo en los nuevos atractores del sistema (i.e. los antiguos repelores).
Por otro lado como ¢(q) cumple con la ecuacién de Hamilton-Jacobi para el
sistema original

09 9¢
oqt 0q”

9 _

=0
Ogh

%Q"”(q) + A*(q)

entonces —¢(q) cumple con la ecuacién de Hamilton-Jacobi para el sistema
con inversion temporal pues

0=0)0(=6) , 4y 2=6) _
oo g+ (A @) T =0

Oq*
3Este caso corresponde a ruido multiplicativo, o sea cuando las cantidades gt en (2)
son funciones de q.

1 v
5@ (9)

15
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y de aqui deducen que si —¢(q) es el nuevo potencial de no-equilibrio entonces
debe ser minimo en los atractores de este sistema y por lo tanto ¢(q) es
maximo en los repelores del sistema original. El problema con este argumento
es que, si bien —¢(q) cumple con la nueva ecuacién de Hamilton-Jacobi, nada
asegura que este sea el nuevo potencial de no-equilibrio ya que un mismo
sistema puede tener varios funcionales de Lyapunov pero solo uno de estos es
escogido como potencial de no-equilibrio, el cual cumple con ser minimo en los
atractores. Lo anterior se ve claramente usando al sistema (18) como ejemplo,
este sistema tiene dos funcionales de Lyapunov conocidos ¢°(z,y) y ¢°(z, 1),
donde el primero cumple con la condicién de ser minimo en los atractores y
por lo tanto es el potencial de no-equilibrio en el dominio —oco < z < o0;
—/t2 <y < /pz (la causa de la restriccién a este dominio se explicard
en la siguiente seccién), pero al invertir el tiempo los nuevos funcionales de
Lyapunov son —¢°(z,y) y —¢°(z,y) en donde ahora el segundo es minimo
en los nuevos atractores y por lo tanto es el nuevo potencial de no-equilibrio
(y no —¢°(x,y)). Este nuevo potencial de no-equilibrio es valido en la regién

y por lo tanto, en esta regién, la verdadera transformacién con inversion
temporal es

t——t, ¢ — =

Como se vera méas adelante esto ya aparece en modelos de codimension 2 y
no solo en modelos poco genéricos como el del ejemplo (sistema (18)) que
es de codimensién 5 (se ajustaron 3 pardmetros: «,(3 y v en un modelo de
codimension 2)



La No-Diferenciabilidad del
Potencial de No-Equilibrio

Como se vio en la introduccién, de la formulacién con integral funcional de
la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck, se llega a una expresién para
el potencial de no-equilibrio como una integral a través de un camino dado
por la solucién del sistema Hamiltoniano asociado a la minimizacién de la
accion presente en la integral funcional, de esto se llega a la existencia de
problemas de no-diferenciabilidad en la vecindad de la separatriz debido al
comportamiento genérico de la variedad inestable del atractor cerca de la
separatriz [4, 8, 9]. Esta propiedad estd asociada a sistemas hamiltoniano no
integrables (caso genérico). Otro motivo de posible no-diferenciabilidad es
la co-existencia de atractores ya que al pasar de una cuenca de atraccién a
otra podrian presentarse saltos en la derivada del potencial debido a que el
punto de partida de la integral pasa de ser un atractor a otro en las distintas
cuencas de atraccién, y otro motivo es la co-existencia entre un atractor
puntual y un ciclo limite [7]. Por tltimo, una causa de no diferenciabilidad
que no ha sido mencionada en la literatura, es debido a que la variedad
inestable del atractor del sistema determinista, que se ha transformado en un
punto silla en el sistema Hamiltoniano, puede no recubrir completamente su
cuenca de atraccién (en el sistema determinista) con lo cual habrian puntos,
en su cuenca de atraccién, que no pueden ser alcanzados desde el atractor
directamente y se debe pasar por algiin otro punto critico (puntos silla o
repelores) para desde ahi llegar, a través de la variedad inestable de ese punto
critico, al punto en cuestion, es sobre esto 1ltimo que nos extenderemos para
mostrar con un ejemplo esta fuente de no-diferenciabilidad.

17
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Consideremos el sistema (16) y su Hamiltoniano asociado
1
H=Zp:+vp)+ (M1w—x3— (Mlu M) ny) Pe
2

+ (uzy—yg— (M +V&> a? y) Py
H1 H2

Las ecuaciones de Hamilton son
K2

. H2 251
yzugy—yg—( +u—> 2y +vp,
H1 H2

pm=—<u1—3x2—<w> y2> pz+2< +V&>xypy
H2 M1 H2
M1 — 2 H2 H1
py=2(7) wypm—<u2—3y2—( +V—) w2) Py
1) H1 H2

Este sistema dindmico tiene un funcional de Lyapunov dado por (17)
¢°(x,y) = —pm 2 +5 S y?
M2

que podemos utilizar para construir una variedad invariante (p, = %(/; , Dy =

a¢; ) en la cual la dindmica se reduce a

Pe = 2( p1 T+ +&xy>

2
H1
y:2_x23/
2
+
wz—u1x+x3+<ul M2) 2
K2
H2 H1 2
Yy=y—-y —\——v— ] Y
H1 H2

Es inmediato que este sistema corresponde a la variedad inestable de los
atractores del sistema determinista y debido a que los puntos silla mantienen
su estructura de punto silla, en esta variedad invariante, se llega a que esta
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Figura 6: La proyeccién sobre el plano (z,y) de la variedad invariante del
sistema Hamiltoniano asociado al funcional ¢°

variedad no recubre todo el espacio, o mejor dicho, desde el atractor no se
pueden alcanzar todos los puntos correspondientes a su cuenca de atraccién
en el sistema determinista y por lo tanto la integral en (11) debe pasar por
otro punto critico para cubrir a aquellos puntos que no son cubiertos por la
variedad inestable de los atractores, en nuestro ejemplo se debe pasar por
los puntos silla para, a través de su variedad inestable, llegar a todos estos
puntos que estan fuera de la variedad inestable del atractor.

Si ahora nos restringimos al sistema(18) (v = (us/p1)°) se obtiene una
visién mas clara de lo mencionado en el parrafo anterior ya que el sistema
Hamiltoniano queda reducido a

pm:2<—u1x+x3+ﬂxy2)

H2
M1
py:2_ I2y
M2
. +
x:—u1x+x3+(u> :cy2
K2
g=pay—y’°

luego, dentro de esta variedad invariante, y = =+, /j2 son variedades invari-
antes asociadas a la direccién inestable de los puntos silla y por lo tanto son
las fronteras de la variedad inestable de los atractores ya que una trayec-
toria que parte muy cerca de los atractores no puede pasar esta frontera,
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\
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Figura 7: La proyeccién sobre el plano (z,y) de la variedad invariante del

sistema Hamiltoniano asociado al funcional ¢°

N

luego la variedad inestable de los atractores estd restringida a la region -
V2 <y < /iz, luego el funcional de Lyapunov (17) es el potencial de
no-equilibrio solo en esta regién. Lo que ahora se necesita es la variedad in-
estable de los puntos silla que justo estd dada por el funcional de Lyapunov

(19)

) _]‘ 2 H1 o ?
¢(w,y)—2(u1 T M2y>

Con ¢° se construye la variedad invariante

a~o
Py = ;; :2<—u1x+x3+ﬂxy2)

K2
9¢° 1 K1
py=—5-=2—(—my+aty+—y
Jy iz Iz
b= x+a®+ (M) z y?
M2
y=—p2y+y’

que da la variedad inestable de los puntos silla y es, ademads, la variedad
estable del repelor y recubre todo el espacio y por lo tanto sirve como el
potencial de no-equilibrio en la regién en que ¢° no lo es, luego nuestro
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potencial de no-equilibrio es dado por trazos

Sty ety < Vi
K2

¢(z,y) = 2
Lm—at-2y?) =z

Luego el potencial de no-equilibrio es no-diferenciable en y = 4., /s pero es
continuo en todo el espacio, en particular en y = 4., /us pues

4

¢°(x, /1) = ¢°(x, ++/112) = "%
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Genericidad de las propiedades
anteriores

En las secciones anteriores se mostraron propiedades presentes en modelos
muy especificos de codimensiones 4 y 5 para los sistemas (16) y (18) respec-
tivamente ya que a partir del modelo (15), de codimension 2, se impusieron
2 y 3 igualdades respectivamente, pero ahora mostraremos que para que se
den las propiedades descritas en las dos secciones anteriores solo se necesi-
tan imponer desigualdades para los pardmetros del sistema (15) lo cual no
aumenta la codimensién del problema quedando asi de codimensién 2 [22].

Como ya fue mencionado antes, las propiedades se presentan debido a
que, en la variedad inestable del atractor, los puntos silla se mantienen como
puntos silla, donde la variedad inestable sale en la direccién del eje x, y por
lo tanto esta variedad no puede tocar al eje x con lo cual limita la regién de
validez de la variedad inestable del atractor ya que los punto debajo de esa
variedad no pueden conectarse con los que estdn sobre esa curva ya que es
una variedad invariante.

Lo que haremos serd resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi del sistema
para obtener la variedad inestable del atractor en torno a la vecindad de los
ejes y asi obtener las condiciones sobre los pardmetros para que se cumpla lo
ya antes mencionado [18, 19, 20].

Sobre el eje x (Jy| < 1) hacemos una expancién del potencial en torno a
y =0, es decir

¢°(x,y) = fo(@) + [ilx) y + fa(z) ¥* + O(y°) (20)

y en el eje y (Jz| < 1) hacemos lo mismo para z

¢°(x,y) = go(y) + 91(y) = + g2(y) 2% + O(z?) (21)

23
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Figura 8: En la regién achurada se resolverd la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi,
primero sobre el eje x y luego sobre el eje y y en donde se intersectan se
pegaran estas dos soluciones.

La ecuacién de Hamilton-Jacobi es

067\’ 067\’ 0¢°
():%(aq;) +%<a¢;) + (- 2* —azy?) aﬁ%— (22)
0¢°

dy

+(p2y—y' = Ba*y)
Reemplazando (20) en (22) da el siguiente conjunto de ecuaciones

0
0

Fu@)? + (s — 2+ 3 f3(2) fola)
(12 = B + 20 3(0) fu(a) + (e — 2+ fy(2) fi(o)
—az fo + % fi2 4 2(pe = B2°) fo + 20 + (mz — 2® + f)) =0 (23)

(CEIAN

—~

por la simetria de y — —y, p, — —p, se obtiene que fi(z) = 0, luego para
fo se tiene que

(1w — o+ 3 f3(2)) fola) = 0
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y por lo tanto
folz)=0 ¢ fi(z) = —2maz + 22 (24)

Por otro lado el sistema Hamiltoniano, para la variedad invariante definida
por ¢°, es como sigue

a o

ox

) 0¢°
J=pmy—y —Bry+v ;5
y

b= x—a’

y al linealizar este sistema en torno al punto (z,,¥,) se obtiene la matriz
Jacobiana

2 ho 2 10
H1 — sz —Q yg + 68;/)2 (xo, yo) —2a x, Yo + %(mm yO) 9
a2¢o 9 2 a2¢o ( 5)
=20z, Yo + V ozoy (o5 Yo) po — 3y, —Ba; +v By2 (Zos Yo)

Reemplazando, en esta expresion el potencial dado en la expansién (20) y
usando que fi(x) =0 da

H1— 3x3 - yg + fé’(iEo) + fél(mo) yg —2a Lo Yo + Qfé(mo)yo
_2ﬁ To Yo + 2Vfé($0)yo M2 — 33/2 - ﬁ 903 + 2Vf2($0)

Por el momento solo me interesa lo que estd pasando en el eje x, luego
tomaremos y, = 0 y observaremos que pasa en el atractor y en el repelor

( 1 — 3z + fi (o) 0 )
0 p2 — B @y + 2v fa(w,)

primero veamos que pasa en el atractor para lo cual tomamos z, = /i1, y
como lo que queremos es la variedad inestable de este atractor impondremos
que en esta variedad sea un repelor es decir

( —2p1 + f§ (\/111) 0 )
0 p2 — B+ 2v fo (/1)

debe ser definida positiva y por lo tanto se impone que

—p2 + 5
o(Vi) >2m >0y folii) > ——5——>0
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y por lo tanto, de la condicién (24), se deduce que
4

i
fo(z) = —ma® + 5]

notemos que entonces los valores para f y fo en z, = /i1 son
—p2 + 3
S =4y falyim) = 2

con lo que se cumple que el atractor sea un repelor en esta variedad invariante.
Usando todo esto en la ecuacién para fo (23) se llega a

(mz —2°) fy(@) = 200* (1 — 2°) + 2(p2 — Ba®) folw) + 20 fo(2)*  (26)

ahora nos trasladamos al repelor y por lo tanto evaluamos esta ecuacién en
x = 0 lo que nos da

f2(0) (p2 +vf2(0)) =0
Esto implica que

RO)=0 6 f(0)=-2<0
En el caso que resultase ser que f5(0) = —£2 < 0 y debido a que en z = /i1
se tiene que fo(y/p11) = (—p2 + B p1)/v > 0y como f, es una funcién
continua se llega a que existe z €0, /u1[ tal que fo(z) = 0 A fi(Z) > 0 si
ahora evaluamos en (26) con z = Z nos da que

fi(@) =25 o

en consecuencia una condicién suficiente para que f2(0) # —pa/v es que o <
0 entonces f>(0) = 0. De todo esto se deduce que el repelor (0,0) en esta
variedad es un punto silla pues evaluando la matriz Jacobiana en x, = 0,

Yo = 0 tenemos
—p1 0
0 M2

en donde el eje x es la variedad estable y el eje y es la inestable. Calculando
fa cerca del repelor (Jz|] < 1) y como fo — 0 cuando z — 0 en (26) se
tiene

pafy(x) = 20 x° + 2py fo(z)
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— fox) ~ _me o + C g2H2/m
M1 — p2

Si tomamos gy > p; entonces tendremos para x pequeno que

fo(z) ~ P2 250
H1 — H2

luego para |z| < 1 A |y| < 1 el potencial de no-equilibrio es

¢°(x,y) = (—1 + yQ) a?. (27)

M1 — M2

Repetiremos todo el mismo cdlculo pero ahora en el eje y (|z] < 1).
Reemplazando (21) en (22) se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones

1 v
3 g1(y)* + (poy —y° + 290) go(y) =0 (28)
(11— ay® +292(y)) 91(y) + (n2y — y* + vg0(y)) g1(y) =0
1%
—Bygh + = % +2(u1 — ay?)gs + 2927 + (nay — y* +vgp)gh =0 (29)

2

Nuevamente por la simetria x — —x, p, — —p, se obtiene que ¢;(y) = 0,
luego para gq se tiene que

14

590(4)) go(y) =0

(noy — y° +

y por lo tanto

90(y) =0 6 goly) = _%(le ) (30)

Volviendo a la matriz Jacobiana (25) ahora sobre el eje y, evaluando para
z = 0, tenemos

1 — o2+ 292(yo) 0
0 2 — 3 Y2 + vg6 (Yo)

y esto evaluado en el repelor (y = 0)

H1 + 2g2(0) 0
0 pa + vgg(0)
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Al comparar esto con la matriz Jacobiana obtenida anteriormente en el
repelor se llega a que

92(0)=—m A gg(0)=0
y entonces de la ecuacién (28) se deduce que
go(xz) =0
Luego la ecuacién para go (29) se reduce a
2(m — ay®)g2 + 202" + (p2y — y°)g = 0

cuya solucién es

O
B C y2N1/N2 — 2y2li1/#2 fy\/u_Q ('u,2 — ZQ)#l/#Z—Oé—l 2—2p1/p2—1

92(y)

haciendo el cambio de variable u = 22/, se llega a la siguiente expresién
en términos de las funciones Beta e Hipergeométrica (B(a,b), o F1(a,b; ¢; 2))
21

QQ(y) = (,LLQ — yQ)“l/l‘Z_a/{(O — ’LLQ_a_lB(_ﬂ & _ Oé)) y2N1/N2_

,U27 2
2
e R (- e, B g y—)}
2 Mo 2 2

como
2 ab , 4
2Fi(a, by y”/pe) = 1+ —y~ + O(y")
C 2
y ademds p; < o si

C— B )y 20
M2 2

entonces go(y) ~ C + C y*1/#2 para |y| < 1 solucién que no calza con la
obtenida sobre el eje x, luego la constante C' debe valer

C=p ' B(-2 B o) < 4

Mo 2



29

Asi la solucién para go queda

(1 _ z_z)ul/ura
2

H1
DFy (8 o 1t g

92(y) =

Expandiendo esta expresion para y pequeno da que

go(T) >~ —py (1 + y2> + O(y4)
M1 — p2

luego el potencial evaluado en el eje y cerca del repelor (|z| < 1 A |y| < 1)
da

(0%
¢°(z,y) >~ — (1 + y2> z?.
M2 —

que coincide perfectamente con el obtenido desde el eje x (27). Lo ltimo que
nos falta es ver que ocurre en el punto silla. Para ello evaluamos la matriz
Jacobiana en el punto silla (z, =0, y, = \/f12) lo cual da

( p1 — apiz + 292 (/i2) 0 )
0 —2 pto + v (\/112)

pero como g (v/f2) = g2(y/12) = 0 esta matriz se reduce a

M1 — Gl 0
0 =2 i

lo cual demuestra lo que querfamos, que el punto silla, en esta variedad in-

variante, es de nuevo un punto silla con la direccién ”y” estable y la direccion

”z” inestable y para llegar a esto solo fue necesario imponer las siguientes

desigualdades

a <0, p < ps, %<ﬁ, a+6+2>0

con lo cual la codimensién no aumenta dando que las propiedades de-
scritas en las dos secciones anteriores se dardn genericamente, por lo menos,
en codimension 2.
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Figura 9: Gréfico 3 vs usa/plas condiciones se cumplen en la regién achurada.

il
-2
-3
-4
-5
-6

57

Figura 10: Grafico a vs  en la regién achurada son vilidas las condiciones
para presentar el fenémeno.



Parte 11

Inestabilidad de Faraday en
Fluidos Altamente Viscosos
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Introduccion

Cuando una capa de fluido de altura h que yace sobre un plano horizon-
tal es vibrada verticalmente, para amplitudes sobre un umbral, aparecen
ondas estacionarias en la superficie libre (inestabilidad de Faraday). Sean
T = (x,y) € R? las coordenadas horizontales, z € R el eje vertical y elijamos
el origen en la superficie libre, cuando el sistema estd en reposo (el plano
estd en z = —h). Llamamos &(7,t) (i.e £ : R? x R — R) al desplazamiento
de la superficie libre y &z(%) (k € R?) su transformada de Fourier horizon-
tal (consideramos el sistema como infinitamente extendido en la direccién
horizontal). Para un fluido no viscoso Benjamin y Ursell[23] derivaron, en
la aproximacién lineal, una ecuacién de Mathieu para &;(t) de la forma (el
punto representa la derivada con respecto al tiempo)

E(t) + wi&p(t) =0 (31)

donde w? = ktanh(kh) (g+ 71 k?/p) es la relacién de dispersién usual para
ondas de superficie (g es la gravedad, 7 la tensién superficial y p la densidad).
La ecuacién (31) corresponde a un péndulo no amortiguado y la viscosidad
débil ha sido introducida fenomenolégicamente agregando un término disi-
pativo a la ecuacién de Benjamin-Ursell (BU) (31). En estos tltimos afios el
caso de viscosidad fuerte ha interesado a muchos autores. Estudios numéricos
de las ecuaciones de Navier-Stokes han sido hechas [24, 25] y comparadas con
experimentos. Sin embargo ninguna ecuacién simple, que juegue aqui el rol
de la ecuacién de BU, ha sido propuesta. Recientemente Cerda y Tirapegui
(CT) derivaron tal ecuacién [26, 27, 28, 29] para condiciones de borde realis-
tas. La ecuacién CT es de nuevo una ecuacioén tipo Mathieu que corresponde
a un péndulo fuertemente amortiguado con coeficientes que difieren de los de
la ecuacion BU, vdlida para viscosidad débil. La ecuacién de Cerda-Tirapegui
describe asintéticamente, para viscosidad fuerte, la evolucién lineal de la su-
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perficie libre del fluido y nuestro propdésito aqui es dar una prueba formal de
la validez de esta descripcién asintética[30].



Derivacion de la Ecuacion de
Cerda-Tirapegui

Primero mostraremos la derivacion de la ecuacién CT para &;(t) cuando
el fluido estd en reposo y entonces mostraremos como se agrega el efec-
to de la vibracién del plato (todos los detalles pueden ser encontrados en
los trabajos previos [28, 29]). El punto de partida es la derivacién de una
ecuacién exacta para £ (t) que es no local en el tiempo debido al efecto de la
memoria. Comenzamos con la ecuacién de Navier-Stokes para la velocidad
U(Z, z,t) = (v1,v9,v3) con las condiciones de borde correctas para un fluido
viscoso. Insistimos en este punto puesto que una ecuacién no local para &;(t)
ha sido derivada recientemente [33] pero imponiendo condiciones de borde
no fisicas en el fondo del plato lo que restringe la validez de la ecuacién al
caso de agua profunda. Nosotros imponemos en la superficie superior las
condiciones cinemdticas usuales que relacionan @' con £(Z,t) y la igualdad de
fuerzas

3
> Tym = (po+7(1/Ri+1/Ry)) n; , j=1,2,3
=1

donde p, es la presion atmosférica, (R, Ry) los radios de curvatura en las dos
direcciones horizontales, n = (n1, ng,n3) la normal unitaria a la superficie y
T, el tensor de stress que tiene la forma 7}, = p 6;,— pv(0;v,—0,v;) donde v es
la viscosidad y p la presién. Sobre el plato imponemos la condicién de borde
no deslizante #(Z,z = —h,t) = 0. Escribimos # = —V¢ + @ y llamamos a
(%, z,t) = (u1,us,us) la velocidad difusiva puesto que contendrs los efectos
de bordes dependientes de la viscosidad que no pueden ser realizados por un
término potencial. Después de linealizar en torno a la solucién estacionar-
ia (= 0, pst = po — pgz) de la ecuaciéon de Navier-Stokes probamos que

35



36

linealmente uno tiene

(8 + 20K 25 (1) + wika(t) +
(0 + 2vk?)

T uﬁiat)tz_h+—2thanhkhiLu%iz¢)’ =0 (32)

z=0

Esta ecuacién exacta relaciona () a la transformada de Fourier hori-
zontal uzp(z,t) de la componente vertical us(Z, z,t) de la velocidad difusiva.
La funcién u,; satisface la ecuacién

[0, + v(82 — k)] ugp(2,t) =0 (33)

con las condiciones de borde

Uy (2, t) ‘z:o = —2uk*&x (1) (34)
[sinh khugp(2,t) 4+ k cosh kh ugp(z,t)] ’z:O = —k(0; + 2vk*)&(t)

La ecuacion (32) serd nuestra ecuacion exacta para £(t) cuando u,z(2,1)
sea expresado como un funcional de &;(t) resolviendo las ecuaciones (33) y
(34). La interpretacion fisica de (32) es clara: los efectos de los dos bordes cor-
responden a los dos ltimos términos en (32) y el otro término adicional, con
respecto a la ecuaciéon BU no disipativa (31), es la traslacién 8; — 0; + 2vk?
de la derivada temporal que podemos identificar con el efecto de disipacién
por friccién en la regiéon del movimiento potencial del fluido [28]. Puesto
que estamos interesados en el comportamiento a tiempo largo, resolvemos la
ecuacion (33) tomando la condicién inicial en ¢, — —oo y obtenemos

uyz(t) = /oo dt’ exp[—vE*(t — )| K(t — ', 2)&(t) (35)

—0o0

donde el kernel K (¢, z) puede ser calculado exactamente [28, 29] y el caracter
no local en el tiempo, debido a los efectos de memoria de la ecuacién auténo-
ma para {;(t) obtenida replazando (35) en (32), es ahora explicita. Podemos
escribir esta ecuacién no local exacta formalmente como una serie infinita en
la derivadas temporales 8t(n) = 0"/0t", n > 1. El resultado es
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Y o Gt +wi&(t) =0 (36)

n>1

donde los coeficientes ¢, seran especificados mds adelante. Si el plato estd
vibrando verticalmente su coordenada z, serd z,(t) = —h + Ap(u = Qt),
donde ¢(u) tiene periodo 27, max |¢(u)| = O(1). La gravedad efectiva g.(t)
en el sistema de referencia en el cual el plato estd en reposo es (el punto
representa derivadas con respecto al tiempo)

ge(t) = g + 2,(t) = g(1 + T x())

donde y(u) = ¢”(u) (primas son derivadas con respecto a u) y I' = AQ?%/g.
La ecuacién para esta situacién es obtenida de (32) o (36) reemplazando g
por g.(t) en la expresién de w?. Esto cambia w? a wy(t)* dado por

r
2 2
w(t)” = wi (1 + e x(Q21)), Iy = 15 752/pg (37)
Los coeficientes ¢, en (36) son (v = kh)
1"
C (=) n>1 (38)

()= L“)_l n>3 (39)

~1 up(v)"
ap(v) _ 3
c(v) =1+ p; o) = Flo) <3 (40)
a(v) =-2G(v) (41)

Aqui F(v) es de orden O(1) para todo v mientras que G(v) ~ 1 para
v >1, G(v) & 52 para v < 1, a,(v) son funciones positivas adimensionales
acotadas de vy (p > 1)

ap(v)

ol P <) < (p+ 1)/ ()

uy(v) =1+
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donde a,(v) son funciones de v. Las expresiones explicitas de todas las
funciones anteriores pueden ser vistas en [28, 29]. Reemplazando &, = exp(st)
en (36) los valores de s estdn determinados por la relacién de dispersién (ver
también [24, 31]) DR(s) = F(s) + w? donde

F(s) = (s +2vk?)?

N Vqu2 +k?  4gksinhv — (¢ + k%) sinh(gh)

coshv ksinh(gh) coshv — gsinh v cosh(gh)

anhvd sinh(gh) sinh v — k cosh(gh) coshv

4Pkt
v k sinh(gh) coshv — gsinh v cosh(gh)

(43)

con ¢ = +/s/v + k%. En términos matemadticos tenemos en (36) un operador
pseudo-diferencial y su simbolo es la funcion DR(s)[32] y notamos que las
propiedades (38-42) son consecuencia directa de una expansiéon de Mittag-
Loefler [28, 29]de F. Consideramos ahora la ecuacién (36) con forzamiento
(w? es replazado por wy(¢)? dado por (37)): reemplazando u = Qt, 9, = Q9,,

y multiplicando por (v k?) 2 podemos escribir (36) en la forma adimensional

S (=) ¢, ()0, €k (1) + colu, v)Ex(w) = 0 (44)

n>1

wi(t)?  tanho (1+ G0?)

CO(“a ’U) = (l/ k2)2 - av3 (1 + L'y X(U)) (45)
Qh? v T €
= — = — = = — 4

En las ecuaciones la dependencia en los pardmetros adimensionales (e, «, 3, v,T")
es exibida explicitamente. La ecuacién Cerda-Tirapegui es obtenida de (44)
manteniendo solo los primeros tres términos, i.e. hasta N = 2 en la suma.
En lo que sigue derivaremos las condiciones matemaéticas que permiten el uso
de la ecuacién truncada cerca de la inestabilidad. Si ponemos p = —nd, la
ecuacion (44) puede ser escrita

H(u,p=—n0,)&u) =0
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con

H(u,p) = Z Cn (V) " + ¢o(u,v) (47)

n>1

Nuestro interés estd en el comportamiento asintético para n < 1. Hace-
mos un ansatz tipo WKB

Slu,n) = ¢ (u) + 16" (u) + 17 ¢ (u) + ... (48)

Reemplazando en (44) obtenemos una jerarquia de ecuaciones para {¢" (u)}.
El comportamiento dominante ests dado por las funciones ¢ (u) y ¢ (u)
que satisfacen las ecuaciones

H(u,8,¢" (w)) =0 (49)

9,0 _ 1 [ 0°H(u,p)
Y 2 op*

Los coeficientes ¢,(v) en H(u,p) estdn dados por (39-41) y puesto que
u, (v) < uy(v) < ... <wu,(v) < ..uno tiene (= wu, (v) )

<8H<u,p>
op

(0)
(0)) 8182)@5 ’ (50)
p=0u¢

e ()<’ Z %(v) ,n >3 (51)

p>1 up (/U)

in min
il

Debido a (42) u, (v) > 1+ 25" y entonces p < 1/(1 4+ %5°) < 1 para
v < 1. Notemos que p crece si v crece pero siempre uno tiene p < 1. Consid-
eraremos ahora g como pardmetro de expansién pequeno y vemos entonces
que podemos esperar que el término principal sea una buena aproximacién
cuantitativa para v < 1 mientras que para v grande podemos esperar al menos
un acuerdo cualitativo con la ecuacién no local completa (44). Usando (51)

podemos escribir
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c,(v) =p"",(v)  n>3,

con 0 < b (v) < 1/2 debido a (51) y (40). Expandiendo ¢ (u) ,j > 1, en la
forma

0" (u) = ¢ (u) + p ¢ (u) + 2 6. (u) +

y reemplazando en las féormulas (49,50) obtenemos para los términos princi-

pales (qﬁ( '(u), qﬁél)(u)) las ecuaciones

¢, (0u0) )? + ¢, (Butry ) + ( 0) =0 (52)
(¢, 426, 040, ) Ot = =¢,00¢." (53)

La solucion de (44) en esta doble asintética (77 y {4 pequenos) es entonces

& = exp —%w;” (w) + 16" ()

Recordamos ahora que la ecuacién Cerda-Tirapegui es obtenida truncando
la ecuacion (36) 6 (44) hasta n = 2. De (44) uno obtiene la ecuacién CT

e, (v) 005 + e, (v) uy + ¢, (u, 0)E = 0 (54)

Para (54) hacemos un ansatz WKB escribiendo

= exp ;W () + 79" () + )

y reemplazando en (54) encontramos inmediatamente que las funciones " (u)
y 4" (u) satisfacen las ecuaciones (52) y (53) demostrando asf que la ecuacion
CT da el correcto comportamiento asintético de la ecuacién no local comple-
ta (36) cuando 7 y p son cantidades pequenas (recordemos que i es siempre
menor que 1 y se aproxima a este valor solo en el limite v — o0). Esto finaliza
entonces nuestra discusién de las condiciones de validez de la ecuaciéon CT.



Solucion de la ecuacién CT con
Funcién Step

Vamos ahora a la segunda parte de este capitulo en el cual discutiremos
como las condiciones de validez previas pueden ser expresadas en términos
de parametros fisicos. La ecuacién CT es

() + 2%Ex(t) + @R(1 + Trx (1)) &x(t) = 0 (55)
_ l/kQQ(kh) _ w? . r r
= o khy R T f(ifh)’ be=17= 1552 9

P9

Si escribimos (55) con los mismos pardametros (¢, «, 3, v,I") que aparecen en
la ecuacién (44) tenemos

v2G(v)
852)51‘5 + 7&@,; +

1 )2 hv T
TR SN P

Nuestra estrategia sera estudiar la ecuacién CT (desde ahora siempre estare-
mos hablando de la ecuaciéon CT) y determinar los pardmetros (e, «, )
definidos en (46) para que la inestabilidad surja y el valor umbral I'. del
pardmetro de control y el niimero de onda critico k.. Una vez que k. es cono-
cido conocemos v, = kch y podemos determinar n = =5 y chequear las dos

condiciones para la validez de (55),ie. n =5 < 1, :C(l +aq(ve)/v?) T <
1, con % < ay(v.) < %772. Sin <1,y puesto que y es estrictamente menor

que uno para todo v, finito, podemos esperar al menos validez cualitativa de
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la ecuacién CT para el propésito de la determinacion del umbral de la in-
estabilidad. Consideremos primero la ecuacién para un péndulo amortiguado
escrito en la forma

E(t) +29€(t) +w*(1+Tx(Q1)) €(t) = 0 (58)

Podemos obtener resultados exactos en el estudio de (58) si tomamos para
X (u) una funcién step de periodo 27 definido por x(u) =1, —7/2 < u < 7/2;
x(u) =—1,7/2 < u < 3mw/2, y ciertamente podemos esperar que el escenario
obtenido por esta eleccién especial de y(u) serd el general. Definimos 4 =
v/w, 0 = w/Q y notamos que en el andlisis del comportamiento de la ecuacién
(58) es util distinguir dos casos:
a) I'© > |1 — 42| que estd relacionado a amortiguamiento fuerte (viscosidad
fuerte en el problema de Faraday) puesto que I'® > 1 para 4 = 0;
b) I'®) < |1 — 42| en cuyo caso uno puede demostrar que cuando 4 va a cero
el valor umbral de I'® también se anula como en amortiguamiento débil.
Nos concentraremos en I'® > |1 — 4%|. La cantidad relevante en el anlisis

es (6 =0T —1+42 k=0y/T0 +1—-42)

. SRR
X = cosh(7&) cos(mk) + — sinh(7&) sin(7k) (59)

20k

donde (&, k) son cantidades reales puesto que I'® > |1 — 42|. El analisis
de Floquet de (58) nos dice que la condicién para la inestabilidad es | X| >
cosh(2r4). Consideremos las ”curvas resonantes” C(n) definidas por k = n
que seran representadas en el plano (F(O), o) por las ecuaciones (n=1, 2, 3,

)

2
o n 22 ¢
F()=;—1+72=fn(0) (60)

En la curva C(n) tenemos X = (—1)" cosh(n#) y la condicién de inesta-
bilidad |X| > cosh(270¥) nos dice que en cada curva resonante debemos
tener

I >1+35% = f(o) (61)
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para ser inestable y puesto que f (o) no depende de o la curva marginal
C dada por I'” = 1 + 342 es una linea paralela al eje o en el plano (I'®), 7).
Puesto que X cambia de signo entre las curvas én y én+1 debe haber una
curva entremedio para la cual X = 0. Esto nos dice que tendremos lenguas
de inestabilidades disjuntas entorno a cada curva resonante y puede ser ver-
ificado que el minimo de las lenguas estdn casi en la linea I'©) = 1 4 342
(por simplicidad diremos que ellas estdn sobre esta linea). Ahora usaremos
estos resultados en la ecuacién (55) donde (g /wg, Tk, @ /€2) juega el rol de
(4,7 5) con

o av®G(v)?
J)_% ~ F(v)tanh(v)(1 + Bv?) (62)
o F(v)
@ o’ vtanh(v)(1 + fv?) (63)

Consideremos ahora en el plano (I',v) las curvas resonantes C(n) (cor-
respondientes a I'® = f,(0)) y la curva marginal C (correspondiente a
I'® =14 34%). Uno tiene

B o, 9.9 O F(v) o v*G(v)?
U= (1405 1+ Bv2vtanh(v) 1+ o2 F(v)tanh(v) D

= fu(v;a, B,¢e) (64)
F:1+ﬁv2+2aH(v)Ef(v;a,ﬁ),H(v)Eg#gﬁlw) (65)

donde (64) son las curvas C(n) y (65) la curva C. Estas curvas se muestran
en la Figura 1 para los valores (a = 0.133, 5 = 1.437,c = 9.856). El minimo
(v*,I'*) de la curva marginal es obtenido de la ecuacién f'(v) = 0 que da

= _ = H(v) (66)

Resolviendo esta ecuacién en que H(v) es una funcién solo de v, obten-

emos el minimo v*(£) en la Figura 11. Hemos graficado la funcién v*(2)

en la Figura 12. Esta funcién decrece monotonamente y tiende a cero como

(B/a)~'/* para (3/a) grande.



44

40

35

30

25

20

15

I'ap) 10

o Viep! wg) 2 wup 3 4

Figura 11: La curva marginal con su minimo (v*,I'*) y las dos primeras
curvas resonantes.
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Figura 13: La funcién M (v;«, ) para a = 0.133, § = 1.437
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Figura 14: El pardmetro n como una funcién de ¢ para a) (o = 2.5, = 1),
b) (a =10,8 =15), ¢) (a = 1000, 3 = 5)

Podemos determinar los valores (v(P;),v(F%),...) de la Figura 11 elimi-
nando I entre (64) y (65). Esto da

v2G(v)2 v?2 vtanh(v)] __
n2e? = 9 F(q())g + 1+§ tf(v)( )] = M(v;«, ) (67)

Hemos dibujado esta funcién M (v; a, 3) para (o = 0.133,3 = 1.437) en
la Figura 13. El valor mg de M(v;a,3) para v = 0 y el comportamiento
principal para v — 0o son ambos independientes de (¢, 3) y uno tiene mg =
25/8 y M(v;a,3) ~ 2v* cuando v — oo. Entonces cuando («, 3) son dados
calculamos v*((3/a) de la Figura 12 y usando la Figura 13 determinamos el
valor importante m(«, 3). Hemos distinguido dos casos:

a) Si &2 < m(a,f) tenemos que v, ~ v*(3/a) < 0.86 y puesto que
v*(8/a) decrece suavemente (como (3/a)~'/*) tenemos que v, = O(1) a
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menos que (3/a) sea muy grande, y entonces n = £/v? &~ ¢ y la ecuaciéon CT
sera una aproximacién cuantitativa si € < 1 y podemos esperar un acuerdo
cualitativo cuando ¢ llega ser de O(1). En este caso el segundo pardmetro
< (14 a2 /v?) =~ (14 7%) 7! ~ 107! es siempre pequenio;

b) Si €2 > m(a, 8) tendremos v, = v(P;) > v*(8/a) (ésta es la situacién
dibujada en la Figura 13) y uno puede preguntar por el comportamiento de
n = ¢/v? para € grande. La respuesta estd dada por la ecuacién (66) que nos
dice que (g/v%)? ~ 8/9 cuando € — oo. Vemos entonces que para ¢ grande el
pardmetro 1 < 1y también tendremos p < 1 (aunque puede ser muy cercano
a uno si v, es suficientemente grande) y por lo tanto podemos esperar que la
ecuacion CT serd vilida al menos cualitativamente.

Podemos resumir nuestro andlisis graficando 1 como una funcién de e
para diferentes valores de («,3) como estd hecho en la Figura 14 donde
podemos ver que la ecuacién CT puede ser una descripcién cualitativa para
casi todos los valores de £ puesto que 7 es de O(1), excepto para un pequeno
intervalo en torno al punto (), o mucho més pequeno que uno cuando € es
muy pequeno. Los valores de (a,3) para los cuales los puntos @ y Q' se
aproximan entre si son los mds favorables para tener n < O(1) en casi todo
el rango de variacién de . Se dio una relacién explicita entre o y § para que
esto ocurra en el marco de la solucion WKB de la ecuacién CT en [28]. En
conclusién podemos tener n < 1y p < 1 para cualquier € pero la condicién
estricta para la validez de la ecuacién CT, i.e. n < 1, es solo verificada para
e suficientemente pequeno. El pardmetro n = Q/vk? = £/v? que controla
la validez de la ecuacién CT corresponde a (I/6)? donde § = (v/Q)Y? y I
es la longitud de penetracion del movimiento definido en [28, 29| puesto que
cuando £? < m(a, 3) uno tiene n ~ ¢ = QThZ y I = hy cuando €2 > m(a, 3)
se tiene v, > v*(#/a) = 0.86 y tan pronto como v, > 1 podemos estimar
I ~ k! y entonces n = (1/6)>.



Parte 111

Dinamica de Burbujas en la
Ecuaciéon de Cahn-Hilliard
Unidimensional
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Introduccion

En esta parte estudiaremos la evolucién de los sistemas descritos por la
ecuacion de Cahn-Hilliard unidimensional [41, 42].

Sea Q C R3 el dominio espacial de un sistema fisico. En general, la
ecuacion de Cahn-Hilliard surge en sistemas con un pardametro de orden con-
servado u : 2 x R— R (asociado a una cantidad ”global conservada” [, udz)
que, por lo tanto, cumple una ecuacién de continuidad

atu+V'J:0

en donde J :  — R es el flujo asociado a este pardmentro, en el caso de
aleaciones binarias u es proporcional al nimero de particulas o a la densidad
y el flujo es proporcional al gradiente de la diferencia de los potenciales
quimicos p : 2 — R

J=-—mVpu

donde m € R, es la constante de proporcionalidad, denominada la movilidad.

La definicién del potencial quimico es dada a partir de una energia libre
F:T =R (conT CC*,R))

_ 0F [y
M p—
du(x)
Reescalando el tiempo podemos tomar m = 1 con lo cual obtenemos la
ecuacion
OF
Opu = V2M (68)

du(x)

Si F es acotado inferiormente entonces resulta ser un funcional de Lyapunov
para sistemas con condiciones de borde periddicas o de flujo nulo pues

dF §F [u] du §F [u] o 6F [u] §F [u]\?
dt Q(ST(az)adm :/Q 6u(x)v (5u(m)dm - _/Q <v5u(x)) dz < 0.
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Figura 15: Gréfico de la funcién f(u) para e = —1.

Ademis el funcional de Lyapunov F més simple con dependencia espacial e
isotropia es de la forma

Flul= [ (7 + 5(VeP)o (69)

donde f : R — R es una funcién de clase C*°, con lo cual nos queda la
ecuacion siguiente

O = V*(f'(v) — V*u)

En el caso particular de sistemas biestables, la funcién f(u) mds simple que
los describe es

u?  ut

£ € R, que nos lleva a la clédsica ecuacién de Cahn-Hilliard
O = V(e u +u’ — V) (70)

Todo lo anterior puede ser generalizado para 2 C R™ [43]. La primera vez
que aparecio esta ecuacion fue en 1958 en el estudio de separacion de fases en
aleaciones binarias debido a un brusco enfriamiento [48] y de ahi ha aparecido
en varios otros sistemas como por ejemplo: en el crecimiento de cristales entre
dos fases termodindmicas en competencia [49], en la dindmica de interfases
de paredes de Ising en cristales liquidos [50, 51], en descarga en gases [52],
etc. La razon de esto, como veremos, es la universalidad de este modelo.

El caso unidimensional de la ecuacién de Cahn-Hilliard, contrariamente
a lo que podria pensarse, resulta ser muy relevante ya que surge en forma
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Figura 16: Interfase de paredes de Ising entre dos estados simétricos en un
cristal liquido nemaético sometido a un campo magnético homogéneo

genérica en sistema unidimensionales bajo algunas simetrias y suponiendo
expansion en gradientes, como veremos a continuacién [51].

Una forma caracteristica de una ecuaciéon de evolucién de un sistema
dindmico espacial unidimensional descrito por un pardmetro P: R x R — R
es la siguiente

atP = F(t,x,P, PZC7PLU£U7PLU:U£C7“‘)

(P, significa derivada parcial con respecto a x) es decir, la evolucién de la
variable P en el tiempo, en general, depende del tiempo, de la posicion, del
valor de P y del valor de todas las derivadas espaciales de P. Ahora, si nos
damos las siguientes simetrias

P— P+ F, P— —P
r — T+ xg r— —x

t— t+tg

que son caracterfsticas de las interfases entre dos estados energéticamente
iguales, vemos que la ecuacién de evolucién no puede depender explicita-
mente de ¢, z ni de P, y que ademads el operador de derivadas espaciales
debe aparecer en combinaciones pares. Si, por otro lado, hacemos una ex-
pansién en gradientes de la funcién F', i.e. suponemos que las derivadas
espaciales de orden superior son cada vez mds pequenas ya que tipicamente
0, ~ 1/L (donde L es el tamano del sistema), obtenemos que los términos
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mas relevantes, hasta cuarto orden, son

+ kP 4+ 0 P2 + AP2Psy + 1Py Prgy + VP + O(02)

a, B,e,7v,6,n.k,0,\, u, v € R, combinando esto con las simetrias vemos que
a =y =06 =mn=0 pues violan la simetria xt — —x y ademds f =6 =k =
o = p = 0 pues violan la simetria P — — P, con lo cual nos queda que

Si el pardmetro ¢ es positivo, de orden uno, y consideramos un sistema de
talla finita, basta con considerar solo el primer término de la expansién con
lo que nos queda la ecuacién de difusién

8tP:€Pm

lo que nos dice que genéricamente las interfases tienden relajar hacia la solu-
cién plana cualquier imperfeccién. En otras palabras, la solucién plana es
marginalmente estable. Por otro lado, si el coeficiente de difusién e se vuelve
negativo (una antidifusién) o pequeno, entonces se deben considerar los sigu-
ientes términos en la expansién y para que el sistema sature, se requiere
que el pardmetro A\ sea positivo y que el pardmetro v sea negativo, ademas
reescalando P y x podemos dejar estos pardmetros como A = 3 y v = —1.
Luego la ecuacién se escribe

Bthspm—l-?)Pﬁpm—Pmm

En el caso € < 0 la solucién plana deja de ser estable. Debido a la simetria
P — P+ P resulta que P no es un buen parametro de orden ya que no tiene
sentido darse P pequeno, en cambio el gradiente de P si es un buen pardmetro
de orden por lo cual definimos u : R x R — R como v = P, y derivando la
ecuacién anterior podemos deducir inmediatamente una ecuaciéon para esta
cantidad

Ou = 0%(eu + u? — 0%u) (71)

la cual se puede escribir en términos de un funcional de Lyapunov F :
C'(R,R) — R, como se ve en la ecuacién (68)
OF [u]

8tu = 8mm
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en donde

u? w1

Flu= / L L 0u)de (72)
2 4 2

y, por lo tanto, tenemos la ecuaciéon de Cahn-Hilliard unidimensional, lo cual

dice que, después de la ecuacién de difusién, la ecuacién de Cahn-Hilliard

unidimensional es lo siguiente més genérico que aparece en los sistemas con

interfases unidimensionales que respetan las simetrias.

Una exitosa estrategia para estudiar ecuaciones diferenciales parciales es
fijarse en soluciones tipo defecto o particula [34, 35, 36, 37, 38, 39, 40|, que
tiene la propiedad de ser localizadas en el espacio. Si después de un tran-
siente, una solucién constituida de un cierto niimero de estas soluciones lo-
calizadas es establecida, podemos describir la dindmica ulterior del sistema
a través de la evolucién de estas soluciones debido a su mutua interaccién y
esta evolucién resulta estar determinada, en muchos casos, por un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias [35, 36]. Usaremos esta estrategia para
estudiar la ecuacién de Cahn-Hilliard unidimensional (71) [41, 42]. Recorde-
mos algunos hechos bien conocidos de las soluciones tipo particulas. Estas
soluciones aparecen como 6rbitas homoclinas o heteroclinas de un sistema
dindmico espacial, que corresponden a soluciones inhomogéneas en la cual la
simetria de invariancia traslacional es quebrada en una pequena region local-
izada del espacio [38] y juegan un rol fundamental en la compleja dindmica
espacio-temporal [44, 45, 46]. Algunos ejemplos son: kink, pulsos, solitones,
burbujas y estructuras localizadas [35, 36, 37, 47].
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Analisis Lineal de las
Soluciones Planas

Condicién de Borde Periédica

Trivialmente se ve que toda funcién de la forma u(x) = ¢ con ¢ € R constante
es solucién de la ecuacion de Cahn-Hilliard, pero de todas las constantes,solo
tres tienen especial interés (para e = —|¢| < 0) ya que extremizan el funcional
de Lyapunov (72) y por lo tanto van a tener una participacién relevante en
la dindmica del sistema, estas constantes son

u1:0
up = —/[¢]
Uz = + |€|

Si hacemos una pequena perturbacion sobre estas soluciones (u(z,t) = u; +
vi(z,t), i = 1,2,3) obtenemos a primer orden para v; : R x R — R

atvl = am(—\é" V1 — 8mm/01)
Oy = Ope(2]e| v — Ozzv2)
Oyv3 = Ope(2]e| V3 — 02z v3)

Luego tomando
vi(,t) = e TPT
o,p € R, llegamos a las relaciones de dispersién siguientes: para u;

o= —p*(=le[ + ) (73)

)
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Figura 17: Relacion de dispersién o vs p para u;

Figura 18: Relacion de dispersién o vs p para us y us.
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y para up y us

o =—p*(2le| +p?) (74)

Vemos de estas relaciones que uy y u3 son marginalmente estables y los modos
con que relaja, en una caja de largo L son

nm

pnzf

() (2 (5

Oop=—|— € —

L L

n € N, lo mismo ocurre con la parte plana que une a dos soluciones localizadas

tipo kink (ver figura (21)) en donde ahi L es la distancia entre esos dos kink
y ahf el modo més lento serd

_7T
pn_L

T 2 T\ 2
== (%) (2 ()
7 (L) ( e+ (z )
En el caso de u; vemos que es inestable bajo la condiciéon de que la caja

debe ser lo suficientemente grande como para que pueda albergar, por lo
menos, un modo inestable, es decir, debe existir

Pn < Vg

pues solo en este caso hay un o positivo, por otro lado

nm

pn:f

donde L es el largo de la caja, n es un entero y por lo tanto, para que u; se
inestabilice el largo minimo de la caja debe cumplir que

L>L

Vel

ademads si la caja es muy grande habran muchos modos inestables de los cuales
el mds inestable se impondrd, aquel que maximize o, i.e. el mas cercano a

el

Pméz = 9
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que corresponde a una longitud caracteristica inicial entre kink

y que determina el mimero de burbujas que aparecerdn inicialmente (ver

figura (31))

L~ N\,
N~ L
s 2

La modulacién que se observa en la apariciéon de las burbujas en la figura
31 se explica por que en caja finita los modos estdn discretizados luego,
genéricamente, el maximo en la relacién de dispersién (73) no es alcanzado y
por lo tanto este méximo estara flanqueado por los dos modos més inestables

Pn < Pmax < pn+1
entonces

/U(Z',t) ~ eont+1pnx + €Un+1t+1pn+1x

como los modos estdn justo a ambos lados del maximo o,, & 0,11 S Opge =
le|?

1
v(x,t) A emast(ePnT 4 Pri1T)
— 6\5\%/4(ei(pnx+pn+1x)/2ei(pnw*pnﬂx)/? + ei(pnw+Pn+1w)/2e*i(in*pn+1x)/2)
— e\E\Qt/‘lei(pneranrlx)/?(ei(pnw*pnﬂx)/? + efi(in*Pon)/?)
~ el Pt/ giPmactg cos((pp® — pny1)/2)
y
Pnl — Pp41 = 7T/L
entonces

v(x,t) ~ 2 A V2T g ().
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Condicion de Borde Flujo Nulo

Las condiciones de borde de flujo nulo son las siguientes

Oyu(a) = Opu(b) =0

OF [u] OF [u]

O du(x)

que son equivalentes a

Oyu(a) = Oyu(b) =
Opzatt(a) = Opzru(b) =

en donde a,b € R son los bordes de la caja. Para estas condiciones de borde
el anélisis hecho en la seccién anterior sigue siendo vilido salvo que ahora los
modos que aparecen son

1

T
Pn = (77 + é)z

y en el caso de interacciéon de un kink con alguna de las paredes, L es la
distancia entre el kink y la pared.
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Una Burbuja

Para analizar la ecuacién de Cahn-Hilliard empezaremos por lo més sencillo
que es estudiar sus soluciones estacionarias (G,u = 0)

Opz(eu 4+ u® — Oppu) =0
integréandola dos veces
cu+ud — Opu=\+ax

aqui \,a,e € R, y estamos interesados en encontrar las soluciones homo-
clinas. Como estaremos interesados en sistemas con condiciones de borde
periddicas o de flujo nulo, en ambos casos el término lineal de la derecha de
la 1ltima ecuacién viola estas condiciones de borde por lo que a = 0, asf la
ecuacion que debemos resolver es

eu+u® — Oppu = A (75)

A es, por lo tanto, un pardmetro relacionado a la condicion inicial que deter-
mina el drea bajo la curva de la solucién, que, como se verd, es una cantidad
conservada [50, 54]

Analicemos primero para A = 0, es decir

eu+ ud — Oppu =0

que resulta ser una ecuacién tipo Newton en donde los puntos criticos, para
e < 0, son: 0, \/|e|, —y/|e|] e integrandola una vez obtenemos la siguiente
funcién de energia potencial V. : R — R

2 U4

u
Vo(u) = \615 -

61
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Figura 19: Gréfico de la funcién energia potencial para A = 0.

0 o |

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 20: Diagrama del espacio de fase para A = 0.
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y luego la energfa total £/ € R es
1 2 4
E:§(8u) +\€]——u—

4
que para algunos casos especiales se puede integrar en términos de fun-
ciones simples:

) Si E = 0, se obtiene la solucién exacta

u(w) = v/2lefsec(v/[el(z — z,))

en donde z, es una constante de integracién.

ii) Si E > 0, pero E < |¢|, entonces se pueden dar dos casos 1) |u| < /2

Tel?
en este caso la solucién es oscilatoria con velocidad angular w = /|¢| y la
solucién es aproximadamente

u(z) ~ \/%cos(\/ﬁ(x — ,))
y 2)
(

lu| 2 \/2|e|, aqui la solucién se parecerd mas a la encontrada en el caso
i) (F =0) y tendra la forma aproximada

FE
u(z) =~ +/2le|(1 — m) sec(v/|e](z — x,))
iii) F = [¢]*/4, es decir toca tangencialmente los méximos del potencial
E =V = Vo(u = £4/|¢]), este caso da la trayectoria heteroclina

S0 = B~ Vi(w)

luego

V2

1 T —x
—_— tanh( = °
\/7arcan \/‘? \/§
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Figura 21: Gréfico de un kink con e =1y z, = 10.

entonces

= /][ tanh {\/7 z — xo)}

(76)

Esta es la trayectoria heteroclina. La solucién (76) se obtuvo al usar la
raiz positiva, pero también la raiz negativa da una solucién vélida, que es

= /|e| coth [\/7 x — xo)]

Estas dos soluciones estdn conectadas por la invariancia de traslacién, ya
que si u(z) es solucién entonces u(x + ) también es solucion, luego tomando

T = mi/\/2|e| se llega que

u(z + &) = \/|e| tanh [W( +\/%—xo>]

le|l/2(x—a0)—im/2

lel/2(x—xo0)+im/2 e~

/—6
\/|5 2(z—zo +27r/2+e v el/2(x—xo)—im/2
_ e 1720—20) 4 o/ FI/2a0)
A2 a—z0) _ g—/el/2(0—a0)

le| coth [\/@ (x — mo)]
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Figura 22: Gréfico de la funcién energia potencial para A > 0.

Ahora consideremos A > 0 (se puede hacer un anilisis equivalente para
A < 0), entonces tenemos la siguiente ecuacién de Newton

A+ lelu —u® + Oppu =0

en este caso los puntos criticos (A + |g|u — u® = 0) son

1 4le|?
Uy = —2 % sen (5 <arctan < 2’76)‘\2 — 1> + g)) (77)
Uy = ESen 1 arctan Alel? —-1] - T
2=V 3 272 2
/ 1 4le|3
us = 2 ’%‘ cos <§ arctan < 2’76)‘\2 — 1>>

y para A < |¢[*/? son aproximadamente

up & _\/\gy+i+3—v+0(x3) (78)
b 2e]  8le[?/?
A 3
Uy & —— — 2+ O\
el Jel*
A 32
~ RARNEL AN
us3 le| + 2]~ S + O(N)

ahora la funcién energfa potencial V,  : R — R es
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Figura 23: Diagrama del espacio de fase para A > 0.

u?  ut

Vealw) = Au+ el = —

y la energia total da

2 U4

1

Si la energia es tangente a algin punto critico, es decir, £ = V x(uy),
n =1,2V 3, entonces

2 4

E—VE,A(U)ZE—Au—ysy%Jr“Z
u? ol u? ol

1
= —(u—uy,) ()\+‘2ﬂ(u+un)—z(u3+unu2+uiu+ui))
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pero como u,, es un punto critico

Vsl,/\(un) =0
A lelu, —ud =0
A= —|e|uy +ud
luego
1
E—-V.\(u) =—(u—uy,) (—fe\un + qu + % (u~+ uy,) — 1 (u3 + u,u? +uflu + ui))
1
=3 (u— uy)? (v + 2upu + (3ul, — 2|el))
0
1
E—V.\(u) = 1 (u— un)2 ((u +uy)? + 2 (ui — |6|))
y €Omo
1
5 (8Zu)2 =E—V.\(u)
entonces

/ du _ 4 %
(1 — )/ (u 4 un)? +2(u2 — [e]) V2

con lo cual tenemos dos posibilidades |u,| > +/|g| 6 |un| < \/|€]
i) si |u,| > /|| (esto se da para n = 3) luego de unos cuantos cambios
de variable se llega a

A(3u2 — |eeyii ez

2
(evrakt=) —ou, )" —2(3u2 — |e])

n

ii) si |u,| < \/]2] (esto se da en n = 1,2) aqui se vuelven a presentar dos
caso: |e] —3u2 > 06 |e] —3u? <0
a) Si |e|—3u? > 0 (entonces n = 2) después de una simple integracion
se llega a

5(e = ) (2(|g| — 3u2) + dug (2 + /[~ 1)) cos? <V2—“(x _ m))

U= —Uy +

2(16\—3@)(:03( 2‘“%<w—xo>)—4un<2un+ 2<\er—u%>>cos2( o
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como observacién, en el lfimite A — 0, se tiene uy — 0y

u(e) = v/2e]see( /(- 2.)).

b) Si |e] — 3u2 < 0 (entonces n = 1), de nuevo, después de un par de
integraciones se obtiene

2(3u — [e])
—2u, — \/2(|e] — u2) cosh (\/W—\d(m - xo))

A 3/2
un limite interesante es cuando A — 2 (|e|/3)** en este caso u; = uy =

—VIel/3y

(79)

U = U, +

u=— %(l_ 1—2/3 |j|(fc—wo)2)

como la solucién (79) es divergente, no es la homoclina que nos interesa
pero haciendo el cambio x — x —im/4/3u2 — |¢| , gracias a la invariancia
traslacional, se llega a la homoclina deseada

2(3ui — |e])

—2uy + /2(Je] — u2) cosh (\/?W(SB - fﬂo))

(80)

U= Ui +

definiendo
A=A, = arccosh &
3uf — [e] 2(le] — ui)
A
T =T, — —
1 Lo 92
Ty = Xy + 5

luego haciendo un poco de dlgebra se puede reescribir la solucién (80) como
una combinacién de tangentes hiperbdlicas

uZ—|e uZ—|e
u:ul—i—\/wTE(tanh{ngH(x—xl)] —tanh[ 321 ‘

—
8
|
8
N
L
N——
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N

A u(x)

| o >
a 1___A___\ b”%

Figura 24: Solucién burbuja obtenida por simulacién numérica de la ecuacién
de Cahn-Hilliard con ¢ = —0.25. La posicién del centro de la burbuja es z, y
el ancho A estd definido como la distancia entre los dos ceros de la burbuja.

por lo tanto A = x5 — x1 es el ancho de la funcién, que en lo sucesivo
llamaremos burbuja (figura (24)), y

Z'1+£E2
Ty = 5

es la posicion de su centro, luego la burbuja queda completamente determi-
nada por su ancho y su posicién u = u(z, x,, A). Como, para A < |g[>/2,

arccosh [—2u1/ 2(le| — u%)} ~ In(|e[¥2/)) o0

podemos aislar la divergencia de A, en este limite, haciendo

In (=2~ o
A= (S‘EP/Q) + ! 2 arccosh & + In (%)
V3ui— el /3uf — e 2(le[ = ui) 8el¥/

en donde, en el lado derecho de la ecuacién, el segundo término de la suma
es una funcién expandible en serie de Taylor que da

1 —2u1
BV R 2 arccosh DY
3ui — e 2(le] = u1)

luego guardando los dos primeros términos de la serie se llega a que

1 A\ 3\ e™3 A\
A =— 1 — = 1 ON1n )\
\/2\2\(“[8\6\3/2} 8\6\3/2“{8 \6!3/2D+ (¥in2)

de esto se ve que, en el limite A — 0, solo el primer término es divergente
y el resto se va a cero, luego en ese limite, solo basta considerar el término

+ In L = — L Z A +
8\5]3/2 o /—2‘€’ 8]5\3/2

207
128

(

A
EEE

:

+ ...
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dominante y por lo tanto

vkl eod
~— n
2le| 8e[3/2

6 a la inversa

A8 ‘6’3/26_ 2le|A (82)

Por otro lado, expandiendo la solucién (81) en este limite (A < |¢]*/2) se
obtiene

A
u(z, z,, A) = —/|e| + /|¢| tanh [ % (m — T, + 5)

A
- \Eftanh[ H(x—mo——)
2 2

e ) (5 (o0 3))
_ <x—xo—§) sech ? (@ (x—%-%))]

como se ve en la figura (25) f(x,z,,A) es una funcién acotada V z € R,
ademads converge rapidamente a uno para r — +o0.

Todas estas soluciones fueron calculadas para valores muy especificos de
la energia y para caja infinita, en el caso de caja finita las soluciones también
pueden ser escrita en término de funciones conocidas pero mucho menos
usuales como son las funciones de Jacobi. Sean ui, us, uz y uy los ceros de
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_—
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Figura 25: Gréfico de f(z,z,,A) con z, = 30 y A = 40.

E — V. (u), de esto y bajo algunos simples cambios de variables se llega a
que la solucién més general es de la forma

u(z;e, \, E) = uy — (?:77122))((3413)) (ug—up)(ug—u)
()~ LBmsal o, [l

en donde sn(z|m) es la funcién seno de Jacobi que es periddica [21].

Para ver el efecto de los bordes (es decir, caja de largo finito) en la
evolucion de una burbuja debemos regresar a la ecuacién de Cahn-Hilliard
(71) e integrarla entre los extremos y después volver a tomar la ecuacién de
Cahn-Hilliard, multiplicarla por x e integrarla lo cual da dos ecuaciones

b
at/a u(z)de = Gx%

b (83)

a
a

bSF

bu

b
8t/a zu(x)de = x@w%

a b

la primera ecuacion estd relacionada a la evolucién del ancho de la burbuja y
si asociamos el ancho de la solucién localizada con 1a”la masa de la particula”
vemos que la segunda ecuacién describe el movimiento del centro de masa.
Desarrollando el lado izquierdo de las ecuaciones anteriores

O /ab u(z)dz = 0, /ab (u(x) + |6|) dz
= 9, (2\/HA)
= 2./]¢| 9,A,
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b b
Gt/ mu(m)dmz@t/ x (u(x)+ ]5\) dx
Y2
:8,5/ x 2+/|eldz
v

1

2192

T
= 2\/ ‘6’ Gt ?
Y1

= 2\/E5t ((3/2 - 1) W)
= 2/|e| 8,(A z,)

y usando condiciones de borde periédicas en el lado derecho de las ecuaciones
(83) se tiene que

6 a
Fl _yg
ou |,
§F|
8w%a—0
SFI° §F
Z’az% a—(b—CL) am% \

= 0, por lo tanto las ecuaciones de evolucién para

pero por simetria 89055—5} b

la burbuja son

9,A =0 (84)
8taco =0

luego una burbuja sola con condiciones de borde periddicas es una solucién
estacionaria.

Una situacién muy distinta es si se cambia el tipo de condiciones de borde,
por ejemplo con la condicién de borde de flujo nulo d,u = aw% = 0 se llega
al conjunto de ecuaciones siguiente

8tA == 0,



73

que muestra que el ancho de la burbuja no cambia y desarrollando el lado
derecho de la ltima ecuacion se obtiene que, aproximadamente, la evolucién
de la burbuja esta gobernado por la diferencia de las alturas en los extremos

Vel

O~ ——(ul, — ul,)

A

de lo que se concluye que la burbuja se desplaza hacia el borde més cercano y
desaparece siendo reemplazado por la solucién heteroclina (76), tipo kink[53].
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Dos Burbujas

Las burbujas son soluciones estacionarias con dos modos de Goldstone (can-
tidades conservadas): uno asociado a su ancho y el otro a su posicién. Si
consideramos dos burbujas esperarfamos tener cuatro modos de Goldstone
(dos por cada burbuja) pero dos burbujas juntas ya no es una solucién esta-
cionaria debido a su mutua interaccion luego los modos asociados a sus anchos
y sus posiciones van a dejar de ser marginales y por lo tanto, presentaran
una dindmica, luego los anchos y las posiciones de las burbujas, que para una
burbuja sola son cantidades conservadas, ahora serdn promovidas a variables
dependientes del tiempo (método de variacién de pardametros), si ademds las
burbujas estan suficientemente lejos entre si, la dindmica global estard gober-
nada por estos modos inestables ya que los otros modos del sistema seguirdn
siendo modos de relajacién. En lo que sigue deduciremos las ecuaciones que
gobiernan la dindmica de estos modos.

Condicién de Borde Periodica

Consideremos dos burbujas, las ecuaciones (83), en este caso siguen sien-
do vélidas pero los términos de la derecha e izquierda son distintos a los
calculados para una burbuja

O /ab u(z)dz = 0 /ab (u(z) + |5|) dz
=0 (2\/EA1 + 2\/EA2)

=2 ’E‘ (&Al + 8tA2) s
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8t/abxu(x)dx:6t/abx (u(@) + V) do
:8t</y2x2\/de+/y4x2\/de>

Y1 Y3
2 |Y2 2

x X
:2\/|6|3t3 +2\/|5|at5
Y1

+ +
=2/le| O, ((3/2 — 1) < 5 24 (ya — y3) = 5 y4)
= 2\/ |6| 8t(A1 T+ AQ .7}2)

Ya

Y3

donde yi, 9 : R —]a,b] son los puntos donde intersecta al eje x la primera
burbuja e ys3, 44 : R —]a, b] son los ceros de la segunda burbuja y se definen
A, Ay R =Ry yzy, 29 : R —]a, b] como

A153/2—(@1
Y1ty
xlz
2
A25y4—y3
_ Yst+ s
x2:
2

como el ancho y la posicién de la primera y segunda burbuja respectivamente.
Debido a la condicién de borde periddica todavia se tiene

SF|*

| =0

ou |,

§F|°
815—ua—0

§F|° 6F
xaw(s—ua—(b—a) ax(s—ub

pero hay que estimar el valor de &C% }b que ya no es nulo, pero antes de eso,

vemos que tenemos cuatro cantidades (Ay, x1, A, z2) que dan la dindmica
del sistema pero solo tenemos dos ecuaciones, para obtener las otras dos
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ecuaciones debemos integrar (71) pero ahora entre el primer borde y un
punto intermedio ¢ entre las dos burbujas lo cual da las siguientes ecuaciones

[

¢ oF

Gt/a u(x)dxz@xaa
¢ SF|°  6F|°
8t/a xu(x)dx—x&ﬂ%a—i-aa

Del lado izquierdo obtenemos
Gt/ u(z)dx = 2+/|e] ;A
at/ v (2) dz = 24/[] (A 1)

y el lado derecho da

6F|° oF 8F
Oul,” Foul,” el
y
SF|©  OF|° OF OF OF SF
xam&_u a_ 5—U a_ <cam6—u c_ 6—/& c) N (aaz(s—u a_ 6—/& a)
o6F 85F 5F SF
= (5_u a+ (yl _a)axé_u’a) - (5_’LL C+ (y2 _C)ax(s—u c)
OF OF
+y2 aw%’C — Y1 axa )
OF OF OF 6F
%6_ o +y28m_ _ylaz—
u Y1 6“ Y2 6“ c 6“ a
pero por la simetria de las burbujas % "= % yp ¥ COMO Yy = Ty — A /2,
y2 = =1 + A1 /2 obtenemos
il SF| L 6F|\, A, 6F| . 6F
x@mé—u a+ 5—u . =T (815—u C— am6—u a) +? (815—u a—‘;— am(s—u‘c)
luego
— OF OF
2 |6| atAl - az%'c - 3m5‘
OF OF Ay OF OF
R = (] o] )5 (o] + 2] )
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finalmente el conjunto completo de ecuaciones queda

O (A1 +As) =0
OF

8t(A1 T + AQ QEQ) = (b — a) axa \

1 oF
O = Op—
o= 5= (0

A
O, = —+ (aff

IVERE

SF ﬂ:‘
suler O ly Y

5F
T u
SF
Su

)
)

9:%Z| . De (72) tenemos

T gy

+ 0y

a

Solo falta estimar los valores de 0,
que

OF

81,,5—“

=0, (gu +ud — Gmu)
= (3u* +¢) Ot — Opgatt
pero en los puntos a,b ¢ c las derivadas de orden superior son cada vez mas

pequenas por lo tanto se desprecia 0,,,u que es mucho menor que £0,u y
ademds ul,, . =~ —/[¢[ por lo tanto

0,5 ~ 2le| O,u

un hecho importante es que las burbujas toman diferentes valores cuando
x — +oo y la diferencia depende solo del ancho de la burbuja , es decir,
una burbuja sola de ancho A, y con los bordes suficientemente lejos, tiende
rdpidamente al valor limite u; dado en (77) cuyo valor aproximado estd dado
en (78) luego u; en funcién de A es

wr =~V + 4V VA 4 O(e e V42

sean, entonces, uj 1y uj2 estos valores limites para las burbujas uno y dos
respectivamente, i.e.

ug ~ —/le[+ 4\/‘?6_\/%Al
BYERONE R

Q

Ui, 2
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-0.25

| ]
il W

-0.5
-0.75
-1

-0.49

-0.492

-0.494

-0.496

-0.498

Figura 26: Dos burbujas

200 400 600 800 1000

Figura 27: Zoom de las dos burbujas de la figura anterior, se ve como la bur-
buja més pequena se encuentra més arriba de la més grande lo que produce
una inclinacién en la curva que las une.
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como tenemos dos burbujas debemos conectar estos dos valores limites, al
orden mas bajo se pueden conectar por una recta cuya pendiente darfa, en
el punto ¢

Oy, = 22— 1
Ys — Y2
(—\/‘6’ + 4, /]e] e~V 2elA ) - (—\/‘6‘ + 4./]e] e~V 2elA )
- (22— ) = (21 +5)
4,/T7] (e* 2elte _ g—y/2llA )
B To — X1 — —AlgAQ
luego

Aj+A
zy—x1— =152

c —\/g(A1+A2)
Opu|, = BYEIC sinh [\/@(A1 - A2)}

y en los puntos a y b, por la condicién de borde periddica, las pendientes
valen lo mismo en ambos puntos y usando esta condicién de borde se crea
una nueva burbuja uno mas alla del borde derecho con y; = y; + (b —a) e
yh = y2 + (b — a). Luego la pendiente en el borde da

Y1 — Ya
(—VIET+ay/Je e VRS ) — (= /] + 4y e Ve )
1t 00 %)~ (3

14,/J¢] (e_,/z\g\AZ _ e~V 2elA )
- 21+ (b—a) — zy — ALTA2
s/EeVBeress

:(b—a)—(a@—xl%—%

U2 — Ui
&Cu\a,b == -

]

) sinh [ E (Ag — Al)
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Definamos
LEl(a+a
Ly = 8|5|6( V) sinh |1/ (A, — Ay) (85)
2,1 = Ly — L1 — A142rA2 9 1 2
e
sl o(VFere) b |y Az - )
= sin — —
BT+ (b—a) —xy — 21182 2 72 !

Con estas definiciones podemos escribir el conjunto de ecuaciones que dan la
interaccién entre dos burbujas

dy (A1 + Ay) =0, (86)
di(z1A1 + 29A9) = (b—a)l; 9,
diAy = Io1 — I,
(A1 — Ay)

(g — 1) le] (Iy1 + 112) AN,

La primera ecuacién indica la conservacién del drea, la segunda da el movimien-
to del centro de masa, la tercera indica como evoluciona el ancho de una de las
burbujas y dice que la mdas ancha crece y la otra decrece y la tltima ecuacion
da el movimiento relativo de las dos burbujas, esta ecuacién se obtiene ha-
ciendo un cdlculo més preciso ya que es un par de ordenes de magnitud mas
pequena que los términos de las otras ecuaciones.

Resultados Numeéricos

Para comprobar nuestros resultados se llevo a cabo una simulacién de la
ecuacién de Cahn-Hilliard (71) en la cual se comprob6 que la prediccion
cualitativa concordaba perfectamente con la simulacién, pero ademss, se vio
que cuantitativamente habia, a pesar de todas las aproximaciones que se
hicieron, un muy buen acuerdo con los resultados numéricos como se ve a
continuacién. Sien un instante cualquiera de tiempo detenemos la simulacién
y vemos los valores de la derivada espacial de u en el borde (z = a) y el punto
medio (z = ¢) entre las burbujas y los comparamos con nuestras estimaciones
analfticas observamos un muy buen acuerdo entre lo numérico y lo analitico

O, u(a) =7.5611%107°

’ Numérico
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00 | 500 600 700 00| 500 600 760
0.2 0.2
-0.4 -0.4

2 500 600 700 200 500 600 700
0.2 0.2
0.4 0.4

200 500 600 700 700 500 600 7
-0.2 -0.2
0.4 0.4

Figura 28: Dindmica entre dos burbujas con condiciones de borde periddi-

cas, se ve claramente como las burbuja méas grande crece y la més pequena
desaparece..

dpu(c) = —2.6948 x 1078

|Numé'rz'co

_8 ] sinh (@(Al - Az)) (-VEarran)

trice = = 7.5467 % 10~°
’Analztzco (b _ a) _ (x2 — oz + A1-5A2)

Oyu(a)

8\/Hsinh (\/% (A — Az)) (7\/@(A1+A2))

vy = —2.5993 % 107°

amu(c) Analz’tico| = (.Z‘ n
2 41—

error |porde = 0.2%

error | pmedio = 3-5%
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lo mismo hacemos para el ancho de la primera burbuja, comparamos los
valores numerico y analitico de la derivada temporal de A

A1 N umerico = —1.7499 % 10®

th1|Analitico =V |6| * (8Zqumedio - aaqu borde) = —1.6770 * 10_8

error(diAq1) = 4.2%

y lo mismo hacemos para el ancho de la segunda burbuja, comparamos
los valores numerico y analitico de la derivada temporal de A

dy g =—1.7136 x10~®

‘Numém'co

th2|Analitico =V |5| * (8muj borde — aaqu1r,17rLedz'o) = 1.6770 x 10_8

error(diAs) = 2.1%

y de nuevo lo mismo para la derivada temporal de x;

1| pumerico = —5-5758 % 1077

\/ |€
dtx1|Analitico = 2‘ ‘ * (8Iqumedz’o + aqu borde) = —4.6116 % ]_0_9

error(dyzy) = 17.3%

y para la derivada temporal de zs
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Figura 29: Resultado numérico de la evolucién del ancho de la burbuja méds
grande As.

2| Nurmgrics = —D-6226 % 1077

v,

dtx2|Analitico = T (amqumedz’o + aqu borde) = —4.6112%107°

error(dyzy) = 18.0%

Se ve que los errores porcentuales de las posiciones son més grandes que la de
los anchos. Esto se debe a que la dindmica para estas cantidades es un orden
de magnitud mas lenta que la de los anchos y por lo tanto es més sensible a
los errores numéricos.

Solucién Aproximada

Si consideramos, de las ecuaciones de interaccién de dos burbujas, las que
dicen relacién con la suma de los anchos de las burbujas y la posicion relativa
de estas

dt (Al + AQ) - 0,
(A; — Ay)

dt(.Z'Q — Il) = —|€|_1/2(IQ71 + 1172)m
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y observamos que el lado derecho de la segunda ecuacién es, por lo menos
dos ordenes de magnitud inferior a los términos de las ecuaciones de las otras
cantidades (A1, Ag, 1 y 9), es decir, para la evolucién del sistema se puede
considerar que di(xs — 1) ~ 0, y se tiene entonces que

A +A=A

To—21 = R

pueden ser consideradas constantes (de hecho A es constante y solo R es
aproximadamente constante). Luego en las ecuaciones de A; y Ag,

VAN CR I )
Ny = — (12,1 - ]1,2)

se puede ver de (85) que los factores que multiplican al sinh solo dependen
de constantes (¢, A, R, a,b) por lo tanto se puede definir la contante

8e| e(_\/g(AH‘Aﬂ) 8le| e<_\/g(A1+A2))

C=
Ty — xq — SR T+ (b—a) — xy — B2
B 8‘6’6_\/%[A 8|e| e_\/gA
A8 to-w-R-2

8| (b—a— A) e V5D
(0073

2

que multiplica al sinh en estas ecuaciones.
Por otro lado, definiendo 6 : R — R como

6= Al — AQ
y restando d;A; — d;As
di (A1 — Do) =2 (Io1 — 1 2)

se llega a la ecuacién diferencial de variable separable para 6

§ = 2C sinh [ ’%‘5]
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que es facilmente soluble. Sea 6, = A;(t,) — Ay(t,), una condicién inicial,

luego
5 t
/ B e [ a
(50 to

sinh { %5}
60

2
, /H In (tanh {% %5})
[ 2 /500
6=2 H arctanh (tanh {% |—§|60} e 2|5|C(t_t°)>

y A1, As se expresan en términos de § a través de

6

— 20 (t—t,)

A 6
Ay==42
1=5 "3
_ A6
279 9

luego las expresiones aproximadas de A; y As, como funcién del tiempo, son:

A1(75) = é + 3 arctanh ( tanh |1 @50 eV2elC(t—to)
2 |5| 2 2
Aq(t) = % — \/%arctanh (tanh {% %50} e\/2|€C(tto)>

ahora, por simplicidad, supongamos A; > Ay, luego existe T' > t,, para el
cual A(T) = Ay Ag(T) =0, (el andlisis es equivalente si A; < Ay) y este
valor lo podemos estimar de la solucién anterior

1
In
V2elC | pann {%@50}

o en forma més explicita, mostrando la dependencia en la diferencia de los
anchos

tanh [% L;'A}
=t,+

tanh {% L;'A}

tanh [; E(A(t,) - Ag(to))}
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o atin més explicito, como depende de todas las constantes involucradas

(R—2)((b—a)— R—2) VDN tanh {%@A}

T=t,+ V28|22 (b —a—A) " tanh {%@(Al( 0) — Az(to))}

De aqui se observa como este tiempo limite decrece a medida que los anchos
se hacen mds dispares, en el punto opuesto, este tiempo es infinito si los
anchos son exactamente iguales, pero este estado es inestable. También se
ve que el tiempo, que demora en desaparecer la burbuja m&s pequena, crece
si el ancho total es més grande.

Las otras cantidades relevantes, dentro del sistema, son las posiciones de
las burbujas (z1, z5) estas también pueden ser estimadas ya que sus derivadas
temporales pueden ser expresadas en término de las derivadas temporales de
los delta

Ly+1
dy, = 21 - 1,2

= Be] (bA a—2R)e V> -~ sinh E(A1—A2)
2(R=3)((b—a) = R—3) 2
b—a—2R 8le[(b—a—2R)e -5 |s|

= ~+ sinh (A — Ay)
“2(b—a-A) (R—5)((b—a)—R-2)
b—a—2R

=——d;A
2b—a—A) 7!

Luego, simplemente, integramos

b—a—2R
206—a—A) (Ai(t) — As(to))

y reemplazando la expresién de A;(t), se obtienen las férmulas para z;(t) y
(t)

21(t) = 21(to) — % {% - \/% arctanh (tanh [% \/;5} eV C<Ho>> }
Ta(t) = za(to) — % {2’ \/Earctanh (tanh { \/75 } eVl e to)>}

x1(t) = x1(t,) +
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Figura 30: Simulacién numérica de la evolucién de dos burbujas en la
ecuacion de Cahn-Hilliard para ¢ = —0.25. La burbuja a la derecha in-
crementa su ancho mientras la otra decrece. Finalmente la burbuja de la
izquierda desaparece y la burbuja que permanece es el estado estacionario
del sistema.

Condicion de Borde Flujo Nulo

Como vimos en la seccién anterior,en el caso de condicién de borde de flujo
nulo una burbuja sola es inestable desplazandose hacia el borde mas cercano
para luego desaparecer dejando solo un kink. Ahora podemos calcular la
velocidad a la cual se desplaza ya que si usamos las simetrfas podemos invertir
el cuadro y usando las condicion de borde reflejamos la burbuja (método
de las imdgenes) y nuestro problema se transforma en la interaccién de dos
burbujas, si integramos (71) desde un extremo hasta un punto ¢ fijo al interior
de la burbuja

Gt/a u(z)dx = 8;2—:;

C

pero el lado derecho lo podemos aproximar

OF

Oy "

~ 2|e| Oyul,

C

y el lado izquierdo da

Gt/ u(z)dr = —2\/584/1 = —2\/E8tx

en donde y; es el primer punto de intersecciéonde la burbuja con el eje y x
es el centro de la burbuja, dado que el drea se conserva, su velocidad es la
misma que es la velocidad de la burbuja, luego

Orx = —+/|e| Opul,
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luego la velocidad de la burbuja esta dada por la inclinacién al interior de la
burbuja la cual podemos estimar de la forma usual la cual nos da

pia= LTI iy (/21— 241))

De esto vemos, ya que (a + b)/2 es el punto medio de nuestra caja, si la
burbuja se encuentra a la derecha de este punto se desplazard hacia el borde
derecho y andlogamente si se encuentra a la izquierda del punto medio. Hay
que hacer notar que solo una burbuja ubicada en el punto central de la caja
es una solucién estacionaria del sistema con condiciones de borde de flujo
nulo.y como acabamos de ver es una solucion estacionaria inestable.
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N Burbujas

Como se vio en el andlisis lineal de la solucién estacionaria u(z,t) = 0, esta es
inestable para £ < 0 y en este caso aparece para una condicién inicial dada
un gas de burbujas con una longitud de onda promedio caracteristica que
determina, en caja finita, la cantidad de burbujas que habrén en el gas ini-
cialmente luego de lo cual las burbujas empezardn a interactuar elimindndose
algunas y aumentando el ancho de otras (ver figura (31)). Aqui daremos la
dindmica que gobierna a este sistema generalizando a n burbujas el cédlculo
del capitulo anterior.

Sea {2 =]a, b[ el dominio del sistema, luego L = b — a es el tamano del
sistema, sean z; : R — Qy A; : R — [0, L] la posicién y el ancho de la burbuja
i (i = 1,...,n) respectivamente e y;1,¥;2 : R — § los puntos donde esa
burbuja intersecta al eje (i.e. A; = yio—Yi1 ¥ Ti = (Yi1 +¥i2)/2), definamos
los intervalos [a;_1,a;] (donde a;_1,a; € ), que contiene a la burbuja i, en
donde a; es un punto intermedio entre la burbuja ¢ y lai+ 1, a, = ay
a, = b (a,b son los bordes del sistema). Siguiendo el procedimiento usado
anteriormente para encontrar la evolucién del sistema, integramos (71) en el
intervalo [a;_1, a;] y luego multiplicamos por = a (71) y volvemos a integrar
en [a;_1,a;], es decir,

a;

T ou

8t/ Z u(z)dr = 0 oF

Aj—1

SF|% 6F
dz = 20,—| - 2=
O /ail z u(z)dr = zd 5, B 50

a;

aj—1
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Figura 31: Descomposicién espinodal de la solucion plana u(z,t) = 0 para
e < 0.
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Figura 32: Representacién esquematica de un gas de burbujas diluidas.
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El lado izquierdo da

8t/ Z u(z)dz = 2+/|e| 0,4,

815/ Z z u(z)dz = 2+/]e] 8, (z;A)

y el lado derecho es

oF
ou

5F
=0

T ou

OF

bu

8m - aac

aj—1

) - (6}"
_ ou
a;—1

OF

u ai—l)

+ (i1 — ai1) am6_

ai—1

OF
+ Yi2 ax
ou |,

ai—1 a;

“ OF

- bu

aj—1

1)
xa}—

“ou

Y (F] 8T
—\ bu a%lxéu

aj—1

_[F
—\ bu

[
ou
OF
+ Yi,2 am—
ou o

o7
ou

i— a;

aj—1

oF
ou
OF

g Oy
Yil ou

+ (Yi2 — ai) Oy

O6F
— i Oy
4 Yi1 ou .

A; o OF
) o8 (a22] o2

Su o ou

_OF

ou Yi,1

)

Yi,2

OF
_ am%

T bu

ai—l)

a;

Por lo tanto el conjunto de ecuaciones se reduce a

1 SF| 5 6F
4= 2 |04, - 0.

ai71i|
1 OF OF

4\/H a. ai_1:|

con i =1,...,n. el cilculo de 81,% .. s el mismo de la seccién anterior,
2

como vimos 89056—5 ~ 2|e| Oyu y, si up,; es el valor limite al que tenderia la
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burbuja ¢ en ausencia de las otras,
U i4+1 — Uiy
Opu|, = —=
1
Yir1,1 — Yi2

(\/!?+4\/Ee |5Al+1)—( Vel +4y/]el e |5A)

entonces

(w00 = 252) = (i + 3)

’5‘( 2elAits _ o \/_A)

Ai+Aiy
Titl —Ti — — 5
luego
a4
B By[eleTV =y |5| A=A
Lul, = ATA sin ( it1)
Titl —Li — — 5
con¢=0,...,n y donde, por condiciones de borde periddicas,

An—i—l

Tpr1 =21+ (b—a)

Ag

xg =2, — (b—a)

es decir O,u|, = Oyul,. Definiendo

Livr = )
(Iz’+1 — T =5

en particular

8le| 6<_\/Q(AH‘A¢+1)) ]
sinh [

8| <_@(An+Al))

In+1,n = Il,O -

(21 + (be— a) — a, — S=AL) sl [\/H(A —4)

el sistema de ecuaciones de interaccién de n burbujas es

d: A,

dyw; =

=Ilit1;— 1L
Liy1+1; i1

2

(87)
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Figura 33: Simulacién numérica de la ecuacién de Cahn-Hilliard para ¢ =
—0.25. La condicién inicial es la linea sélida la linea segmentada representa
el estado del sistema en un tiempo posterior.

La interaccién de las burbujas depende del inverso de la distancia entre ellas
que es diferente de la interaccion de los kinks que forman la burbuja, los
que contribuyen con una interaccién exponencial (exp —+/|e|/2(z; — i—1 —
(A; + A1) /2)), como se muestra en la referencia [40]. Esta interaccién
es obtenida a través del estudio del operador no-Hermitiano asociado a la
perturbaciéon de una burbuja por la presencia de las otras o por el estudio
de un operador Hermitiano equivalente a través de la inclusién de dos fun-
ciones relacionadas a la conservacion del drea y al centro de masa [40]. Es
importante remarcar que estos términos exponenciales son relevantes cuan-
do la distancia entre las burbujas es mds pequena o igual al promedio de
los anchos de estas (A;/2 + A;_1/2). Cuando las burbujas estdn diluidas
(x; —xi1 > A; + A; 1) el término dominante de la interaccién tiene su
origen en la diferencia de los valores asintéticos de cada burbuja.

Algunas cantidades interesantes que se pueden definir y dar su dindmica
son:

=1

1 n

R =i —

y sus ecuaciones son

th - 0
A th = (b — a) 11,0

_ Ligoip14+2Lip1 i+ i1
dtR’i - 2
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La primera da la conservacion del drea, la segunda da la evolucién del centro
de masa y la iltima es la evolucién de las posiciones relativas de las burbujas.

En resumen, hemos considerado la ecuaciéon universal que describe la
interfase entre dos estados simétricos que es una ecuacion tipo Cahn-Hilliard.
Esta ecuacién tiene estructuras localizadas que se presentan como soluciones
burbuja las que son parametrizadas por dos cantidades: la posicién y el
ancho. Para un gas de burbujas diluidas hemos encontrado un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la interaccién entre ellas y
esto nos ha permitido dar una descripciéon simple de la dindmica ulterior
del sistema en términos de la posicién y del ancho de las burbujas. En el
caso de dos burbujas diluidas con condiciones de borde periédicas hemos
encontrado, también, un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias en
que la dindmica ocurre principalmente a través del ancho de las burbujas. La
evolucién dada por el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene un
muy buen acuerdo con las simulaciones numéricas. También encontramos,
para el caso de condiciones de borde de flujo nulo, la velocidad a la cual una
burbuja sola se desplaza hacia el borde més cercano para luego convertirse
en un kink, que es la solucién energéticamente mas favorable en sistemas con
este tipo de condiciones de borde y también se observa un muy buen acuerdo
con los resultados numéricos.
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