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Parte IINTRODUCCIÓN AL PROBLEMA Y DEDUCCIÓNDEL MODELO



Capítulo 1INTRODUCCIÓN1.1. Motiva
ionesEn las últimas dé
adas, las péli
ulas delgadas utilizadas en me
anismos ele
tróni
osson 
ada vez mas y mas 
omplejas. Es debido a esto que el entendimiento y el 
ontrol del
re
imiento de pelí
ulas delgadas es probablemente uno de los desafíos mas importantesdel estudio de los materiales. Debido a que los me
anismos de 
re
imiento determinanusualmente las propiedades (me
áni
as , elé
tri
as y magnéti
as) y texturas de las pelí
u-las, es de intéres 
ientí�
o y te
nológi
o 
omprender y dominar este fenómeno. Desde elaño 1970 aproximadamente se han desarrollado numerosos métodos numéri
os que hanpermitido simular 
on satisfa

ión las observa
iones predi
has por los experimentos, tales
omo: Forma
ión de islas, Rugosidades, forma
ión de patrones, forma
ión de terrazas[1℄,et
. Estas simula
iones están basadas en la adsor
ión, la desor
ión de átomos y su trans-porte en la super�
ie. En simula
iones de Dinámi
a Mole
ular (D.M), simular el 
re
-imiento de varias 
apas requiere de suponer tasas de deposi
ión bastante �
ti
ias y estoda lugar a 
iertos resultados un tanto arti�
iosos, 
omo grandes rugosidades. De manerade soslayar esta di�
ultad, dos tipos de métodos Monte Carlo (M.C) se han desarrollado.Uno de ellos está he
ho en base a un espa
io 
ontinuo y el otro está he
ho a base de unespa
io dis
reto. En el primero de ellos los átomos no o
upan sitios de un enrejado, y porlo tanto pueden formarse granos y defe
tos. Sin embargo en 
asi todas las simula
ionesnuméri
as (in
luso no solo en las de Monte Carlo de este tipo), los tiempos requridospara simular tasas de deposi
ión realistas son aun demasiado largos. En la aproxima
ióndis
reta se han 
onseguido mejores resultados, in
luso en tres dimensiones, pero al im-poner la 
onstri

ión de o
upar solo sitios del enrejado, este método puede ser utilizadosolo para estudiar el 
re
imieno Epitaxial de pelí
ulas. Sin embargo, intentos de unir am-bas des
rip
iones (D.M y M.C), permiten simular de forma satisfa
toria el 
re
imientode pelí
ulas poli
ristalinas [2℄. La gran limitante de ambos tipos de simula
iones es que,debido a su naturaleza atómi
a, solo permiten des
ribir de buena manera pelí
ulas dedimensiones lineales del orden del mi
rón.De forma paralela, el desarrollo de métodos experimentales, tales 
omo laMi
ros
opíade 
ampo ióni
o y Mi
ros
opía de efe
to túnel han abierto la posibilidad de monitorearrea

iones quími
as en la super�
ie de metales en tiempo real 
on resolu
ión 
asi atómi
a.Una 
onse
uen
ia de esto es que, las propiedades que tienen las rea

iones mi
ros
ópi
as,



Capítulo 1: Introdu

ión 6que antes solo podían dedu
irse a través de su in�uen
ia en la tasa global o en otraspropiedades ma
ros
ópi
as de la rea

ión, pueden ahora ser observadas dire
tamente.Por todos los motivos anteriores es que una des
rip
ión 
ontinua tiene gran interés,ya que estas últimas han podido simular el 
re
imiento de pelí
ulas delgadas de grandesdimensiones, a diferen
ia de los modelos atómi
os. Sin embargo, estos modelos tambiéntienen sus limita
iones debido a que a través de ellos solo es posible obtener informa
iónde la super�
ie de la pelí
ula en deposi
ión, y omite la des
rip
ión de las 
ara
terísti
as detextura y de forma
ión de mi
roestru
turas, que en el 
re
imiento se deben a propiedadesde evolu
ión del volumen de la pelí
ula. Para llevar a 
abo di
hos métodos 
ontinuos, lasuper�
ie es representada por una serie de redes puntuales que se mueven de a
uerdo al�ujo de de material que es inter
ambiado 
on las regiones ve
inas.En esta linea los modelos 
ontinuos Mesos
ópi
os, basados en E
ua
iones a DerivadasPar
iales (EDPs) de 
ampos que des
riben la deposi
ión y el 
re
imiento, han sido prop-uesto 
on el afán de expli
ar es
alas que llamaremosMesos
ópi
as (del orden de nanómet-ros a 
ientos de nanómetros), que eran dimensiones un tanto ina

esibles para los equiposde medi
ión de las es
alas tradi
ionales ma
ros
ópi
as y además, para las 
ara
teristi
ases
en
iales del 
omportamiento a es
alas mi
ros
ópi
as.Estos Modelos Mesos
ópi
os (M.M) pueden tener diversos ingredientes dependiendodel problema que se quiera estudiar. Algunos de ellos han sido re
ientemente propuestospara des
ribir el ordenamiento espontáneo de nanoestru
turas o el auto-ensamblamientode Puntos 
uánti
os, en 
apas de mu
has 
omponentes depositadas en el sustrato [3℄,[4℄, [5℄. Todos estos modelos están des
ritos por las propiedades termodinámi
as de dela 
apa en deposi
ión y por las propiedades elásti
as de la misma. Estan basados en quela solu
ión sólida que forma la 
apa presenta una inestabilidad espa
ial. Esto se debe aque bajo una 
ierta temperatura 
ríti
a (Tc) la alea
ión sólida sobre el sustrato sufre unades
omposi
ión espinodal [15℄ que 
ondu
e a una dinámi
a de separa
ión de dominios(Coarsening). Además las tasas de deposi
ión y las tensiones super�
iales dependen delparámetro de orden que permite des
ribir la dinámi
a (la 
obertura o la super�
ie). Co-mo resultado de la 
ompeten
ia entre estos pro
esos y el 
oarsening la solu
ión sólidaexhibe una dinámi
a de dominios y de patrones nanométri
os esta
ionarios. Estos pa-trones pueden ordenarse de manera periódi
a y en arreglos de rollos o hexágonos que seextienden sobre toda la super�
ie [25℄.Por si solos los modelos 
ontinuos aun presentan una 
apa
idad predi
tiva un tan-to limitada, debido a las 
ruda des
rip
ión de los pro
esos de deposi
ión que toman en
uenta. Para poder mejorar su 
apa
idad predi
tiva es ne
asario in
orporarlos en el es-quema 
ono
ido 
omo Modelos de Multies
ala. Estos últimos han sido introdu
idos paraunir de una manera 
onsistente las de�
ien
ias presentes entre las des
rip
iones atómi
asy 
ontinuas. La idea es obtener una des
rip
ión de los materiales desde la es
ala mi-
ros
ópi
a a la ma
ros
ópi
a, en un pro
eso de retro alimenta
ión entre ambas es
alas.Es en este espíritu en que los modelos mesos
ópi
os que estudiaremos en esta Tésis jue-gan un rol fundamental 
omo puentes de enla
e entre los 
omportamientos mi
ros
ópi
o
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ión 7y ma
ros
ópi
o.Centraremos enton
es nuestros esfuerzos en una des
rip
ión apropiada de la dinámi
ade una mono
apa en deposi
ión de manera de dar 
uenta del 
omportamiento tempranodel 
re
imiento. Para ello utilizaremos modelos 
ontinuos de tipo Ra

ión Difusión, yen
ontraremos numéri
a y analíti
amente, en los 
asos en que es posible, una des
rip
iónde las estru
turas nanométri
as presentes en este tipo de modelo. Es importante notarque estas estru
turas pueden servir 
omo plantillas para la dinámi
a posterior de la su-per�
ie del material en deposi
ión.Nuestra des
rip
ión será de tipo 
inéti
o y termodinámi
o, partiendo de la base demodelos mi
ros
ópi
os. Por otro lado, nuestra des
rip
ión no estará basada en propiedadeselásti
as de los materiales en deposi
ión, ya que que por tratarse de una mono
apa y 
on-sideraremos 
asos en que las redes 
ristalinas de sustrato y adsorbatos no di�eren en granmedida, este efe
to es 
asi nulo, es de
ir, podemos despre
iar las tensiones en la super�
ie.A 
ontinua
ión veremos algunos ejemplos de resultados previos, tanto numéri
os 
omoexperimentales, en la des
rip
ión de 
apas delgadas, que nos darán una visión general delproblema que en esta Tésis se presentará.1.2. Algunos aspe
tos experimentales previosLa forma
ión espontánea de estru
turas de tamaños nanométri
os en la super�
iede materiales ha sido reportada experimentalemnte en una gran 
antidad de trabajos.En presen
ia de rea

iones, patrones fuera del equilibrio, 
on tamaños nanométri
os hansido observados [6℄. Dentro de todos estos trabajos, uno bastante interesante es el quedes
ribiremos a 
ontinua
ión [30℄La �gura 1.1 nos muestra resultados experimentales obtenidos en la deposi
ión de Agsobre Ru(0001) a temperatura ambiente:En 1.1 se muestra el resultado experimental de la deposi
ión de una Mono
apa de Agsobre Ru. Esta deposi
ión o
urre a temperatura ambiente y la super�
ie de Ru(0001) hasido preparada en ultra alto va
io. Las tensiones que se apre
ian en las �guras superi-ores 
orresponde a el 7 % de desigualdad que existe entre los enrejados de 
ada material.Además esta 
apa es templada a 750[K], lo que produ
e un patrón (el tamaño de la 
eldaunitaria es 40×60[A]) sobre ella. Luego se expone esta mono
apa a Azufre a temperaturaambiente. El azufre provo
a el movimiento de los átomos de Ag y esto da un 
ompor-tamiento muy variado dependiendo de la 
on
entra
ion de azufre en la mono
apa(θs).Para bajas 
on
entra
iones (θs < 0,05 MC, donde MC es el total de la mono
apa de
Ag), el monitoreo de la super�
ie a través de té
ni
as de (STM) Mi
ros
opia de efe
totúnel muestra islas de va
an
ia 
omo las de la �gura 1.1 en su parte superior (a y b).Estas islas tiene un diámetro regular de 34± 11[A]. La intera

ión del azufre 
on Ru esmayor que la de plata, y por esto se le en
uentra en la zonas de exposi
ión del sustrato,
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Vacancy
 islands

S/Ru

Dislocations
in the Ag film

a b

c

Fig. 1.1: Islas de va
an
ias y Patrones de va
an
ia para Ag depositado sobre Ru(0001)debido a que este tiende a minimizar su energía super�
ial.Estas islas de va
an
ia en
ontradas tienen una gran mobilidad, formando una espe
iede gas diluido, observado 
on STM. La separa
ión entre islas es de aproximadamente
50[A]. Puede apre
iarse una fuerte repulsión de 
orto al
an
e entre ellas, impidiendo quese formen agrupa
iones de estas va
an
ias.Las �guras a y b nos muestran dos 
uadros, que distan en 2 minutos de separa
ióntemporal. En ellos se apre
ia la mobilidad de estas estru
turas. La zona en exposi
ión
orresponde a un area de 480× 480[A] y en di
hos 
asos la 
on
entra
ión de azufre es de
θs ≈ 0,04MC. La fra

ión de area de islas de va
an
ia es f ≈ 0,07.Al aumentar la 
on
entra
ión de azufre en la mono
apa (θs = 0,1MC) se apre
ia laimagen de la �gura 
. En este 
aso vemos la forma
ión de un patrón de red triangular deislas de va
an
ia extendido sobre algunos mi
rómetros del Ru en exposi
ión. El diámetroaproximado de las islas esta vez al
anza los 4[A].



Capítulo 1: Introdu

ión 9Por lo tanto este experimento da 
uenta de forma
ión de estru
turas lo
alizadas yextendidas en la deposi
ión de átomos que forman una mono
apa, dependiendo de la
on
entra
ión de un agente que otorga mobilidad al 
omponente prin
ipal.Para dar 
uenta de experimentos de este tipo utilizaremos una des
rip
ión basadaen e
ua
iones de 
onserva
ión de masa, es
ritas 
omo modelos de rea

ión difusión, queestán aso
iadas a una des
rip
ión termodinámi
a y no a propiedades elásti
as.El origen de las fuerzas que permiten las forma
ión experimental de estas nanoestru
-turas 
ompuestas por de
enas o 
entenas de átomos, aun no ha sido bien 
omprendido.Por lo tanto, uno de los objetivos esta Tésis es utilizar modelos basados en EDPs y lasté
ni
as de sistemas dinámi
os para entender la forma
ión de tales estru
turas.1.3. Aspe
tos teóri
os y Numéri
osComo ya insinuamos anteriormente, las simula
iones atómi
as (D.M yM.C) han trata-do de develar el 
omportamiento del 
re
imiento de los materiales, 
on la ventaja de quelas estru
turas 
ristalinas de los materiales y las intera

iones atómi
as involu
radas sonparte es
en
ial de los modelos. Por esta razón las mi
roestru
turas poli
ristalinas, el 
re
-imiento de super�
ies, estrías y granos, es una 
onse
uen
ia natural de estas simula
iones,sin ne
esidad de introdu
ir 
onstri

iones arti�
iales. A 
ontinua
ión presentaremos unasimula
ión de método M.C parametrizada para átomos de Al [2℄.De manera de estudiar el desarrollo de texturas se ha in
orporado en el sustrato dosdistintos tipos de orienta
ión, una 
on ejes (111) y el otro (001), perpendi
ular al sustra-to. Este último tiene una intera

ión de manera tal que no hay preferen
ias en nu
lear
iertas islas. El �ujo de los átomos que están siendo eye
tados ha
ia el sustrato sigueuna distribu
ión angular 
oseno (Sputtering). La �gura 1.2 nos muestra la deposi
ión deátomos de Al a 300[K] a una tasa de 1[µm/min], en diferentes instantes de tiempo. Losátomos en 
aras (001) en 
olor verde, 
re
en mas rápido que los átomos en 
aras (111)en 
olor azul, debido a la menor energía poten
ial de esta 
on�gura
ión. Por otro lado(001) paralelo a la super�
ie 
re
e, mas alto que las otras (111) que tienen un 
re
imientolateral mayor. Debido a la mayor 
urvatura de las 
aras (001) estas tiene mayor poten
ialquími
o y terminan 
ediendo terreno ante el 
re
imiento lateral de los átomos que estánen las 
aras (111).
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(a) Estado ini
ial (b) Estado �nalFig. 1.2: Estados de una simula
ión de tipo M.C de Al depositado sobre un sustrato amorfo (en
olor rojo)



Capítulo 2MODELOS DE REACCIÓN DIFUSIÓNEn este 
apítulo se presentará, por medio de dos 
aminos, la dedu

ión de un modelode rea

ión difusión que des
ribirá la evolu
ión dinámi
a de la variable de 
on
entra
iónque 
ara
terizará la mono
apa. Como ya men
ionamos, los modelos, que llamaremosMesos
ópi
os, darán una des
rip
ión ade
uada de la dinámi
a de re
ubrimiento o 
ober-tura, que 
onsiderará la in�uen
ia de aspe
tos mi
ros
ópi
os y ma
ros
ópi
os del materialen deposi
ión y tomarán en 
uenta las es
alas y órdenes de magnitud que introdu
e esta
ara
teriza
ión en los sistemas bajo estudio.2.1. Dedu

ión utilizando la e
ua
ión maestraLa des
rip
ión ma
ros
ópi
a de los fenómenos físi
os se ha
e en término de ma
rovari-ables que des
riben los 
omportamientos 
ole
tivos del sistema, las que por su de�ni
iónmisma son variables �u
tuantes y ha
en enton
es que la des
rip
ión esté dada por un pro-
eso esto
ásti
o. Las e
ua
iones deterministas que uno usa para la determinar la evolu
ióntemporal del sistema son enton
es las e
ua
iones para los valores medios de las variables�u
tuantes y pueden obtenerse a partir del pro
eso esto
ásti
o en el límite en el 
ual sedespre
ian las �u
tua
iones. En la mayoría de los 
asos se puede suponer que 
on una bue-na ele

ión de las ma
rovariables el pro
eso esto
ásti
o es Markoviano [7℄ y la densidadde probabilidad 
ondi
ional (que es la 
antidad fundamental en un pro
eso Markoviano),obede
e una e
ua
ión lineal llamada E
ua
ión Maestra. Si el ve
tor ~X = (X1, .....Xn)representa al 
onjunto de las ”n” ma
rovariables, la e
ua
ión maestra para la probabili-dad 
ondi
ional P ( ~X, t | ~X ′, t′) de estar en el estado ~X en el tiempo t 
uando el sistemaestaba en el estado ~X ′ en el tiempo t′ < t se es
ribe 
omo:
∂tP (

−→
X, t |

−→
X ′, t′) =

∑

−→
Y

[
W (
−→
X | −→Y )P (

−→
Y , t |

−→
X ′, t′)−W (

−→
Y | −→X )P (

−→
X, t |

−→
X ′, t′)

]
,(2.1.1)donde W ( ~X | ~Y )∆t es la probabilidad de transi
ión ~Y → ~X en un tiempo in�nitesimal

∆t . La interpreta
ión de esta e
ua
ión 
omo una e
ua
ión de ganan
ia y pérdida es obvia:el primer término del lado dere
ho representa el aumento (ganan
ia) de la probabilidadde estar en ~X en el tiempo t debido a todas las transi
iones que pasan por un estadointermedio ~Y 
ualquiera y después van a ~X 
on la probabilidad de transi
ión W ( ~X | ~Y )
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ión Difusión 12por unidad de tiempo, y el segundo término representa la pérdida de probabilidad deestar en ~X en el tiempo t debida a todas las transi
iones de ~X a un estado ~Y 
ualquiera
on la probabilidad de transi
ión W (~Y | ~X) por unidad de tiempo. Por lo tanto, unopuede entender esta e
ua
ión 
omo una e
ua
ión de 
ontinuidad de probabilidad . Típi-
amente las variables (X1, .....Xn) son variables extensivas globales que se re�eren a todoel sistema y son propor
ionales a su volumen total Ω, y en ese 
aso la e
ua
ión (2.1.1) nopuede des
ribir la apari
ión de inhomogeneidades espa
iales en el sistema estudiado. Para
orregir esto ha
emos lo que se 
ono
e 
omo un �
oarse graining�, que 
onsiste en dividirel volumen total Ω en una gran 
antidad, digamos m, de pequeñas 
eldas de volumen V, 
on lo 
ual Ω = mV . En seguida separamos nuestra des
rip
ión en dos partes: a) Elestudio �lo
al�de lo que o
urre en 
ada una de las 
eldas 
on las variables ~X y b) El es-tudio del �transporte� de las variables entre las distintas 
eldas. Lo anterior se tradu
e endes
ribir el 
omportamiento lo
al a) 
onsiderando que en 
ada una de las 
eldas es válidauna e
ua
ión del tipo (2.1.1) para el valor lo
al ~Xj de las variables en la 
elda ”j” , donde
j = 1, 2, ............m, y en modelizar el �transporte� b) 
omo un paseo aleatorio generalizadoentre las distintas 
eldas, el que puede ser asimétri
o y tomar en 
uenta las intera

ionesentre 
eldas ve
inas en una primera aproxima
ión, e in
orporar la in�uen
ia de 
eldasmás lejanas si ello fuese ne
esario. La e
ua
ión maestra resultante será ahora para unaprobabilidad 
ondi
ional P

({
~Xj , j = 1, 2, .......m

}
, t |

{
~X ′

j , j = 1, 2, .......m
}

, t′
) que esllamada e
ua
ión maestra mutivariada en la literatura [8℄, donde se dis
uten las 
ondi-
iones generales de validez de esta modeliza
ión. Resulta obvio que 
on esta formula
iónsolo podremos atrapar inhomogeneidades 
uya es
ala espa
ial 
ara
terísti
a de varia
iónsea mayor que la longitud típi
a de las 
eldas, la 
ual debe ser elegida tomando en 
uentalas 
ondi
iones de validez de la e
ua
ión multivariada. El paso �nal es pasar al límite
ontinuo espa
ialmente y para ello se pre�eren las variables intensivas ~xj =

~Xj

V , las queen el límite 
ontinuo se transforman en 
ampos ~ϕ(~r, t) 
on ~ϕ(~rj , t) = ~xj , donde ~rj es elve
tor posi
ión del çentro de la 
elda ”j”, y en 
onse
uen
ia la probabilidad 
ondi
ionalmultivariada P (
{

~Xj , j = 1, 2, .......m
}

, t |
{

~X ′
j , j = 1, 2, .......m

}
, t′) se transformará enun fun
ional P [~ϕ(~r), t | ~ϕ(~r′), t′] que obede
erá ahora una e
ua
ión maestra multivaria-da, que será una e
ua
ión que hará intervenir derivadas fun
ionales δ

δϕ(~r) .En lo que sigue utlizaremos el método desarrollado en [9℄ y en [10℄ para formular lae
ua
ión maestra multivariada en el 
ontinuo y seguiremos de 
er
a los resultados en [11℄para la modeliza
ión de la situa
ión físi
a que nos o
upa.2.1.1. E
ua
ión de Rea

ión DifusiónComen
emos 
on un modelo mi
ros
ópi
o para des
ribir los átomos que se estandepositando en una super�
ie. Las molé
ulas que 
orresponden a una sola espe
ie, puedenser adsorbidas en un sustrato (la super�
ie) donde solo pueden ser o
upados un 
iertonúmeros de sitios , digamos s, por unidad de area. Estas pueden llegar a los sitios desdela fase gaseosa o desde sitios ve
inos. Además pueden tener transporte en el sustrato tal
omo lo espe
i�
a la �gura (2.1).
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Fig. 2.1: Esquema de pro
esos 
onsiderados en la deposi
iónHa
emos ahora un Coarse Graining [34℄ en el sustrato, dividiendo la super�
ie enun 
onjunto de m 
eldas, 
ada una de las 
uales 
ontiene un número máximo de sitios
N . Este tamaño debe ser más pequeño que el radio de intera

ión de las molé
ulasadsorbidas (que a su vez debe ser relativamente grande). Por otro lado, 
omo nuestrainten
ión es determinar una e
ua
ión mesos
ópi
a para estudiar la forma
ion de estru
-turas espa
iales, el tamaño de estas estru
turas, digamos lo, debe ser mayor que el tamañotípi
o l de las 
eldas y nuestra des
rip
ión tendrá sentido. Asumiremos que en 
ada 
eldao
urre �mixing� total de tipo difusional y sea nj el número de parti
ulas en la 
aja j
(j = 1; ...; m). Para simpli�
ar la presenta
ión tratamos en esta primera parte el proble-ma unidimensional, es de
ir suponemos que los átomos se depositan en una �línea� quedividimos en 
eldas que en este 
aso serán intervalos. Enton
es las probabilidades porunidad de tiempo de la realiza
ión de una adsor
ión o una desor
ión son propor
ionalesal número de sitios va
ios y de sitios o
upados , respe
tivamente, Es de
ir:

ωa(nj) = ωa(N − nj), ωd(nj) = ωdnj , (2.1.2)donde las probabilidades de adsor
ión y de desor
ion para una parti
ula en un solo sitio
orresponden a:
ωa = kaP, ωd = kd,o exp(

Uj

KBT
), (2.1.3)Ambas expresiones en 2.1.3 provienen de 
onsiderar que el sistema de partí
uals que es-ta depositado en el sustrato esta en equilibrio térmi
o 
on la fase gaseosa desde dondese deposita. Además kd,o y ka 
orresponden a la tasas de desor
ión y de adsor
ión una
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ula que o
upa un sitio aislado, P es la presión del baño térmi
o, Uj es el poten
ial deintera

ión indu
ido en la 
aja j por las otras molé
ulas adsorbidas, T es la temperaturay KB es la 
onstante de Boltzmann. Ahora hemos de suponer que el poten
ial de inter-a

ión U(r), que 
orresponde al poten
ial indu
ido en un sitio de ve
tor posi
ión r porla presen
ia de las otras molé
ulas no varía mu
ho dentro de una 
elda , y por lo tanto loidenti�
aremos 
on un valor �jo Uj dentro de 
ada una de ellas. Hemos supuesto ademásque el sistema está en equilibrio lo
al, y por eso la expresión para ωd. También podemos
onsiderar que hay 
iertos pro
esos que no estan en equilibrio lo
al, tales 
omo Sputteringy la deposi
ión asistida por Láser. En estos 
asos uno espera en
ontrara probabilidadesde desor
ión que sean polinomiales en la 
obertura.Los pro
esos de transporte que o
urren en la mono
apa a este nivel mi
ros
ópi
o,pueden ser modelados por medio del movimiento aleatorio de partí
ulas en una 
adenalineal de 
eldas, y debido a la presen
ia de la intera

ión Uj , la probabilidad por unidad detiempo para los �ujos de parti
ulas de una 
elda a otra es asimétri
a. Esquemáti
amenteintrodu
imos la nota
ión de las transi
iones:
[j − 1]

eω+
j−1−−−→ [j]

eω+
j−−→ [j + 1] (2.1.4)

[j − 1]
eω−

j←−− [j]
eω−

j+1←−−− [j + 1] (2.1.5)Las �e
has indi
an el sentido de o
urren
ia de la transi
ión. Estas transi
iones deben serpropor
ionales al número de partí
ulas en la 
aja j, es de
ir nj , y además a la fra

iónde sitios va
íos en la 
aja de llegada.
ω̃±

j = ω±
j (

N − nj±1

N
)nj , (2.1.6)Las probabilidades de salto se toman según el algoritmo metrópolis que el que se basaen:

ω±
j =

{
ν exp(

Uj−Uj±1

KBT ) si Uj < Uj±1

ν si Uj±1 < Uj ,
(2.1.7)donde ν es la tasa de transi
ión entre 
ajas ve
inas en ausen
ia de intera

ión, es de
ir,es una 
onstante que 
ara
teriza el movimiento al azar de los átomos (Random Walk). Esimportante desta
ar que en este método si el sistema minimiza la energía la probabilidadde transi
ión esta dada por la distribu
ion de Gibbs, en 
ambio si no se minimiza, elmovimiento es realizado 
omo una 
antidad al azar.La idea es en
ontrar una e
ua
ión maestra (E.M) para la distribu
ión multivaria-da P ({nj}) = P ({n1, ..., nm}, t) que nos dará la probabilidad de en
ontrar n1, ..., nmpartí
ulas en las 
ajas ubi
adas en x1, ..., xm, en el instante t. Adi
ionando los pro
esosde transporte (inter
ambio de átomos entre las 
eldas o sea intera

ión no lo
al entreuna 
elda y las ve
inas, los que llamamos tipo b) en nuestra des
rip
ión general ) 
on lostérminos de desor
ión y adsor
ión en una 
elda dada ( o sea una intera

ión lo
al de lasvariables ma
ros
ópi
as en la 
elda 
onsiderada, los que llamamos tipo a) ) obtenemos:



Capítulo 2: Modelos de Rea

ión Difusión 15
∂tP ({nj}) = ωa

∑

j

[(N − nj + 1)P (n1, ..., nj − 1, ..., nm)− (N − nj)P ({nj})]

+
∑

j

[
ωd

j (nj + 1)P (n1, ..., nj + 1, ..., nm)− njP ({nj})
]

+
∑

j

[
ω+

j (nj + 1)

(
1− nj+1 − 1

N

)
P (n1, ..., nj + 1, nj+1 − 1, ..., nm)

]

+
∑

j

[
ω−

j (nj + 1)

(
1− nj−1 − 1

N

)
P (n1, ..., nj−1 − 1, nj + 1, ..., nm)

]

−
∑

j

[
ω+

j

(
1− nj+1

N

)
+ ω−

j

(
1− nj−1

N

)]
P ({nj})nj , (2.1.8)Ahora asumiremos que el número de sitios N en 
ada 
aja es grande (N ≫ 1). Esto nospermite introdu
ir una variable lo
al (es de
ir, intensiva) que será nuestro parámetro deorden en el límite 
ontinuo,y que denominaremos re
ubrimiento, cj =

nj

N . El valor de estavariable es enton
es el 
uo
iente entre el número de sitios o
upados dentro de 
ada 
elday el número de total de sitios disponibles en 
ada 
elda. En la dis
usión anterior estavariable generará un 
ampo en una dimensión espa
ial (1d) y en el 
aso físi
o que nosinteresa estudiar (la dinámi
a de los átomos adsorbidos y desorbidos de una super�
ie enla 
ual pueden experimentar difusión) la variable 
orrespondiente generará un 
ampo endos dimensiones espa
iales (2d), y por supuesto este será un 
ampo �u
tuante debido ala modeliza
ión que utilizamos.Para simli�
ar notoriamente los 
ál
ulos introdu
iremos el siguiente operador detrasla
ión:
E±1

j = e
± ∂

∂nj = e
± 1

N
∂

∂cj , (2.1.9)que queda de�nido según la serie de poten
ias de la exponen
ial para el operador diferen-
ial. Enton
es la e
ua
ión (2.1.8) se es
ribe de manera más 
ompa
ta, representando lastransi
iones entre 
eldas , por medio de la a

ión del operador. Por ejemplo la transi
ión
{n1, ..., nj + 1, nj+1 − 1, ..., nm} −→ {n1, ..., nj , nj+1, ..., nm}, (2.1.10)queda representada por el término

E+1
j E−1

j+1njP ({nj}), (2.1.11)Enton
es (2.1.8) se es
ribe simplemente 
omo
∂tP ({nj}) = ωa

∑

j

(
E−1

j − 1
)

(N − nj)P ({nj}) +
∑

j

(
E+1

j − 1
)

ωd
j njP ({nj})
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+
∑

j

(
E+1

j E−1
j+1 − 1

)
ω+

j nj

(
1− nj+1

N

)
P ({nj})

+
∑

j

(
E+1

j E−1
j−1 − 1

)
ω−

j nj

(
1− nj−1

N

)
P ({nj}), (2.1.12)Hasta aquí el 
ál
ulo en una dimensión espa
ial (1d). En lo que sigue razonaremos endimensión espa
ial arbitraria d, aunque el 
aso que nos interesará es d = 2. La moti-va
ión para trabajar en dimensión d está rela
ionada a la regulariza
ión dimensional dela teoría de 
ampos resultantes, la que es ne
esaria para tratar los in�nitos de la teoría y
onstituye además una vía muy rápida para apli
ar las ideas del grupo de renormaliza
iónpara estudiar, por ejemplo, los exponentes 
ríti
os u otras 
antidades de interés [12℄ y[10℄. Aunque no nos interesaremos en ese tipo de 
ál
ulos en esta tesis trabajaremos endimensión d ya que esto no representa ningún esfuerzo espe
ial y puede ser de utilidadpara futuros trabajos. En parti
ular el límite 
ontinuo del modelo se realiza sin mayoresdiferen
ias en 
ualquier dimensión d 
omo veremos en lo que sigue.Denotemos 
omo N~r el número de molé
ulas en una 
elda etiquetada por el ve
torposi
ión ~r que indi
a su 
entro. En dimensión d 
ada 
aja ubi
ada en ~r tiene exa
tamente

2d ve
inos 
on los 
uales poder realizar transi
iones, estos últimos ubi
ados en ~r ± ~ai,donde ~ai = a~ei , y a es la distan
ia �ja entre los 
entros de dos 
eldas ve
inas, tal 
omolo muestra la �gura 2.2. Lo anterior representa los fenómenos de transporte que estamos
onsiderando en nuestro modelo.
a1

a2

r
r + a1r + a2

Fig. 2.2: Esquema en 2D del Coarse Graining 
on transporte a primeros ve
inosEsta nueva nota
ión solo 
ambiará j −→ ~r, y j ±1−→ ~r ± ~ai. Por 
onseguiente(2.1.12) se es
ribe 
omo
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∂tP ({c~r}) =

∑

~r

[(
E−1

~r − 1
)
ωaN(1− c~r)P ({c~r}) +

(
E+1

~r − 1
)
ωd(~r)Nc~r

]
P ({c~r})

︸ ︷︷ ︸

I

+
d∑

i=1

∑

~r

(
E+1

~r E−1
~r+~ai
− 1
)

ω~r−→~r+~ai
Nc~r (1− c~r+~ai

)P ({c~r})
︸ ︷︷ ︸

II(~ai)

+
d∑

i=1

∑

~r

(
E+1

~r E−1
~r−~ai
− 1
)

ω~r−→~r−~ai
Nc~r (1− c~r−~ai

)P ({c~r})
︸ ︷︷ ︸

(2.1.13)
II(−~ai)Notemos que los dos últimos miembros de la e
ua
ión anterior solo se diferen
ian por el
ambio ~a −→ −~a.Por lo tanto de�namos IIi = II(~ai) + II(−~ai) y la e
ua
ión se es
ribira en formasimbóli
a:

∂tP ({c~r}) = I +
d∑

i=1

IIi, (2.1.14)En esta última e
ua
ión I representa los pro
esos 
inéti
os lo
ales y IIi da 
uenta de lospro
esos de transporte. De�namos ahora las siguientes 
antidades:
σ~r,i =

ω~r−→~r+~ai
+ ω~r−→~r−~ai

2
, (2.1.15)

γ~r,i =
ω~r−→~r+~ai

− ω~r−→~r−~ai

2
, (2.1.16)Por supuesto se extiende la nota
ión a los operadores y la energía de intera

ión, ωd

j =

ωd(~r), Uj = U(~r) y E±
~r = e

± 1
N

∂
∂c~rEn dimension d el volumen de 
ada 
elda está dado por V = ad ( todas las 
eldasson hiper
ubos iguales de lado a ) y puede de�nirse una densidad de sitios por unidad devolumen 
omo µ = N/V .Como estamos interesados en estudiar estru
turas 
uya dimensión será mu
ho masgrande que la dimensión de las 
eldas, tomaremos el límite 
ontinuo. Para ello notemosque el operador E+1

~r E−1
~r+~ai

puede es
ribirse:
E+1

~r E−1
~r±~ai

= exp

[
1

µV

∑

~r′

(
δ~r~r′ − δ~r±~ai,~r′

) ∂

∂c~r′

]
. (2.1.17)
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ribir los términos II(±~ai) de la e
ua
ión para P de la siguienteforma:
II(±~ai) = µV

∑

~r

(
e

�
1

µV

P
~r′

�
δ~r~r′−δ~r± ~ai,~r′

�
∂

∂c~r′

�
− 1

) (2.1.18)
ω~r−→~r±~ai

c~r (1− c~r±~ai
)P ({c~r}), (2.1.19)En el límite 
ontinuo, las sumas sobre los ve
tores posi
ión pasan a ser integrales en elespa
io y además podemos usar:

1

V
δ~r~r′ −→ δ(d)(~r − ~r′);

1

V

∂

∂c~r
−→ δ

δc(~r)
, (2.1.20)De esta forma, la e
ua
ión queda:

II(±~ai) = µV
∑

~r

(
e

h
1
µ

R
d~r′(δ(~r−~r′)−δ(~r±~ai−~r′)) δ

δc(~r′)

i
− 1

)

ω~r−→~r±~ai
c~r (1− c~r±~ai

)P ({c~r}), (2.1.21)Podemos ahora usar la de�ni
ión del operador exponen
ial a través de su expansión enserie de poten
ias y esto nos permite es
ribir las dos e
ua
iones anteriores respe
tivamente
omo:
II(±~ai) = µV

∑

~r

∞∑

l=1


 1

l!

V l

µl

∑

~r1,...,~rl

l∏

j=1

(
1

V
δ~r, ~rj

− 1

V
δ~r±~ai, ~rj

)
1

V

∂

∂c~rj




ω~r−→~r±~ai
c~r(1− c~r±~ai

)P ({c~r}), (2.1.22)Y la versión 
ontinua en ~r′:
II(±~ai) = µV

∑

~r



∑

l≥1

1

l!

1

µ!

∫ l∏

k=1

d~rk

l∏

k=1

(
δ(~r − ~rk)− δ(~r ± ~ai − ~rk)

δ

δc(~rk)

)


ω~r−→~r±~ai
c~r (1− c~r±~ai

)P ({c~r}), (2.1.23)La e
ua
ión anterior puede ser 
al
ulada para los distintos órdenes de l. El orden l = 1nos dará la e
ua
ión determinista para la evolu
ión de la variable re
ubrimiento. Nosquedaremos, por lo tanto, 
on esta última expresión. También utilizaremos la siguienteexpansión para la resta de las fun
iones delta, y usaremos 
omo parámetro el tamaño ade las 
ajas:
δ(~r − ~rj)− δ(~r ± ~ai − ~rj) = −

∞∑

m=1

(±1)m

m!
aµ1

i ...aµn

i ∂µ1...µmδ(~r − ~rj), (2.1.24)
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ión Difusión 19donde ~r = (r1, ...., rd) , ∂µ ≡ ∂
∂rµ , µ = 1, 2, .....d. Debido a que aµ

i = aδµ
i podemoses
ribir la expresión anterior 
omo:

δ(~r − ~rj)− δ(~r ± ~ai − ~rj) = −
∞∑

m=1

(±a)m

m!
(∂i)

mδ(~r − ~rj), (2.1.25)donde ∂i ≡ ∂
∂ri , i = 1, 2.......d. Lo anterior introdu
e dos parámetros para 
ontrolar laexpansión. Uno es el orden en la exponen
ial(l) y el otro es el rango del tamaño de las
eldas (a). Por lo tanto podemos es
ribir la e
ua
ion nuevamente 
omo:

∂tP ({c~r}) = I +
d∑

i=1

∞∑

l=1

II
[l]
i = I + II, (2.1.26)Cal
ulemos la 
antidad II

[l]
i , en el límite 
ontinuo. Notemos que 
orresponde a la suma

II(~ai) + II(−~ai) 
al
ulada a orden l = 1. Enton
es:
II

[1]
i =

∫
d~r′[
∫

d~r′
(
δ(~r − ~r′)− δ(~r + ~ai − ~r′)

) δ

δc(~r′)
ω~r−→~r+~ai

c~r (1− c~r+~ai
) +

∫
d~r′
(
δ(~r − ~r′)− δ(~r − ~ai − ~r′)

) δ

δc(~r′)
ω~r−→~r−~ai

c~r (1− c~r−~ai
)]Pt({c~r}), (2.1.27)Podemos ha
er la expansión de la e
ua
ión anterior en poten
ias de a, pero sin ha
erla expansión de las 
antidades ω~r −→~r±~ai

. Teniendo en 
uenta eso, también haremos laexpansión en a para las 
antidades c~r±~ai
. Esto se es
ribe:

c~r±~ai
= c~r ± a∂ic~r +

1

2!
a2(∂j)

2c~r + ... +
1

m
am(∂j)

mc~r + ... (2.1.28)Enton
es 
al
ulamos II
[l](a)
i , que 
orresponde a el primer orden en la expansión en laexponen
ial y el primer orden en la expansión del tamaño de las 
ajas. Ha
iendo uso dela de�ni
ión (2.1.16) obtenemos

II
[1](a)
i =

∫
d~r′[
∫

d~r′
(
−a∂iδ(~r − ~r′)

) δ

δc(~r′)
ω~r−→~r+~ai

c~r (1− c~r) +

∫
d~r′
(
a∂iδ(~r − ~r′)

) δ

δc(~r′)
ω~r−→~r−~ai

c~r (1− c~r)]Pt({c~r})

= (−2a)

∫
d~r

δ

δc(~r)
∂i [γi(~r)c(~r)(1− c(~r))] Pt({c~r}), (2.1.29)Para nuestros 
ál
ulos de la e
ua
ión determinista tomaremos hasta el orden a2, es de
ir,
onsideraremos también la expresión para II

[1](a2)
i . Esta tiene dos 
ontribu
iones, unaque proviene de los términos lineales en a para las fun
iones deltas , multipli
ados porlos términos lineales de la expansión en a para c~r±~ai

. Denominaremos a este término
II

[1](a2)
i,1 . La otra 
ontribu
ión proviene de términos 
uadráti
os en a para la expansión
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iones deltas y de orden 
ero en la expansión de c~r. Este parte será denominda
II

[1](a2)
i,2 . Enton
es primero tendremos:

II
[1](a2)
i,1 =

∫
d~r′[
∫

d~r′
(
−a∂iδ(~r − ~r′)

) δ

δc(~r′)
ω~r−→~r+~ai

c~r (−a∂ic~r) +

∫
d~r′
(
a∂iδ(~r − ~r′)

) δ

δc(~r′)
ω~r−→~r−~ai

c~r (a∂ic~r)]Pt({c~r})

= (−2a2)

∫
d~r

δ

δc(~r)
∂i [σi(~r)c(~r)∂ic(~r)] Pt({c~r}), (2.1.30)donde se tomó en 
uenta la de�ni
ión (3.2.3). La otra 
ontribu
ión queda:

II
[1](a2)
i,2 =

∫
d~r′[
∫

d~r′
(
−a2

2
∂2

i δ(~r − ~r′)

)
δ

δc(~r′)
ω~r−→~r+~ai

c~r (1− c~r) +

∫
d~r′
(
−a2

2
∂iδ(~r − ~r′)

)
δ

δc(~r′)
ω~r−→~r−~ai

c~r (1− c~r)]Pt({c~r})

= (−a2)

∫
d~r

δ

δc(~r)
∂2

i [σi(~r)c(~r)(1− c(~r))] Pt({c~r}), (2.1.31)Finalmente la suma de ambas 
ontribu
iones nos dará II
[1](a2)
i . Ha
iendo algunas simpli-�
a
iones se llega a la expresión siguiente:

II
[1](a2)
i = (−a2)

∫
d~r

δ

δc(~r)

[
∂2

i {σi(~r)c(~r)} (1− c(~r)) + σi(~r)c(~r)∂
2
i c(~r)

]
Pt({c~r}),(2.1.32)De manera análoga a lo he
ho anteriormente uno 
al
ula el segundo orden en l, es de-
ir, II

[2](a2)
i . Claramente, 
ualquier término de segundo orden en l, es ya de segundoorden en a. Si 
onsideramos la nota
ión ~r1 = x

(1)
j êj , y también ~r2 = x

(2)
j êj , donde

{êj , j = 1, 2, .....d} son los d ve
tores unitarios ortogonales del espa
io físi
o en d dimen-siones 
omo ya lo gra�
amos para d = 2 en 2.1, se tiene:
II

[2](a2)
i =

µ

2

∫
d~r

1

µ2
[

∫
d~r1d~r2 (−a∂iδ(~r − ~r1)) (−a∂iδ(~r − ~r2))

δ

δc(~r1)

δ

δc(~r2)

ω~r−→~r+~ai
c~r (1− c~r)]Pt({c~r}) +

µ

2

∫
d~r

1

µ2
[

∫
d~r1d~r2 (a∂iδ(~r − ~r1)) (a∂iδ(~r − ~r2))

δ

δc(~r1)

δ

δc(~r2)

ω~r−→~r−~ai
c~r (1− c~r)]Pt({c~r})

= (−a2)

∫
d~r

δ

δc(~r)
∂2

i [σi(~r)c(~r)(1− c(~r))] Pt({c~r}). (2.1.33)Nuevamente, un simple trabajo algebrai
o redu
e la e
ua
ión anterior a una forma mássen
illa:
II

[2](a2)
i =

a2

µ

∫
d~r

[
∂i

δ

δc(~r)
∂i

δ

δc(~r)
σic(~r) (1− c(~r))

]
Pt({c~r}), (2.1.34)
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ión Difusión 21Como dijimos tempranamente, el tamaño a de las 
eldas individuales es pequeño 
om-parado 
on el tamaño mínimo de los patrones espa
iales esperados lo. Aquí estaremosinteresados en d = 1 y en d = 2, y obtendremos una e
ua
ión para el re
ubrimiento eneste último 
aso.Notemos también que los 
oe�
ientes de las e
ua
iones (3.2.3) y (2.1.16) son fun
ionesde la 
ordenada ~r y por lo tanto uno puede, usando la de�ni
ión del algoritmo metrópolis(2.1.7)es
ribirlos de la siguiente forma, donde β = 1
KBT :

σj(~r) =
ν

2

[
1 + exp

(
−aβ

∣∣∣∣
∂U

∂xj

∣∣∣∣
)]

, (2.1.35)
γj(~r) = −ν

2

[
1− exp

(
−aβ

∣∣∣∣
∂U

∂xj

∣∣∣∣
)]

sign

(
∂U

∂xj

)
, (2.1.36)Las expresiones anteriores, insertas en las e
ua
iones para los distintos órdenes de l y de

a toman 
iertos valores 
uando uno 
onsidera el límite a −→ 0. Así tenemos:
ĺım
a→0

a2σi(~r) = ĺım
a→0

a2ν

2
(1 + 1 + O(a)) ,

= a2ν,

= Do. (2.1.37)
ĺım
a→0

aγi(~r) = ĺım
a→0
−aν

2

(
−aβ

∣∣∣∣
∂U

∂xj

∣∣∣∣
)

sign

(
∂U

∂xj

)
,

=
Doβ

2

∂U(~r)

∂xi
. (2.1.38)En lo anterior se de�nió la 
onstante de Difusión [8℄ según:

Do = ĺım
a→0

νa2 (2.1.39)Uno puede entender el término anterior 
omo una 
onse
uen
ia del teorema de Flu
-tua
ión Disipa
ión, ya que ν da 
uenta en este 
aso de las �u
tua
iones del sistema. Aho-ra tratemos el término I de la e
ua
ión (2.1.14). Usando las e
ua
iones (2.1.3) podemoses
ribir:
I = V

∑

~r

µ
[(

E−1
~r − 1

)
ωa(1− c~r) +

(
E+1

~r − 1
)
ωd(~r)c~r

]
Pt({c~r}), (2.1.40)Podemos, imitando lo anterior, es
ribir la expansión de la serie del operador exponen
ial:

I = µ[kap

∫
d~r

∞∑

l=1

1

l!

(−1)l

µl

δl

δc(~r)l
(1− c(~r)) +

kd,o

∫
d~reβU(~r)

∞∑

l=1

1

l!

1

µl

δl

δc(~r)l
c(~r)]Pt({c~r}). (2.1.41)
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ión Difusión 22Denotaremos el primer orden en l 
omo I [1], y por lo tanto, tomaremos los ordenes 1 y2. Es fá
il ver que el primero de estos términos se es
ribe:
I [1] =

∫
d~r

δ

δc(~r)
[ωa(1− c(~r)) + ωd(~r)c(~r)] Pt({c~r}), (2.1.42)Y de manera similar el otro término se es
ribe:

I [2] =
1

2µ

∫
d~r

δ2

δc(~r)2
[ωa(1− c(~r)) + ωd(~r)c(~r)] Pt({c~r}), (2.1.43)La e
ua
ión �nal que mez
la los dos órdenes, esta dada por las e
ua
iones, (2.1.42),(2.1.43)junto 
on las e
ua
iones (2.1.34),(2.1.32) y (2.1.29), es de
ir:

∂tPt({c~r}) = I [1] + I [2] +
d∑

i=1

[
II

[1](a)
i + II

[1](a2)
i + II

[2](a2)
i

]
. (2.1.44)Finalmente 
ombinando esas e
ua
iones y además es
ribiendo las sumas sobre las 
oor-denadas, la e
ua
ión que usaremos queda dada por:

∂tPt({c~r}) =
1

2µ

∫
d~r

δ2

δc(~r)2
[ωa(1− c(~r)) + ωd(~r)c(~r)] Pt({c~r}) +

1

2µ

∫
d~r

δ2

δc(~r)2
[ωa(1− c(~r)) + ωd(~r)c(~r)] Pt({c~r}) +

(−2a)

∫
d~r

δ

δc(~r)

d∑

i=1

∂i [γi(~r)c(~r)(1− c(~r))] Pt({c~r}) +

(−a2)

∫
d~r

δ

δc(~r)

d∑

i=1

[
∂2

i {σi(~r)c(~r)} (1− c(~r))
]
Pt({c~r}) +

(−a2)

∫
d~r

δ

δc(~r)

d∑

i=1

[
σi(~r)c(~r)∂

2
i c(~r)

]
Pt({c~r}) +

a2

µ

∫
d~r

d∑

i=1

[
∂i

δ

δc(~r)
∂i

δ

δc(~r)
σic(~r) (1− c(~r))

]
Pt({c~r}). (2.1.45)Si ahora tomamos en 
uenta que d = 2 y que a −→ 0, usando las de�ni
iones, (2.1.37),(2.1.38), la e
ua
ión, ordenada según los órdenes µ0 y µ−1 queda:

∂tPt({c~r}) =

∫
∂

∂c(~r)
[−ωa (1− c(~r)) + kd,oe

U(~r)
KBT c(~r)

−Do{∇2c(~r)(1− c(~r)) + c(~r)∇2c(~r)}

− Do

KBT
∂i [c(~r)(1− c(~r))∂iU(~r)]]Pt({c~r})

1

2µ

∫
d~r

δ2

δc(~r)2
[ωa(1− c(~r)) + kd,oe

U(~r)
KBT +

1

2µ

∫
d~r∂i

δ

δc(~r)
∂i

δ

δc(~r)
2Doc(~r)(1− c(~r))]Pt({c~r}). (2.1.46)
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ión Difusión 23La e
ua
ión (2.1.46) representa la e
ua
ión fun
ional de Fokker-Plan
k para la dis-tribu
ión de probabilidad Pt({c~r}) ,que es aquí un fun
ional de c~r . De la teoría depro
esos aleatorios, esta e
ua
ión es equivalente a una e
ua
ión diferen
ial (llamadae
ua
ión de Langevin) par
ial esto
ásti
a para el 
ampo �u
tuante c(~r, t) que llamamosre
ubrimiento. El orden µ0 de esta última nos entrega la e
ua
ión determinista para laevolu
ión mesos
ópi
a de esta variable lo
al:
∂tc(~r, t) = ωa(1− c(~r))− kd,oe

U(~r)
KBT c(~r) +

Do∇2c(~r) +
Do

KBT
∂i [c(~r)(1− c(~r))∂iU(~r)]

1

µ1/2
[kap(1− c(~r))]1/2fa(~r, t) +

1

µ1/2
[kd,o]

1/2 e
U(~r)

2KBT fd(~r, t) +

1

µ1/2
∂i{[2Doc(~r)(1− c(~r))]1/2f i(~r, t)}, (2.1.47)En la e
ua
ión Maestra (2.1.47) el orden de los operadores no 
onmutantes (c(~r), δ

δc(~r)), donde c(~r) = multiplicar por c(~r) del fun
ional ̥ [c(·)] sobre el 
ual a
túa y δ
δc(−→r )es la deriva
ión fun
ional, está dado por la deriva
ión misma que hemos he
ho y en
onse
uen
ia no hay ninguna ambiguedad para es
ribir las e
ua
iones tipo Langevin queserán equivalentes a la e
ua
ión maestra 
ortada en las derivadas fun
ionales 
uadráti
as[13℄. Si elegimos es
ribir estas e
ua
iones tipo Langevin usando la pres
rip
ión de Ito,obtendremos al orden µ−1 tres ruidos blan
os internos e independientes 
on intensidadunitaria, fa(~r, t), fd(~r, t), f i(~r, t), (i = 1, 2) ; ligados a las �u
tua
iones aleatorias de lospro
esos de adsor
ión, desor
ión y difusión, respe
tivamente:

〈
fa(~r, t)fa(~r

′, t′)
〉

= δ(~r − ~r′)δ(t− t′),〈
fd(~r, t)fd(~r

′, t′)
〉

= δ(~r − ~r′)δ(t− t′),
〈
f i(~r, t)f j(~r′, t′)

〉
= δijδ(~r − ~r′)δ(t− t′), i, j = 1, 2 (2.1.48)Es importante notar que a partir de esta des
rip
ión solo en
ontramos ruido multipli
a-tivo. En la siguiente se

ión analizaremos las propiedades de la e
ua
ión en el límiteMa
ros
ópi
o, es de
ir, 
uando despre
iamos los ruidos y nos quedamos 
on la e
ua
ióndeterminista.2.1.2. Límite Ma
ros
ópi
o de la e
ua
ión de Rea

ión DifusiónEn la se

ión anterior 
onsideramos que las partí
ulas intera
tuaban por medio deun poten
ial atra
tivo que denotamos U(~r). Si �jamos 
ierto rango de intera

ión entreellas y además un poten
ial binario u(~r) que representa la intera

ión entre dos molé
ulas
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ión Difusión 24separadas por una distan
ia ~r en la super�
ie, podemos des
ribir la intera

ion U(~r) pormedio de:
U(~r) = −

∫
u(~r − ~r′)c(~r′)d~r′, (2.1.49)Si en la e
ua
ión (2.1.47) tomamos solo el orden µ0, y si además utilizamos (2.1.49)llegaremos a una e
ua
ión integro-diferen
ial determinista para el 
ampo de re
ubrimientoen presen
ia de una intera

ión lateral atra
tiva entre las molé
ulas adsorbidas:

∂tc(~r, t) = kap(1− c(~r))− kd,o exp

(
− 1

KBT

∫
u(~r − ~r′)c(~r′)d~r′

)
c(~r) +

Do∇2c(~r)− Do

KBT
∂i

[
c(~r)(1− c(~r))∂i

{∫
u(~r − ~r′)c(~r′)d~r′

}]
.(2.1.50)Los primeros dos término de esta e
ua
ión [14℄ des
riben la 
inéti
a de adsor
ión y desor-
ión. Asi tal 
ual están es
ritos, hemos 
onsiderado, por el momento, que la deposi
ión delmaterial sobre el sustrato es no diso
iativa (no hay separa
ion de molé
ulas en partí
ulasmas simples en la adsor
ión o en la desor
ión). La adsor
ión o
urre a una tasa 
onstante(que 
orresponde al 
oe�
iente ini
ial de adheren
ia) y solo se modi�
a por el fa
torde super�
ie que no ha sido o
upado, (1 − c). La desor
ión apare
e modi�
ada por laapari
ión de la intera

ión lateral entre partí
ulas adsorbidas. En la Teoría de CampoMedio, las partí
ulas se mueven en un poten
ial U(~r). Por lo tanto la tasa de desor
iónesta dada por kd(~r)c. Sin embargo esta tasa es válida 
uando uno 
onsidera que estepro
eso está a
tivo termalmente y por lo tanto se 
onsidera que existe un equilibrio entrelos pro
esos 
inéti
os de rea

ión y difusión (Equilibrio Termodinámi
o). En esta Tésisno será ne
esaria di
ha suposi
ión, ya que la mayoría de los pro
esos experimentales dedeposi
ión pueden mantenerse fuera del equilibrio, y es esta 
ara
terísti
a, junto 
on la
ompeten
ia del 
ambio de fase, la que provo
ará la apari
ión de inestabilidades en lamono
apa.El ter
er término de la e
ua
ión (2.1.50) des
ribe el �ujo difusional habitual de lasmolé
ulas que puede verse 
omo una 
orriente de difusión del tipo:

−−→
Jdif = −Do

−→∇c(~r), (2.1.51)El 
uarto término de (2.1.50) des
ribe el �ujo super�
iel vis
oso que experimentan laspartí
ulas debido a que las varia
iones espa
iales del poten
ial U(~r) produ
en una fuerza−→
F = −−→∇U(~r) que a
tua sobre las partí
ulas adsorbidas produ
iendo un �ujo −→J vis.Una partí
ula simple que se mueva bajo la in�uen
ia de −→F 
omienza a moverse 
onuna velo
idad −→v = M

−→
F , donde M es la Mobilidad super�
ial. Sin embargo el �ujo departí
ulas que atraviesa una se

ión transversal por unidad de tiempo no es simplemente

vc(~r), ya que solo o
urrirá a traves de sitios que estén va
íos y por lo tanto el fa
tor
(1− c) redu
e el área a

esible para que este pro
eso se lleve a 
abo.Tomando en 
uentala fórmula de Einstein para la Mobilidad esta 
orriente se puede expresar 
omo:

−→
J vis = − Do

KBT
c(~r) (1− c(~r))

−→∇U(~r). (2.1.52)
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ión Difusión 25El poten
ial U(~r) dado por la teoría de 
ampo medio, tendra 
ierto rango de intera

ión,dado por el perfíl u(~r) que uno es
oja para el poten
ial de intera

ión de a pares, quepor supuesto dependerá de la naturaleza del sistema.Cuando el radio de intera

ión ro introdu
ido por u(~r) es pequeño 
omparado 
on ellargo difusional Ldif = (Do/kd,0)
1/2 y además el re
ubrimiento c(~r) varía insigni�
ante-mente dentro de este rango de intera

ión, uno puede ha
er la siguiente aproxima
ión:

∫
u(~r − ~r′)c(~r′)d~r′ ≈

∫
u(~r − ~r′)[c(~r) + (~r − ~r′)∇c(~r)

+
1

2
(~r − ~r′)2∇2c(~r) + ...]d~r′, (2.1.53)Las derivadas espa
iales se toman en el punto ~r. Esto nos lleva a es
ribir:

∫
u(~r − ~r′)c(~r′)d~r′ ≈ uoc(~r) + χ∇2c(~r), (2.1.54)donde hemos usado argumentos de simetría e isotropía y hemos de�nido los siguientes
oe�
ientes:

uo =

∫
u(~r)d~r, (2.1.55)

χ =
1

2

∫
r2u(~r)d~r, (2.1.56)

0 =

∫
~ru(~r)d~r. (2.1.57)Bajo esas 
ondi
iones para el re
ubrimiento, el término 
uadráti
o en la expansión (2.1.54)es más pequeño que el 
oe�
iente uo, pero sin embargo debemos retenerlo para evitar
iertas divergen
ias de la e
ua
ión, aso
iadas al signo de la 
onstante de difusión y quese re�eja en la apari
ión de la inestabilidad espa
ial, 
omportamiento del que nos o
u-paremos más adelante.Tomando en 
uenta estas aproxima
iones, la e
ua
ión (2.1.50) puede es
ribirse de lasiguiente manera:

∂tc(~r, t) = kap(1− c(~r))− kd,oe
−uoc(~r)

KBT c(~r) + ∂i [Def (c)∂ic(~r)]

−∂i

[
G(c)∂i∇2c(~r)

]
, (2.1.58)Donde hemos despre
iado en el argumento de la exponen
ial los términos de segundasderivadas en c(~r). Además se de�nieron los 
oe�
ientes:

Def (c) = Do

[
1− uo

KBT
c(~r)(1− c(~r))

]
,

G(c) =
Doχ

KBT
c(~r)(1− c(~r)). (2.1.59)
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ión Difusión 26Como vemos, a diferen
ia de los modelos de rea

ión difusión habituales, este 
ontienederivadas espa
iales de orden mayor al segundo. Estas deben ser retenidas, pues, al o
urrirla transi
ión de fase en la mono
apa evitan divergen
ias de la e
ua
ión y por lo tantoda un a des
rip
ión 
orre
ta del sistema. Notamos 
on anti
ipa
ión que en di
hos 
asosel 
oe�
iente Def (c) es negativo. La e
ua
ión (2.1.50) tal 
ual está es
rita, no predi
ela apari
ión de nanoestru
turas lo
alizadas, que han sido experimentalmente obtenidas
omo ya men
ionamos. Por lo tanto aún debemos 
onsiderar 
iertas aproxima
iones aeste modelo, 
uyo fundamento es mi
ros
ópi
o. Una de ellas es exigir que la difusiónno dependa del re
ubrimiento , es de
ir que G(c) sea 
onstante. Esto simpli�
ará lae
ua
ión, pero nos permitirá obtener 
ualitativa, analíti
a y numéri
amente los resultadosexperimentales en mono
apas.Para justi�
ar de una manera mas dire
ta esta ele

ión, dedu
iremos nuevamentenuestro modelo de rea

ión difusión, utilizando las propiedades termodinámi
as de lamono
apa. 2.2. Dedu

ión utilizando Modelo Tipo IsingEn esta se

ión 
onsideraremos una dedu

ión alternativa del modelo propuesta en[24℄. Para �jar ideas,es
ribamos el modelo de la siguiente forma:
∂tc(~r) = R[c(~r)]− ~∇ · ~J [c(~r, t)], (2.2.1)Aquí R[c] representa los términos que llamaremos de rea

ión,que 
orresponden a laadsor
ión, a la desor
ión, y a las tasas de rea

iones quími
as propiamente tales quepueden o
urrir en la mono
apa en determinados 
asos en que se 
onsideran más espe
iesintera
tuando. Por otro lado, ~J representa la 
orriente de difusión en la 
apa depositada,es de
ir, des
ribe el tipo de transporte de los átomo adsorbidos.El primer término R[c], es un fun
ional de la 
obertura c(~r) y su ele

ión depende deltipo de pro
eso utilizado para depositar, y además depende de si la adsor
ión y la des-or
ión son mantenidas termalmente a
tivas, es de
ir, en equilibrio termodinámi
o 
on lafase gaseosa desde la 
ual las partí
ulas están siendo depositadas (
omo lo 
onsideramosen la se

ion anterior para la desor
ión). Típi
amente, en los experimentos, esto no o
urrey por lo tanto puede elegirse una forma fun
ional que permita des
ribir propiedades massutiles de las deposi
iones, que mantienen todo el pro
eso fuera del Equilibrio Termod-inámi
o (ET).En esta se

ión nos o
uparemos de modelar ade
uadamente la difusión desde un puntode vista distinto al anterior y de en
ontrar 
one

iones que liguen ambas modeliza
iones.La 
orriente de difusión en la e
ua
ión (2.2.1) se debe a las fuerzas termodinámi
asaso
iadas a varia
iones espa
iales del poten
ial quími
o µ[c(~r)]. A su vez este poten
ialquími
o puede 
al
ularse 
omo la derivada fun
ional de la energía libre F

~J = −M(c)~∇ϕ[c], ϕ[c] =
δF

δc(~r)
, (2.2.2)
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ión Difusión 27donde M(c) es la mobilidad de las partí
ulas y que , 
omo vimos antes, puede dependerdel re
ubrimiento c.Consideremos nuevamente un enrejado sobe el sustrato, 
on sitios enumerados {i},donde
i = 1 . . . N, y 
on número de o
upa
ión ci = 0, 1 si es que en
ontramos o no en los sitiosalgún átomo. Consideremos además una energía de intera

ión de dos 
uerpos entre ellos,
ǫij , que re�eja la intera

ión entre el i-esimo y el j-esimo átomo. Enton
es el Hamiltoniano
H será el que des
ribe un sistema de dos estados, 
omo un modelo tipo Ising [34℄ (Latti
egas):

H =
∑

i,j

ǫijcicj , (2.2.3)donde 
laramente si ǫij < 0, la intera

ión es atra
tiva, y es repulsiva en el otro 
aso.Para 
al
ular 
ualquier propiedad será ne
esario tener la energia libre F . Para ellone
esitaremos la fun
ión parti
ión del sistema:
βF = − lnZ; Z = Tr(exp(−βH)) ≥ 0, (2.2.4)Donde β 
orresponde a 1/KBT 
on T la tempeatura y KB, la 
onstante de Boltzmann.Para 
al
ular F utilizamos la teoría varia
ional de 
ampo medio, la 
ual nos dirá 
omose desvían 
on respe
to a los valores medios 
al
ulados en Equilibrio termodinámi
o, lasvariables y poten
iales termodinámi
os. Consideremos que enton
es podemos ha
er unaexpansión del siguiente estilo:

F = Fo + F ′ (c− < c >) + . . . (2.2.5)La expansión anterior se justi�
a por el he
ho de que estamos trabajando en el límiteTermodinámi
o, y en este 
aso la 
antidad (c− < c >) = 1√
N


on N el número departí
ulas del sistema, es ín�ma. Esto permite que nos quedemos solo 
on el primertérmino, pues los otros son muy 
hi
os (es una �u
tua
ión). Puede además demostarseque las expansiones pueden ha
erse sobre la fun
ión parti
ión Z.Como la fun
ión parti
ion total del sistema es difí
il de evaluar, podemos aproximarlautilizando el siguiente hamiltoniano de 
ampo medio:
Ho = KBT

∑

i

λici, (2.2.6)Luego, la fun
ión parti
ión aso
iada a este Hamiltoniano está dada por
Zo =

∑

ci

exp[−βKBT
∑

j

λjcj ] ⇒ Zo =
∏

j

∑

ci

exp(−λjcj), (2.2.7)Los valores que toma ci son 0 y 1 , por lo tanto:
Zo =

∏

j

(1 + e−λj ). (2.2.8)
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Con la fun
ión Zo podemos 
al
ular valores medios de las variables de interés (elsímbolo 〈〉0 denotará los valores medios 
al
ulados 
on Zo).El valor medio del número de o
upa
ión ci será:

〈ci〉 =
1

Zo

∑

ci

ci exp(−βHo) ⇒ 〈ci〉 =
1

1 + eλi
= θi (2.2.9)Notamos enton
es que la variable θi, que representa al valor medio del número deo
upa
ión de 
ada átomo, debe tomar valores en el intervalo [0, 1] pues 
oresponde alpor
entaje de átomos 
on respe
to al total que están en el i-ésimo sitio. Esta variable esel análogo a lo que denominamos en la se

ión anterior re
ubrimiento o 
obertura, y porsupuesto este es su valor dis
retizado 
omo 
ampo. Despejando λi de la e
ua
ión (2.2.9)se obtiene:

λi = ln(
1− θi

θi
), (2.2.10)Enton
es Fo 
omo fun
ión de θi resulta ser:

Fo = KBT ln

[
∏

i

1

1− θi

]
⇒ Fo = KBT

∑

i

ln(1− θi). (2.2.11)Esta última energía libreFo tendrá siempre, en el límite 
ontinuo, un úni
o mínimo, 
omose muestra en la �gura 2.3. Esto quiere de
ir que la teoría de Campo Medio no da 
uentabien de la transi
ión de fase en el sistema, pues 
onsidera po
os ve
inos. Para dar 
uentade una transi
ión, debemos 
onsiderar las 
orre

iones y ha
er una teoría de 
ampo medioenmendada.La energía libre exa
ta F puede ser expandida en series de 〈H −Ho〉o

F ≈ Fo + 〈H −Ho〉o , (2.2.12)El último término de la dere
ha en la e
ua
ión anterior puede 
al
ularse fá
ilmente yevaluarse θi produ
iendo:
H−Ho =

1

2

∑

ij

ǫijcicj −KBT
∑

k

λkck,

〈H −Ho〉o =
1

2

∑

ij

ǫij < cicj > −KBT
∑

k

λk < ck >,

〈H −Ho〉o =
1

2

∑

ij

ǫijθiθj −KBT
∑

k

λkθk. (2.2.13)
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Fig. 2.3: Energía libre FoPor lo tanto F adopta la siguiente expresión al reemplazar el valor obtenido para Zo:
F = KBT

∑

k

ln(1− θk)−KBT
∑

k

λkθk +
1

2

∑

ij

ǫijθiθj , (2.2.14)Si 
onsideramos ahora la e
ua
ión (2.2.10) al remmplazar en (2.2.14)para λk se llega a laexpresión:
F = KBT

∑

k

ln(1− θk)−KBT
∑

k

[ln(1− θk)− ln θk]θk +
1

2

∑

ij

ǫijθiθj , (2.2.15)Finalmente reordenando los términos se 
on
luye que:
F = KBT

∑

k

[θk ln(θk) + (1− θk) ln(1− θk)] +
1

2

∑

ij

ǫijθiθj , (2.2.16)Para 
al
ular el último término de la expresión anterior lo separamos en dos partes según:
F = KBT

∑

k

[θk ln(θk)+ (1− θk) ln(1− θk)]+
1

2

∑

ij

ǫij
1

2
[(θ2

i + θ2
j )− (θi− θj)

2], (2.2.17)
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ión Difusión 30Claramente, el penúltimo término de (2.2.17) 
oresponde a:
1

2

∑

ij

ǫij
1

2
(θ2

i + θ2
j ) =

1

2

∑

i

ǫijθ
2
i , (2.2.18)y por lo tanto tendremos la siguiente e
ua
ión para la Energía libre en fun
ión del valormedio θi :

F = KBT
∑

i

[θi ln(θi) + (1− θi) ln(1− θi)] +
1

2

∑

ij

ǫijθ
2
i −

1

4

∑

ij

ǫij(θi − θj)
2. (2.2.19)Como sabemos, para des
ribir fenómenos que o
urren en es
alas mesos
ópi
as debe-mos tomar el límite 
ontinuo de (2.2.19). Esto se 
onsigue promediando sobre una 
ole
-
ión de 
eldas (Coarse-graining) 
uya dimensión a es mas pequeña que la es
ala nanométri-
a. Por lo tanto podremos es
ribir �nalmente:

F =

∫

S
d~r

[
KBTf(~r)− 1

2
ǫoc(~r)

2 +
1

2
ξ2
o |∇c(~r)|2

]
, (2.2.20)Donde la fun
ion f(~r) se de�ne por:

f(~r) = (1− c(~r)) ln(1− c(~r)) + c(~r) ln c(~r). (2.2.21)En la �gura 2.4 se muestran gra�
os de la energia libre para 
obertura uniforme f̃(c) =
f(c)− 1

2ǫoc
2 en dos situa
iones típi
as. Notamos que para temperaturas su�
ientementealtas se observa un mínimo y a partir de 
iertas temperatura Tc el sistema exhibe u quiebreespontáneo de simetria (Transi
ión de fase que veremos en la siguiente subse

ión). Porlo tanto al enmendar la teoría de 
ampo medio 
on los términos siguientes podremosmodelar 
orre
tamente el sistema.En lo anteriro se de�nieron los 
oe�
ientes ǫo y ξo adoptando 
iertas hipótesis. Laprimera de ellas es 
onsiderar intera

ión 
on ve
inos 
er
anos. Sea γ el número de 
oor-dina
ión, es de
ir, el número de ve
inos 
er
anos que tiene 
ada partí
ula en su sitio y quedepende de la estru
tura 
ristalina del material que se está formando sobre el sustrato.Sea también a la 
onstante de enrejado, es de
ir, la distan
ia promedio entre las 
eldas,que también depende de la estru
tura 
ristalina del material. Finalmente denotemos 
on

ε la energia de intera

ión de un par. Enton
es en el 
aso de intera

ión de 
orto al
an
e,el término �nal de (2.2.20) 
orresponde exa
tamente a la primera 
ontribu
ión de la ex-pansión en serie de gradientes de la energía no lo
al de intera

ión. Este es el espíritu dela teoría de 
ampo medio, 
onsiderar la intera

ión que es no lo
al en 
ierto sentido(tal
ual vimos en la se

ión anterior), 
omo una aproxima
ión lo
al determinada al entornomas 
er
ano. Si además el sistema es isotrópi
o:
∑

ij

ǫij(θi − θj)
2 ≃ −ξ2

0 |∇c(r)|2, (2.2.22)
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on
ξ2
o = γεa2. (2.2.23)Por otro lado el penúltimo término de (2.2.20) se 
al
ula según:

ǫo = −1

2

∑

i

ǫij = −γε. (2.2.24)Enton
es el poten
ial quími
o se obtiene fá
ilmente de la fórmula (2.2.20):
ϕ[c(~r)] =

δF
δc(~r)

= −ǫoc(~r) + KBT ln

(
c(~r)

1− c(~r)

)
− ξ2

o∇2c(~r). (2.2.25)Esta es la e
ua
ión de estado del sistema sin la parte de rea

ión R[c], o sea, paraun sistema de partí
ulas sobre un sustrato que pueden difundir en el y que ademásposeen una intera

ión atra
tiva . Todas las propiedades termodinámi
as emanan deesta e
ua
ión y de la energía libre. La Dinámi
a de la mono
apa estará gobernada por la
ompeten
ia entre la 
inéti
a de rea

ión R[c] y la 
inéti
a de los fenómenos de transporterepresentados por ~∇· ~J y 
ara
terizada por (2.2.25). Ambas 
ontribu
iones a la e
ua
iónde 
ontinuidad de masa (2.2.1) no están ligadas ne
esariamente por alguna 
antidadtermodinámi
a, lo que signi�
a que pueden ser gobernadas independientemente.2.2.1. Transi
ión de FaseEs fá
il ver que la e
ua
ión (2.2.25) predi
e una separa
ión de fases en las molé
ulasadsorbidas (
omo ya lo habiamos notado 
on la energia libre). La Estabilidad Termod-inámi
a requiere:
δ2F
δc2

= −ǫo + KBT
1

1− c
> 0, (2.2.26)Si de�nimos ǫo = 4KBTc, la 
ondi
ión anterior se satisfa
e para 
ualquier T > Tc oequivalentemente para ǫ0 < 4KBT .De esta manera, para T < Tc, los estados en el rango:

1

2

[
1−

√
1− T

Tc

]
< c <

1

2

[
1 +

√
1− T

Tc

]
, (2.2.27)son Termodinámi
amente Inestables, es de
ir, en este rango, las fases homogéneasson inestables (termodinámi
amente) y el sistema se separa en dos fases distintas: unade bajo re
ubrimiento (c < 1/2), y otra 
on altao re
ubrimiento (c > 1/2). T = Tc de�neel punto bajo el 
ual o
urre la separa
ión de fase en la mono
apa. El re
ubrimiento
ríti
o 
orresponde a cc = 1/2 y el poten
ial quími
o en ese punto vale µc = −2KBTc.Es importante notar que los términos de rea

ión 
ambiaran los 
riterios de estabilidaddinámi
a
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ión Difusión 32La �gura 2.4 ilustra la transi
ión, al gra�
ar f̃(c) = f(c)− 1
2ǫoc

2, que 
orresponde a laenergia libre por unidad de super�
ie, para un sistema de 
obertura uniforme. Vemos en2.4(a) que la energía libre presenta un solo mínimo global que ilustra una sola 
oberturahomogénea estable 
uando T > Tc. Por el 
ontrario, en 2.4(b) notamos que 
uando T > Tcdos estados estables de 
obertura homogénea apare
en:
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c(b) Caso T < TcFig. 2.4: Energía libre f̃(c), 
on estru
tura de doble pozo.2.3. Equivalen
ias del Transporte entre ambos modelosComo dijimos en el último parrafo de la se

ión 2·2, los términos de rea

ión y difusión(Transporte) no están ne
esariamente ligados por alguna 
antidad termodinámi
a y porlo tanto haremos un tratamiento por separado de ellos. Es
ribimos enton
es la e
ua
ión(2.2.1) de la siguiente manera, tomando en 
uenta las de�ni
iones (2.2.2):
∂tc(~r) = R[c(~r)] + ~∇ ·

[
M(c)~∇ϕ

]
, (2.3.1)donde ϕ esta dado por (2.2.25). Como podemos manejar independientemente ambas 
on-tribu
iones, 
onsideremos primero la e
ua
ión anterior sin los términos de rea

ión R[c].En este 
aso la e
ua
ión se denomina e
ua
ión de Cahn-hilliard generalizada [15℄,[16℄debido a que la mobilidad depende del parámetros de orden M = M(c).Tomemos ahora la e
ua
ión (2.1.58). Si denotamos los términos de rea

ión 
omo R[c](que en aquel 
aso han sido 
onsiderados en equilibrio 
on el transporte), di
ha e
ua
iónproveniente de un desarrollo utilizando métodos de pro
esos esto
ásti
os para un sistemami
ros
ópi
o, puede ser es
rita 
omo:

∂tc(~r) = R[c(~r)] + Do
~∇
[
~∇c(~r)− βc(~r)(1− c(~r))~∇U(~r)

]
, (2.3.2)Donde U(~r) es el poten
ial lo
al sobre una molé
ula en ~r y β = 1

KBT . Luego de sen
illos
ál
ulos esta misma e
ua
ión puede ser es
rita en la forma (2.3.1) si uno identi�
a 
iertos
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∂tc(~r) = R[c(~r)] + ~∇

[
Doβc(~r)[1− c(~r)]~∇ϕ̃[c]

]
, (2.3.3)

M(c) = Doβc(1− c); ϕ̃ =
δF̃
δc

;donde:
F̃ =

1

β

∫
f(c)d~r − 1

2

∫
U(~r)c(~r)d~r, (2.3.4)
on f(c) dada por (2.2.21).Típi
amente las e
ua
iones tipo Cahn-Hilliard son dedu
idas fenomenológi
amentey en su dedu

ión están involu
rados 
on
eptos de profundo signi�
ado físi
o [33℄. Sinembargo, todo lo que hemos he
ho hasta ahora está basado las propiedades de un sistemami
ros
ópi
o, y hemos trabajado 
on los métodos de pro
esos esto
ásti
os. También puederealizarse una deriva
ión mi
ros
ópi
a de estos modelos de rea

ión difusión utilizandoel gas de enrejado o modelo tipo Ising 
on una dinámi
a de inter
ambio tipo Kawasaki[16℄, [17℄. En esos modelos se dedu
en e
ua
iones no lineales integro-diferen
iales para laevolu
ión ma
ros
opi
a del parámetro de orden (
onservado) que des
ribe una alea
iónbinaria sufriendo una separa
ión de fase, y los resultados son los mismos que hasta aquihemos presentado.La e
ua
ión (2.3.3) ya está es
rita 
omo una e
ua
ión de Cahn Hilliard generalizada,pero f(c) no predi
e el 
ambio de fase. Si ha
emos un leve manejo algebrai
o, la energialibre F̃ puede es
ribirse de la siguiente forma:

F̃ =

∫
f̃(c)d~r +

1

4

∫ ∫
u(~r − ~r′)[c(~r)− c(~r′)]d~rd~r′, (2.3.5)

f̃(c) = f(c)− 1

2
uoc

2,
on uo dado por (2.1.55). En esta última energia libre si se predi
e la transi
ión de fasedel sistema tal 
ual se gra�
ó en 2.4, pues si identi�
amos:
ǫo = uo =

∫
u(~r)d~r = 4KBTc. (2.3.6)la fun
ión f̃(c) presenta dos mínimos no triviales, c± 
uando la 
obertura c es 
onstante(y 
uando T < Tc) c±. Estos son solu
iónes de la e
ua
ión:

ln

(
c±

1− c±

)
= βuoc±. (2.3.7)En 
asi toda la literatura de los modelos C.H el segundo miembro de (2.3.5) esta rela-
ionado (2D) a la tensión super�
ial. La 
onexión entre los dos modelos es enton
esobvia. Cuando 
onsideramos el poten
ial quími
o 
omo la derivada fun
ional de (2.3.4)o equivalentemente de (2.3.5) tendremos:

ϕ̃ =
δF̃

δc(~r)
= KBT ln

(
c(~r)

1− c(~r)

)
−
∫

u(~r − ~r′)c(~r′)d~r′. (2.3.8)
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ión Difusión 34Esta e
ua
ión des
ribe el poten
ial quími
o de las partí
ulas 
uando uno 
onsidera inter-a

iones de largo al
an
e, re�ejadas en el término no lo
al de la energiá de intera

ión.Si 
onsideramos que el re
ubrimiento c no varia signi�
atoriamente dentro del radio deintera

ión y ademas este radio es pequeño 
omparado 
on el largo difusional podemosexpandir tal 
ual lo hi
imos en 2.1.53 y por lo tanto (2.3.9) se es
ribe:
ϕ̃ = KBT ln

(
c(~r)

1− c(~r)

)
− uoc− χ∇2c(~r), (2.3.9)que es exa
tamente el mismo resultado obtenido en 2.2.25 identi�
ando las 
onstantes:

ǫo = uo = −γε,

ξ2
o = χ =

1

2

∫
~r2u(~r)d~r = γεa2.donde γ 
orresponde al número de 
oordina
ión, a es la 
onstante de enrejado y ε es laenergía de intera

ión de a pares entre los átomos. Esto quiere de
ir que ξo =

√
χ estaligado al rango de intera

ión. Por lo tanto si nos damos un per�l de intera

ión de largoal
an
e u(~r), tambien podemos obtener estos 
oe�
ientes a través de las integrales. Luegoambos modelos 
oin
iden y uno es se obtien del otro fá
ilmente. Como la energía librededu
ida en el modelo Tipo Ising fue 
onsiderada solo hasta una primera aproxima
iónen la teoría de Campo medio enmendada, es lógi
o que esta dedu

ión sea un límite de laotra. La parte de transporte que 
onsideraremos para nuestro estudio de nanoestru
turasen esta tésis estará dada por 2.2.25 o su equivalente (2.3.9).Nos o
uparemos en la siguiente se

ión de modelar la parte de rea

ión de la e
ua
ión(2.2.1). 2.4. Modelos para la Adsor
ión y la Desor
iónEl término R[c] en (2.2.1) puede ser modelado de diversas maneras, y es
en
ialmentedependerá del tipo de pro
eso mediante el 
ual se depositen los átomos que formarán lamono
apa sobre el sustrato.En la e
ua
ión (2.1.3) hemos 
onsiderado la probabilidad para los pro
esos de desor-
ión, suponiendo que el sistema tiene un equilibrio lo
al. Sin embargo también podemos
onsiderar pro
esos fuera del equilibrio, en los 
uales uno deberia tener que la dependen-
ia de las tasas de deposi
ión sea polinomial en la 
obertura. En el 
aso de la adsor
ión,en 2.1.3, la tasa ha sido 
onsiderada no dependiente de la 
obertura. Su valor dependesolo de la presión par
ial de la fase gaseosa desde la 
ual se depositan los átomos (estoequivale a de
ir que los átomos adsorbidos si estan en equilibrio 
on la fase gaseosa [26℄)y de el 
oe�
iente de adheren
ia de ellos 
on el sustrato, que a su vez depende de latemperatura.Como ya se dijo, al 
onsiderar pro
esos que no estan termalmente a
tivos y que ademásestan fuera del equilibrio, tales 
omo Sputtering, o deposi
ión asistida por Láser [25℄, la
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ión Difusión 35desor
ión y la adsor
ión pueden ser tomadas 
onstantes en primera aproxima
ión. Esonos permite es
ribir la parte de rea

ión de la siguiente forma:
R[c] = αo(1− c)− βoc, (2.4.1)donde αo y βo 
orresponden respe
tivamente a las tasas de adsor
ión y desor
ión deátomos y han sido supuestas independientes de la 
obertura. Este será uno de los modelos
on los 
uales trabajaremos en esta Tésis.Podemos también 
onsiderar pro
eso fuera del equilibrio que involu
ren adsor
ioneso desor
iones mas 
omplejas, de manera de abar
ar mas me
anismos de deposi
ión. Unode ellos es el propuesto en [23℄, en el 
ual la tasa de desor
ion es lineal en la 
obertura.Simbóli
amente podemos es
ribir este modelo:
R[c] = αo(1− c)− βoc

2, (2.4.2)Este modelo puede representar también la rea

ión auto
atalíti
a de un 
omponente sim-ple [27℄. Por otro lado ha sido propuesto para estudiar desor
ión que involu
ra aso
ia
iónmole
ular, es de
ir, una espe
ie de átomos adsorbida que al desprenderse del sustrato loha
e 
omo una molé
ula (por ejemplo, H adsorbido que se desprende a la fase gaseosa
omo H2). Por supuesto, también uno puede 
onsiderar que la adsor
ión es diso
iativa[26℄.Notemos que en general en el término R[c] uno puede 
onsiderar las eventuales tasasde rea

ion de los adsorbatos 
on alguna espe
ie 
on la 
ual haya rea

ión (auto
atalíti
apor ejemplo), si esto viene al 
aso y 
omo se ha presentado en algunos trabajos [28℄. Eneste 
aso es ne
esario in
orporar la 
obertura de la otra espe
ie 
on la 
ual o
urre larea

ión quími
a.Por lo tanto para modelizar los términos de Rea

ión en la deposi
ión de la mono-
apa o
uparemos las real
iones (2.4.1)y (2.4.2) y las adi
ionaremos a los fenomenos detransporte. Es
ribiremos de esta manera el modelo general que in
luye ambos tipos derea

ión:
∂tc(~r, t) = αo[1− c(~r, t)]− βoc(~r, t)

n + ~∇(M(c)~∇[−ǫoc(~r, t)+

+KBT ln

[
c(~r, t)

1− c(~r, t)

]
− ξ2

o∇2c(~r, t)]). (2.4.3)Donde n = 1 es el 
aso de desor
ión lineal, y n = 2 es el 
aso 
uadráti
o. Aun podemossimpli�
ar mas esta e
ua
ión ha
iendo 
iertas suposi
iónes sobre la dependen
ia de lamobilidad M(c) en la 
obertura. Re
ordemos además que la difusión depende exponen-
ialmente de la Temperatura. Supondremos que la mobilidad es 
onstante y no dependeni de la temperatura ni la 
obertura. Esto nos permite es
ribir �nalmente el modelo 
omo:
∂tc(~r, t) = αo[1− c(~r, t)]− βoc(~r, t)

n + M∇2[−ǫoc(~r, t)+

+KBT ln

[
c(~r, t)

1− c(~r, t)

]
− ξ2

o∇2c(~r, t)] (2.4.4)Estas suposi
iones sobre la mobilidad solo afe
tan 
uantitativamente los resultados delos modelos, pero el 
omportamiento 
ualitativo no se ve alterado al ha
er estas aproxi-ma
iones.
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ión Difusión 362.5. Fun
ional de LyapunovPuede demostrarse fá
ilmente que la e
ua
ión (2.4.4) posee un fun
ional de Lyapunovno trivial para el 
aso n = 1. Primero notemos que si es
ribimos :
R[c] = ∇2H1, (2.5.1)Enton
es H1 se puede obtener por medio de:

H1 =

∫
G(~r, ~r′)R[c(~r′)]d~r′, (2.5.2)Donde G(~r, ~r′) es la Fun
ión de Green de�nida por la e
ua
ión de Poisson, ∇2G(~r, ~r′) =

−δ(~r − ~r′), que en dos dimensiones tiene 
omo solu
ión la fun
ión:
G(~r, ~r′) = − 1

2π
ln |~r − ~r′|, (2.5.3)y en una dimensión es:

G(~r, ~r′) =
|~r − ~r′|

2
, (2.5.4)Cuando R[c] es 
onstante o lineal en c, que para nuestros modelos 
orresponde al 
aso

n = 1, uno puede simetrizar la derivada fun
ional y por lo tanto:
H1 =

δF1

δc(~r)
, (2.5.5)donde:

F1 = α

∫ ∫
G(~r, ~r′)c(~r)d~r′d~r +

Ω

2

∫ ∫
c(~r)G(~r, ~r′)c(~r′)d~r′d~r, (2.5.6)en esto hemos de�nido la suma de las tasa de adsor
ión y desor
ión en la variable:

Ω = α + β,Esto nos di
e que la e
ua
ión (2.4.4) se es
ribe:
∂tc(~r, t) = M∇2 δ̥

δc(~r)
, (2.5.7)donde ̥ es la energia libre efe
tiva [29℄ del sistema que 
orresponde a la suma de F1 
on

F , 
al
ulada antes para la parte de transporte:
̥ =

∫ [
KBTf(~r)− 1

2
ǫoc(~r)

2 +
1

2
ξ2
o |∇c(~r)|2

]
d~r +

α

M

∫ ∫
G(~r, ~r′)c(~r)d~r′d~r

+
Ω

2M

∫ ∫
c(~r)G(~r, ~r′)c(~r′)d~r′d~r. (2.5.8)Aquí hemos o
upado la e
ua
ión (2.2.20). Esta energía libre 
ontiene una parte que
orresponde a una intera

ión atra
tiva de 
orto al
an
e, que esta gobernada por los
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ión Difusión 37parámetros ξo y ǫo, y otra parte que representa una intera

ión no lo
al efe
tiva de largoal
an
e que es repulsiva y en es
en
ia esta gobernada por el parámetro ΩEsta energía libre nos di
e bási
amente que para n = 1 la dinámi
a es de relaja
ión,esto quiere de
ir que el sistema formará estru
turas minimizando esta energía libre, yque además estas estru
turas son esta
ionarias y no tienen dinámi
a remanente. En lossiguientes 
apítulos estudiaremos la dinámi
a de estos modelos y los tipos de estru
turasesta
ionarias que presentan.
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Capítulo 3PATRONES NANOMÉTRICOS EXTENDIDOSEn este 
apítulo presentaremos generalidades del 
omportamiento dinámi
o de losmodelos de rea

ión difusión que hemos de 
onsiderar y que fueron dedu
idos y dis
u-tidos ampliamente en el 
apítulo anterior. Mostraremos en este 
apítulo la forma
iónde patrones de es
ala nanométri
a en la mono
apa, produ
to de la intera

ión de dostipos de pro
esos. Para 
omenzar haremos una revisión de resultados 
ono
idos y de los
on
eptos teóri
os ne
esarios para su 
omprensión.3.1. Forma
ión y Estabilidad de Estru
turas. GeneralidadesSi bien nos 
on
entraremos en 
ara
terizar las estru
turas periódi
as extendidas ylo
alizadas que apare
en en la mono
apa en una y dos dimensiones, la teoría es generaly permite además estudiar la apari
ión de estru
turas en otros tipos de sistemas. Lapequeña introdu

ión que aqui presentaremos puede en
ontrarse 
on mayor detalle en[18℄ y en [19℄.Para estudiar las solu
iones lo
alizadas, los patrones y toda la gama de estru
turasque apare
en en la mono
apa utilizaremos el lenguaje de los sistemas dinámi
osy de lase
ua
iones en derivadas par
iales.De manera simbóli
a hemos de es
ribir las e
ua
iones (EDP) de la siguiente forma:
∂tu(~r, t) = F(u, ∂~ru), (3.1.1)donde u(~r, t) es un 
ampo que será el parámetro de orden de la e
ua
ión, puede estar endimensión d, 
ualquiera. La fun
ión F , puede ser una fun
ión de Rd en Rd. Una solu
iónesta
ionaria de la e
ua
ión dinámi
a es aquella que no depende del tiempo, es de
ir:F(uE(~r), ∂~r) = 0. (3.1.2)La estabilidad dinámi
a (temporal) lineal de la solu
ión esta
ionaria uE se analiza per-turbando di
ha solu
ión:

u(~r)E −→ u(~r)E + φ(t)eikx, |φ(t)| ≪ 1.
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∂tφ(t) = Mφ(t), (3.1.3)La matrizM depende de k. Si uno de los valores propios tiene parte real positiva, diremosque la solu
ión es enton
es dinámi
amente inestable en rela
ión a una perturba
ión denúmero de onda k.En general las solu
iones esta
ionarias en las que estamos interesados pueden 
lasi�-
arse en 
uatro 
ategorias:

⋄ Las solu
iones homogéneas uE , que 
orresponden a solu
iones esta
ionarias que nodependen del espa
io.
⋄ Las solu
iones Periódi
as, que 
orresponden a solu
iones esta
ionarias que depen-den del espa
io 
on un periódo espa
ial lo, de tal manera que uE(lo + x) = uE(x)

⋄ Los frentes, que son solu
iones que 
onstan de dos solu
iones esta
ionarias. Enparti
ular estaremos interesados en los Frentes de Pomeau que son solu
iones esta-
ionarias que tienden por un lado del espa
io a una solu
ión homogénea, y por elotro a una solu
ión periódi
a.
⋄ Las Estru
turas Lo
alizadas (E.L): son solu
iones que quiebran lo
almente la in-varianza de una solu
ión esta
ionaria, es de
ir, son solu
iones que por ambos ladostienden asintóti
amente a la misma solu
ión de base: estas podemos a su vez sub-dividirlas en dos tipos:

• Hoyos, que son E.L que tienden asintóti
amente a una solu
ión periódi
a
• Bosses, que son E.L que tienden asintóti
amente a una solu
ión homogénea.La �gura 3.1 nos muestra 
omo son estas estru
turas generalmente: Todas las E.L serán

Fig. 3.1: Estru
turas Lo
alizadas: De izquierda a dere
ha tenemos, una E L en forma de Bosse,una E.L en forma de Hoyo y un frente de Pomeau
ara
terizadas por su tamaño. Estas últimas pueden ser expli
adas por medio de dos vias,expli
itadas en profundidad en las referen
ias [20℄, donde se dan argumentos geométri
ospara expli
ar la existen
ia de estas estru
turas y en [21℄ donde se utilizan E
ua
iones deamplitud y términos no resonantes para expli
ar las mismas. En esta tésis utilizaremosambas expli
a
iones.
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hos 
asos es posible es
ribir las solu
iones de (3.1.2) 
omo un sistema dee
ua
iones diferen
iales de primer orden. Para ello es ne
esario analizar el sistema en elEspa
io de Fases. De manera simbóli
a nuevamente, podemos es
ribir el sistema espa
ial(3.1.2)de la siguiente forma:
∂xU = f(U), (3.1.4)donde U puede representar un 
ampo de ve
tores, que estan 
ontenidos en un espa
io defase 
uya dimensión esta dada por el orden mas alto de las derivadas espa
iales sobre u(~r)y por la dimensión del espa
io de 
on�gura
ión. En este espa
io de fases las solu
ionesesta
ionarias antes 
onsideradas tiene una estru
tura y una denomina
ión diferente:

⋄ Las solu
iones homogéneas 
orresponden a un Punto �jo, UE , que no depende dela variable espa
ial
⋄ Las solu
iones periódi
as 
orresponden a un Ci
lo Límite Ucl, de manera tal que,

Ucl(x + L) = Ucl(x)

⋄ Los Frentes de Pomeau son solu
iones u Órbitas hetero
linas, en parti
ular losfrentes de Pomeau, es de
ir, solu
iones de (3.1.4) que, por un lado tienden ha
ia unpunto �jo, y por otro ha
ia un 
i
lo límite.
⋄ Las Estru
turas Lo
alizadas son Órbitas Homo
linas, es de
ir, una solu
ión de(3.1.4) que para x −→ ∞ tiende a un punto �jo (en el 
aso de los Bosses), o aun 
i
lo límite (en el 
aso de los Hoyos).Uno puede de manera similar estudiar la estabilidad de 
ada una de estas estru
turasaso
iadas en el espa
io de fase. Los valores propios de un punto �jo se obtienen demanera análoga al 
aso de la solu
ión homogénea, según los autovalores de una matriztal 
ual (3.1.3). Los valores propios de la matriz serán los del punto �jo, y los ve
torespropios aso
iados a ellos nos darán las dire

iones (que parten desde el punto �jo) de lasvariedades invariantes inestables o estables dependiendo si 
orresponden respe
tivamentea un autovalor 
on parte real negativa o positiva.El equivalente para el 
aso de los 
i
los límites son los Exponentes de Floquet, que noseran ne
esarios en el análisis presentado en esta Tésis.Uno de los resultados mas importantes que 
abe re
al
ar antes de terminar 
on estebreve 
ompendio de de�ni
iones, es el he
ho de la existen
ia de frentes rela
ionadosa la 
oexisten
ia de solu
iones homogéneas y periódi
as (Frentes de Pomeau). Di
hosfrentes que son esta
ionarios típi
amente en un punto denominado punto de Maxwell,que 
orresponde en el espa
io fun
ional al punto en que las solu
iones son equivalentes enel sentido energéti
o. Sin embargo, en una región de parámetros P, denominada Regiónde Pinning (que 
ontiene el punto de Maxwell), estos frentes también son esta
ionarios.Puede interpretarse la región anterior 
omo una zona de existen
ias de órbitas hetero
linas[20℄.
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ión de Patrones débilmente no lineales en la Mono
apaPara 
omprender de manera fá
il los fenómenos que estudiaremos en la dinámi
a dela mono
apa en deposi
ión, mu
hos de los análisis serán realizados en una dimensiónespa
ial. Algunos de ellos serán revisados también en dos dimensiones, donde las predi-
iones de las simula
iones númeri
as de los modelos tienen mas importan
ia, sobre todopara tener en 
uenta la viabilidad de posibles experimentos.3.2.1. Análisis de Estabilidad LinealPara partir 
onsideremos la e
ua
ión que reune ambos tipos de desor
ión que vamosa 
onsiderar (n = 1, 2) y que ya han sido justi�
ados en le 
apítulo anterior:
∂tc(~r, t) = αo[1− c(~r, t)]− βoc(~r, t)

n + M∇2(ϕ),

ϕ = ǫs − ǫoc(~r, t) + KBT ln

[
c(~r, t)

1− c(~r, t)

]
− ξ2

o∇2c(~r, t). (3.2.1)En este 
aso el poten
ial quími
o ha sido denotado por ϕ y además hemos 
onsideradoque existe una energia de ligazón entre el sustrato y la mono
apa, ǫs, que es independientede varia
iones espa
iales, debido a la homogeneidad.La e
ua
ión anterior (3.2.1) presenta una solu
ión esta
ionaria homogénea, que de-notaremos co, 
on sentido físi
o para 
ada valor de n:
co =





αo
αo+βo

si n = 1

αo
2βo

(√
1 + 4βo

αo
− 1
) si n = 2

(3.2.2)El análisis de estabilidad lineal sobre 
ada una de las solu
iones homogéneas anterioresnos permitirá ver que para 
iertos valores de las tasas de deposi
ión (αo y βo) y de la tem-peratura (T )del baño térmi
o donde la deposi
ión se está llevando a 
abo, las solu
ión cose deviene inestable espa
ialmente, dando origen a la forma
ión de un patrón extendidoo una auto estru
tura.El siguiente análisis es válido para ambos tipos de desor
iones, lineal y 
uadráti
a.Consideremos primero, para �jar, durante este 
apítulo, el 
aso 
on n = 1. Si perturbamosla solu
ión homógenea de la siguiente forma c(~r, t) = co + σ(~r, t) la e
ua
ion para laperturba
ión σ(~r, t)≪ 1 es (n = 1):
∂tσ(~r, t) = −Ωσ + Γ∇2

[
−σ(~r, t) + µ ln

(
co + σ(~r, t)

1− co − σ(r, t))−∇2σ(~r, t)

]
, (3.2.3)donde los parámetros en la e
ua
ión quedan de�nidos según:

Γ =
Doǫ

2
o

ξ2
oKBT

=
Moǫ

2
o

ξ2
o

; Ω = αo + βo; µ =
T

4Tc
. (3.2.4)
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os extendidos 43En esta última e
ua
ión podemos rede�nir la variable temporal por medio del 
uo
iente
τ = Γt (que 
orresponde a es
alar esta variable). Esto simplemente rede�niría los 
oe-�
ientes de adsor
ión y desor
ión expresados en el parámetro Ω. Este es
alamiento deltiempo sería equivalente a tomar unidades de tal manera que la 
antidad Γ de�nida por(3.2.4), sea igual a 1 (Γ = 1)Si además en la e
ua
ión anterior usamos el siguiente ansatz para es
ribir la pertur-ba
ión 
omo σ(~r, t) = Aoe

λt+ikx,(in
luso de manera mas general, en modos de Fourier)el análisis de estabilidad lineal, que 
onsiste en 
onservar términos lineales en (3.2.3) alexpandir, nos da el Autovalor de la solu
ión co, en fun
ión de la perturba
ión de númerode onda k = 2π
λ

λ(k) = −Ω− ǫΓk2 − Γk4, (3.2.5)
ǫ = −1 +

µ

co(1− co)
.Esto nos da una rela
ión entre la tasa de 
re
imiento exponen
ial de la solu
ión y lalongitud de onda. Dejando �jos los valores de αo y βo, el úni
o parámetro libre es latemperatura (que en rigor también haria �u
tuar la difusión). Luego, para 
ierto valorde T , que llamaremos TP (
on TP < Tc), la solu
ión homogénea se deviene inestable for-mando un patrón (solu
ión periódi
a) 
uya longitud de onda es
en
ialmente 
orrespondea aquella aso
iada al número de onda kp para el 
ual o
urre la Bifur
a
ión Espa
ial. Lafun
ión (3.2.5) que 
orresponde a la rela
ión de dispersión lineal, se ha gra�
ado paradistintas Temperaturas en la �gura 3.2
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(a) Grá�
o de (3.2.5) para distintas T . Difusión(ǫ = 0,37) y Antidifusión (ǫ = −0,12)
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(b) Grá�
o de (3.2.5) para distintas T .Situa
ión 
ríti
a (ǫ = 0,22) e Inestabilidad(ǫ = −0,32)Fig. 3.2: Autovalor aso
iado a co, para distintas temperaturas y Ω = 0,05En la �gura 3.2 podemos ver distintos valores de la temperatura para valores �jos delas tasas de deposi
ión. En la �gura 3.2(a) tenemos los 
omportamientos para los 
ualesla 
on
entra
ión co es estable. Notamos que para la temperatura Tc se pasa de Difusión
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iones de de largo al
an
edominan el sistema produ
iendose la Transi
ión de fase. En la �gura 3.2(b) notamos lassitua
ion 
ríti
a en la 
ual el autovalor se anula (T = Tp) , y luego 
uando se vuelveinestable (T < Tp)La Curva de Estabilidad Marginal (que 
orresponderá a ν = 0, situa
ión 
ríti
a) estadada por:
T = 4Tcco(1− co)

[
1− k2 − Ω

k2Γ

]
, (3.2.6)La Bifur
a
ión (inestabilidad) o
urre en los siguientes puntos (Plano T,k)

kp =
4

√
Ω

Γ
; Tp = 4Tc(1− |ǫp|)co(1− co), (3.2.7)Donde además tendremos:
|ǫp| =

Tp

4Tc
= 2

√
Ω

Γ
, (3.2.8)Lo anterior nos di
e que para temperaturas T > Tp, el estado esta
ionario homogéneo esestable, mientras que para T < Tp es linealmente inestable. Como dijimos, las inhomo-geneidades espa
iales 
er
a del punto de bifur
a
ión (3.2.7) deben tener un número deonda 
ríti
o kp, es de
ir, la amplitud del patrón debe 
re
er 
omo la raíz 
uadrada delparámetro de bifur
a
ión.Como lo ilustra la �gura 3.3, 
uando co = cc = 1/2 notamos que la temperatura Tp esmáxima, y por lo tanto, la inestabilidad es mas favorable. Cuando las tasas de deposi
iónson bajas también se ve favore
ida la inestabilidad pues Tp 
re
e al de
re
er αo. Por el
ontrario, kp de
re
e 
uando αo es mas 
hi
o, pero también es máximo en la 
obertura
ríti
a.Aquí hemos 
onsiderado, por razones de simpli
idad, que la Difusión es 
onstante.En [22℄ puede verse 
omo la posible dependen
ia en la temperatura de una difusión a
-tiva termalmente, varía de manera 
uantitativa los resultados anteriores. Sin embargo,el 
omportamiento 
ualitativo es el mismo y nuestra aproxima
ión mantiene rango devalidez muy a
eptable. También en [22℄ se analiza que o
urre en el 
aso en que la di-fusión es anisotrópi
a y depende de las variable que dan las dire

iones espa
iales (2D).Nuevamente los 
ambios son solo 
uantitativos, y la forma 
ualitativa de 
omo apare
ela inestabilidad permane
e inalterada.3.2.2. Sele

ión de Patrones en la Mono
apa no UniformePara realizar el análisis no lineal que permite entender la forma
ión de las nanoestru
-turas, la e
ua
ión para la perturba
ión σ(~r, t) puede ser expandida en serie de poten
iapara el logaritmo y esto nos permite obtener la siguiente e
ua
ión:
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Fig. 3.3: Grá�
o de µp en fun
ión de co

∂tσ(~r, t) = −Ωσ(~r, t) + Γ∇2
[
ǫσ(~r, t) + ωσ(~r, t)2 + θσ(~r, t)3 + ...−∇2σ(~r, t)

]
, (3.2.9)donde los 
oe�
ientes de la expansión (ǫ, ω,θ, et
) dependen de co y de µ = T/4Tc.Cuando co = cc la solu
ión homogénea 
oin
ide 
on el punto 
ríti
o en el 
ual o
urrela separa
ión de fase. En ese 
aso la e
ua
ión (3.2.9) solo 
onserva los términos imparesen la expansión logarítmi
a. Esto puede también verse a través de la energía libre Fque fue de�nida en el 
apítulo anterior para nuestro modelo y que 
orrespondería a laEnergía libre usual de Landau que des
ribe fenomenológi
amente las transi
iones de fasede segundo orden 
on simetría de inversión:

F =
1

2

∫

S
d~r

[
4KB(T − Tc)ρ(~r)2 +

16KBT

6
ρ(~r)4 + ξ2

o |~∇ρ(~r)|2
]

, (3.2.10)Sin embargo en la e
ua
ión 
ompleta (3.2.9) la simetría de inversión es quebrada por lospro
esos 
inéti
os de adsor
ión y desor
ión. Consideraremos, 
uando o
urra que co = cc,que la variable perturbada será c = co + ρ, para poder diferen
iarla de los otros 
asos.La gran mayoría de nuestros análisis no lineales estan basados en la des
rip
ión pormedio de E
ua
iones de Amplitud, que son e
ua
iones minimales y universales es
ritasen torno a las bifur
a
iones y que nos entregan una e
ua
ión para la envolvente de lasos
ila
iones de las solu
iones periódi
as que apare
en en torno a estas Bifur
a
iones [18℄.Las e
ua
iones de Amplitud, eso si, tienen sentido úni
amente 
er
a (o relativamente
er
a) de la bifur
a
ión. Pueden 
al
ularse a través de algunos métodos standard, 
omolo son el multies
aling, que 
onsite en separar los tiempos y las dimensiones en variables



Capítulo 3: Patrones nanométri
os extendidos 46rápidas y lentas, o las formas normales, que son e
ua
iones minimales universales es
ritasen torno a puntos 
ríti
os. Aqui las trataremos 
omo mez
la de ambas.Por simpli
idad, 
onsideremos la e
ua
ión (3.2.9) en una dimensión. El análisis en dosdimensiones también será expuesto, pero de manera mas 
on
isa. Consideremos enton
esuna situa
ión muy 
er
ana a la 
ríti
a (T ≈ Tp). En este 
aso, supondremos que losparámetros están 
er
a de la 
ondi
ión 
ríti
a, es de
ir, varían en pequeñas 
antidades,donde además siguen estando �jas la desor
ión y la adsor
ión:
ǫ = ǫp + ν; k = kp + q; ν, q ≪ 1. (3.2.11)Es fá
il ver que, la varia
ión de la rela
ión de dispersión λ(k) y lo que varía el númerode onda q en la 
urva marginal, estan dados por:

δλ ∼ ν, q ∼ ν1/2 (3.2.12)Esto nos da el es
alamiento espa
ial y temporal que debemos tomar, y que son la basede la separa
ión en variables rápidas y lentas en el s
aling:
τ = νt, y = ν1/2x (3.2.13)Suponemos también que la perturba
ión σ la podemos es
ribir 
omo una superposi
iónde os
ila
iones espa
iales, 
on número de onda 
er
ano al 
ríti
o, luego usamos el Ansatz:

σ(~r, t) = A(τ)ei(kp+q)x + c.c + ... + W,

= A(τ)eiν1/2x

︸ ︷︷ ︸ eikpx + c.c + ... + W,

= A(τ, y)eikpx + c.c + ... + W, (3.2.14)Donde W son fun
iones que representan pequeñas 
orre

iones y estan ligadas al 
ambiode variables no lineal, que es el primer paso para en
ontrar la forma normal (E
ua
iónUniversal). No expli
itaremos aquí el 
al
ulo 
ompleto. El 
ál
ulo lineal, introdu
iendo(3.2.14) en (3.2.9) en 1D nos entrega:
ν∂τA = k2

pνΓA + 4νΓ∂yyA, (3.2.15)De todos aquellos términos del mismo orden, el signo del 
oe�
iente 
úbi
o nos dirá eltipo de bifur
a
ión, tomando en 
uenta solo los términos resonantes, que son los que nopodemos eliminar por medio de un 
ambio de variable asintóti
o (son aquellos propor-
ionales a eikpx). Por otro lado, la e
ua
ión debe tener siempre el mismo orden en todossus términos. Este está determinado por algún exponente del parámetro de bifur
a
ión(que en este 
aso es ν), luego tendremos :
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ν∂τA = k2

pνΓA− 3k2
pθΓA|A|2 + 4νΓ∂yyA, (3.2.16)En la e
ua
ión anterior 
ono
emos kp 
omo una fun
ion de ǫp. Además el 
oe�
iente θ
orresponde al término 
úbi
o en la expansión del logaritmo. Si 
onsideramos:

A =
2ν

3ǫpθ
B, y =

√
2ǫpz, T = Γτ, (3.2.17)Finalmente si ε = 2ν, la e
ua
ión de amplitud en torno al punto 
ríti
o se puede es
ribir:

∂T B = εB −B|B|2 + ∂zzB, (3.2.18)Esta es la e
ua
ión de amplitud prototipo de una transi
ión de segundo orden, es de
ir,que predi
e la apari
ión de Patrones en torno al punto de bifur
a
ión donde o
urre lainestabilidad espa
ial del estado homogéneo [34℄. Puede verse además que estos patronestiene una amplitud pequeña que va 
omo la raiz 
uadrada del parámetro de bifur
a
ión ν,
omo ya habiamos notado. A este tipo de Bifur
a
ión se le 
ono
e además 
on el nombrede Super
ríti
a, en el 
ontexto de Sistemas Dinámi
os.Las solu
iones esta
ionarias y homogéneas de (5.3.12) 
orresponden a ∂T B = 0 y atomar ∂zzB(T, z) = 0. Esto nos entrega:
|Beq| =

√
ν, (3.2.19)La �gura 3.4 nos muestra generalmente 
omo o
urre la transi
ión. La solu
ión 
on ampli-tud 
ero (
orrespondiente a co) bifur
a en dos patrones estables de amplitud de equilibriodada por (3.2.19) 
uando ν = 0. La linea segmentada representa que la solu
ión co esinestable en la región de parámetros en la 
ual el patrón es estable.La �gura 3.5 nos muestra patrones obtenidos simulando las e
ua
iónes (3.2.9) y (3.2.3)para los mismos valores de los parámetros.La �gura 3.5(a) 
orresponde a un patrón en el régimen débilmente no lineal, dadopor la simula
ión de la e
ua
ión (3.2.9). Los valores de los parámetros 
orresponden a:

co = 0,5; Γ = 1; θ = 0,69; ǫ = −0,48; Ω = 0,05; y ω = 0. Por otro lado, simulando lae
ua
ión 
ompleta (3.2.3) uno obtiene la �gura 3.5(b). En este 
aso los parámetros sonlos mismos; co = 0,5; Γ = 1; µ = 0,13 y Ω = 0,05.Podemos notar que la aproxima
ión 
onsiderando hasta el término 
úbi
o es bastantebuena, dado que para valores 
er
anos a 
obertura 
ríti
a co = 0,5, el análisis en fun
iónde e
ua
ión de amplitud es válido.En todo nuestro análisis el parámetro que hemos dejado varible es la temperatura.En 
iertos experimentos, las deposi
iones son pro
esos isotermales, y en este 
aso unopuede variar , por ejemplo, la presión de la fase gaseosa desde la 
ual se depositan átomosen el sustrato. Esto se veria re�ejado en una varia
ión en el 
oe�
iente de adsor
ión αo,que sabemos es propor
ional a la presión par
ial del gas. Los resultados, sin embargo,
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Fig. 3.4: Bifur
a
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a
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ión E
ua
ión 
ompletaFig. 3.5: Patrones débilmente no linealessiguen siendo los mismos, ya sea que uno mueva la presión o la temperatura, pues siem-pre estaremos bajo una temperatura 
ríti
a en la 
ual o
urrirá una separa
ión de fase.Una des
rip
ión he
ha en base a la varia
ión de la presión, moviendo el 
oe�
iente deadsor
ión es 
onsiderada, por ejemplo, en [23℄.Las formas y simetrías que tienen estos patrones en 2D son bastante 
ono
idas. Tantopara n = 1, 
omo para n = 2, puede verse un 
omportamiento muy similar (ver [23℄ y[22℄, por ejemplo). En este 
aso la e
ua
ión (3.2.9), que esta expandida en torno a co, esexpandida además, igual que antes, 
er
a del punto de bifur
a
ión. Usaremos el siguienteAnsatz para es
ribir σ(~r, t):
σ(~r, t) =

3∑

j=1

Aj(~r, t)e
i ~kj ·~r + c.c, (3.2.20)
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~k1 + ~k2 + ~k3 = ~0; | ~k1| = | ~k2| = | ~k3| = kp, (3.2.21)Esto nos permite llegar a un set de tres e
ua
iones para 
ada amplitud, remplazando tal
ual se ha
e en una dimensión:

∂tA1 =

[
νa + 4b

(
~k1 · ∇

)2
]

A1 + ωcĀ2Ā3 − θdA1

(
|A1|2 + 2|A2|2 + 2|A3|2

)
,

∂tA2 =

[
νa + 4b

(
~k2 · ∇

)2
]

A2 + ωcĀ1Ā3 − θdA2

(
|A2|2 + 2|A1|2 + 2|A3|2

)
,

∂tA3 =

[
νa + 4b

(
~k3 · ∇

)2
]

A3 + ωcĀ2Ā1 − θdA3

(
|A3|2 + 2|A2|2 + 2|A1|2

)
.(3.2.22)Estas tres e
ua
iones 
orresponden a la forma normal para el sistema bidimensionaldado por 3.2.9, donde a, b, 
, d, son fun
iones de los parámetros físi
os del problema.La e
ua
ión 3.2.9 puede verse 
omo una e
ua
ión de Swift-Hohenberg generalizada o
omo un sistema de Cahn-Hilliard Perurbado . Es bien 
ono
ido [24℄ que las úni
asestru
turas estables 
er
a del punto ǫp 
orresponden a Rollos y Hexágonos. Todo estoesto puede fá
ilmente dedu
irse de las e
ua
iones de amplitud antes es
ritas. En base aestas e
ua
iones es fá
il expli
ar la �gura 3.7.Notemos que los 
oe�
ientes de la expansión de la fun
ión logaritmo en la e
ua
ión(3.2.3) se pueden es
ribir de la siguiente forma:

G[σ(~r)] = µ ln

[
co + σ

1− co − σ

]
= ln

[
co

1− co

]
+

∞∑

m=1

gm(µ, co)σ(~r)m, (3.2.23)
gm(µ, co) =

µ

m

[
cm
o − (co − 1)m

cm
o (1− co)m

]
, (3.2.24)donde ǫ = −1 + g1; ω = g2; θ = g3, et
. También llamaremos desde ahora en adelante a

g4 = γ; y g5 = δ. La �gura 3.6 nos muestra el grá�
o de estos 
in
o primeros 
oe�
ientes, auna temperatura dada (µ = 0,1), 
omo fun
ión de co: En 3.6 las líneas segmentadas 
orre-sponden a 
oe�
ientes pares y las líneas 
ontinuas a los 
oe�
ientes impares. Puede verseque el 
oe�
iente lineal ǫ es negativo en un gran rango de 
on
entra
iones de equilibrio
uando µ < 0,25. Esto es 
onse
uen
ia de la separa
ión de fases de alta y baja 
oberturaque o
urre 
uando el sistema es mantenido bajo la temperatura 
ríti
a (re
ordemos que
µ = T/4Tc). El resto de los 
oe�
ientes impares es siempre positivo.Lo interesante es notar que bajo el valor 
ríti
o de la 
obertura cc = 0,5; el 
oe�
iente
ω es negativo y es positivo sobre esta 
obertura 
ríti
a. En las e
ua
iones de amplitud(3.2.22) los términos en Ai so propor
ionales ω y por lo tanto será positivo o negativodependiendo de la solu
ión de la 
obertura co de partida. Esto determina los valores
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Fig. 3.6: Coe�
ientes de la expansión logarítmi
apara los 
uales son mas favorables los rollos o los hexágonos. Enton
es, para 
oberturas
co < cc, son favorables los hexágonos H0, donde el máximo de la ampitud del patrón estaubi
ado en el 
entro de los hexágonos. Esto 
orresponde a una red triangular equiláterade puntos de alta 
obertura (mayor que el estado que lo sostiene). Al a
er
arnos alvalor cc los hexágonos se vuelven inestables 
on respe
to a los rollos y estos dominany son favorables en una región simétri
a 
er
ana al valor 
ríti
o. Si la 
obertura sigue
re
iendo mas alla del valor 
ríti
o, lo que obtendremos son hexágonos Hπ donde ahorael mínimo de la amplitud del patrón esta ubi
ado en el 
entro de los hexágonos y esto
orresponde a puntos de baja 
obertura: La �gura 3.7 resume esquemáti
amente todo lodi
ho, mostrando simula
iones numéri
as de la e
ua
ión (3.2.9)realizadas en [22℄ y [23℄:Este 
omportamiento dinámi
o se debe a que 
er
a de c0 = 0,5 la dinámi
a delsistema es simétri
a 
on respe
to a este re
ubrimiento. A medida que nos alejamos deeste re
ubrimiento, los términos 
uadráti
os se vuelven relevantes y 
omienzan a apare
erhexágonos, y dependiendo del signo de estos términos tendremos dos tipos de Hexágonos.Esta transi
ión entre patrones, puede verse también simulando la e
ua
ión (3.2.3) paravalores de la 
obertura 
er
ana al 
ríti
o. La diferen
ia es
en
ial radi
a en la apari
ión deDefe
tos [18℄.Esta apari
ión no es fortuita y le da a la e
ua
ión original una validez mu
homayor, ya que la apari
ión de estos defe
tos topológi
os son propios de problemas físi
osreales, y además que tienen una veri�
a
ión experimental tangible. [30℄. Cabe a
otar aquíque la dinámi
a de la e
ua
ión total es muy lenta debido a la apari
ión de defe
tos. Estosintera
túan 
omo partí
ulas 
on poten
iales de largo y 
orto al
an
e. La dinámi
a dedefe
tos no será estudio de esta Tésis, un estudio detallado ha sido efe
tuado en [18℄.En todas las �guras anteriores, la �gura de la dere
ha y de la izquierda 
orrespondena la misma simula
ión del sistema en 2D a la de la dere
ha. Los parámetros bajo los
uales se simuló (3.2.3) son: Ω = 0,05; µ = 0,126. Solo el valor de co 
ambio tal 
omo seindi
a en las �guras.En la siguiente se

ión veremos por que estas estru
turas tiene dimensiones nanométri-
as, y por lo tanto, las zonas de alta 
obertura reunirían grupos de 
ientos de partí
ulasu átomos.
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Uniforme

Rollos

Tp

Fig. 3.7: Transi
ión de patrones en torno a cc = 0,5

(a) Hexágonos H0 en 2D. Proye

ión (b) Hexágonos H0 en 2DFig. 3.8: Hexágonos H0 en la e
ua
ión (3.2.3) 
on co = 0,43.2.3. Es
alas nanométri
as de los patronesTeniendo en mente el me
anismo analíti
o mediante el 
ual la inestabilidad del estadohomogéneo se desarrolla para formar patrones, podemos 
hequear si este me
anismo esposible experimentalmente. Para ello 
onsideraremos algunos valores obtenido en exper-imentos de deposi
ión de pla
as.Ciertas espe
ies son usadas 
omunmente en la elabora
ión de pelí
ulas delgadas. Por



Capítulo 3: Patrones nanométri
os extendidos 52

(a) Rollos 2D. Proye

ión (b) Rollos 2DFig. 3.9: Rollos en la e
ua
ión (3.2.3) 
on co = 0,5

(a) Hexágonos H0 en 2D. Proye

ión (b) Hexágonos H0 en dDFig. 3.10: Hexágonos Hπ en la e
ua
ión (3.2.3) 
on co = 0,6ejemplo Al, Cu, Ti, TiN . Consideremos una 
apa de Al depositandose sobre un sustrato.AL 
ristaliza en redes FCC 
on 
onstante de red aAl = 4, 05[A] a temperatura ambiente,y luego se in
rementa muy levemente al in
rementarse la temperatura (4, 11[A] a 800[K]).La energía de intera

ión de a pares es atra
tiva entre los 2, 7 a 5,3[A] y tiene un mínimoalrededor de 4,1[A], y esta puede ser tomada enton
es 
omo ǫ = −0,0553[eV ]. Si el Ales depositado sobre un sustrato de TiN(100), por ejemplo, la diferen
ia entre redes esmuy pequeña y puede despre
iarse la tensión super�
ial 
omo un fa
tor que in�uye en laforma
ión de patrones. En esta situa
ión el número de 
oordina
ión es 4, ǫo ≈ 0,22[eV ]y Tc ≈ 641[K].Por otra parte, las simula
iones de Dinámi
a Mole
ular muestran que el 
oe�
iente deDifusión en este tipo de deposi
iones varía desde 4 × 10−4[ cm2

s ] a 700[K] hasta 5 ×
10−5[ cm2

s ] a 500[K] y hasta 2 × 10−7[ cm2

s ] a 300[K]. Luego si las tasa de deposi
iónson de alrrededor del 1[ µm
min ] (que 
orresponde a tiempos de adsor
ión del orden de 2 ×

10−2[s]) uno en
uentra que kp ≈ 0,4 × 10−8[m−1] es de
ir λp ≈ 15[nm]. Por lo tantoen me
anismos típi
os de deposi
ión podriamos obtener estru
turas 
uya longitud de
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enas de nanómetros. Esto quiere de
ir que aquellas zonasdonde la 
on
entra
ión es alta, 
orresponden a agrupa
iones de 
ientos de átomos de laespe
ie en deposi
ión. Debemos notar además que a estas es
alas los 
omportamientosson Ma
ros
ópi
os. Puede verse grá�
amente [22℄ que el máximo de la tasa de 
re
imientolineal de
re
e para temperaturas de
re
ientes (Por lo tanto para difusiones de
re
ientes).Por lo tanto inestabilidad se ve suprimida para temperaturas su�
ientemente bajas. Porel 
ontrario, el número de onda del modo mas rápido que se in
rementa al bajar latemperatura.Una 
onse
uen
ia de lo anterior es que el Al depositado sobre TiN(100) a una temper-atura de 300[K] no deberia desarrollar una inestabilidad. También pude 
al
ularse todo loanterior para el 
aso de Cu depositado en Ta. Los datos en este 
aso son: aCu = 3,61[A];
aTa = 3,3[A]; ǫo = −0,177[eV ]; Tc = 2060[K]; Todo esto nos da una longitud de ondapara el patrón del orden de λc ≈ 16[nm]Como 
omentario debemos notar que las inhomogeneidades que se produ
en en la
obertura de la mono
apa, por ejemplo, al volverse inestable el estado homogéneo, debenintrodu
ir efe
tos de elasti
idad y tension super�
ial, que bási
amente modi�
arian lassimetrias de las estru
turas que se sele

ionan al formarse el patrón. Esta des
rip
iónque aqui estamos 
onsiderando 
orresponde a la de una mono
apa y por lo tanto estosefe
tos pueden despre
iarse. Sin embargo al 
onsiderar el problema del 
re
imiento demu
has 
apas, estos efe
tos deben ser 
onsiderados. Como vemos enton
es la pérdida dela homogeneidad de la mono
apa y los me
anismos de forma
ion de patrones puedenservir 
omo plantillas para estados posteriores del 
re
imiento de mas 
apas a
opladas.Re
ordemos que todo este análisis tiene sentido para 
oberturas homogéneas co 
er-
anas al valor que hemos denominado 
ríti
o (1/2). Este me
anismo de apari
ión depatrones diremos que o
urre en un Régimen débilmente no lineal y su des
rip
ión pormedios de e
ua
iones de amplitud esta totalmente justi�
ada [18℄. En la próxima se

iónveremos que pasa en el Régimen altamente no lineal que estará dado bási
amente por
on
entra
iones homogéneas lejanas a la 
ríti
a (1/2), y que, en el 
aso de desor
ión linealse tradu
e en valores pequeños de Ω (10−3 − 10−4).Por otro lado, al simular la e
ua
ión 
ompleta, el logaritmo no solo introdu
e una granno linealidad, sino que ademas estable
e un límite para los valores que puede tomar lavariable 
on
entra
ión. La gran mayoria de los trabajos existentes sobre el tema simulanla e
ua
ión expandiendo el logaritmo hasta el orden 
úbi
o en el parámetro de orden.Debido a esto solo tiene sentido aso
iar estos resultados a un régimen débilmente nolineal en el 
ual las 
on
entra
iones de equilibrio son 
er
anas a co = 1/2. Esto se debe aque las solu
iones patrón típi
amente explotan fuera del rango de validez físi
o que exigeque la 
on
entra
ión esté entre 0 y 1. Notemos que al expandir se pierde la propiedadde la fun
ión logaritmo que a
ota la 
on
entra
ión entre el rango de validez Físi
o. Sinembargo, si uno analiza el 
omportamiento 
ualitativo de la e
ua
ión al orden 
ubo,obtiene 
omportamientos similares a la e
ua
ión 
ompleta, in
luso si nos en
ontramos enel régimen altamente no lineal. Esto se analizará en el Capítulo 4.Re
al
amos que el análisis anterior también puede ha
erse para el 
aso de desor
ion
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ir, para este 
aso también se desarrollan patrones. La úni
adiferen
ia radi
a en el valor que los parámetros toman, pero el me
anismo medianteel 
ual la inestabilidad se desarrolla es el mismo. Esta e
ua
ión, sin embargo, presentauna gran variedad de estru
turas y por lo tanto requerirá un análisis mas detallado quepresentaremos en el Capítulo 5.3.3. Forma
ión de patrones altamente no linealesCuando el valor de la 
on
entra
ión co es lejano al 
ríti
o ( 0,3 > co > 0,7), lasimula
ión numéri
a de la e
ua
ión (3.2.3) muestra el desarrollo de una inestabilidadque 
ondu
e a la forma
ión de patrones. Sin embargo, estos patrones son altamente nolineales (
omo se ve en la �gura 3.3) y además o
urren en una región muy pequeña delEspa
io de Parámetros, ya que la difusión depende de la temperatura, y por lo tantola inestabilidad o
urre en un rango de temperaturas muy limitado. En este régimen lasegrega
ión en el sistema es muy fuerte.La �gura 3.3 nos muestra una simula
ión numeri
a de la e
ua
ión (3.2.3) en 1D paralos parámetros: µ = 0,1; co = 0,865; Ω = 0,005; Γ = 1; α = 0,004325; β = 0,000675. Porotro lado la �gura 3.3 nos muuestra para los mismos parámetros un patron altamente nolineal, pero 
on co = 0,135 La �gura 3.12 muestra los patrones para los mismos valoresde los parámetros en dimensión dos (2D) y su proye

ión
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x(b) Patrón altamente no lineal. co = 0,135.Aquí, σmin = −0,126; σmax = 0,857Fig. 3.11: Patrones altamente no linealesEn este 
aso podemos observar un fenómeno muy interesante. Antes de que el valorpropio aso
iado a co (Rela
ión de Dispersión) 
ambie de signo negativo a positivo, yase 
omienza a observar la apari
ión del patrón 
on una amplitud muy no lineal. Estoquiere de
ir que al ver el diagrama de bifur
a
ión uno esperaría una 
oexisten
ia entreestados. En este 
aso un estado homogéneo 
oexistiría 
on un estado patrón de amplitudque 
re
ería muy no linealmente. Como el régimen en que esto o
urre esta lejos del valor
ríti
o de 
on
entra
ión, no podemos 
omo en la se

ión anterior prede
ir por medio deun diagrama de bifur
a
ión analíti
o esta 
oexisten
ia usando las té
ni
as de E
ua
iónde amplitud para ello. Esto se debe a que el mismo ansatz que usamos en lo anterior
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(a) Patrón 2D. Proye

ión. (b) Patrón 2DFig. 3.12: Patrón en el régimen altamente no lineal(E
ua
ión 3.2.14) para des
ribir las os
ila
iones, no es válido en este 
aso dado que la�gura nos muestra que estas os
ila
iones distan mu
ho de ser sinusoides.Cuando dos estados 
oexisten podemos observar la apari
ión de frentes [18℄, es de
ir,solu
iones dinámi
as de la e
ua
ión (3.2.3) en que parte del espa
io es o
upado poruna de las solu
iones que 
oexisten y la otra parte es o
upada por la otra solu
ión que
oexiste. Estos frentes se mueven 
on una velo
idad 
ara
teristi
a en una u otra dire

ióndependiendo de que solu
ión es energéti
amente mas favorable (en este 
aso el patrón o lasolu
ión homogénea). Cuando es fá
il 
al
ular un Fun
ional de energía libre del sistema(lo que no o
urre en este 
aso), para el modelo y para la e
ua
ión de amplitud, se puedever que 
ada una de las solu
iones que 
oexisten 
orresponden a mínimos de esta energíalibre.Cuando uno es mas energéti
amente favorable que el otro, el frente se propaga enuna dire

ión (desde el menos favorable energéti
amente al mas favorable), hasta que lasolu
ión dominante será la que 
ubra todo el espa
io. En un solo punto del espa
io deParámetros ambas solu
íones son energéti
amente equivalentes y por lo tanto el frente esesta
ionario. Para nuestro 
aso esto 
orresponde a un Frente de Pomeau entre un estadohomogéneo y otro periódi
o.3.4. Estru
turas Lo
alizadas en el régimen altamente no linealComo se ha mostrado en [21℄ los sistemas que exhiben Histéresis presentan lo que se
ono
e 
omo Región de Pinning, que 
orresponde a una región en el espa
io de parámetros(que 
ontiene al punto de Maxwell) y en la 
ual el frente es igualmente esta
ionario.Fuera de esta región el frente se propaga [21℄ en una u otra dire

ión 
on una velo
idadbien de�nida. Es posible además en esta región generar Estru
turas Lo
alizadas, es de
irestru
turas que tienen 
omo estado base, por ejemplo, el estado homogéneo por ambos
ostados del espa
io. La �gura 3.4 muestra que nuestro sitema en el régimen altamenteno lineal, durante la 
oexisten
ia del estado patrón y el homogéneo presenta Estru
turas
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alizadas (E.L), que en esta región son muy no lineales. La simula
ión de la e
ua
ión(3.2.3) se ha efe
tuado en el siguiente rango de parámetros: Figura 3.13(a):µ = 0,105;
co = 0,865; Ω = 0,005; Γ = 1; β = 0,004325; α = 0,000675. Figura 3.13(b):µ = 0,105;
co = 0,1355; Ω = 0,005; Γ = 1; α = 0,004325; β = 0,000675. Además en las �guras 3.15y 3.14 se muestran las 
orrespondientes simula
iones en dos dimensiones para el per�l de
on
entra
iones. Pueden observarse os
ila
iones en los bordes de todas las estru
turas.

100.000 200.000 300.000 4

-0.750

-0.500

-0.250

0.000

0.250

s(x)
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ia. Va
antón. Aquí,
σmin = −0,846;σmax = 0,119
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0.750
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s(x)

       x(b) E.L de gran adsor
ión. Adsortón. Aquí,
σmin = −0,119;σmax = 0,845Fig. 3.13: Estru
turas lo
alizadas en la región de Pinnig

(a) Va
antón 2D (b) Va
antón DFig. 3.14: E.L de gran va
an
iaDebido a la gran barrera de nu
lea
ión de estas estru
turas patrón,la estru
tura lo
al-izada mas pequeña que uno puede formar es aquella 
on una sola os
ila
ión . Sin embargo,uno puede formar estru
turas de dos o mas os
ila
iones, 
omo se predi
e [20℄. En nuestro
aso, la expli
a
ión de 
omo se forman estas estru
turas 
oin
ide 
on [20℄,debido a quesolo podemos analizar este régimen a través de la teoria de sistemas dinámi
os (argu-mento geométri
o). Nuevamente todas las predi

iones son solamente numéri
as, ya queno podemos ha
er ningun 
ál
ulo analíti
o en un régimen 
omo este.La �gura 3.16 nos muestra la obten
ión numéri
a de la amplitud de equilibrio de lospatrones 
omo fun
ión del parámetro de bifur
a
ión, que en este 
aso 
orresponde a µ =
T/4Tc. Notamos que antes de que el estado esta
ionario homogéneo se vuelva inestable
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(a) Adsortón 2D (b) Adsortón 2DFig. 3.15: E.L de gran adsor
ión(que 
orresponde al punto µ = µp = Tp/4Tc, de valor 0,10026 según nuestros parámetros),apare
en las solu
iones periódi
as, por medio de bifur
a
iones tipo Saddle-Node en µ =
µsm = 0,125. Hemos usado para nuestros 
ál
ulos numéri
os los mismos valores de las�guras para ambas 
on
entra
iones de equilibrio (que en el diagrama 
orresponde a larama superior de la amplitud de equilibrio). Las estru
turas lo
alizadas existen en unapequeña región entre ambos valores de µ gra�
ados. El patrón se 
omienza a propagarsobre el estado homogéneo en µ1 = 0,1014, el valor de µ2 es un tanto difí
il de 
al
ularnuméri
amente debido a que la gran barrera de nu
lea
ión de los patrones ha
e que lesea difí
il al estado homogéneo propagarse 
uando este es mas favorable.

0.095 0.105 0.11 0.115 0.12 0.125 0.13

-1

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1 A

m
m msnp m1

1

c

x

x

c

Fig. 3.16: Diagrama de Bifur
a
ión
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os extendidos 58Como esta estru
tura que puede formarse en la región de Pinnig es del orden delas dé
imas del nanometro, las llamaremos Nanoestru
turas Lo
alizadas y 
omo ya sedijo puden ser apli
adas a una serie de elabora
iones de me
anismos de interés, tan-to te
nológi
o 
omo 
ientí�
o. También pueden ser usadas 
omo plantillas para estadosposteriores de deposi
ión en el pro
eso de 
re
imiento de las mono
apas. Llamaremos ala nanoestru
tura Lo
alizada de gran adsor
íon Adsortón y físi
amente 
orrespondería auna zona lo
al de la mono
apa donde la 
on
entra
ión es alta, es de
ir 
orresponde a unazona donde los atomos se han agrupado en una estru
tura de aproximadamente 8[nm],si 
onsideramos valores para Al sobre TiN (En este 
aso en las simula
iones x = 50 enla dis
retiza
ión 
orresponde a 20[nm]). El resto del espa
io permane
e 
on muy baja
obertura. Lógi
amente el término Va
antón se re�ere a una zona lo
al del espa
io dondela 
on
entra
íon es muy baja, y el estado que la soporta es de alta 
on
entra
ión. Físi-
amente es una regíon donde pra
ti
amente no se han adsorbido átomos del material endeposi
ión.Al ha
er simples 
ál
ulos para los parámetros 
on los 
uales se simuló, uno en
uentraque el tamaño típi
o de estas estru
turas (radio en 2D) es de d ≈ 8[nm]. En el grá�
o enuna dimensión de la 
on
entra
ión c(x) se apre
ia de mejor manera que estas estru
turasposeen os
ila
iones a sus 
ostados, que muestran la 
oexisten
ia entre el estado homogé-neo que sotiene al patron no lineal. En otras regiones (variando µ bási
amente) estasos
ila
iones son mas notorias a medida que se vuelve mas favorable energéti
amente elpatrón sobre el estado homogéneo. Debemos re
ordar que en todos estos análisis, siempreel sistema esta bajo la temperatura 
ríti
a y hay antidifusión.Todas las estru
turas vistas en este 
apítulo para el modelo 
on desor
ión lineal(n=1) también estan presentes en el modelo 
on desor
ión 
uadráti
a. La generaliza
iónes bastante simple y 
orresponde solo a una nueva interpreta
ión de algunos parametros,
omo por ejemplo Ω que esta aso
iado a la adsor
ión y a la desor
ión. En el 
apítulosiguiente estudiaremos un tipo de Estru
tura Lo
alizada presente en ambos modelos quetiene una naturaleza distintas a las hasta ahora expuestas.



Capítulo 4NANOESTRUCTURAS LOCALIZADASComo hemos visto en el 
apítulo anterior, existen Nanoestru
turas Lo
alizadas en ladinámi
a de re
ubrimiento de la mono
apa en deposi
ión. Estas estru
turas están pre-sentes en un régimen muy no lineal y por otro lado, han sido revisadas para el 
aso enque la desor
ión es lineal en c. Sin embargo, existen Estru
turas Lo
alizadas que sonsolu
iones de la e
ua
ión (3.2.3) y que se 
omportan de una manera un tanto distinta alas anteriores, que se deben a la 
oexisten
ia de dos tipos de solu
iones esta
ionarias (unpatrón y un estado homogéneo) y además se 
rean en una región de Pinnig o �ja
ión. Es-tas estru
turas existen para valores mayores (o menores) de la 
on
entra
ión homogénea
co en el 
ual observamos los Adsortones y Va
antones. La región de existen
ia en el espa-
io de parámetros es menor que las anteriores y 
orresponden a una región para la 
ualexiste difusión para el estado homogéneo (es de
ir ǫ > 0). Estas estru
turas son posiblesde des
ribir dentro de un límite que 
onsidera pequeñas tasas de desor
ión (Ω ≈ 10−4).En este 
aso la e
ua
ión (3.2.9) puede ser vista 
omo una e
ua
ión tipo Cahn-Hilliard(C.H), perturbada por un término lineal o 
uadráti
o dependiendo del tipo de desor
iónque 
onsideremos.A estas E.L las llamaremos Estru
turas Tipo Burbuja. En [31℄ se estudia la dinámi
ade Coarsening de la e
ua
ion de C.H dentro del mar
o de la intera

ión de defe
tos.Esta e
ua
ión permite que mu
has burbujas se formen, 
omo estru
turas lo
alizadas noesta
ionarias, pero debido a que el sitema posee un Fun
ional de Lyapunov, su dínami
aes de relaja
ión y solo una estru
tura sobrevive (o un frente dependiendo si las 
ondi-
iones de borde son periódi
as o �ujo nulo). La transi
ión dinámi
a que lleva desde elbaño de burbujas (o gotas dependiendo del valor de la 
on
entra
ión) al estado �nal 
onuna sola de ellas es 
ono
ida 
omo Dinámi
a de Coarsening o Dinámi
a de Dominios.La Des
omposi
ión Spinodal y la dinámi
a de Dominios han sido estudiadas en diversostrabajos [31℄. En este 
apítulo mostraremos 
omo aproximar las solu
iónes de (3.2.3) eneste régimen de C.H Perturbado y 
omo se ve afe
tada la des
omposi
ión spinodal delsitema C.H al introdu
ir los términos de Rea

ión.Veremos que la diferen
ia es
en
ial entre las estru
turas del 
apítulo anterior y las tipoburbujas es que estas últimas poseen una intera

ión. Al generar un baño de ellas no seagrupan 
omo si fuesen un patrón lo
alizado si no que, mas bien, tienen una dinámi
a deintera

ión 
omo entes separados, al igual que en [31℄ para el 
aso de C.H. Numéri
amente
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alizadas 60uno ve que su intera

ión es repulsiva, tendiendo a alejarse entre ellas.4.1. Nanoestru
turas Tipo BurbujaComo notamos en el Capítulo 2, al bajar la temperatura de la mono
apa esta presentauna separa
ión de fase que 
orresponde en nuestro 
aso a fases de alta y baja 
obertura.Si la mono
apa estuviese 
ompuesta por alea
iones de materiales o por varias espe
ies latransi
ión produ
iria la separa
ión de ellas 
omo 
omponentes independientes.Notamos también que los estados en el rango expli
itado en (2.2.27) eran inestablesen el sentido termodinámi
o, es de
ir, se separaban en fases (de alta y baja 
obertu-ra). Sin embargo la adi
ión de los términos de rea

ión 
ambia un po
o este esquema, y elsitema debe 
onsiderarse fuera del equilibrio termodinámi
o. Para valores de parámetrosen los 
uales existen Estru
turas Lo
alizadas en el la Regíon de Pinning, el sitema poseeantidifusión (ǫ < 0) y a diferen
ia de lo que veremos ahora, las intera

iones de largoal
an
e dominan el sitema. Lo anterior se debe a que las 
on
entra
iones de equilibrioesta
ionario 
onsideradas hasta ahora, viven en el rango dado por (2.2.27). Por lo tantola separa
ión de las fases o
urre y la 
ompeten
ia 
on la Adso
ión y 
on la Desor
iónprodu
en patrones que ya estudiamos.Cuando 
onsideramos 
on
entra
iones co mas altas o mas bajas que los 
asos an-teriores, para el mismo rango de parámetros, probablemente la difusión gobierne y laintera

ión de 
orto al
an
e sea mas efe
tiva. Si co es lo su�
ientemente alto (o bajo),deja de estar en el intervalo dado por (2.2.27). En este 
aso vemos que el sistema tiendea 
omportarse de manera muy similar a los sitemas C.H. y esto se debe a que las tasasde deposi
ión son pequeñas y los términos de rea

ión son despre
iables y pueden 
on-siderarse 
omo una perturba
ión al sistema.Consideremos enton
es la e
ua
ión:
∂tc(~r, t) = αo[1−c(~r)]−βoc(~r)

n+M∇2

[
−ǫoc(~r, t) + KBT ln

[
c(~r, t)

1− c(~r, t)

]
− ξ2

o∇2c(~r, t)

]
,(4.1.1)Donde αo = kaps y βo = kd, tal 
ual en los primeros 
apítulos. En estos 
ál
ulos 
onsid-eraremos ambas tipos de desor
ión, y todo el análisis se hará en el 
aso 
on n = 2, pueses obvio que bastará 
on 
ambiar los parámetros para re
uperar el 
aso lineal (n = 1).La e
ua
ión es
rita para el parámetro de orden σ, en torno de la bifur
a
ión, esta dadapor:

∂tσ(~r, t) = αo[1−co−σ]−βo(co+σ)2+Mǫo∇2

[
ǫσ(~r) + ωσ(~r)2 + θσ(~r)3 + ... +

ξ2
o

ǫo
∇2σ(~r)

]
,(4.1.2)
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alizadas 61Donde los 
oe�
ientes (ǫ, ω, θ) ya han sido de�nidos en (3.6). Para dejar esta e
ua
ión
omo una e
ua
ión tipo C.H, aproximamos la serie en el orden 
ubo, luego ha
emos latrasla
ión σ = u − uo, de manera tal de eliminar el término 
uadráti
o en σ. Posteri-ormente es
alamos para dejar el término 
úbi
o 
on 
oe�
iente unitario (θ > 0), Paraterminar es
alamos el espa
io y luego el tiempo según la 
antidad Γ̃. Luego de estos pasosla e
ua
ión puede es
ribirse de manera general 
omo:
∂τu(y, τ) = A + Bu + Cu2 +∇2

[
ǫ̃u + u3 −∇2u

]
, (4.1.3)Donde los 
oe�
ientes y es
alamientos están dados por:

X =
ξo√
ǫoθ

x; τ = Γ̃t; Γ̃ = Γθ2,

ǫ̃ =
ǫ

θ
− 3u2

o; uo =
ω

3θ
, (4.1.4)Notemos que 
omo ω y θ son fun
iones 
ono
idas de co, todos los 
oe�
ientes aquide�nidos serán fun
iones de esta variable y de µ. Del grá�
o 3.6 puede verse que sig-nos toman para valores de la 
on
entra
ion extremos (0,9 < co < 0,1). Podemos ver queel valor absoluto de los 
oe�
ientes es grande en estas zonas. Por otro lado los valoresde A, B, y C dependen de si la desor
ión es lineal o 
uadráti
a. Esto nos di
e que, paradesor
ión lineal tendremos:

A =
Ω

Γ̃
uo; B = −Ω

Γ̃
; C = 0, (4.1.5)Para desor
ión 
uadráti
a:

A =
1

Γ̃
(αuo − βou

2
o); B =

1

Γ̃
(−α + 2βouo); C = −βo

Γ̃
, (4.1.6)

α = αo

√
1 +

4βo

αo
, (4.1.7)Donde Ω ha sido de�nido en el Capítulo 3 en 3.2.4 y α es el 
oe�
iente lineal en σ. Nueva-mente el es
alamiento de las variables que podemos ha
er en las simula
iones numéri
asnos permitirá tomar Γ̃ = 1. Enton
es trabajaremos 
on la e
ua
ión (4.2.1) de manerageneral, notando que los 
oe�
ientes de las e
ua
iones (4.1.5) y (4.1.6), son pequeños enel rango de co que nos interesa 
al
ular.Simula
iones numéri
as de la e
ua
ión (3.2.3) nos muestran el siguiente esquema, para(n = 1):donde 4.1(a) y 4.2(a) 
orresponde a una 
obertura de co = 0,9, y 4.1(b) junto 
on4.2(b) 
orresponde a co = 0,1. Ambas �guras para la misma región de parámetros:

Ω = 0,005; µ = 0,1;Γ = 1.Para n = 2 hemos gra�
ado la estru
tura de alto re
ubrimiento en la �gura 4.3 segúnlas simula
iones en 1D y 2D. Los parámetros son para ambas:, co = 0,9009; αo = 0,00409;
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x(a) Va
antón tipo burbuja, para n = 1 en 1D.Aquí σmin = −0,871;σmax = 0,088;σ = c − co
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s(x)

x(b) Adsortón tipo burbuja para n = 1en1D.Aquí σmin = −0,0852;σmax = 0,838;σ = c − coFig. 4.1: E.L tipo burbuja 1D. Desor
ión lineal.
(a) Va
antón tipo burbuja para n = 1en2D.Aquí σmin = −0,889612;σmax = 0,0081157;σ =

c − co

(b) Adsortón tipo burbuja para n = 1en2D.Aquíσmin = −0,080409;σmax = 0,8898;σ = c −

coFig. 4.2: E.L tipo burbuja 2D. Desor
ión lineal
100.000 200.000 300.000 4

-0.750

-0.500

-0.250

0.000

s(x)

x(a) Va
antón tipo burbuja para n = 2en1D.Aquí σmin = −0,879;σmax = 0,0087;σ = c − co

(b) Va
antón tipo burbuja para n = 2en2D.Aquí σmin = −0,886;σmax = 0,0704;σ = c − coFig. 4.3: E.L tipo burbuja 1D. Desor
ión no lineal
βo = 0,0005; µ = 0,1; Γ = 1. El sistema 
on desor
ión 
uadráti
a no presenta Adsortóntipo burbuja.En los grá�
os para este rango de parámetros, x = 50 (que 
orresponde a 50 puntosen la dis
retiza
ión) equivale a 20[nm], si reemplazamos para los valores del 
ápituloanterior en el 
aso que depositásemos Al sobre TiN . Por lo tanto el an
ho de estas estasestru
turas 
orresponde aproximadamente a 8[nm℄. Puede verse en estas �guras que las
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alizadas 63estru
turas dejan de tener os
ila
iones en los bordes, siendo 
omparativamente distintasa las estru
turas lo
alizadas existentes en la región de pinning, que des
ribimos en el
apítulo anterior.En la se

ión siguiente veremos 
omo des
ribir analíti
amente estas Estru
turas Lo
al-izadas en un límite que llamaremos Cahn-Hilliard Perturbado y que 
orresponde a bajastasas de deposi
ión.4.2. Límite de Cahn Hilliard Perturbado.La e
ua
ión:
∂τu(y, τ) = A + Bu + Cu2 +∇2

[
ǫ̃u + u3 −∇2u

]
, (4.2.1)es la 
ono
ida e
ua
ión de Cahn-Hilliard [32℄ 
uando A = B = C = 0, que es ademásuna e
ua
ión 
onservativa y que originalmente fue dedu
ida en el 
ontexto de separa
iónde fases en mez
las binarias [33℄. En nuestro problema original la propiedad 
onservativadel parámetro de orden es quebrada por la 
inéti
a de adsor
ión y desor
ión. En el 
aso
onservativo, Las solu
iones esta
ionarias de la e
ua
ión satisfa
en (en 1D):

λ = ǫ̃u + u3 − ∂xxu, (4.2.2)donde λ está rela
ionado a las 
ondi
iones ini
iales del sistema que determinan la 
on-serva
ión del area bajo la 
urva y = u(x, t). Cuando este parámetro se anula (λ = 0) elsitema tiene solu
iones tipo frente (Kink-Antikink):
u±(x, x±(t)) = ±

√
|ǫ̃| tanh[

√
|ǫ̃|
2

(x− x±(t))], (4.2.3)Aqui x±(t) indi
a la posi
ión del 
orazón (punto donde se anula el frente) del Kinky el antikink respe
tivamente. En base a estas dos solu
iones tipo frente uno puede
onstruir una solu
ión tipo burbuja 
uando el valor del parámetro λ es pequeño. En el
aso 
onservativo estas solu
iones tipo burbuja son estables [31℄.Aqui se demuestra 
omo la intera

ión entre este tipo de solu
iones juega un 
ru
ialpapel en la dinámi
a de 
oarsening, que tiende a que el sistema se separe en dominios dediferentes tamaños. El sistema posee un fun
ional de Lyapunov que nos indi
a que estasestru
turas son esta
ionarias y que no hay dinámi
a remanente en ellas, minimizandoeste fun
ional.La dinámi
a en la región de des
omposi
ión espinodal de la e
ua
ión de C.H está gob-ernada por un baño de burbujas 
uya intera

ión determina el estado �nal del 
oarsening.Esta familia de solu
iones lo
alizadas está indexada por dos parámetros que 
orrespondena xo, la posi
ión del 
entro de la burbuja y λ, que es una medida del area 
onservada (ydel an
ho ∆ de la burbuja). En el límite en que λ es pequeño y positivo esta solu
ióntipo burbuja (
orrespondiente a una E.L de baja 
obertura) de C.H está dada por:
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U(x, x±(t)) = u− (x− x−(t)) + u+ (x− x+(t))−

√
|ǫ̃|+ ω(x+, x−, x),

= ρ(x+, x−, x) + ω(x+, x−, x), (4.2.4)
x± = xo ±

∆

2
; ω ≈ O

(√
|ǫ̃|e−

√
2|eǫ|∆) ,donde la fun
ión ω es de orden exponen
ialmente 
hi
o y ρ se ha de�nido para simpli�
arla nota
ión y 
orresponde a la suma de las fun
iones hiperbóli
as mas la raíz del parametrode bifur
a
ión. Por lo tanto en fun
ión de lo anterior tendremos:

U(x, x±(t)) = −
√
|ǫ̃| −

√
|ǫ̃| tanh

[√
|ǫ̃|
2

(x− x−(t))

]
+
√
|ǫ̃| tanh

[√
|ǫ̃|
2

(x− x+(t))

]

+ω(x+, x−, x), (4.2.5)Como el 
entro y el an
ho (de�nido 
omo la distan
ia entre los 
eros de la burbuja) de-penden del tiempo uno puede demostrar [31℄ que un 
onjunto de e
ua
iones diferen
ialesordinarias permiten expli
ar la dinámi
a de 
oarsening y los estados �nales de relaja
ión.La �gura 4.4 nos muestra la solu
ión tipo burbuja de la e
ua
ión de Cahn Hilliarddada por la integra
ión numéri
a de esta [31℄.
u(x)

x

xo

Fig. 4.4: Solu
ión tipo burbuja de la e
ua
ión Cahn HilliardNosotros 
onsideraremos aquí que (4.2.5) es solu
ión de nuestro sistema perturbado(4.2.1) 
uando los 
oe�
ientes de adsor
ión y desor
ión son pequeños y además co ≥ 0,9,es de
ir, para el 
aso de la gota (gran desor
ión lo
alizada), o co ≤ 0,1, para el 
asode la burbuja (gran adsor
ión lo
alizada). Haremos aquí la dedu

ión 
on la gota, esde
ir, 
on los parámetros tales que la solu
ión del sistema sea una Isla de va
an
ia oVa
antón tipo gota. El 
ál
ulo es simétri
o 
on respe
to a la burbuja, que representa elAdsortón tipo burbuja o isla de adsor
ión. Para ello impondremos la persisten
ia de lagota (o la burbuja) 
omo solu
ión lo
alizada del sitema ini
ial, en este límite. Enton
esreemplazando este ansatz en la e
ua
ión y linealizando en ω, que no depende del tiempo,se tendrá:
∂tU = R[U ] + Io, (4.2.6)
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alizadas 65Donde 
ada término estará dado por una expresión lineal en ω y sus respe
tivas
orre

iones de orden mayor:
∂tU = ∂z−u−ẋ− − ∂z+u+ẋ+; (4.2.7)

z± = x− x±,Para el 
aso del término R[u] se tiene:
R[u] = A + Bu + Cu2,

= A + Bρ + Cρ2 + (B + 2Cρ)ω + Cω2,

≈ A + Bρ + Cρ2, (4.2.8)Aquí hemos utilizado el he
ho de que los 
oe�
ientes A, B, C son pequeños y por lo tantosus produ
tos por ω son pequeños también.El término Io puede es
ribirse 
omo:
Io = I1 + Lω +O(ω2), (4.2.9)donde despre
iaremos las 
orre

iones 
uadráti
as y superiores en ω. Además L 
orre-sponde al operador lineal en ω y I1 a la parte independiente de ω. Estos estan dadospor:

I1 = ∂xx

[
ǫ̃ρ + ρ3 − ∂xxρ

]
, (4.2.10)

Lω = {ǫ̃∂xx + 3∂xx(ρ2)− ∂xxxx}ω, (4.2.11)Reuniendo estos resultados, uno puede es
ribir una e
ua
ión lineal para ω de la siguienteforma:
Lω = b, (4.2.12)Para que esta e
ua
ión tenga solu
ión es ne
esario que se 
umpla que b ∈ Im(L) oalternativamente que b ⊥ v donde v ∈ Ker(L†). Usaremos esta ultima alternativa paraen
ontrar una 
ondi
ión de solvabilidad para el an
ho de Estru
tura Lo
alizada. Notemosque:

b = ∂tU −R[U ]− I1, (4.2.13)Ne
esitamos 
ara
terizar el Ker(L†) y por lo tanto 
al
ular el adjunto del operadorlineal. Para ello de�nimos el produ
to interno (similar al de Me
áni
a Cuánti
a):
〈f |g〉 =

1

2L

∫ L/2

−L/2
dxf · g, (4.2.14)donde L es el tamaño del espa
io unidimensional �nito. Es fá
il ver que este produ
tointerno nos permite 
al
ular el Adjunto de una manera muy sen
illa. Este es:

L† = ǫ̃∂xx + 3ρ2∂xx − ∂xxxx, (4.2.15)
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turas Lo
alizadas 66Los elementos de Ker(L†) son:
Ker(L†) = {a1, a2x,

∫
u+dx,

∫
u−dx}, (4.2.16)Donde a1 y a2 son 
onstantes. Por otro lado uno puede demostrar que los dos últimoselementos son pseudo ve
tores del Ker(L†) 
uyas integrales en el espa
io no estan a
o-tadas. La integral sobre todo el espa
io de la segunda fun
ión tampo
o está a
otada (noes 
uadrado integrable). La primera fun
ión puede ser normalizada, y puede ser es
ogidapara apli
ar la Alternativa de Fredholm:

0 = 〈1|b〉,
= 〈1|∂tU〉 − 〈1|R[U ]〉 − 〈1|I1〉, (4.2.17)Cada término representa integrales sobre todo el espa
io, de las fun
iones que se señalan.Puede demostrarse que el ter
er término en (4.2.17) es exponen
ialmente 
hi
o y por lotanto las integrales son 
ero. El primer término 
orresponde a :

〈1|∂tU〉 = 〈1|∂z−u−〉ẋ− − 〈1|∂z+u+〉ẋ+, (4.2.18)Puede verse también que las integrales de�nidas por ambos produ
tos en la e
ua
iónanterior son iguales y por lo tanto uno puede es
ribir:
〈1|∂tU〉 = d∆̇,

d = ±〈1|∂z±u±〉,
∆ = x+ − x−, (4.2.19)Donde d es un 
oe�
iente, que se obtiene de 
al
ular la integral de las solu
iones u±.El segundo término de la e
ua
ión 
orresponde a:

〈1|R[U ]〉 = 〈A〉+ B〈ρ〉+ C〈ρ2〉,

ρ = u−(x− x−(t)) + u+(x− x+(t))−
√
|ǫ̃|, (4.2.20)En esta última expresión el primer término nos da la 
onstante A propor
ional al largo delsistema. Haremos los 
ál
ulos 
onsiderando una gota. El segundo término es la 
onstante

B por el area bajo la gota (o la burbuja, en 
uyo 
aso es positiva) y por lo tanto espropor
ional a el an
ho ∆ y a la raíz del parámetro de bifur
a
ión ǫ̃ mas un términopropor
ional al largo del sistema. También hay que tomar en 
uenta el area que quedabajo la 
urva y es negativa. El ter
er término es solo propor
ional al largo y al parámetrode bifur
a
ión, de la burbuja al 
uadrado:
〈1|R[U ]〉 = AL + 2B

√
ǫ̃∆−B

√
ǫ̃L + CLǫ̃− C∆ǫ̃, (4.2.21)Por lo tanto si juntamos ambos resultados tendremos, utilizando la solu
ión burbuja:

d∆̇ = AL + 2B
√

ǫ̃∆−B
√

ǫ̃L + CLǫ̃− C∆ǫ̃, (4.2.22)
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alizadas 67Luego la situa
ión de equilibrio para el an
ho debe ser ∆̇ = 0. Luego se obtiene la
ondi
ión para el an
ho de las solu
iones tipo partí
ula:
∆eq = −(A−B

√
ǫ̃ + Cǫ̃)

2B
√

ǫ̃− Cǫ̃
L. (4.2.23)Por otro lado, se puede sa
ar un resultado análogo si se 
al
ula la e
ua
ión para el area no
onservada de la gota o la burbuja, partiendo desde (4.2.1). Este resultado nos indi
a queexiste un an
ho de equilibrio para las estru
turas (o un area de equilibrio), es de
ir, si unogenera un baño de ellas, solo una 
on tamaño ∆eq sobrevivirá debido a la dinámi
a delsistema. Además, debido a la forma de la e
ua
ión (4.2.22), nos di
e que ∆eq es un estadode equilibrio estable, o sea, un atra
tor. Sin embargo, 
omo su talla es propor
ional allargo del sistema, uno 
on
luye que las estru
turas de este tipo existen 
omo un efe
to deltamaño �nito de este, es de
ir, 
uando L −→ ∞ no deberiamos tener burbujas o gotas.Este dramáti
o efe
to se debe a que la 
inéti
a de adsor
ión y desor
ión rompe una delas simetrías del sistema de C.H, que 
onsiste en la 
onserva
ión del area. Debido a estouno espera que las 
antidades aso
iadas al area de la burbuja sufran 
omportamientosextraños. En este 
aso esto se re�eja en la dependen
ia del an
ho ∆ 
on el largo delsistema. De esta manera hemos 
hequeado numéri
amente que el an
ho depende deltamaño de la 
aja, simulando para diversos largos. La estru
tura desapare
e para 
ajaslo su�
ientemente grandes.Uno puede ha
er predi

iones numéri
as para las �guras 
on desor
ión lineal y 
uadráti-
a 
on los valores dados en la se

ión anterior. De forma evidente el resultado es mejorpara desor
ión lineal. Aun asi para desor
ión no lineal no logra formarse la estru
tura debaja 
obertura , o alta adsor
ión lo
alizada.Si 
onsideramos el 
aso n = 1, utilizando para ello los 
oe�
ientes de�nidos en (4.1.4),uno en
uentra que el an
ho de la burbuja (gota) está dado por:

∆eq =
L

2

(
1± uo√

ǫ̃

)
, (4.2.24)Por otro lado debemos re
ordar que uo es positivo para la gota y negativo para la burbuja.Este último resultado nos di
e que el an
ho de equilibrio no depende de el valor de Ω. Sinembargo numéri
amente se puede 
omprobar 
ual es el orden óptimo que debe tener Ω,para que nuestra aproxima
ión tenga sentido. A 
ontinua
ión vemos grá�
os de ambase
ua
iones (4.2.1) y (4.1.2), para el 
aso de desor
ión lineal (n = 1). Vemos en todos los
asos solu
iones numéri
as para distintos tamaños del sistema y ademas para distintosvalores de Ω, �u
tuando entre 0 y 10−3. La �gura 4.6 muestra dos solu
iones esta
ionariasde la e
ua
ión (4.2.1) en el 
aso en que C = 0, es de
ir, 
uando la desor
ión es lineal:La �gura 4.8 nos muestra solu
iones numéri
as de la e
ua
ión 
ompleta. Podemos notaren 4.10(a) que el 
aso en que Ω ∼ 10−4 uno tiene el 
omportamiento tipo burbuja. Esimportante señalar que 
ualitativamente el 
omportamiento de la e
ua
ión total parael sistema es muy bien simulado por el sistema CH- Perturbado. La �gura 4.6(b), nosmuestra un 
omportamiento muy pare
ido al presentado por las solu
iones burbujas dela e
ua
ión 
ompleta. Como ya se dijo, 
uando Ω ∼ 10−4 vemos un 
omportamiento
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(a) Solu
ion de (4.2.1) 
on Ω = 0; eǫ = −0,45;
uo = 0,4. En este 
aso L = 200. 100.000 200.000 300.000 4

-0.500

0.000

0.500

U(x)

x(b) Solu
ion de (4.2.1) 
on Ω = 0; eǫ = −0,45;
uo = 0,4. En este 
aso L = 400.Fig. 4.5: Solu
iones numéri
as de Canh-Hilliard Perturbado. L = 200 y L = 400.
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(a) Solu
ion de (4.2.1) 
on Ω = 0,0003; eǫ =

−0,45; uo = 0,4; L = 200. 50.000 100.000 150.000 2

-0.500

0.000

0.500

U(x)

x(b) Solu
ion de (4.2.1) 
on Ω = 0,003; eǫ =

−0,45; uo = 0,4; L = 200.Fig. 4.6: Solu
iones numéri
as de Canh-Hilliard Perturbado. L = 200
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(a) Solu
ion de (4.2.1) 
on Ω = 0,0003; eǫ =

−0,45; uo = 0,4; L = 400. 100.000 200.000 300.000 4
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(b) Solu
ion de (4.2.1) 
on Ω = 0,003; eǫ =

−0,45; uo = 0,4; L = 400.Fig. 4.7: Solu
iones numéri
as de Canh-Hilliard Perturbado. L = 400muy similar a las burbujas de tipo C.H, y es en este rango donde debe valer nuestraaproxima
ión. Debemos re
al
ar que nos interesa ver que el 
omportamiento 
ualitativoentre ambos sistemas es el mismo, dado que no tienen sentido que los valores que tomala variable u en las �guras anteriores se es
apen del rango físi
amente a
eptable para la
obertura.
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(a) Solu
ion de (4.1.2) 
on Ω = 0;µ = 0,12;
co = 0,9; L = 200; σmin = −0,882358; σmax =

0,082358. 100.000 200.000 300.000 4-1.000

-0.750

-0.500

-0.250

0.000

s(x)

x(b) Solu
ion de (4.1.2) 
on Ω = 0; µ = 0,12;
co = 0,9; L = 400; σmin = −0,882358; σmax =

0,082358.Fig. 4.8: Solu
iones numéri
as de la e
ua
ión 
ompleta (4.1.2) 
on n = 1. L = 200 y L = 400.
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x(a) Solu
ion de (4.1.2) 
on Ω = 0,0005; µ =

0,12; co = 0,9; L = 200; σmin = −0,881;
σmax = 0,079. 50.000 100.000 150.000 2
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(b) Solu
ion de (4.1.2) 
on Ω = 0,005; µ = 0,1;
co = 0,9; L = 200; σmin = −0,867; σmax =

0,088.Fig. 4.9: Solu
iones numéri
as de la e
ua
ión 
ompleta (4.1.2) 
on n = 1. L = 200.
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(a) Solu
ion de (4.1.2) 
on Ω = 0,0005; µ =

0,12; co = 0,9; L = 400; σmin = −0,8807;
σmax = 0,0799. 100.000 200.000 300.000 4

-0.750

-0.500

-0.250

0.000

s(x)

x(b) Solu
ion de (4.1.2) 
on Ω = 0,005; µ = 0,1;
co = 0,9; L = 400 ;σmin = −0,871;σmax =

0,088.Fig. 4.10: Solu
iones numéri
as de la e
ua
ión 
ompleta (4.1.2) 
on n = 1; L = 400Si reemplazamos para los valores de la simula
ión de la e
ua
ión 
ompleta, es de
ir,
Ω = 0,005; µ = 0,1; co = 0,1; Γ = 1, esto nos da un an
ho es
alado de ∆eq = 0,1085L

′ ,
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alizadas 70donde L
′

= L√
θ

orresponde al largo del sistema es
alado. Para L = 400 puntos esto nosda: ∆eq = 7,51; que 
oin
ide muy bien 
on la representa
ion numéri
a de la e
ua
ión
ompleta (4.1.2). En el 
aso de reemplazar para los parámetros de las �guras aso
iadas a(4.2.1), la aproxima
ión es buena para la �gura 4.6(a), dándonos un an
ho de equilibriode ∆eq = 40,37, 
al
ulado 
on 200 puntos. Cabe re
ordar que el modelo de C.H Pertur-bado que utilizamos tiene validez para bajas deposi
iones. Además altos valores de Ω noexhiben solu
iones tipo burbuja para algún valor de µ, que debe de
re
er lo su�
ientein
luso para produ
ir una inestabilidad en el 
aso de formarse patrones. De esta formaen dos órdenes de magnitud de las tasa de deposi
ión un sistema perturbado des
ribebastante bien la e
ua
ión 
ompleta para el 
omportamiento del sistema en el régimen desolu
iones tipo burbuja. Cabe notar que las solu
iones analíti
as de un sitema de este tipono son posibles de en
ontar, salvo por métodos perturbativos. Por otro lado, 
omo el 
aso

n = 1 posee un poten
ial de Lyapunov, estas estru
turas tipo burbuja son esta
ionariay mínimos globales de este sistema. Esto quiere de
ir que estas estru
turas lo
alizadasque existen en 
ierto orden del valor Ω (10−3) 
orresponden a homo
linas del sistema.De manera natural, el orden menor para Ω (10−4), nos entrega estru
turas que dependendel largo del sistema y no deberían existir en el límite de sistema in�nito.4.3. Intera

ión de la Solu
iones tipo BurbujaNuméri
amente uno puede veri�
ar que el baño de burbujas tiene una intera

iónrepulsiva para sus 
omponetes. Esto nos di
e que un grupo de burbujas tratará de alejarsemutuamente. En parti
ular se puede 
hequear 
on dos de ellas ubi
adas a una distan
iaini
ial dada y ver la evolu
ión en el tiempo. Las �guras 5.8 muestran la evolu
ión temporalde un par de Va
antones tipo burbuja que se repelen (t1 < t2 < t3 < t4 < t5 < t6): las
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x(b) t2�gura anteriores han sido he
has para el 
aso n = 1 en el siguiente rango de parámetros:
co = 0,9; αo = 0,0045; βo = 0,0005; Ω = 0,005; Γ = 1; µ = 0,1. Además el valor máximoy mínimo para la variable σ = c− co 
orresponden a: σmin = −0,8655; σmax = 0,088.
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X(f) t6Fig. 4.11: Simula
ión numéri
a de la intera

ión entre va
an
ias de tipo burbuja



Capítulo 5MODELO CON DESORCIÓN NO LINEALEn este 
apítulo estudiaremos en detalle las propiedades y las estru
turas presentesen el modelo 
on desor
ión 
uadráti
a. Mostraremos que el es
enario de bifur
a
ión pre-sentado en el modelo anterior se modi�
a dentro de 
ierto rango de parámetros, dandolugar a un tipo de Nano estru
turas lo
alizadas que no estan presentes en el modelo
on desor
ión lineal (en el régimen débilmente no lineal). En este 
aso, nuestro análisispuede realizarse por medio de la té
ni
a de e
ua
iones de Amplitud. Tambíen veremosque gran parte de las estru
turas presentes en el régimene altamente no lineal del modelo
on n = 1 pueden en
ontrarse en este modelo.5.1. Analisis de Estabilidad linealConsideremos esta vez el modelo 
on n = 2 en la e
ua
ión (3.2.1); es de
ir:
∂tc(~r, t) = αo[1−c(~r, t)]−βoc(~r, t)

2+M∇2

[
ǫs − ǫoc(~r, t) + KBT ln

[
c(~r, t)

1− c(~r, t)

]
− ξ2

o∇2c(~r, t)

]
,(5.1.1)donde αo = kaps y βo = kd. Ya hemos expli
itado en el Capítulo 2 los tipos de pro
esosque pueden ser des
ritos por este modelo y además hemos justi�
ado su ele

ión.Esta e
ua
ión, 
omo ya se dijo, presenta dos solu
iones esta
ionarias homogéneas,pero solo una de ellas 
on sentido físi
o:

co =
αo

2βo

(√
1 +

4βo

αo
− 1

)
, (5.1.2)Perturbamos esta solu
ión de la siguiente forma: c = co + σ, y obtenemos una e
ua
iónpara el parámetro de orden σ 
on σ ≪ 1:

∂tσ(~r, t) = −ασ− βoσ
2 + Γ∇2

[
−σ(~r, t) + µ ln

(
co + σ(~r, t)

1− co − σ(r, t))−∇2σ(~r, t)

]
, (5.1.3)Vemos que la parte que representa los fenómenos de transporte permane
e inalterada 
onrespe
to al otro modelo (n=1) y por lo tanto las 
onstantes µ y Γ valen lo mismo que en
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on Desor
ión no lineal 73ese 
aso. Por simpli
idad, rede�niremos la adsor
ión original del problema por medio de:
α = αo

√
1 +

4βo

αo
, (5.1.4)Será también muy útil de�nir el 
uo
iente r = αo /βo. La e
ua
ión 5.1.3 presenta la granmayoría de los 
omportamientos de las se

iones anteriores. Si es
ribimos la perturba
iónen modos de Fourier de la forma:

σ = σoe
λ(k)t+ikx, (5.1.5)y luego reemplazamos en la e
ua
ión linealizada de (5.1.3) obtenemos la rela
ión deestabilidad:

λ(k) = −α− ǫΓk2 − Γk4, (5.1.6)que es exa
tamente igual a la del modelo 
on desor
ión lineal 
on la úni
a diferen
ia deque Ω es reemplazado por el nuevo valor α. Por lo tanto, el análisis es análogo al anteriory nuevamente para 
ierto valor del parámetro variable que es µ el estado esta
ionariohomogéneo se volverá inestable dando lugar a la forma
ión de una solu
ión periódi
aextendida (patrón). Esto quiere de
ir que los resultados de las se

iones 221 y 222 serepiten exa
tamente aqui, en el sentido de los tipos de patrones formados. Como elparámetro ǫ tiene el mismo valor que antes, la 
urva de estabilidad marginal, y el puntoen el plano (T, k) donde o
urre la bifur
a
ión tendrán la misma forma 
ambiando Ω por
α. Además el es
enario planteado por la �gura 3.2 es exa
tamente el mismo 
omo sededu
e en [23℄ en el 
aso en que varía la presión (y por 
onsiguiente la adsor
ión) y elpro
eso es isotermal. Enton
es:

T = 4Tcco(1− co)
[
1− k2 − α

k2Γ

]
, (5.1.7)

kp = 4

√
α

Γ
; Tp = 4Tc(1− |ǫp|)co(1− co), (5.1.8)
|ǫp| =

Tp

4Tc
= 2

√
α

Γ
, (5.1.9)Aquí nuevamente 
onsideraremos que la difusión es 
onstante y el parámetro de bifu-ra
ión estará rela
ionado a la temperatura, que es el úni
o parámetro variable de nuestrosistema.Al igual que en 
aso anterior (n = 1), 
uando la inestabilidad se ha desarrollado λ = 0de�ne la región 
er
ana a la inestabilidad (Curva Marginal) en el plano (T, k). Cuandola Temperatura de
re
e bajo el valor 
ríti
o, perturba
iones moduladas de número deonda de�nido dentro de un rango 
omienzan a 
re
er generando una solu
ión periódi
aextendida. Al igual que antes, uno nota la presen
ia de un valor de 
orte, digamos k−, en larela
ión de dispersión que se debe a la presen
ia de α que a su vez proviene de 
onsiderarlos pro
esos de rea

ión. Por lo tanto, al 
ontrario de la des
omposi
ión spinodal habitual[35℄ que posee, por ejemplo, la e
ua
ión de Cahn-Hilliard, los modos mas suaves son en



Capítulo 5: Modelo 
on Desor
ión no lineal 74este 
aso dampeados [36℄ dando 
omo resultado que la 
ompeten
ia entre los pro
esosde adsor
ión y desor
ión a
tuan enfriando la separa
ión de fase y previniendo la totalsepara
ión del sistema en dominios (Coarsening). Este pro
eso es mu
ho mas lento quela des
omposi
ión espinodal habitual y ese es el sentido de de
ir que la separa
ión de losdominios se enfríe. 5.2. Régimen Altamente No linealPartiremos analizando el régimen no lineal, que nuevamente estará dado para altasy bajas 
on
entra
iones homogéneas co. Simula
iones numéri
as de la e
ua
ión 5.1.3 nosentregan patrones altamente no lineales 
uando la inestabilidad se produ
e: La �gura
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(a) Patrón en el régimen no lineal 1D (b) Patrón en el régimen no lineal 2DFig. 5.1: Patrones altamente no lineales en el modelo 
uadráti
o5.1(a) nos muestra un patrón en el régimen altamente no lineal para los siguientes val-ores de los parámetros: µ = 0,1; α = 0,005; αo = 0,00379; βo = 0,0007; co = 0,8626. elvalor de la amplitud del patrón en el grá�
o es de σ = −0,85116.Como lo notamos en el 
apítulo anterior, ambos modelos presentan las estru
turastipo burbuja, por lo tanto en este 
apítulo solo nos limitaremos a estudiar las estru
turasen la región de Pinning.Nuevamente uno espera que en una zona del espa
io de parámetros la 
oexisten
iaentre los patrones de gran amplitud y el estado homogéneo genere una región en la quese produz
an estru
turas lo
alizadas de distintas os
ila
iones, donde la menor estru
turaserá la que tenga una sola os
ila
ión. A estas estru
turas les hemos llamado Va
antón yAdsortón, dependiendo si la 
obertura de equilibrio es alta o baja, respe
tivamente. La�gura nos muestra un Va
anton 
uando tenemos co lo su�
ientemente alto: al igual queantes, la expli
a
ión de estas �guras por medio de e
ua
iones de amplitud no es posibleya que un Ansatz 
omo el del Capítulo 2 para la zona 
er
ana al punto de bifur
a
ión noes válido, dado a que 
laramente las os
ila
iones del quiebre de la homogeneidad distande poder ser modeladas por sinusoides. Nuevamente la expli
a
ión tiene el fundamentogeométri
o dado en [20℄.La �gura 5.3 
orresponde a un grá�
o numéri
o de la amplitud de los patrones en fun
ión
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x(a) Va
antón 1D (b) Va
antón 2DFig. 5.2: Estru
tura Lo
alizada en la region de Pinning. Va
antóndel parámetro µ. Aqui se apre
ia 
laramente que las estru
turas lo
alizadas se formanen una región de Histéresis o 
oexisten
ia entre los estados homogéneo y patrón. Losvalores de los parámetros en la �gura son: co = 0,86264; α = 0,005; αo = 0,00379;
βo = 0,0007;Γ = 1.
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Fig. 5.3: Diagrama de Bifur
a
ión en el régimen altamente no linealComo hemos podido notar de (3.6) a medida que uno se aleja de la 
obertura 
ríti
a(en ambas dire

iones de la re
ta), los 
oe�
ientes de la expansión se vuelven 
ada vezmas importantes. En la siguiente se

ión veremos que en torno a la 
obertura que hemosdenominado 
ríti
a (cc = 1/2), donde el régimen es débilmente no lineal, la bifur
a
ióndependerá bastante de la región de parámetros en la que uno se mueva, en
ontrando dostipos de diagramas de bifura
ión (y por lo tanto dos tipos de 
omportamientos distintos).
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on Desor
ión no lineal 76No es ne
esario ha
er énfasis en que las es
alas de estos patrones también son del ordende las dé
imas de nanómetros, pudiendose evaluar los parámetros para valores físi
os
ono
idos por métodos experimentales y numéri
os .5.3. Patrones Extendidos y Lo
alizados en el régimen Débilmente nolinealCuando estamos muy 
er
a del re
ubrimiento 
ríti
o cc (para valores 
er
anos a 0,5),los análisis pueden efe
tuarse Analíti
amente a través de e
ua
iones de Amplitud. Ver-emos que el esquema representado en la �gura 5.3 
ontinua siendo válido, es de
ir, po-dremos tener 
oexisten
ia en
ontrando Patrones lo
alizados de es
ala nanométri
a, 
onos
ila
iones débiles. Claramente el término 
uadráti
o debe jugar algún papel importanteen la dinámi
a de la mono
apa. Por otro lado, la presen
ia de las nuevas estru
turas estalimitada a una zona bastante pequeña del espa
io de parámetros y por lo tanto obtenere
ua
iónes de amplitud por el método de multies
aling puede dejar afuera términos quejuegan un papel relevante. Debido a lo anterior, 
al
ularemos una e
ua
ión de amplitudusando las té
ni
as de Formas Normales para este tipo de sistemas [18℄.Tomamos enton
es la e
ua
ión 5.1.3, pero la expandimos hasta el orden quinto ten-dremos:
∂tσ(~r, t) = −ασ(~r, t)−βσ(~r, t)2+Γ∇2[ǫσ(~r, t)+ωσ(~r, t)2+θσ(~r, t)3+γσ(~r, t)4+δσ(~r, t)5

. . .−∇2σ(~r, t)], (5.3.1)Podemos es
ribir esta e
ua
ión en torno a la bifur
a
ión, es de
ir en torno al parámetro:
ǫ = −(|ǫp|+ ν), ν > 0, ν ≪ 1, y además separarla en una parte lineal y otra no lineal:

∂tσ = L[σ] + NL[σ], (5.3.2)Claramente la parte lineal 
orresponde al operador (1D):
L = −α + ǫΓ∂xx − Γ∂xxxx, (5.3.3)La parte no lineal NL[σ] 
orresponde al resto de la e
ua
ión 
on el logaritmo expandidoen poten
ias. En
ontraremos ahora la e
ua
ión de amplitud (Forma Normal) de estae
ua
ión. Consideramos nuevamente que podemos es
ribir un Ansatz:

σ(x, t) = A(τ, y)eikpx + c.c + ... + W, (5.3.4)donde tomaremos el es
alamiento tal 
ual se tomó en (3.2.13). La fun
ión W representaen este 
aso el 
ambio de variables no lineal. Es
ribiremos, para ser mas sugerentes:
σ(x, t) = σ[1] + σ[2] + σ[3] + . . . (5.3.5)donde 
ada poten
ia de σ indi
a el orden de la poten
ia de la Amplitud A 
ompleja enel 
ambio de variable. O sea que tenemos;

σ[1] = A(τ, y)eikpx+c.c; σ[2] = a1A
2e2ikpx+a1A

2
e−2ikpx+a2|A|2; . . . etc. (5.3.6)



Capítulo 5: Modelo 
on Desor
ión no lineal 77La parte lineal de la e
ua
ión (5.3.1) nos da el resultado que ya habiamos obtenido paradesor
ión lineal, al reemplazar el Ansatz (5.3.4) en la e
ua
ión:
ν∂τA = k2

pνΓA + 4νΓ∂yyA, (5.3.7)Por supuesto, esta e
ua
ión esta dada por los términos propor
ionales a eikpx , que lla-maremos Términos Resonantes, ya que no tienen solu
ión para el operador Lu = Aeikx,debido a que están en la imagen de L. Al ha
er el 
ambio de variable no lineal vendrán del
ál
ulo términos propor
ionales a otras poten
ias en la exponen
ial 
ompleja de la forma
eimkpx. Estos son los denominados términos no resonantes, que al ser 
onsiderados en lae
ua
ión de amplitud permitirán expli
ar las estru
turas lo
alizadas que se observan [37℄,
omo veremos mas adelante. Notamos que al orden siguiente se tiene:

∂tσ
[2] = 0, (5.3.8)y por lo tanto, al reemplazar el 
ambio de variable al orden 2 de (5.3.6), tendremos, paralas mismas poten
ias de A:

−Lσ[2] = NL[σ[1]](2), (5.3.9)donde el paréntesis redondo en el lado dere
ho de la e
ua
ión anterior nos indi
a que laparte no lineal debe ser tomada solo al orden 
uadráti
o en σ. Esta e
ua
ión nos permiteen
ontrar los 
oe�
ientes a1, a1, a2, que dependen de los parámetros físi
os del sistema ytendrán en general valores reales. En estos 
ál
ulos las derivadas espa
iales sobre A son deorden superior en ν y por lo tanto, 
omo son 
antidades pequeñas, no las 
onsideraremosen el desarrollo del 
ál
ulo. Luego de una gran 
antidad de 
ál
ulos dire
tos, los valoresde los 
oe�
ientes del segundo orden son:
a1 = a1 =

−βo − 4Γωk2
p

α + 4ǫΓk2
p + 16k4

pΓ
,

a2 =
−2βo

α
, (5.3.10)De manera iterativa, uno va obteniendo los 
oe�
ientes del 
ambio de variables al ordensiguientes 
on los 
oe�
ientes del orden anterior, es de
ir:

−Lσ[s] = NL[σ[s−1]](s), (5.3.11)y uno va despre
iando los términos que in
luyen derivadas espa
iales en A. de esta formase obtiene una e
ua
ión de amplitud que 
orresponde a la 
ondi
ion de solvabilidad dereemplazar (5.3.4) en la e
ua
ión:
∂tA = c1A + c3|A|2A + c5|A|4A +D∂xxA + h.o.t., (5.3.12)donde h.o.t son aquellos términos resonantes de poten
ias mas altas, c1 es el parámetro debifur
a
ión, que 
uando es positivo el sistema exhibe forma
ión de patrones. El parámetro

c3 
ontrola el tipo de bifur
a
ión. Esta será Super
ríti
a o de segundo orden si c3 < 0 ySub
ríti
a o de primer orden si c3 > 0. D es la difusión efe
tiva para la amplitud A.
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ión no lineal 78Si se 
umple que c5 < 0 y c3 ≪ 1 y además se usa el s
aling A ∼ 4
√

c1, ∂t ∼ c1,
c3 ∼

√
c1, c5 ∼ D ∼ O(1), y ∂x ∼

√
c1, uno puede despre
iar los términos de ordensuperior. En la �gura 5.4 se muestra un grá�
o de los 
oe�
ientes de la e
ua
ión deamplitud 
omo fun
ión de la 
obertura de equilibrio co. Las regiones os
uras 
orrespondena aquellas donde la bifur
a
ión será sub
ríti
a. Fuera de ellas la bifur
a
ión es super
ríti
ay se observan patrones extendidos 
on las simetrías 
omentadas en el Capítulo 3. Losvalores del los parámetros en 5.4 son: µ = 0,0092; Γ = 1; β = 0,16. En aquella región
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Fig. 5.4: Coe�
ientes de la e
ua
ión de amplitudde parámetros dende la bifur
a
ión es Sub
ríti
a (zonas os
uras del grá�
o) la e
ua
iónde amplitud (5.3.12) exibe 
oexisten
ia entre el estado esta
ionario uniforme (A=0), y elestado patrón de la 
obertura, (A =
√
|c3 +

√
c2
3 − 4c1c5|/2|c5|). Sin embargo pese a lagrá�
a 
oexisten
ia entre ambos tipos de estru
turas la e
ua
ión de amplitud Resonante(5.3.12) no exhibe estru
turas lo
alizadas (Patrones lo
alizados en nuestro 
aso). Estose debe a que para expli
ar el fenómeno de Lo
king o bloqueo donde los frentes sonesta
ionarios y se forman las estru
turas lo
alizadas, es ne
esario 
onsiderar las variablesque han sido eliminadas por ser no resonantes o no adiabáti
as. Estas es
alas se a
oplandebido a que las varia
iones de la envolvente son del orden de la estru
tura espa
ial quese forma. Esta 
ojetura que se debe ini
ialmente a Pomeau, fue 
orroborado en [37℄ parael 
aso de un ejemplo parti
ular, en 1D.Del 
ál
ulo uno obtiene una serie de términos No resonantes, de los 
uales agregare-mos los dominantes a la e
ua
ión (5.3.12), que nos permitirán des
ribir las estru
turaslo
alizadas. Consideremos la e
ua
ión de amplitud enmendada:

∂tA = c1A + c3|A|2A + c5|A|4A +D∂xxA +
(
m1|A|2A2 + m2A

4
)
eikcx/

√
c1 , (5.3.13)donde los 
oe�
ientes m1 y m2, son 
omplejos y dependen de los parámetros físi
os delproblema, tal 
ual los 
oe�
ientes resonantes. Las expresiones exa
tas de tales 
oe�
ientesserán reportadas en [38℄
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on Desor
ión no lineal 79Estos términos no resonantes juegan el papel de un forzamiento espa
ial paramétri
o,
on os
ila
iones muy rápidas. Agregarlos además permite re
uperar 
iertas invarianzasde la e
ua
ión y la amplitud que se pierden al en
ontrar la e
ua
ión para la envolvente(x→ x+xo, A→ Aeikcxo). Por otro lado son los términos no resonantes los que 
ontienenla es
ala pequeña de la solu
ión periodi
a subya
ente, que intera
túa 
on la gran es
alade la envolvente(A) y es di
ha intera

ión la que produ
e el fenómeno de bloqueo[39℄.La e
ua
ión de amplitud Resonante tiene 
omo solu
ión un frente que une una solu-
ión espa
ial periódi
a 
on un estado homogéneo de 
obertura y existe una zona dondeambos 
oexisten. En la �gura 5.5 se gra�
a la bifur
a
ión sub
ríti
a que predi
e di
ha
oexisten
ia y que ha sido he
ha para los parámetros donde se observan las estru
turas.
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Fig. 5.5: Bifur
a
ion Sub
ríti
aUno puede 
al
ular la intera

ión de frentes partiendo del 
ono
imiento de estassolu
iones. Como la intera

ión de los frentes es de naturaleza os
ilatoria (que alternaentre repulsiva y atra
tiva) se puede inferir la existen
ia de patrones lo
alizados, quetambien tienen es
ala nanométri
a. El fenómeno de lo
king se mani�esta en una regiónque 
ontiene el punto de maxwell (donde el frente es esta
ionario) denominada región dePinning.La �gura 5.6 nos presenta la simula
ión numéri
a de la e
ua
ión 5.1.1 dentro del rangode parámetros prede
ido en los 
ál
ulos de los 
oe�
ientes de la e
ua
ión de amplitud:
µ = 0,0092; co = 0,5; αo = 0,008; βo = 0,16, Γ = 1. Además se tiene que σmin =
−0 − 49916,σmax = 0,370704,σ = c − co. Aqui podemos ver la estru
tura mas pequñaque es posible formar. Esto se debe a que la región de parámetros donde pueden existires pequeña. Por otro lado existen sistemas en los 
uales una 
elda del patrón es inestabley solo una estru
tura de tamaño �nito es 
apaz de nu
learse. También puede observarseque las estru
turas de mas de una 
elda son inestables y solo existe la posibilidad denu
lear una estru
tura [20℄. En la �gura 5.7 podemos ver un patrón lo
alizado de tallamayor y además una estru
tura simetri
a a la anterior, en la que el estado de soporte
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ión no lineal 80es la solu
ion periódi
a. Llamamos a estas estru
turas lo
alizadas Hoyos. Por otro lado
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alizado 1D (b) Patrón Lo
alizado 2DFig. 5.6: Estru
tura Lo
alizada en la region de Pinning.
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(b) Patrón Lo
alizado 1D en forma de hoyoFig. 5.7: Estru
turas Lo
alizadas en la region de Pinning.en [23℄ se 
omenta que un modelo en el 
ual la desor
ión es 
uadráti
a, la forma
ión dedominios se ve enfriada en una zona donde en teoría no deberían existir patrones, esde
ir antes de que se produz
a la inestabilidad espa
ial. Sin embargo es fá
il entenderdi
ho fenómeno desde la perspe
tiva de la intera

ión de frentes y la región de Pinning.Al en
ontrarse muy 
er
a de la zona de 
oexisten
ia esta
ionaria, o región de pinning, elfrente deja de ser esta
ionario y 
omienza a propagarse. En las 
er
anias de esta región ladinámi
a es demasiado lenta y un estado 
omienza a dominar a otro dependiendo de 
uales energéti
amente mas favorable. De esta forma la forma
ión de dominios proviene en[23℄ de un estado invadiendo a otro (el patrón invade el estado homogéneo o vi
eversa).Típi
amente la invasión se realiza a traves de la nu
lea
ión de 
eldas, o la desapari
iónde 
eldas, dependiendo de que estado invada a 
ual. En la siguiente �gura se muestrandiversas etapas de esta forma
ión de islas (de va
an
ia en este 
aso) para el modelo (5.1.1):enton
es hemos en
ontrado utilizado un me
anismo analíti
o para des
ribir patroneslo
alizados en la región de Pinning debido a la intera

ión de frentes, 
uando estamos enun régimen debil no lineal, en las 
er
anias de (0,3 ∼ c ∼ 0,7). a medida que la 
obertura
co se aleja de ese rango el 
omportamiento es muy no lineal y las E.L y ademas los patronesdejan de tener las simetrías que poseen los patrones y estru
turas del régimen débil. Enla siguiente �gura 5.9 mostramos una estru
tura de este modelo en las 
er
anias entrelos dos regímenes: Los valores de los parámetros 
orresponden a: µ = 0,183; co = 0,69;
Γ = 1; α = 0,006; βo = 0,002; αo = 0,0032.
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(a) t1 (b) t2

(
) t3 (d) t4

(e) t5 (f) t6Fig. 5.8: Simula
ión numéri
a de la forma
ión de islas de enfriamiento. t1 < t2 < t3 < t4 < t5 <
t6. 5.4. Coexisten
ia de dos estados patronesLa e
ua
ión (5.3.1) nos permitío tener una región donde los 
oe�
ientes eran tales quela bifur
a
ión era sub
ríti
a y la 
oexisten
ia entre estados periódi
os y homogéneos era
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Fig. 5.9: Patrones Lo
alizados en la interfase de ambos 
omportamientosposible. Sin embargo es válida la pregunta de si es posible 
onsiderar mas términos en lae
ua
ión (5.3.1) de manera tal de en
ontrar una región donde la bifur
a
ión sea Super-Sub
ríti
a, y sea por lo tanto posible tener 
oexisten
ia entre dos estados patrones. Unabifur
a
ión de este tipo requiere de mover dos parámetros en el espa
io de parámetros, loque quiere de
ir que es de 
odimensión dos. Debido a lo anterior es muy difí
il que estetipo de 
omportamiento se en
uentre de forma natural.La �gura (5.10) nos muestra que la dinámi
a de la mono
apa en 
ierta región de
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ión no lineal 83parámetros es 
apaz de generar estru
turas produ
to de la 
oexisten
ia de dos estadospatrones. Uno puede entender estas estru
turas lo
alizadas 
omo pea
ks Lo
alizados [40℄Los parámetros 
orresponden a tasas de adsor
ión muy bajas y altas tasas de desor
ión
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Fig. 5.10: Estru
turas Lo
alizadas tipo pea
ks.: µ = 0,0126; co = 0,0208; α = 0,008; βo = 0,19; αo = 8,4× 10−5. Por otro lado el valorde la amplitud del patrón mas grande es σA = 0,35, mientras que el patrón menor tieneuna amplitud muy baja: σB = 0,04.debido a que la amplitud menor es muy baja es di�
il observar en dos dimensiones estepatrón 
omo estado de base de un superpea
ks, ya que en dos dimensiones los efe
tos de
urvatura 
omienzan a ser importantes y en estos 
asos tienden a disminuir las amplitudesde los patrones que se observan en una dimensión.La �gura 5.11 nos muestra el diagrama de bifur
a
ión numéri
o de las situa
iónanteriror. En µ1 = 0,015 se produ
e el na
imiento del patrón de mayor amplitud.La �gura 5.12 nos muestra la simula
ión de la misma región de parámetros anterior en
2D. No es fá
il apre
iar que existen dos amplitudes 
oexistiendo. Una �gura muestra laexisten
ia de una zona de pea
ks lo
alizados sobre una base de amplitudes mas pequeñas.Ademas no es muy 
laro que tipo de simetría espa
ial tienen estos patrones.De esta manera hemos mostrado numéri
a y analíti
amente (en los 
asos en que es posi-ble) que una diversidad de estru
turas nanométri
as pueden formarse en modelos derea

ión difusión que des
riben la dinámi
a de una mono
apa en deposi
ión. Nuestrainten
ión ha sido des
ribir algunos resultados experimentales y numéri
os anteriores,apli
ando valores realistas a nuestros modelos.
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Fig. 5.11: Diagrama de Bifur
a
ión para la 
oexisten
ia entre dos patrones

Fig. 5.12: Estru
turas Lo
alizadas tipo pea
ks en 2D.
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Capítulo 6CONCLUSIONES6.1. Con
lusionesCon este trabajo de Tésis se ha 
ontribuido a la 
omprensión y al estudio de estru
-turas lo
alizadas de tamaño nanométri
o, que apare
en en la deposi
ión de una mono
apasobre un sustrato. Su estudio a travás del análisis dinámi
o de una e
ua
ión que denomi-namos de Rea

ión Difusión, nos ha entregado una amplio espe
tro de 
omportamientos.Durante el desarrollo de esta Tésis fueron presentados una serie de resultados que re-sumiremos de la siguiente manera:
⋄ En el 
apítulo 2 se ha dedu
ido, utilizando el formalismo ade
uado, un modelomesos
ópi
o que involu
ra intera

iones de largo y 
orto al
an
e, basado en unae
ua
ión maestra que des
ribe pro
esos de origen mi
ros
ópi
o, 
omo lo son la ad-sor
ión , la desor
ión y el transporte, tomando en 
uenta que las transi
iones deprobabilidad se guian por el Algoritmo de la Metrópolis. Luego de 
iertas aprox-ima
iones se llegó a una e
ua
ión para la variable que des
ribe al sistema, que
orresponde al re
ubrimiento.
⋄ En el Capítulo 3, se presentó una visión 
ono
ida y general, para el 
aso de desor
iónlineal, de las estru
turas en el regimén débilmente no lineal. Además, 
omo primerresultado, se 
ara
teriza de forma numéri
a la forma
ión de solu
iones periódi
asextendidas altamente no lineales, que 
oexisten 
on un estado homogéneo en 
iertaregión del espa
io de parámetros y que en di
ha zona exhibe una Región de Pinningo bloqueo que permite formar Estru
turas Lo
alizadas que denominamos Va
antóny Adsortón (islas de va
an
ia), y que 
orresponden a una zona lo
alizada del es-pa
io donde la 
on
entra
ión atómi
a es baja (del orden de las de
enas de átomosdependiendo de la espe
ie en deposi
ión)o alta respe
tivamente. La 
ara
teriza
iónfue efe
tuada por medio del diagrama de Bifur
a
ión que sugiere una bifur
a
iónSub
ríti
a y muestra que las estru
turas se forman en una región de 
oexisten
ia desolu
iones. La expli
a
ión de la forma
ión de di
has estru
turas puede ser entendidaen el ámbito de la geometría de un sitema dinámi
o en el espa
io de Fases, para el
aso unidimensional.
⋄ En el Capítulo 4 hemos 
ara
terizado analíti
a y numéri
amente, en un límite quedenominamos Cahn-Hilliard perturbado, un tipo de solu
iones esta
ionarias que lla-
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lusiones 87mamos tipo burbuja y que 
orresponden a va
an
ias o adsor
iones de átomos, tam-bién lo
alizadas. En el límite de bajas tasas de desor
ión para el modelo 
uadráti
oy lineal, se ha dedu
ido que estas estru
turas son efe
tos del tamaño �nito del sis-tema, en
ontrandose una expresión para el an
ho de equilibrio de las estru
turas,que es un además un equilibrio estable. Esto nos indi
a que en el límite de sistemain�nito, estas estru
turas no existen. Se estudió numéri
amente su intera

ión 
omoun baño de burbujas, 
on
luyendo que es de tipo repulsiva.
⋄ Finalmente, en el Capítulo 5 se estudió el 
omportamiento del sistema 
on desor
ión
uadráti
a, en
ontrandose también un diagrama numéri
o de bifur
a
ión sub
ríti
opara el régimen altamente no lineal, en el 
ual se apre
ia que Estru
turas lo
alizadasse generan en un rango de 
oexisten
ia de un patrón y un estado homogéneo. Parael Régimen débilmente no lineal, se en
ontró también una Bifur
a
ión de tipo sub-
ríti
a, para 
ierto rango de 
oe�
ientes, pero esta vez de se ha logró des
ribir deforma analíti
a, dedu
iendo la forma normal del modelo en torno al na
imiento de lainestabilidad espa
ial. Esto nos demuestra nuevamente que estru
turas lo
alizadas,esta vez de os
ila
iones débiles, se forman produ
to del fenómeno de bloqueo enla zona de 
oexisten
ia. Por otra parte esto nos permite entender la forma
ión deFrozen island o regiones de forma
ión de dominios por nulea
ión, en las regiones
er
anas a los bordes de la región de Pinning, donde los frentes 
omienzan a propa-garse dependiendo de 
ual es mas favorable en el sentido energéti
o. Por último,numéri
amente hemos en
ontrado estru
turas lo
alizadas de tipo Pea
k, las 
ualesse forman debido a la 
oexisten
ia de dos solu
iones patron del sistema, debido aque existen luego de que se ha desarrollado la inestabilidad espa
ial de la solu
iónhomogénea.En resumen, se ha 
ara
terizado de forma numéri
a y analíti
a, en los 
asos en quees posible, una amplia variedad de estru
turas presentes en la dinámi
a no lineal deuna mono
apa, utilizando los métodos de sistemas dinámi
os y E
ua
iones diferen
ialesPar
iales. Debemos tener en 
uenta que mu
has de estos 
omportamientos han sido veri-�
ados en trabajos experimentales anteriores, y tienen ademas un aval numéri
o en otrostrabajos que 
onsideran otros tipos de Dinámi
a.6.2. Prospe
tos FuturosEl rango de validez de la des
rip
ión �si
a que hemos he
ho de la mono
apa, nossugieren los siguientes temas para desarrollar en el futuro:
⋄ Luego de 
ara
terizar la dinámi
a de una mono
apa, es de interés poder estudiar quepasa 
uando mu
has de ellas pueden a
oplarse durante el 
re
imiento, 
onsiderandoque las estru
turas formadas pueden servir 
omo plantillas para estados ulterioresde la deposi
ión. En este 
aso pueden agregarse efe
tos de elasti
idad, lo que suponeagregar un 
ampo, tomando en 
uenta un 
re
imiento no homogéneo de la pelí
uladelgada.
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⋄ Considerar el modelo no lo
al que involu
ra intera

ión de largo al
an
e, y tomaren 
uenta la posible dependen
ia de la mobilidad 
on la 
obertura, de manera deabar
ar mas tipos de pro
esos de deposi
ión. Sería útil ver 
uales son los 
ambios
ualitativos y 
uantitativos al esquema que presentamos en esta Tésis, por el simplehe
ho de in
orporar estos efe
tos.
⋄ En general el modelo ini
ial que impli
a que el sistema relaja al equilibrio termod-inami
o 
on la fase gaseosa, no presenta estru
turas lo
alizadas. Estas deberíanapare
er en la medida en que el sistema se mantenga fuera del equilibrio, ya seapor el tipo de pro
eso utilizado en la deposi
ión o por la presen
ia de rea

iones ymas espe
ies depositandose en el sustrato. Por lo tanto es de interés futuro agre-gar a la parte 
inéti
a rea

iones quími
as entre las 
omponentes de la pelí
ulaen 
re
imiento y 
onsiderar posibles transforma
iones estru
turales en el sustratoprodu
to de la deposi
ión.
⋄ Cara
terizar de mejor manera las estru
turas pea
ks, bus
ando regiones en las
uales los Ansatz usuales nos permitan dedu
ir una forma normal que permitaprede
ir analíti
amente la 
oexisten
ia entre ambos estados patrones. Por otro ladoes interesante analizar de mejor manera el 
omportamiento en dos dimensiones deestas estru
turas y ver que simetrías tienen estos patrones.
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Apéndi
e APUBLICACIÓN1.- Rea
tion-di�usion approa
h to Nano-lo
alized stru
ture in absorbedmonoatomi
 layersM.G. Cler
, E. Tirapegui, M. Trejo, submitted to Phys. Rev. Lett.The interplay between a lo
al kineti
 pro
ess and a simultaneously o

urring phasetransition in an absorbed monolayer provides a suitable me
hanism for the formation ofpattern and lo
alized stru
tures, with sizes lying in the nanometer range. The rea
tiondi�usion approa
h is the theoreti
al framework of des
ription of the physi
al system. Inthe 
ase of a non linear kineti
 pro
ess, 
lose to the spatial bifur
ation, we dedu
e an ade-quate amplitude equation whi
h predi
ts the observed nano lo
alized stru
tures. Using aperturbed Cahn-Hilliard equation, far from the spatial bifur
ation, we derive analyti
allynanostru
tures, whi
h are in quite good agreement with numeri
al simulations.


