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RESUMEN

Un Sistema Dindmico presenta simetria de reversibilidad temporal: Cuando al
observar un fenomeno no se puede distinguir si el sistema evoluciona hacia el futuro
0 hacia el pasado. Por ejemplo en el péndulo plano sin roce, si aplicamos una velocidad
inicial tal que este comience su movimiento de izquierda a derecha y en otro péndulo
con las mismas caracteristicas se le aplica una velocidad inicial en el sentido opuesto,
es decir, de derecha a izquierda, y traemos un observador, este no puede afirmar cual

esta evolucionando con la flecha del tiempo hacia el futuro o hacia el pasado.

Los sistemas temporalmente reversibles que incluyen a los sistemas Hamiltonianos
sin dependencia explicita del tiempo y sin fuerzas giroscopicas, exhiben dos ines-
tabilidades genéricas; a saber, la inestabilidad estacionaria y la confusién de
frecuencias para puntos de equilibrio, que son las dos maneras en que puede perder
estabilidad un punto de equilibrio. En esta tesis nos concentramos en la inestabilidad
estacionaria de un equilibrio denominada O3, este tipo de inestabilidad ocurre
a frecuencia nula en presencia de un modo neutro. En esta inestabilidad genérica
podemos inyectar energia al sistema a través del modo neutro (que representa alguna

cantidad conservada; por ejemplo momento angular)

Los sistemas cuasi-reversibles son aquellos sistemas reversibles que mediante la
inclusion de efectos perturbativos pierden la simetria de inversion temporal. Tales
efectos perturbativos disipan o inyectan energia, logrando con esto quebrar la simetria

temporal. En esta tesis estudiamos la Inestabilidad Estacionaria cuasi-reversible
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(0?). Mediante simulacion numérica hemos logrado observar que el sistema exhibe
comportamientos no triviales como movimientos periodicos (Bifurcacién de Andro-
nov-Hopf) y un comportamiento complejo conocido como Caos de Shilnikov.
Puesto que este comportamiento complejo es el mecanismo mas sencillo que presenta
el caos de Shilnikov hemos construido un ejemplo mecénico simple que hemos deno-
minado Particula de Shilnikov, que presenta la inestabilidad estacionaria O3. En
este caso se inyecta energia a través de un torque y se extrae energia a través de un

roce htimedo, logrando ademas caracterizar analiticamente la zona donde hay caos.

Otro sistema cuasi-reversible que hemos estudiado en esta tesis son las ondas
subarmonicas superficiales utilizando ( ondas de Faraday) agua destilada como
fluido. El agua destilada sustenta ondas superficiales que persisten en el tiempo
sin amortiguacion visible y las ondas estacionarias que conforman los patrones son
de pequena longitud de onda comparada con la profundidad del fluido y con una
longitud de onda mucho mayor que la amplitud de la onda. Lo anterior constituye una
modificaciéon al experimento clasico de Faraday que utiliza fluidos de alta viscosidad.
Ademas de la baja viscosidad del agua inclinamos la celda en un pequeno angulo con
el proposito de tener diferentes meniscos en la parte alta y la baja. En esta experiencia
explicamos como el ruido aditivo es precursor de patrones, descubriendo una zoologia
de comportamientos producidos por el ruido aditivo y multiplicativo en bifurcaciones
supercriticas quinticas y subcriticas mostrando como el ruido cambia drasticamente

la bifurcacion.



1. INTRODUCCION

El tema central de esta tesis es el estudio de los sistemas cuasi-reversibles, y, en
particular, la caracterizacion detallada de una inestabilidad genérica que ocurre en
estos sistemas que aiin no ha sido estudiada ni descrita. En la parte central de la
tesis consideraremos el problema general para sistemas homogéneos en el espacio,
es decir, consideramos situaciones que son descritas por un conjunto de variables
{¢"(t),n = 1,2,...,n}, donde t es un parametro que nos sirve para describir la

evolucion del sistema, por ejemplo el tiempo.

La motivacion para estudiar estos sistemas es su abundancia en la naturaleza.
Basta en efecto que un sistema mecanico, con Hamiltoniano cuadrético en los mo-
mentun generalizados, que obviamente conserva su energia total, tenga inyeccion de
energia o pérdidas de energia por roce u otro mecanismo,que sean pequenas, para
que tengamos un ejemplo de lo que llamamos un sistema cuasi-reversible. El nombre
viene de que estos efectos tipicamente quiebran la invariancia de reversibilidad del
sistema cuando este la tiene, y como la quebradura es débil hablamos de cuasi-
reversibilidad. El ejemplo més evidente puede ser un simple péndulo oscilando en
un fluido (digamos la atmésfera) con un roce muy pequeno: en efecto tenemos aqui
un sistema Hamiltoniano pierde su energia por el roce pero en un proceso muy lento,

y ademas vemos inmediatamente que la modelizacion del roce fluido se hace con un

o (t)

término proporcional a —~, donde 6 es el dngulo del péndulo con la vertical, que

quiebra automéaticamente la reversibilidad. Esto tiltimo es ademas evidente porque el
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sistema ahora va finalmente al reposo, o sea el péndulo se detiene y esto es claramente

lo que uno entiende por una evolucion irreversible.

Técnicamente un sistema reversible es descrito por un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden en el tiempo de la forma

dg"(t)
dt

= G, ), p=1,2,...,n. (1.1)

donde 7 = (¢%,...,q"), vy {A} = {\,...,A\"} son un sistema de parametros en los
cuales depende la ecuacion (1.1) que constituye un sistema dindmico. Observemos
que el niimero de parametros que intervienen en una situacion dada (aqui r) no tiene

porque tener ninguna relacion a priori con el nimero de variables dinamicas (aqui n).

Por definicion uno dice que el sistema es reversible si existe un operador lineal

(matriz de nzn en este caso) S tal que se cumpla S* = [ y ademés se tenga

— —

SS9 = ~F(@). (1.2)

La justificaciéon de la definicion contenida en las dos féormulas precedentes es
la siguiente: si definimos las nuevas variables dinamicas Q*,u = 1,2,...,n} para

describir el sistema mediante la relacién

’

Qt) =t = —t) (1.3)

entonces la ecuacion de evolucion (1.1) se escribe en las nuevas variables en la forma
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Lo anterior no es nada mas que una formulacion mas abstracta de lo que entendemos
por invariancia ¢ — —t en los sistemas Hamiltonianos sin término impares en los
momentums generalizados. Ilustremos esto en el caso més simple de una particula de
masa uno moviéndose en un potencial V' (¢), en cuyo caso el Hamiltoniano esta dado

por

2

H= % +V(q). (1.5)

Las ecuaciones de movimiento correspondientes a (1.1) en este caso son:

0OH
= — = 1.6
i=%, =P (1.6)
0H oV
)= —— = —— 1.7
y el operador S queda dado por
1 0
S = (1.8)
0 —1
y
o q
7= : (1.9)
p

Es inmediato verificar que en este caso se cumple la definicion anterior y también

que H es invariante bajo la transformacion inducida por S.

Un sistema cuasireversible es una perturbacion de (1.1), lo que significa simplemente
que los términos que hacen que se viole la simetria de reversibilidad dada por las

ecuaciones (1.1,1.2,1.3,1.4) pueden ser tratados perturbativamente, o, dicho de otro
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modo, que las propiedades del sistema que estudiamos estan descritas al orden domi-
nante por un sistema reversible. Esto es particularmente importante cuando estudiamos
el problema de las bifurcaciones posibles de un sistema de este tipo. Resulta en efecto
de lo anterior que estas bifurcaciones seran las de los sistemas reversibles, y los efectos
de la quebradura débil de la simetria ¢ — —t solo apareceran en el estudio de la
bifurcacion alrededor del punto critico (alrededor en el espacio de parametros del
valor critico del conjunto de parametros en el cual el estado estudiado del sistema

perdi6 su estabilidad) en el cual se produce la inestabilidad.

Como las inestabilidades genéricas , de codimensién 1, en los sistemas reversibles
son conocidas, vemos de inmediato que tendremos las mismas en los sistemas cuasi-
reversibles, y habremos asi puesto en evidencia una nueva clase de fenémenos univer-

sales correspondientes cada clase a una inestabilidad genérica.

El punto de vista de esta tesis es entonces el de buscar fenémenos genéricos que
son universales en el sentido que cerca de la inestabilidad genérica seran descritos por
la misma ecuacion (o sistema de ecuaciones) que es determinada tinicamente por la
inestabilidad: La llamada forma normal de un sistema para una inestabilidad dada.
En este sentido lo que es fisico es la forma normal ya que ella es una ecuacion universal
que describe todas las situaciones fisicas que hagan la inestabilidad considerada (en
un entorno del punto critico del espacio de parametros donde ocurre la inestabilidad).

La fisica es entonces la forma normal en esta circunstancia.

Nuestra primera tarea serd entonces describir las inestabilidades genéricas de los
sistemas reversibles. Estas son de dos tipos y para convencerse de ello lo primero es
notar que la propiedad de reversibilidad tiene conscuencias inmediatas en el espectro
del operador lineal del sistema dinamico (1.1) alrededor de un punto de equilibrio.
Sea en efecto ¢'® un punto de equilibrio (solucién estacionaria) de (1.1), o sea que se

—

satisface f(¢'?) = 0, y coloquemos ¢ = ¢'° + & (todos los simbolos con flechas son
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vectores n dimensiones), entonces la ecuacién (1.1) da linealmente en &

‘fl—f = .({Aha+ o), (1.10)
donde L({X}) es una matriz de nxn que depende obviamente de los parametros de
los cuales depende el sistema dinamico inicial. Para simplificar la discusion que sigue
supongamos que hay un solo parametro A (o sea r = 1 en la linea que sigue a la
ecuacion (1.1)). Esta discusion da la imagen general de lo que ocurre y basta para
nuestros propositos en esta Introduccion. En el espacio de parametros de dimension
r que habiamos considerado antes lo que hacemos equivale a moverse en una curva
(que tine dimension uno y equivale entonces a variar un solo parametro y de alli viene
la terminologia de decir que estamos hablando de inestabilidades de codimension 1).

De la propiedad (1.2) se deduce inmediatamente que se tiene para L la propiedad

ST'LS = —L, (1.11)

de donde resulta de inmediato que si o es un valor propio de L entonces también —o
es un valor propio. Por otro lado como L es una matriz real vemos que si o es un
valor propio, también o*, el complejo conjugado de o es un valor propio. Concluimos
entonces que si tenemos un valor propio o = Re(c) + ilm(o), con la parte real y la
parte imaginaria distinta de cero, entonces automaticamente tenemos 4 valores propios
que son {Re(o) + ilm(o),Re(o) — ilm(o), —Re(o) — ilm(c), —Re(o) + ilm(o)}. Esto
significa que el sistema es linealmente inestable ya que de Re(o) y -Re(o), necesa-
riamente uno de los dos es positivo y el sistema linealmente explota. (Nota: En un
sistema lineal %Sf) = Ay, donde A es una matriz real de nxn si y es un vector de
dimension n, se dice que la soluciéon nula es linealmente estable si todo los valores
propios de A tienen parte real negativa, o sea si todo el espectro esta a la izquierda

del eje imaginario en el plano complejo. Esto se entiende ya que si o es un valor
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propio la solucién correspondiente de la ecuacién lineal es 7(t) = 7®e 7, con 7
una condicion inicial a ¢ = 0, esto tiende a 0 para ¢ positivo, que son los tiempos que
estamos considerando, o sea el sistema vuelve a la soluciéon nula de partida, cuando
Reo es negativo). La tinica manera entonces para que en un sistema lineal reversible,
como el que escribimos recien, sea estable, es que Re(o) = 0, y en ese caso todos los
valores propios de L estan en el eje imaginariodispuestos en forma simétrica respecto
al origen. En otras palabras el espectro de un sistema reversible linealmente estable
consiste en valores propios 0 con sus multiplicidades y una coleccion de valores propios
{xio;,j =1,2...}, cada par con sus multiplicidades. Moviendo un solo parametro

(codimension 1) solo dos situaciones pueden ocurrir para producir una inestabilidad:

¢ Dos valores propios +ie, con € pequeno, se acercan al mover el parametro,
chocan en el origen, y crean partes reales que seran de la forma =+¢’, con &’
real positivo. En este caso apareceran dos modos criticos que llamamos (z,y).
Esta situacion se llama la bifurcacion estacionaria y podemos distinguir en ella
dos casos interesantes: i) Se tiene la simetria (z,y) — (—x, —y) y en este caso
hemos demostrado que si se inyecta energia al sistema por un modo neutro y se
agregan los términos de disipacion (todos estos obviamente considerados como
términos del unfolding) la forma normal es el célebre conjunto de ecuaciones de
Lorenz segiin mostraron Clerc, Coullet y Tirapegui(|12]). Asi estas ecuaciones
paradigméticas que no tenian ninguna interpretacion fisica conocida fueron
asombrosamente promovidas a ecuaciones “ “universales” y oviamente los mismos
autores ilustraron esta universalidad construyendo el més simple ejemplo me-
canico que hiciera el fenomeno y que bautizaron el péndulo de Lorenz([14]);
ii) No se tiene la simetris de reflexion del caso i) y si nuevamente inyectamos
energia por un modo neutro y agregamos los términos disipativos vemos que

aparece la inestabilidad 0° en la notacion de Arnold (en el caso i) aparec fa
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la inestabilidad 0?0 en la notacién de Arnold). Esta tesis esta dedicada en su
parte més extensa a este caso que no habfa sido estudiado y que ahora queda

completamente caracterizado.

Dos pares de valores propios {4iw; &+ iws} se mueven al variar el parametro y
colisionan ( o sea iw; colisiona con iwy y —iw; colisiona con —iws), y al colisionar
salen del eje real y crean partes reales haciendo al sistema inestable (esto no
ocurre en absoluto siempre, atin mas, en la mayoria de los casos mecanicos los
valores propios colisionan y se cruzan sin crear partes reales y el sistema sigue
siendo estable). Cuando ocurre la inestabilidad se habla de la inestabilidad de
Rocard quien fué el primero que la puso en evidencia en el problema de las dos
oscilaciones acopladas de las alas de un avién, a saber la oscilacion de torsiéon
y la de flexion). Esta inestabilidad no es tratada en esta tesis. En presencia de
un modo neutro fue caracterizada por Clerc, Coullet y Tirapegui ([13]) quienes
mostraron que la forma normal era nada menos que el muy conocido conjunto
de las ecuaciones de Maxwell-Block para el efecto laser. Poco después Clerc y
Marsden [15] construyeron un simple ejemplo mecanico (un péndulo doble) que

obedece estas ecuaciones universales y es el anélogo mecanico del efecto laser.

Digamos entonces como resumen que en la parte principal de esta tesis se
caracterizo el tinico caso genérico que no habia sido estudiado en los sistemas
cuast-reversibles con lo que se completo el estudio de estos sistemas cuando no se
consideran inhomogeneidades temporales. Resulta notable que este tercer caso
genérico contiene en forma transparente el bien conocido caos de Shilnikov, y
que aprovechandose de la universalidad del fenébmeno demostrada en esta tesis
se construyo el ejemplo mecanico mas simple imaginable que realiza este caos y

que bautizamos como la "particula de Shilnikov".

En una segunda parte de esta tesis que es mas breve y en la que ain queda
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mucho trabajo por hacer quisimos hacer una primera exploracion en los sistemas
cuasi-reversibles espaciales, o sea en los casos en que consideramos las inhomo-
geneidades espaciales. Para ello nos concentramos en el conocido problema de
la inestabilidad de Faraday con un fluido de muy baja viscosidad. Logramos
construir la teoria apropiada a esta situacion (que no es mas que una modificacion
de la teoria conocida adaptada a nuestro caso) y sobre todo logramos realizar ex-
perimentalmente el fendmeno con un montaje simple que nos permitioé estudiar
el efecto del ruido y corroborar un hermoso anélisis teérico hecho por Clerc y

Agez [1] sobre el efecto de la estocasticidad en la curva de bifurcacion estudiada.

Para concluir esta Introduccion recordemos entonces los dos resultados nuevos

obtenidos en esta tesis:

o La caracterizacion completa de la tdnica inestabilidad genérica no conocida
de los sistemas cuasi-reversibles temporales: La inestabilidad estacionaria sin
simetria de reflexion, analoga del saddle-node en el caso disipativo, y que aqui
conduce genéricamente a un escenario que presenta el caos de Shilnikov. Con
este resultado cerramos el estudio de las preguntas mas relevantes de los sistemas

cuasi-reversibles temporales.

o Un primer estudio de un sistema cuasi-reversible espacial en el cual logramos
ademés poner en evidencia un efecto robusto del ruido en el diagrama de

bifurcacién descubierto recientemente por Clerc y Agez [1].



2. GENERALIDADES.

El estudio de los sistemas dindmicos ha sido un eje principal en el desarrollo de
la fisica clasica desde sus comienzos. Inicialmente estos estudios fueron analiticos
con determinados modelos para la energia potencial. A partir del estudio de los
cuerpos celestes, realizado por Poincaré en el ano 1899, el enfoque del estudio de
los sistemas dindmicos cambid, en efecto, mas que la solucion analitica del sistema se
empez6 a describir cualitativamente el comportamiento del sistema en el espacio de
sus parametros caracteristicos. Lo anterior permite una interpretacion geométrica que
ayuda a la comprension de los fenémenos subyacentes. El trabajo que desarrollamos
esta basado en este ultimo punto de vista, es decir, se enmarca en el enfoque moderno

de la teoria de los sistemas dindmicos.

En las siguientes secciones introducimos la clasificacion acostumbrada de los siste-

mas dindmicos, que brinda un marco apropiado para la discusién que presentaremos.
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2.1.  Sistemas Reversibles, Sistemas Hamiltonianos y

Cuasi- Reversibles.

2.1.1. Sistemas Reversibles

Los sistemas dinadmicos reversibles, son aquellos de cuya evolucién no se puede
distinguir pasado o futuro. Lo anterior se describe matematicamente mediante la
ecuacion (2.1):

0c=f(@), (2.1)

donde ¢ es un campo vectorial y f(é') es el vector del campo. El sistema descrito por
la ecuacion (2.1) es invariante bajo las dos transformaciones t — —t y ¢ — S¢,

donde S es un operador lineal que cumple las siguientes condiciones

f(&) =-5f(sa), (2:2)

S? =1, (2.3)

donde I es el operador identidad. Esta ultima propiedad corresponde al hecho, que
si se aplica dos veces la transformacion de reversibilidad la ecuaciéon que gobierna el
sistema queda invariante. Un ejemplo fisico de sistema reversible es el péndulo plano,
el cual se ilustra en la Fig. 2.1, donde 6 y w son el dngulo formado con la vertical y

la velocidad angular respectivamente.
La ecuacién de movimiento de este sistema es:

b= —% sin . (2.4)

Re-escribiendo la ecuacion (2.4) como dos ecuaciones de primer orden se tiene
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6

Fig. 2.1: Péndulo Plano, L es largo del péndulo, m la masa, 6 es el angulo con la vertical
del lugar y el péndulo. El hilo es inextensible y de masa despreciable y g es la

aceleracion de gravedad.

0 Q
| = (2.5)
Q —4sind
Este sistema es invariante bajo t — —t; y el operador S es:
1 0
S = : (2.6)
0 -1

Notemos que el operador lineal S cambia la velocidad angular €2 en —€), de
manera que considerando la inversion temporal la evolucién del sistema descrita por

la ecuacion vectorial (2.5) quede invariante.

La dinamica en torno a los puntos de equilibrio en un sistema reversible presentan

las siguientes propiedades en el espectro de autovalores de su operador lineal:

o Si el sistema tiene un operador lineal cuyos coeficientes son reales, el espectro
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de autovalores debe cumplir que si A es autovalor su complejo conjugado \* lo

es también.

o El operador lineal (Lg) del sistema reversible debe cumplir 2.2, es decir, Ly =
—SLyS, luego podemos demostrar que si A es autovalor de un vector propio, —A\
es autovalor del vector propio transformado por el operador lineal S: Sea v un
autovector con un autovalor A del operador lineal, obtenemos que Sv también

es autovector:

LoST = —SLyi = —\S¥, (2.7)

luego SU es autovector de Ly con autovalor —A\.

2.1.2.  Sistemas Hamiltonianos

Los sistemas hamiltonianos sin dependencia explicita del tiempo, estan caracterizados
por la funcion de Hamilton H (¢, p), donde ¢’y p'representan coordenadas y momentos
generalizados. Las ecuaciones de movimiento que satisfacen estas variables estan dadas

por las ecuaciones de Hamilton,

(2.8)

(2.9)

Hay muchos sistemas hamiltonianos, en mecanica es de la forma

—

n 2

5 Di

H(@p) =) 53—+ U@, (2.10)
i=1 v

donde el primer término del lado derecho es la energia cinética y el segundo es la

energia potencial. Este sistema es reversible. En efecto bajo la transformacion estandar
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(t — —t) y (p — —p); se verifica de inmediato que, H es invariante. Esto implica
que las ecuaciones de movimiento (2.9) satisfacen las condiciones (2.2) y (2.3) y el
sistema dindmico observado es entonces reversible. El péndulo es un ejemplo de esto,

donde el hamiltoniano H toma la forma

7
2ml?

H(0,Py) = — mgl cosb. (2.11)

Ejemplo si estudiamos el siguiente hamiltoniano entorno a un punto de equilibrio,

el hamiltoniano toma la forma (hamiltoniano cuadratico)

. 1 o
H (q,p) = ¢"'pip; + éw,quqj (2.12)
donde g7 y V;; son definidas positivas y simétricas, donde ademés esta tltima V; ;
es la matriz Hessiana del potencial, evaluada en uno de sus puntos de equilibrio.

Realizando un cambio de variables para expresar en forma diagonal (para facilitar los

célculos) y obtener las siguientes ecuaciones de primer orden:

0, Cz = o U ? (2.13)
P V] 0] P
donde se define el operador L
L= o , (2.14)
[=V] 0]

para poder caracterizar la inestabilidad hay que estudiar el espectro del operador L

que tiene todos sus elementos o componentes reales, esto implica si A es valor propio
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de L entonces su conjugado A\* lo es también !, entonces tenemos

[=A1] ] X
(V] [AM ][ X

Il
=1

(2.15)

De aqui obtenemos para que A sea valor propio del operador L se tiene que cumplir que
A? tiene que ser valor propio del operador -V, con esto concluimos que el operador L
tiene invariancia A — —\, este sistema Hamiltoniano permanecerd estable mientras
los valores propios de V sean positivos, es decir, el espectro serd imaginario, y si
variando pardmetros logramos que un valor propio sea negativo pasando por cero,

esta situacion es la inestabilidad estacionaria como se observa en la Fig. 2.2.

En la ultima década se ha desarrollado un estudio sisteméatico de las inestabilidades

cuasi-reversibles donde es importante notar:

a M

Inestabilidad Estacionaria

Im{(%)

A

</

Fig. 2.2: Inestabilidad Estacionaria caso Hamiltoniano

! esto es una consecuencia del teorema fundamental del algebra que un polinomio a coeficientes

reales tiene una solucién compleja y el conjugado también es solucién.
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Que no todo sistema reversible es hamiltoniano y viceversa. Un ejemplo de sistema
reversible no hamiltoniano es:
X Y

— , 2.16
Y eX —YX - X3 (216)

Este modelo podria representar un resorte no lineal con inyecciéon de energia
cuando el resorte se esta estirando y disipacion de energia cuando se esta comprimiendo,
este sistema es reversible pero no tiene estructura simpléctica, su transformacion de
reversibilidad viene dada por (t — —t), (X — —X) y (Y — YY), el operador S

para este sistema reversible es:

S = . (2.17)

Al variar el parametro € en el sistema (2.16) se encuentra un cambio cualitativo
en la dindmica del sistema, es decir, cambia el diagrama de evolucion del espacio de
fases. En la teorfa de sistemas dindmicos lo anterior se denomina una bifurcacion [10],

la cual se ilustra en este caso en la Fig. 2.3.

En la Fig. 2.3 se representa el diagrama de fase de este sistema para e > 0y e < 0.
Es importante notar que para € < 0 el sistema tiene un diagrama de fase como un
sistema tipicamente hamiltonianos con centros, por lo que, las 6rbitas son cerradas
tanto cerca como lejos del centro (ver Fig. 2.3 de la derecha). Sin embargo, para
€ > 0 el sistema exhibe un atractor y un repelor, es decir, no se cumple el teorema
Liouville, puesto que el volumen del espacio de fase es incompresible, luego no puede
ser un sistema hamiltoniano, note que para este caso el atractor (1/€,0), se transforma
en el repelor cuando se usa una transformacion temporal (1/€,0) — (—+/€,0). Luego

(v/€,0) no es solucion reversible. Esto implica que el sistema (2.16) exhibe un quiebre
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Fig. 2.3: A la izquierda sistema reversible con € = 1, para X = —1 el punto de equilibrioes
inestable y para X =1 el punto de equilibrio es un atractor; a la derecha sistema

reversible con € = —1.

espontaneo de simetria temporal. Se tiene que para € positivo el sistema tiene tres
puntos de equilibrio: Un repelor, atractor y un punto hiperbdlico, como se ve en la
Fig. 2.3 de la izquierda. Para condiciones iniciales lejanas de los puntos de equilibrio
el sistema exhibe 6rbitas cerradas para, condiciones iniciales en la vecindad de los

puntos de equilibrio, observando que las trayectorias caen en la cuenca del atractor.

En general, los sistemas reversibles se caracterizan por tener zonas del espacio de
fase con descripcion hamiltoniana y parches donde el sistema exhibe atractores y/o
repelores, es decir, zonas disipativas, como se puede observar en la parte central de la
Fig. 2.3 de la izquierda. Topologicamente no pueden ir juntos dos puntos de la misma

naturaleza: Repelor o atractor y por ende estos se alternan.

Para entender de una forma pictorica la diferencia entre un sistema reversible
y un sistema hamiltoniano, consideremos al conjunto de los sistemas reversibles y
hamiltonianos; se encuentra que estos conjuntos se intersectan, como se vé en la
Fig. 2.4. Los sistemas hamiltonianos no reversibles son tipicamente los que dependen

explicitamente del tiempo o los que tienen una dependencia lineal en los momentos
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generalizados. Los sistemas hamiltonianos clasicos descritos por la ecuacion (2.10), se

encuentran en la interseccién con los sistemas reversibles.

istemas
Hamiltonianog

Sistemas
Reversibles

Fig. 2.4: En el esquema se representan que no todo sistema Hamiltoniano es reversible y la

intersecciéon en rojo representa los sistemas que son reversibles y Hamiltonianos.

2.2. Sistemas disipativos

La expresion sistemas disipativos, historicamente, fue una denominacion para
sistemas hamiltonianos con términos que dan cuenta de disipacion o pérdida de
energia, es decir, en las cuales hay una fuerza disipativa que se puede interpretar
como una fuerza que depende de la velocidad de las particulas como una fuerza de
roce humedo o de Stokes. Expandiendo esta fuerza en serie de Taylor hasta el primer
orden se tiene que la fuerza solo depende del termino lineal puesto que a orden cero

esta fuerza es cero en f(U = 0) = 0, luego tenemos que nuestras ecuaciones de

movimiento son:

d OL oL .
GG~ 5o = o (2.18)

donde o es una constante positiva y ¢; son las coordenadas generalizadas. Al multiplicar

por ¢; la ecuaciéon anterior obtenemos

dH ,

Y S 2.1
o g R (2.19)

P =
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obteniendo la funciéon de Rayleigh no nula R y H es el Hamiltoniano del sistema.

En esta tesis se denominara sistema disipativo a un sistema que no es reversible y
tampoco hamiltoniano auténomo, es decir, cuyo hamiltoniano depende explicitamente

del tiempo, por lo que tiene en general un término que disipa energia.

Un ejemplo de sistema disipativo es un columpio rigido, que oscila en un plano y
que se puede modelar como un péndulo plano. El efecto disipativo corresponde a la

friccion del columpio con el aire. La ecuacion diferencial para la variable angular 6 es:

mi?0 = —mglsin 6 — of), (2.20)

donde o > 0 es el coeficiente de amortiguamiento. Para encontrar una integral se
multiplica la ecuacion (2.20) por 9, de manera que el lado izquierdo puede ser re-

escrito como una diferencial total, el sistema toma la forma

d(mi?0%/2 — mgl cos 0)

— P2
- = —o0?, (2.21)

es decir, en este sistema la energia se disipa y la funcion de Rayleigh es R = ob?.
Debido al efecto disipativo se observan en el espacio de fase trayectorias que dan
cuenta de la pérdida de energia. En la Fig. 2.5 se ilustran las trayectorias que disipan

energia en este sistema.

Es importante notar que la dindmica del sistema que estamos estudiando se
describe por un hamiltoniano dependiente del tiempo, el modelo descrito por la
ecuacion (2.20) tiene un hamiltoniano no auténomo de la forma

P2

H = T2 e 7" — mgl cos Oe’, (2.22)
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Fig. 2.5: En la figura se presenta el espacio de fase de un columpio con viscosidad, donde
en § = £(2n — 1)m,(n = 0,1, ...) estdn representados los puntos hiperbolicos. En

0 = £2nm, (n =0,1,...) estan representados los puntos tipo foco.

si usamos las ecuaciones de Hamilton

. 9H P _,

"=op Tt

: H
P = —%—0 = —mgl sin fe”", (2.23)

reemplazando P en la derivada temporal en 0 se obtiene (2.20), luego el sistema es

hamiltoniano pero no auténomo. Ademés de 2.21 se obtiene que la energia

5 mi262
2

— mgl cos b, (2.24)

decrece, luego el sistema es disipativo.

2.2.1. Inestabilidades.

El estudio de las inestabilidades tienen un rol central en la teoria moderna de

sistemas dindmicos. Ellas permiten tener un entendimiento cualitativo de la evolucion
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de estos sistemas [20]. La teoria de bifurcaciones permite describir estas inestabilidades

de una forma universal.

Para profundizar el concepto de inestabilidad, analizaremos un ejemplo fisico
conocido como el péndulo de Andronov [4]. Este sistema esta compuesto por un aro
vertical en el que hay un anillo de masa m, que puede deslizarse sobre el aro vertical.
Se hace rotar el aro alrededor del eje de la vertical del lugar, que pasa por el diametro
con una frecuencia angular w constante, colocando el anillo fuera de la posiciéon de
equilibrio como se muestra en la Fig. 2.6. En el sistema se observa la competencia
entre la fuerzas que se ejercen sobre la particula, estas son: Roce hiimedo, centrifuga
y gravitatoria, obteniendo que para una frecuencia angular pequena en relacién con

g/rw? > 1, la particula tiene un dngulo de equilibrio en 0* = 0 que es estable.

M bl *

Fig. 2.6: Péndulo de Andronov. Este sistema consiste en un aro vertical y colocamos un anillo
que puede moverse sobre el aro, se hace girar con frecuencia angular w constante,
donde g es la aceleracion de gravedad y € es el dngulo formado por la recta OP y

la vertical del lugar que pasa por el centro del aro.
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La ecuacidén de movimiento del sistema es

f=w?sinfcosd — L sing — 1, (2.25)
r

donde w es la velocidad angular de giro, r el radio del aro, m la masa del anillo, g la
aceleracion de gravedad y p es el coeficiente de roce humedo con el aro. Los puntos

de equilibrio de este sistema vienen dados por * =0y

mg

<1, (2.26)

cos by = 5 <
mrw

la expresion (2.26) es el cociente entre la fuerza de gravedad y la fuerza centrifuga,
0+ indica si € es positivo o negativo respectivamente. Al incrementar un parametro
del sistema, por ejemplo la velocidad angular hasta cierto valor critico w. = /2, el
sistema presenta un cambio cualitativo en la dindmica; en efecto, surge una bifurcacion,
el angulo 0* = 0 se vuelve inestable, aparecen dos nuevos puntos estables § = 6. y
f = 0 se transforma en inestable como se muestra en la Fig. 2.7. Hay solo una

2 cuando la fuerza

region (a) en la cual existe solo un punto de equilibrio, g > rw
gravitatoria es mayor que la centrifuga. Cuando la fuerza centrifuga es mayor que la
gravitacional aparecen dos nuevas soluciones estables 6, y 6_, donde 8* = 0 persiste,

pero se transforma en inestable, este tipo de bifurcacion es conocida como bifurcacion

de pitchfork [3] (ver Fig. 2.7).

Para estudiar el péndulo de Andronov en torno del punto de bifurcaciéon, se toma
0(t) = z(t), x < 1 reemplazando en la ecuacion (2.25) y desarrollando en serie de

Taylor. Al orden dominante se encuentra

u 2_g> i_g 2 3 _ 4
Z <w . x+(6r 3w>w U (2.27)

Este sistema se puede escribir cémo
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(bl)

(b2)

Fig. 2.7: Diagrama de Bifurcacion de pitchfork, donde el eje vertical son los angulos 6 de
equilibrio de las soluciones estacionarias y w parametro de bifurcacién. Donde a
y a‘ representan el intervalo donde el angulo 8 = 0 es el equilibrio estable e
inestable respectivamente en esos intervalos y b1 y b2 son ramas estables de los

nuevos equilibrios.

T 0 1 x 0
= + . (2.28)
y e e N (i — 307) 2
De la ecuacion (2.28) se tiene el operador lineal que caracteriza la dindmica en torno

a x = 0, se tiene

=)
—_

Lo = , (2.29)

y sus valores propios son

_ nE AW )

A 2

(2.30)

Los valores propios son funciones de los parametros que caracterizan el problema

en estudio. Analizando el espectro de los valores propios del operador lineal Lg en un
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punto de equilibrio, segiin como sea la parte real del valor propio, podemos afirmar

si es estable o inestable el punto de equilibrio.

Si un valor propio tiene parte real positiva, entonces es inestable y si todos tienen
parte real negativa es estable, ya que esto implica que las perturbaciones crecen o
decrecen exponencialmente. Si consideramos p = 0 y estudiamos A para los siguientes
casos: A real puro, el punto de equilibrio es hiperbélico, A imaginario puro, es un centro
el punto de equilibrio. Los términos no-lineales son responsables de la aparicion de
nuevos puntos de equilibrio. Es importante notar que la bifurcacion del punto de

equilibrio esta caracterizado por su operador lineal.

La manera de perder estabilidad de un Sistema disipativo es variando un parametro
tal que la parte real de un valor propio Re (A) < 0 cruce el eje imaginario y tome

algtin valor positivo (ver Fig. 2.8) de forma genérica.

( A
Iy
—T
4 >
Rl
>
Y
\ J

Fig. 2.8: La manera mas genérica que un equilibrio de un sistema disipativo pierda
estabilidad, es que al inyectar energfa variando un paradmetro un auto valor cruce

el eje imaginario.

Cambiando un parametro, las dos bifurcaciones genéricas de un punto de equilibrio

en un sistema reversible son: La bifurcacion estacionaria (ver Fig. 2.9) y la confusion
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de frecuencias (ver Fig. 2.10). La estacionaria corresponde a que un valor propio real
negativo se haga positivo cruzando el eje imaginario. La bifurcacién Hopf corresponde
al caso que dos valores propios complejos y conjugados crucen el eje imaginario. Es
importante hacer notar que esta ultima bifurcaciéon esta caracterizada por la aparicion

de oscilaciones permanentes.

Alm( )

4

Re()

Fig. 2.9: Inestabilidad genérica: Estacionaria, en esta inestabilidad colisionan dos autovalores

a frecuencia cero.

Un ejemplo de inestabilidad estacionaria es el péndulo de Andronov amortiguado
ecuacion (2.28), el espectro estd caracterizado por dos valores propios complejos
conjugados con parte real negativa. A medida que se aumenta la frecuencia estos

. . . . 2 .
valores propios colisionan en el eje real para w? = ° — 7 al seguir aumentando la

[§S)

frecuencia un valor propio cruza el eje imaginario, originando la inestabilidad de la

solucion vertical (6 = 0,6 = 0).

Un ejemplo clasico de bifurcacion de Hopf-Andronov es el circuito de Van der Pol.
Este circuito esta compuesto por una inductancia, un condensador y un tubo de vacio.

El tubo de vacio es una resistencia no lineal que para bajas corrientes se comporta
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Alm( )

®

Fig. 2.10: Inestabilidad genérica: confusiéon de frecuencia, estd inestabilidad ocurre
inyectando energia a través del modo neutro o a través de la frecuencia de

resonancia donde ocurre la inestabilidad.

como una fuente de cargas, el voltaje que se aplica al tubo de vacio satisface
V =RI —al® (2.31)
luego el movimiento de cargas esta gobernado por la ecuaciéon diferencial no lineal
Li+ % — RI — al®. (2.32)

Derivando la ecuacion con respecto al tiempo e identificando %q = [ se obtiene el

conocido oscilador de Van der Pol descrito por la ecuacion

. ] .
LI+ == (R—3al*)I (2.33)

c
Este oscilador se puede interpretar como un oscilador lineal con inyecciéon de energia

proporcional al cambio de corriente RI y disipacion nolineal 3al 27

Simulaciones numéricas del oscilador de Van der Pol se muestran en la Fig. 2.11
y se ve que para R < 0 la solucion I = 0 es un atractor (foco). El espectro de este

equilibrio es ilustrado en la Fig. 2.11b: a medida que R aumenta la soluciéon I = 0 se
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Im(A)
R<0 R >0

Y

Re(\)
—_——>
R<0 [ R>0

a b C

Fig. 2.11: Simulaciones numéricas del oscilador de Van der Pol:Fig. a-) se ve que para R < 0
la soluciéon I = 0 es un atractor (foco). El espectro de este equilibrio es ilustrado en
la Fig. b-) a medida que R aumenta la solucion I = 0 se vuelve inestable (R = 0).
Ya que el espectro cruza el eje imaginario para R = 0. Las simulaciones muestran

la aparicion de auto oscilaciones (ciclo limite) para (R > 0) ver Fig.c

vuelve inestable (R = 0), ya que el espectro cruza el eje imaginario para R = 0. Las
simulaciones muestran la aparicion de auto oscilaciones (ciclo limite) para (R > 0)

(ver Fig. 2.11).

2.3. Inestabilidades en sistemas cuasi-reversibles.

Los sistemas cuasi-reversibles son sistemas reversibles que consideran pequenas
pérdidas e inyecciones de energia como perturbaciones al sistema dinamico reversible
los equilibrios del caso reversible deben persistir cuando perturbemos el sistema,

ejemplo: Péndulo de Andronov. Estas perturbaciones quiebran la reversibilidad tempo-
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ral, algunos ejemplos de esto son: La disipacion de energia dentro de la cavidad de
un laser, la disipacion en las orbitas de los satélites, en una fibra 6ptica, en medios
magnéticos y ondas superficiales en fluidos. Estas perturbaciones hacen que el espectro
estable de un punto de equilibrio que solo tiene parte imaginaria adquiera una parte
real muy pequena y los valores propios quedan entonces muy cerca del eje imaginario.
La forma para hacer perder la estabilidad a los sistemas cuasi-reversibles es que los
valores propios complejos con parte real Re(\) < 0 colisionen y adquieran parte
real positiva y negativa, las dos bifurcaciones genéricas son confusion de frecuencias e
inestabilidad estacionaria. Se llama confusion de frecuencias cuando la resonancia es a
frecuencia finita y si la resonancia es a frecuencia nula, sera inestabilidad estacionaria
en este caso la resonancia es de a pares, es decir, la resonancia es con su complejo

conjugado (ver Fig. 2.12).

e A
Am(Y)
.J: .
Re(A)
N
. J

Fig. 2.12: Confusion de frecuencias en el caso que es perturbado, originando la inestabilidad.

Estudiaremos las inestabilidades estacionarias en sistemas cuasi-reversibles (ver
Fig. 7?7), en donde la resonancia ocurre a frecuencia cero en presencia de un modo
neutro. Esta bifurcacion es denominada O? en la notacion de Arnold [10]. El origen

fisico del modo neutro, es debido a que este es el modo por el cual uno inyecta muy
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naturalmente energia al sistema. Hay dos formas naturales de inyectar energia a un
sistema: Una es por medio de un forzaje a frecuencia finita, que excita modos de
frecuencias cercanas y la otra es un forzaje a frecuencia nula que exhiba los modos

neutros, este tipo de inestabilidad ocurre en ausencia de fuerzas giroscopicas.

o Las inestabilidades genéricas de un sistema mecanico con un modo neutro son
caracterizadas por tener tres valores propios en el origen del plano complejo con
un solo autovector, esta inestabilidad es denotada en la notacion de Arnold como
(0?)?%, si exigimos simetria de reflexion de una de sus variables su inestabilidad
sera (O?)(O) en notacion de Arnold, 3 la inestabilidad (O?)(O) con simetria
de reflexion ha sido estudiada en [12, 13, 14, 15|, donde el resultado principal
es que la dinamica de esta bifurcaciéon cuasi reversible es equivalente al modelo
de Lorenz®, luego el comportamiento complejo exhibido por este sistema es
universal. Sin embargo la bifurcacién mas general O3 aun no ha sido estudiada,

el objetivo de esta tesis serd caracterizar esta bifurcacion O3.

o Las Inestabilidades cuasi-reversibles y también cuasi-hamiltonianas, la confusion
de frecuencias en presencia de un modo neutro (iQ?0) cuasi-reversible han
sido estudiadas recientemente por [12, 15] donde los resultados principales son

mostrar que la ecuacion universal que describe esta inestabilidad es isomorfa

2 Donde O? significa que tiene tres valores propios y un solo vector propio.
3 (02) (O) significa que tiene tres valores propios que son cero y dos vectores propios.
4 El modelo de Lorenz es el modelo simplificado propuesto por Ed Lorenz (1963) para entender

la dindamica erratica de los rollos de conveccion de la atmosfera de la forma
t=o0(y— )
Y=rr—y—a2

z=uxy — bz.



2: Generalidades. 31

a las ecuaciones del ldser, (ecs. de Mazwell Bloch). Por lo tanto la dindmica

exhibida por el laser es universal.

Otro sistema que exhibe este comportamiento es un péndulo doble, que es entonces

un ldser mecdnico [15] que hemos bautizado como el péndulo de Rocard.

El objetivo principal del proximo capitulo, serd caracterizar la bifurcacion O3 cuasi

reversible y proponer un sistema mecanico simple que exhibe esta inestabilidad.



3. CALCULO DE LA FORMA NORMAL MINIMAL DE
LA BIFURCATION DE SHILNIKOV

Estamos interesados en caracterizar la dindmica de la bifurcacién cuasi-reversible

estacionaria en presencia de un modo neutro (cuasi-reversible O3).

3.1. Forma Normal O

La forma normal consiste en simplificar el problema en sus variables resonantes,
el cual consiste en separar las variables en sus diferentes tiempos de escala, lo cual
ocurre en la vecindad del punto de bifurcacion. Se tendra variables que relajan mas
rapido llamadas variables esclavas y por ende no son importantes para la descripcion
del problema a tiempos largos y las variables que evolucionan més lento pueden ser
descritas por ecuaciones autonomas en las que ya no aparecen las variables rapidas.

La variedad central, es simplemente la variedad de las variables lentas.

Tomando una ecuacion diferencial ordinaria de la forma

I :f<f>> (31)

donde 7 € R", el tiempo t € R, se cumple que ©* = 0 es el punto de equilibrio, es
decir, f(f") = 0, expandiendo f(f) en serie de Taylor en torno del punto de equilibrio

¥ = 0 se obtiene:
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—

%§:Lf+P@yHu#% (3.2)

P es un polinomio que atrapa los términos resonantes de la expansion en serie de
Taylor del campo vectorial f (Z). La inestabilidad estacionaria en sistemas reversibles
en el tiempo, tienen asociadas resonancias que ocurren a frecuencia nula. Esta resonan-
cia tiene lugar cuando se modifica un pardmetro o una constante de movimiento
a través de un modo neutro. Esta via es la forma que fisicamente creamos una
inestabilidad en un equilibrio relativo, es decir, este equilibrio es un punto fijo del
Routhiano. La inestabilidad estacionaria cuasi-reversible de un equilibrio relativo en
presencia de un modo neutro sin simetria de reflexion es (O3%), caracterizada por la
confluencia de tres valores propios en el origen del plano complejo con solo un auto
vector. Esto implica que se puede escoger una base apropiada en la que el operador

lineal £, tome la forma

010
Li=100 1 (3.3)
00O

Al caracterizar el polinomio P que depende de los términos resonantes se obtiene que

[18]:
DP(z)L,'x = L,'P(x) (3.4)
oh oh OB 10 0 0| | m 000]|PR
S G B 100 s | =110 0 P, (3.5)
e N SO 010]]|p

321 83:2 8:23

Desarrollando esta tltima ecuacion (3.4) se llega a la siguiente expresion:
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P, oP,
xla—2 + I28_I3 =0,

OP. OP.
fL’la—j + sza—xj =P,

0P OP;

— — =P, .
= (91'2 T 81‘3 2 (3 6)

Las ecuaciones (3.6) se pueden obtener de la derivada total con respecto a un

parametro 7 de las componentes del polinomio P (ver ecuacion (3.7)).

a0 0, 0 .
dr 18951 28$2 38953' :

De las ecuaciones (3.6) se obtiene los invariantes o los términos resonantes de las

componentes del polinomio P. Se obtiene:

. T3 = T,
T 0
. T3L3 = X113,
To | = | 11 | = 2 (3.8)
d(z5—2z123) 0
. dr -
T3 T2
T = 0.

\

Luego Py, P, y P5; dependen de las cantidades conservadas o invariantes de la siguiente
manera B;(xy, 2% — 27123),7 = 1,2,3. Tomando las componentes de P; de la forma
méas simple, es decir, lineal con coeficientes que dependan de los invariantes, P; =

a;x1 + biza + ¢;x3, reemplazando en (3.6) se obtiene [18§]

bl C1 0 T 0
bo—ar ca—b —¢ Tz | =0 |- (3.9)
b3 —ag C3 — b2 —C T3 0

De este sistema sacamos que by = ¢; = ¢co = 0,00 = ¢c3 = a1 y b3 = as lo que da la
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Forma Normal Minimal [18§]

74 010 I 0 f 00 T
i | =100 1 z |+ |0+ g F O Lo (3.10)
Qf3 0 0O T3 h 0 qg f T3

donde f(z1,2% — 2my123), g(x1, 73 — 22113) ¥ h(w1, 23 — 27123) son funciones de los

invariantes.

3.1.1. Forma Normal equivalente

La condicién de existencia del cambio de variable asintotico a un order cualquiera
no tiene una soluciéon tunica, se puede entonces encontrar otras formas normales
equivalentes, donde el cambio de variable es modificado y la forma normal es modificada.
La ventaja de esto es que se puede optar por la forma normal déonde se tenga una

mayor intuicién y compresion de los parametros.

A continuacion, desde la forma normal minimal 3.10 deduciremos una forma
normal mas semejante a los sistemas mecanicos, ya que esto nos permitird construir
un analogo de los sistemas mecéanicos. Si desarrollando f y g en serie de Taylor hasta
primer orden en la forma normal minimal de O3 ( 3.10), donde los coeficientes son

parametros, se tiene:

f = a+bx

g = e+dx.

Reemplazando en (3.10) obtenemos un sistema no-lineal de segundo orden:

T 010 1 0 ary bx,?

1:2 = 0 0 1 T + 0 + €T —+ ary + dl’12 —+ bl’ll'g (311)

T3 0 00 T3 h ers + axs dx1xo + bri73
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Donde tenemos que:

iL:l 010 T 0 a 0 0 T bl’12
LL:Q - 0 0 1 To + 0 + e a 0 XTo + dl'l? + bl‘ll’g
23 0 00 T3 h 0 e a xs3 dxixe + br T3

(3.12)
Realizando el siguiente cambio de variables, dénde E](a es una funcion escalar de

orden j > 1 en la componente de ¢

—

Vo= M@+ 0@+ (3.13)

dea = f @+ L@+ (3.14)

y usando el siguiente ansatz:

—

UM = ¢ |x* >,

se obtiene al primer orden

1]
OV = | Oica—— 3.15
t tC 9ca ( )
71 R
O _ forit o gy 5= CaLge|X” >
(07 aca o (67
fl =50 (3.16)
obtenemos a primer orden
8t01 = C9
Oica = c3
8,503 = 0. (317)
Donde el operador homologico que caracteriza la variedad central [18] es
0 0 A0
A(L) = Logepmn— — L. (3.18)

ocg
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Luego a segundo orden tenemos

. N b012
12 oU outl .~
av} = [Byca] S 4 R = fop 2 ,
[ ¢ [0ca] . + Ja ac. + | dci? + beicy
dcicoy + beyes
b012 —fl[Q]
A(L)[j[Q] = | dc®2+bcicy — 2[2] (3.19)
dcicg 4+ bejes  — 3E2]
b612 —flp] bC12
decy? 4 beyco —f2[2] = | —dc? — 2bcicy
dcicg + bejes — fgm dcico + beyes
, por lo tanto
0
F2 =1 2de, + 3berey (3.20)
0
y
atcl = Co,

O = 3+ 2dcy?® + 3beyca,

ath = h.

Ahora desarrollo el unfolding al orden [1, 1], es decir, modificando los parametros de

aquellos criticos

a 0 0 C1

71 71,1
[aﬂ“’u:f“’”aﬂﬂ U
* e, * Oeg
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a 0 0 c1 — fl[l’u
AL = ¢ a0 || e || -0 (3.21)
0 e a]|ecs - f?El’u
acy 0 acy
_ L1y | —
ecy + acsy fs = | —ecy — 2acs
ecy + acs 0 ] ecy + acs
0 0
= f2[1’1] = | 3acy + 2ec; (3.22)
0 0
Por lo tanto:
Cl =c3+ Cl(gbél -+ 26) + 2dC% + 3ac'1
(3.23)
¢z = h.
Realizando el siguiente cambio de variables:
T
= —
YT
Co =1
z
= — 3.24

reemplazando en 3.23 se tiene la forma normal equivalente a la mecanica:

3b
i:z+x(ﬁy+26)+x2+3ay
t=0

H = 2dh.

(3.25)
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Como las constantes también son funcion de los invariantes entonces uno puede

obtener la siguiente ecuacion "forma normal mecénica“

T=z2+G(x, & —2xz)+ F(x,& — 2x2)t
(3.26)
Z2=H(x,& —2zz).

La ecuacion anterior es denominada forma normal mecanica pues el primer término
es como un oscilador acoplado a otro modo. Es importante hacer notar que otra forma

normal posible es la forma normal tipo Takens |?], |?]
T =H(x,o —2zxz) + f(x,y — 2x22)T + g(x, & — 2x2)Z, (3.27)

Esta forma normal es obtenida anélogamente a como hemos deducido (3.26). Es
importante notar que (3.10, 3.26, 3.27) son todas ecuaciones anélogas por medio
de cambios de variables asintoticos, es decir, la dinamica exhibida por todas estas
ecuaciones es similar, cerca de la bifurcacion la dinamica estara conducida por términos
dominantes, luego uno puede considerar la forma normal asintotica. Re-escalando la
ecuacion (3.25), es decir, tomamos z ~ €,x ~ /ey ~ €1, % ~ €1,3a = [~ €1,8 ~
e%,y ~ e%,ﬁ ~ €l y € < 1. Al expandir H en serie de Taylor hasta el término

cuadratico por el escalamiento obtenemos tres nuevos parametros, u, v y 0. Luego la

forma normal minimal que incluye los términos que quiebran la simetria temporal es

P=z+2?— pux
(3.28)

2 =0+vx+ fx.

Los parametros p, v y 6 dan cuenta de la inyeccion y disipacion de energia respectiva-

mente y 3 es un término de saturacion no lineal.
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3.1.2. FEn el limite reversible

Para el limite reversible de O3, es decir, las ecuaciones son invariantes baja una
) )

transformacion t — —t,x — x,z — z, se tiene:

i=z+aF (v,220 — 3%),

i =0, (3.29)

donde z es una constante de movimiento, el sistema es descrito por un campo
vectorial bidimensional. La forma normal reversible asintotica considerando los términos

dominantes se obtiene de la ecuacién anterior, resultando

&=z + 1,

£ =0, (3.30)

Para determinar el orden dominante se utiliza el método de escalamiento obteniendo
2~ e x ~ €/? 0, ~ e/tye < 1. Este conjunto de ecuaciones (3.30) describen una
bifurcacion de saddle node en presencia de una cantidad conservada z. Dependiendo
de la condiciéon inicial se puede regular el valor de z, debido a la transformacion
r — —x 'y z — —z, consideraremos sin perder generalidad el signo menos de aqui en
adelante en el término cuadratico. Aqui para z negativo el sistema no tiene puntos
fijos y para cualquier condicion inicial resultan trayectorias que van hacia el infinito.
Para z positivo, el sistema tiene dos puntos fijos {(1/z, 2), (—v/z, 2)}, resultando un

punto centro y el otro punto es hiperbolico, respectivamente.

El punto que es un centro (1/z, z) exhibe una inestabilidad estacionaria en presencia
del modo neutro cuando z = 0, el cual es caracterizado por la confluencia de tres
valores propios en el origen del plano complejo con solo un auto vector. Por lo
tanto para cada plano z constante en el espacio de fase tenemos un tipico diagrama

saddle node en el espacio de fase. En la Fig. 3.1 se representa este espacio de fase.
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z-Plane

My

Fig. 3.1: Diagrama de espacio fase de la forma normal reversible. La linea segmentada y la
continua representa el punto estable e inestable, respectivamente. La curva gruesa

representa la solucién homoclina.

Notemos que este sistema dinamico tiene una familia de curvas homoclinas, la cual

es representada por una curva gruesa en el plano Z y tiene la expresion analitica:

zy (2,t) = —/2[1 — 3sech2(</§(t —to))]s (3.31)

Esta solucion tiene un rol central en la generacién de un comportamiento complejo
moviéndose al caos, cuando consideramos los términos que quiebran la simetria de

reversibilidad temporal como veremos méas adelante.

Como ejemplo de un sistema reversible que tiene la inestabilidad O® consideremos
la particula de Shilnikov [1, 2] un sistema compuesto por un anillo de masa m, que
se desliza sobre la barra OA sin friccion. Esta barra junto con otra barra vertical OB
son un solido rigido con un angulo fijo « entre las dos, (ver Fig. 7.1), todo el sistema

puede rotar entorno al eje vertical OB bajo la influencia del campo gravitatorio. El
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Motor

Fig. 3.2: Particula de Shilnikov

lagrangiano £ que caracteriza este sistema es

. I.
L= %(722 +r?sin® o ¢?) + §¢2 — mgr cos

donde 7 representa la distancia entre el anillo y el punto de contacto entre las dos
barras (punto O en la Fig. 7.1), gb es la velocidad angular azimutal del sistema, I es
el momento de inercia vertical de las dos barras y g es la aceleracion de gravedad.
Note que el angulo azimutal ¢ es una variable ciclica, las ecuaciones de movimiento

del sistema se reduce a
r sin? anf

(s’ — 92 (3.32)
Py = (I+mr?sin’a) ¢,
donde P, es el momentum angular azimutal, el cual es una cantidad conservada. El

término del lado derecho de la ecuacion (3.32) son la fuerza centrifuga y gravitacional,

respectivamente. La fuerza centrifuga tiene solo un maximo como funcion de r en (ver
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. / I
r = 5 9 -
3m sin” «

Aqui, para una fuerza centrifuga pequena el sistema no tiene equilibrio y el anillo

Fig. 3.3)

(7 =

Fuerzas

QGravitacional

Cenp,.
i

3% Ifug a

r r

& J

Fig. 3.3: Diagrama de fuerzas, al variar la fuerza gravitacional, se observa el nacimiento de
dos puntos de equilibrio mediante una bifurcacién de Saddle node, siendo el circulo

negro el punto de equilibrio estable.

se mueve al punto O. Contrariamente, para fuerza centrifuga grande el sistema tiene
dos puntos de equilibrio, uno estable y otro inestable. Por lo tanto, el sistema tiene
un valor critico para el momento angular azimutal para el cual el sistema exhibe una

bifurcacion de saddle-node

Py =

1/2
16v/3m.1? ] /
Tg cot « .

En la Fig. 3.3 se muestra la fuerza centrifuga y gravitacional como funciéon de r, los
puntos de equilibrio estable e inestable estan representada por circulos llenos y vacios,
respectivamente. Note que el punto fijo inestable esta mas cerca del punto O que el

estable.
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Cerca de la bifurcacion de saddle-node, podemos introducir el siguiente ansatz

r=1"+ por,

P¢) = P; + 20%, (333)

donde py = 1/(6P; sin® oo/ (I + mr*?sin’ a)3 —12m*r*?sin* a/ (I + mr*?sin® a)4)
y 20 = po (I +mr*?sin® 04)4/7’*2 sin, en la ecuacion (3.32). El sistema es descrito

hasta el orden dominante por (forma normal reversible O3)

Aqui, el sistema mecanico exhibe una bifurcacion de saddle node forzado por la

cantidad conservada, esto es, el modelo presenta una inestabilidad O3.

La forma normal cuasi-reversible.

Al incluir pequenos términos de inyeccion y disipacion de energia en el unfolding
de la ecuacion (3.30), estos quiebran la reversibilidad temporal resultando el sistema

de ecuaciones (3.28).

i =z+a® — i,

i =08+vr+ [zt

Los parametros pu, v y § dan cuenta de la inyecciéon y disipacion de energia respectivamente
y 3 es un término de saturacion no lineal. Dependiendo de las diferentes combinaciones

de signos de {v, 3} los dos tltimos términos de la ecuacion en z son disipacion e
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inyeccion de energia. Un modelo similar con un término disipativo extra fue estudiado
en el contexto de O3 en un oscilador no lineal excitado térmicamente en un contexto
de inestabilidad disipativa [22, 11, 21]. Este modelo tiene un término ctbico extra y

esta bien estudiado en el mismo contexto por Pismen [23].

En el caso de no considerar sistemas cuasi-reversibles sino disipativos esta ecuacion

tiene méas términos en particular disipacion nolineal 7 = (v — z?)i.

( N

Fig. 3.4: Diagrama de bifurcacion de la forma normal mecanica (3.28): (a) Bifurcacion
tipo saddle node, (b) Bifurcacion supercritica tipo Hopf Andronov Poicaré, (c)
Bifurcacion subcritica Hopf Andronov Poicaré, (d) Bifurcacion saddle node a ciclo

limite, (e) Bifurcacion a doblamiento de periodo y (f) caos Shilnikov.



4. DIAGRAMA DE BIFURCACION DE LA FORMA
NORMAL O*CUASIFREVERSIBLE.

Con el objetivo de entender la dindmica de la forma normal cuasi- reversible (3.28)

estudiamos sus puntos fijos que son

—v /2 — 400
203 ’

donde v* — 463 > 0. Cuando esta desigualdad no se satisface todas las trayectorias se
van a infinito, es decir, el infinito es el nico atractor. Los dos puntos fijos (m+, xi) y
(x_, x%) aparecen por una bifurcacion de saddle node . En la Fig. 3.4 se muestran los
diferentes diagramas de bifurcacion del modelo dado por el sistema dindmico (3.28),
la bifurcacion de saddle node ocurre en el punto a. Cerca de esta bifurcacion los
puntos fijos (x+, xi) y (x_, x%) son estable y inestable, respectivamente. Los puntos
estables pierden su estabilidad por una bifurcacion Hopf-Andronov, es decir, un par
de valores propios complejos conjugados cruzan el eje imaginario. De la condicion
de Hopf, se obtiene una relacion para los valores propios (4.1) puesto que nuestra
ecuacion caracteristica es cibica solo tienen cabida dos valores propios imaginarios

puros conjugados el uno del otro, obligando al otro valor propio a ser un real puro,
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donde w es la frecuencia de la oscilacion y h es un real

(A +wH)(A+h)=0. (4.1)
Del operador lineal de (O3) obtenemos que h = pu,w? =2z, y

w?h = —(v + 2Bzy) (4.2)

obteniendo el espacio de parametros que esta dado por

v = (j+ )

B

Esta inestabilidad esta representada por los b y ¢ en la Fig. 3.4. Como se ve, esta
bifurcacion puede ser supercritica ( punto b) o subcritica ( punto ¢). En la Fig. 4.1

se muestra el tipo de ciclos limites observado en la forma normal.

4 N

b < f ;
zZ \3\

o
7

!

|

i ; J

7
Do X
X o ~.

Fig. 4.1: Solucién ciclo limite que exhibe el modelo (3.28) con 5 = —0,814, 6 = 1,0, u = 0,6,
a) v=0,31yb) v=0,295.

En orden a estudiar la dindmica alrededor de esta inestabilidad y basado en la

teoria de las formas normales [18], introducimos el siguiente cambio de variables
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asintotico
T 1 1
x| =A| iV2xy | +A| —i2zy
z /274 —ipn/22
1
A2
vao |42 = 2iap - || iy
/22
1
_ A2
+ag [AQ —2|AP — ?] —iy/21
— /22
1
+ [dA* +dA* +e|AP] | 4 | +tos,
21'4,_
con

o (wm—ﬁu\/g)wi(ﬂw)’

V22 (4p* + 8z
L (B (20
(n? +23) (0% + 8y)’
2(8+p)
p(p? + 2z, )

en el modelo cuasi-reversible (3.28). La amplitud A satisface la siguiente ecuacion de

amplitud

(n+38) = V;_Wﬂx/ﬂ

donde g viene dado por la siguiente expresion

g= (—2(5+u) +i (2\/ﬂ—ﬂu\/2/—x+))

X [R(—ao2) + e+ ap — ao/3 +d| /(2p* + 4x),

A = A+ glA]PA, (4.3)
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donde R es la parte real. Si § ~ —pu la bifurcacion de Hopf Andronov es supercritica
(ver Fig. 3.4) parte a o subcritica Fig. 3.4 parte b, cuando (2v/27; — fBu~/2/7y) es
negativo o positivo, respectivamente. En la Fig. 3.4 ilustramos estas dos bifurcaciones.
Desde el modelo dado por (4.3), deduciremos que la bifurcacion de Hopf-Andronov
da lugar a la aparicion de la solucion de ciclo limite con frecuencia /2x . El tipico

ciclo limite observado en este sistema se muestra en la Fig. 4.1.

En la bifurcacion de Hopf Andronov subcritica, el ciclo limite inestable desaparece

por una bifurcacion de saddle node que es representada por el punto d en la Fig. 3.4.

Cambiando los parametros, el ciclo limite estable persistente, se mueve en la
direccion del punto fijo inestable (:mmﬁr). Aqui el ciclo limite al aproximarse al
punto hiperbolico exhibe una bifurcacion homoclina ! [4]|. Esto ocurre cuando hacemos
chocar un ciclo limite con un punto saddle como se ilustra en la Fig. 4.2. La forma
de hacer chocar el ciclo limite es haciendo variar un pardametro o un conjuto de

parametros.

Un ejemplo de un sistema que tiene una homoclina es

T =y,

¥ =y +z—2*+ 1y

Numéricamente este sistema exhibe un ciclo limite para A < A, =~ —0,8645 y tiene
una bifurcacién homoclina para A = A., para A > A. el tnico atractor de este sistema

es infinito.

! Bifurcaciéon homoclina es la formacién o desaparicién de una homoclina.
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Espacio de Fase

Fig. 4.2: Representacién esquemética de una bifurcacion homoclina : Para A = 0 tenemos
la homoclina con un perfodo oo, para < 0 la homoclina desaparece y solo
tenemos trayectorias que divergen, A > 0 tenemos ciclo limite con periodo finito.

Aproximando A — 0% se observa que el periodo tiende a infinito.



5. CARACTERIZACION DE LA DINAMICA EN TORNO
A LA HOMOCLINA INESTABLE.

Fig. 5.1: Representacion esquematica de una solucion homoclina : El punto O es el punto fijo
hiperbélico, donde la variedad inestable y estable es representada por la direccion
de u y la direccion {v,w}, respectivamente. El plano Iles paralelo a la variedad

inestable.

La dindamica cerca del punto fijo hiperbolico esta caracterizado por los valores
propios {—A_ + iw, —A_ — iw, A\; }. Los autovectores asociados a —A_ £ iw y Ay
caracterizan los valores propios de la variedad estable y la inestable, respectivamente.
En la Fig. 5.1 representamos esqueméticamente una solucion homoclina para un
sistema 3D, donde el punto fijo hiperbolico es representado por O, el cual es el origen
de coordenadas del sistema. La variedad inestable y estable del punto hiperboélico O

estan representadas por el plano {v,w} y la direccion de u, respectivamente. Aqui, la
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dindmica alrededor de la solucién homoclina es caracterizada: Dividiendo la homoclina

en dos variedades una estable V, W y otra inestable por el plano II, la evoluciéon en

torno al origen esta dado por

U= —av + ww,
W= —aw — W,
u = Pu.

Con a, (3 positivos, para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

acopladas se utiliza el siguiente cambio de variables X = v+iw que reduce el problema

a la siguiente ecuacion

X = —(a+iw)X.

Re-escribiendo los parametros para simplificar los célculos, tomamos s = a + iw y

resolviendo las ecuaciones se obtiene que

X = Xoe_St,

u = upe

para un plano arbitrario Il definido en u = h. Se tiene asi el tiempo que toma una

trayectoria en ir de ug a h, en funciéon de los parametros:

t 11 h
= —In—.
5 Ug

Ademés se parte como condicion inicial en un punto del plano II en £ = 0. Se esta en

(vo, 0,u,) y obtenemos la siguiente relacion

@l

Xur = Xou

O Wl
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escribimos X en su forma de Euler y luego lo expresamos en funciéon de sus parametros.

Obteniendo:
X — p€i97
h
h=—2mL
B g
)
p g ’er w

Para hacer el mapa de primera aplicacion, es decir, el mapa de Poincaré, seguimos
el procedimiento desarrollado por Guckenheimer |20|para el modelo de Lorenz. El
procedimiento consiste en tomar el flujo descrito por la parte lineal que es un foco
y suponer que es tomado por la variedad inestable hasta el plano u = h y luego se
hace una rotaciéon y una traslacién desde la variedad inestable para regresarlo a la
variedad estable en el plano I con una diferencia de fase y una traslacion. Entonces

se propone

—aln% w
v=uwvpe 7 cos(—=

h

ﬁln%+¢) +

u=vpe P sin(%ln@—l—qb)—l—ﬂ

h

y se obtiene el siguiente mapa [5]

Upt1 = kuf sin [wn(u,) + @] + 7, (5.1)

donde u,, es la componente n-esima de la intercepciéon de una trayectoria dada
con el plano II, donde la direccién u caracteriza la variedad inestable del punto fijo
hiperbolico. El plano Ils es un plano arbitrario ortogonal a la direcciéon inestable, el
cual esta cerca del punto hiperbolico, lo que significa que éste punto hiperbélico no

pertenece al plano Ily (ver Fig. 5.1). Las constantes {k, ¢} son parametros fijados por
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la eleccion del plano Ily, 7 es el parametro de bifurcacion homoclina, esto es, cuando
n = 0 el sistema presenta solucion homoclina. El pardmetro o = |A_ /A, | caracteriza la
estabilidad de la curva homoclina, si ¢ < 1 (0 > 1) la solucion homoclina es inestable
(estable). Shilnikov mostro que si una solucién homoclina tiene o < 1 esta es inestable,

se origina una dinamica cadtica en el vecindario [25].

Numéricamente, observamos que la razon A_/\; de el auto valor para el modelo
(3.28) es menor que uno. Por lo tanto, la bifurcaciéon homoclina da lugar a curvas
homoclinas inestables. El mapa para ¢ < 1 es representado en la Fig. (5.3) para
diferentes valores de 7). Los puntos fijos exhibidos por este mapa representa soluciones
tipo ciclo limite para la forma normal cuasi-reversible (3.28). Cuando 7 es cambiado
estos puntos fijos tienen la tipica bifurcacion de doblamiento de periodo del mapa
logistico que representa el doblamiento de periodo en una bifurcacion para la respectiva
solucién de ciclo limite. En la Fig. (4.1b) ilustramos la tipica solucion de ciclo limite
del modelo (3.28) solamente después del doblamiento de periodo. Si continuamos
cambiando 7, el mapa exhibe una cascada de bifurcaciones de doblamiento de periodos
[8], [19]. En la Fig. 5.2 mostramos un atractor extrano exhibido por el modelo (3.28).
Cerca a la bifurcacion homoclina 7 = 0 el mapa de primera vuelta (5.1) tiene un
numero infinito de puntos de equilibrio y cada uno presenta doblamiento de periodos
cuando 1 es modificado. La primera bifurcacion de doblamiento de periodo y el
comportamiento cadtico son descrito por los puntos e y f en el diagrama de bifurcacion
de la Fig. 3.4. Aqui la dindmica en torno a la homoclina inestable es caracterizada por
una bifurcacion de cascadas de doblamiento de periodos. Esta dindmica es usualmente
llamada escenario de Shilnikov. La dindmica de la forma normal cuasi-reversible (3.28)
es caracterizada por tener infinitos atractores a lo largo del dominio de los parametros.
Cuando los parametros son cambiados aparecen dos equilibrios por una bifurcacién

de saddle-node. Si continuamos modificando los parametros los puntos fijos estables
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Fig. 5.2: Extranio atractor exhibido por el modelo (3.28) v = 1,0, § = -1, = 1,0, ¥
w=0,48.

se hacen inestables a través de una bifurcacion de Hopf-Andronov-Poincaré dando
lugar a una solucién ciclo limite. Incrementando mas los pardmetros el ciclo limite
se mueve hacia un punto fijo hiperbodlico dando lugar a una bifurcaciéon homoclina.
Como consecuencia de esta bifurcacion el ciclo limite presenta sucesivos doblamiento

de periodos: escenario de Shilnikov.
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Fig. 5.3: Representacion esquemaética del primer mapa de vuelta (5.1) para diferentes valores

de na) n=—0,1 and b) n = 0,0. las estrellas son los puntos de equilibrio.



6. CONDICION ANALITICA PARA EL CAOS DE
SHILNIKOV

Aunque en sistemas dindmicos disipativos es una tarea complicada obtener explicita-
mente soluciones homoclinas o heteroclinas, esto es bastante posible en sistemas
dindmicos reversibles en el tiempo. Aqui, en sistemas cuasi-reversibles por medio de
una persistencia o condicion de Melnikov |9], uno puede atrapar soluciones homoclinas
y heteroclinas [9, 13, 14|. La persistencia de la solucion homoclina tridimensional,

garantiza la existencia de caos cuando la condicion de Shilnikov es satisfecha (o < 1).

En orden a estudiar la solucién homoclina plana (3.31), consideremos los siguientes

cambios de variable en la forma normal cuasi-reversible (3.28)

T =z,
y la ecuacion toma la forma

F=w— 1,

W =0+4vr+ (8 + )z’ — pw. (6.1)

Cuando 8 = —p, v = 0, y re-escribiendo 6 = pwy (por simplicidad se asume que
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wo > 0), el modelo toma la forma

F=w— 1,

W= —p(w —wyp). (6.2)

El sistema tiene dos puntos fijos {(\/w_o, wo) , (—\/w_o, wo)}, donde (\/w_o, wo) es un

atractor y (—\ /Wy, wo) es un punto hiperbélico. El modelo tiene una solucién homoclina

plana
[ Wo
xh(t,t0> = /Wy (—1 + 3sech |:4 Z (t — t0>:|) s
w = Wy.
Cuando consideramos la perturbacion de la condicion {f = —p, y v = 0}, la homoclina

comienza a ser tridimensional. Sin embargo, para tener comportamiento caotico,
necesitamos que la variedad atractiva tenga un foco como atractor (el valor propio
complejo relacionado con el punto fijo hiperbdlico se debe tener parte real negativa) y
la razén de modulos de la parte real del valor propio relacionado con la parte inestable

y estable de la variedad del punto fijo hiperbolico debe ser menor que uno.

El punto fijo hiperbolico (—/wg, wy) del modelo (6.2) tiene tres valores propios
{V/Awo, — /4wy, —pi}, la perturbacion de la condicion {3 = —p, y v =0} en general
produce tres nuevos valores propios reales. Para satisfacer la condiciéon de Shilnikov,
consideramos p = /4wy, y asi los valores propios negativos son degenerados. Para

una perturbacion el valor propio toma una aproximacion de la forma
[(ﬁ + \4/41,00) V4w — 1/}
81 /W0 ’
B+ \4/4w0) Vawy — v
\4/ 42U0 ‘

Si (ﬁ + \4/4w0) V4w, > v, entonces los valores propios son un real puro y dos

\4/ 4U}0 — \4/ 411)0 +

—V4wy — —~/ 4wy iz(/(

complejos conjugados con parte real negativa como se representa en la Fig. 6.1. Note
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Fig. 6.1: Movimiento del espectro de valores propios del modelo (6.1).

que la razon de los modulos de la parte real del complejo conjugado del valor propio
sobre el valor propio real puro es menor que uno. Aqui, si la solucién homoclina
plana persiste en tres dimensiones el sistema debe exhibir un comportamiento cadtico.

Podemos integrar w en el modelo (6.1) de la siguiente manera

W+ pw = 0+ vr + (B + p)r?,

multiplicando el sistema por e** se obtiene

d(wert)
dt

= (0 4+ vz + (B + p)z*)e.

Integrando y reemplazando en (6.1) el sistema queda

¥ = w —

t
+ ¢ VAwot / dt'e VAot (ve + (6 + Vwp) 2°) (63)

—00
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donde el ultimo término se toma como una perturbaciéon. Consideramos el siguiente

ansatz
2(t) = 24 (1) + C(t, 2 (1)), (6.4)

donde ((t,x,(t)) es una funcion correccion pequena del orden de la perturbacion.
Introduciendo el ansatz en la ecuacion (6.3 ) y linealizado en ¢, obtenemos la siguiente

condicion para la persistencia de la solucién homoclina (condicion de Melnikov)

v = — (8 /Tw) f(wy). (6.5)

Luego, cuando el sistema satisface esta condicion (6.5), por el teorema de Shilnikov

entonces debemos tener caos. La funcion f(wg) es

[e%s) t
J dte=VAwoty o, ) J dt’emt/xi (t)

f(wo) = 00 t :
[ dte=Vawoidxy, (t) [ dt’e Vil gy, ()

En la Fig. 6.2 graficamos la funcion f(wp), ya que no podemos integrar esta funcion.
Una simulacién numérica del modelo (3.28)usando la condicién (6.5) es representada

en la Fig. 5.2.

f(two)

Wo

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75

Fig. 6.2: Funcion f versus wg obtenida de forma numérica utilizando (3.28) y la condicion

(6.5).



7. EJEMPLO MECANICO DE LA BIFURCACION DE
SHILNIKOV: PARTICULA DE SHILNIKOV

7.0.3. Inestabilidad cuasi- Reversible.

La particula de Shilnikov es un sistema compuesto por un anillo de masa m, que
se desliza sobre la barra OA sin friccion. Esta barra junto con otra barra vertical
OB, son un so6lido rigido con un angulo fijo « entre las dos, y todo el sistema puede
rotar en torno al eje vertical OB, bajo la influencia del campo gravitatorio. Se pueden
variar pardmetros como la velocidad angular, el roce hiimedo, la masa, el angulo de
inclinacién o el momento de inercia, permitiendo investigar su dinamica y se observa
la competencia entre la fuerza centrifuga y gravitacional como se muestra en la Fig.
7.3, encontrando de una manera robusta un ciclo limite (ver Fig.7.2), doblamiento de
periodo (ver Fig.7.4).

3 rsin® P} .
7= 5 — §COSQ — T,
(I + mr2 sin? a)
) P 2
Fo=— ( (I+ 771'/’5)81112 ) —wot+d (I+ mrjsin2 oz)2>

(V' +Br?sina) Py (7.1)
(I +mr?sin®a) '

Para comenzar a comprender fisicamente el sistema anterior, debemos considerar
los efectos disipativos relacionados con la naturaleza macroscépica del sistema y

considerar la inyeccion de energia para equilibrar la disipacion. El sistema entonces
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\J

Motor

Fig. 7.1: Particula de Shilnikov es un sistema compuesto por un anillo de masa m, que se
desliza sobre la barra OA sin fricciéon. Esta barra junto con otra barra vertical OB
son un solido rigido con un angulo fijo a entre las dos, y todo el sistema puede

rotar en torno al eje vertical OB bajo la influencia del campo gravitatorio.

es descrito por
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20819

0818

19181

Fig. 7.2: Ciclo limite de la particula de Shilnikov, al variar los parametros, se observa la

aparicion de un ciclo limite estable. estable.

i 7 sin® an _
= — gcosa — ur,
9 2 2
(I—l—mr sin a)

' Py .
Py =— PN |
¢ 7 ((I + mr2sin® a) “o (] + mr2sin? a)2>

(V' + B'r?sina) Py (7.2)
(I + mr?sin® a) ’ '

donde la inyeccion de energia es por un motor con velocidad angular constante (wy
es la velocidad angular impuesta por el motor) aplicado en el apoyo de la barra
vertical OB. El término proporcional a 7y representa el motor, y ahora Py es promovido
a una variable dindmica. Hemos modelado el momento de rotaciéon en la direccion
azimuthal, como una funcién polinomial de la velocidad angular con atractor en wy,
es decir, 7(5’@252 + ¢ — wp) es el momento de rotacion generado por el motor. La
disipacion ocurrird por: a) La friccion en la rotacion de la barra OB alrededor de su

eje (esta disipacion es modelada por el término proporcional a v/); b) friccion mojada
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7 =)

Fuerzas

QGravitacional

Ce
DYy
If”ga
T

- J

Fig. 7.3: Diagrama de fuerzas, al variar la fuerza gravitacional, se observa el nacimiento de
dos puntos de equilibrio mediante una bifurcacién de Saddle node, siendo el circulo

negro el punto de equilibrio estable.

entre el anillo y la barra OA. Esta pérdida de energia es modelada por el término
proporcional y; ¢) debido al movimiento del anillo en el fluido que lo rodea (por ej. la
atmosfera). Este efecto es descrito por el término proporcional a 3. Dicho pardametro

esta relacionado con la seccion lateral del anillo.
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20,000

10.000

0000

10.000 20.000 20,000 #0000 50.000

Fig. 7.4: Doblamiento de periodo, el sistema bifurca de un ciclo limite a un doblamiento de

periodo.

Usando el ansatz 3.33, obtenemos el modelo (3.28), con los parametros

= ft,

Ywo 1 4
0= — ( V3% I3mb cot v
20 20V 3315m3 9

+1/gcota (3m (v + )+ 13 cscar)),

Po < 4
v=————(6g7VI3m° cosa
220V mI7 v

+33/4I\/gcota(m('y+V’)sina—[ﬂ’)),

36" vgptsin (2a) [3m3
82’0 I3 )

6=

La simulacion numérica del sistema mecéanico, exhibe un diagrama de bifurcaciéon
similar a(3.4). En la Fig. 7.5 presentamos el tipico ciclo limite y la dinamica caotica

que exhibe el modelo.
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N _/

Fig. 7.5: Atractor extrano tipo shilnikov, ejemplo mecanico cuasi-reversible.



8. CONCLUSIONES

El entendimiento de bifurcaciones es una piedra angular para desarrollar una
teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales. Dependiendo de la simetria los sistemas
exhiben un tipo diferente de bifurcacion. Sistemas reversibles exhiben una dinamica
compleja como el caos Hamiltoniano, sin embargo la inclusién de una pequena disipacion
e inyeccion de energia cambia drasticamente los comportamientos dindmicos. Hemos
estudiado la inestabilidad 0? que surge en sistemas cuasi-reversibles, que es caracterizada
por la confluencia de tres valores propios en el origen del plano complejo con sélo una
auto vector. Mediante el uso de la forma normal, hemos caracterizado esta bifurcacion
y su dindmica. Proponemos un sistema mecanico simple la particula de Shilnikov que

presenta esta inestabilidad cuasi-reversible, y muestra la dindmica cadtica del tipo

Shilnikov .
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9. FORMACION DE PATRONES EN SISTEMAS
CUASI-REVERSIBLES E INFLUENCIA DEL RUIDO.

Hasta ahora hemos solo estudiado las inestabilidades cuasi-reversibles de sistemas
sin espacio o no extendidos. El objetivo de este capitulo es estudiar tedricamente y

experimentalmente la formaciéon de ondas estacionarias en sistemas cuasi-reversibles.

9.1. Sistemas Forzados Paramétricamente.

Como se ha mencionado una forma de inyectar energia en sistemas cuasi-reversibles
es por medio de un forzamiento con frecuencia finita y excitar los modos del sistema
dindmico bajo estudio. Los dos forzamientos mas estudiados son un forzamiento
exterior, tipicamente por medio de una fuerza oscilatoria, o por medio de un forzamiento
paramétrico, es decir, un parametro del sistema es modulado temporalmente. Cuando
los sistemas son extendidos espacialmente, es decir, uno considera un sistema dinamico
el cual se replica un gran ntimero de veces en el espacio y se acoplan en los distintos
puntos, uno espera que los forzamientos den origen a fendémenos propios de sistemas

extendidos como formacion de patrones.

Para ilustrar un sistema cuasi-reversible que exhibe formacién de patrones, conside-

ramos una cadena de péndulos acoplados que es descrita por
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donde 6; describe al péndulo i-esimo, k es la constante elastica de torsién que acopla
los péndulos. En la Fig. 9.1 se ilustra el sistema en estudio. Si tomamos el limite

continuo y normalizamos el espacio del sistema este queda descrito por el modelo de

Sine-Gordon (¢; — 0(z,1))

Fig. 9.1: Cadena de péndulos acoplados forzados de manera paramétrica.

Ouf(z, 1) = —% $in 0 + O, 0. (9.2)

Este modelo es un sistema reversible ya que la dindmica queda invariante por (t —

—t,0 > 6,0 — —9)

Si ahora consideramos pequenos términos que dan cuenta de la disipacion de
energia, por ejemplo, la consideracion del aire en la cadena péndulos y la lubricaciéon en
el punto de contacto de la cadena, entonces agregamos un término de amortiguamiento
a la dindamica

Ouf(w,t) = —wi sin — 0,0 + 0,0, (9.3)
donde v es el coeficiente de amortiguamiento.

Luego en este caso, el sistema es solo disipativo y el tinico equilibrio que uno espera

es O(x,t) = 0, esto se puede entender ya que la ecuacion anterior se puede escribir
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como
oF .
Oyl(z,t) = —— — 0 9.4
tt ("L‘y ) 59 Yo, ( )
con
o] me 2
F = / (—wg cos @ + %)dm (9.5)
Luego si la ecuacion es multiplicada por 0
9 (0:0)? i2
— F}=—+0
gt =

es decir, O;H = —v(9;0)*> < 0 con H = @ + F(0), luego el sistema minimiza este
funcional de Liapunov el cual tiene como minimo 6 = 0. Con el objetivo de encontrar
una dindmica mas rica consideramos el eje horizontal sobre el cual se cuelgan los

péndulos y este se mueve verticalmente, la dindmica de este sistema es descrita por
Ouf(w,t) = —wi sin @ — o sin @sin[2(woy — v)t] — 70,0 + Oaf, (9.6)

donde los términos con v, 0, y v dan cuenta del detuning, inyeccion y disipacion de
energia, respectivamente. En la Fig. 9.1 se ilustra el sistema. Es importante notar
que la ecuacion anterior se puede interpretar como si el sistema tuviese una gravedad
efectiva en el sistema movil

0(x,t) = —w?(t) sin @ — 70 + 9,0, (9.7)

con w?(t) = wi + o sin[2(wy — v)t]. Vemos que simulaciones numéricas de la ecuacion
anterior muestran la aparicion de ondas subarmonicas (ver Fig.9.3), independientemente
de cuén pequena sea la disipacion e inyeccion de energia. Luego la formacion de estas
ondas estacionarias es una bifurcacion cuasi-reversible. Para estudiar esta bifurcacion
consideramos transformar esta ecuaciéon a una ecuaciéon de amplitud utilizando el

siguiente cambio de variables

O(x,t) = Az, t)e™" + Az, t)e ™ + W (A,1). (9.8)
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donde W es un polinomio en A considerando sin # en una expansion de serie de Taylor

hasta el primer término nolineal. Ademés o, y7y son considerados pequenos. Se tiene

93
h=0-"
sin 6
—3 9 9—
Sin 9 — Aeiwot + Ze—iwot + W o %363iw0t - % —3iwopt |14|2 Aeiwot o |14|2 Ae—iwot

Derivando 6 con respecto a t, se tiene

Qt = (At + i(JJOA)Gint + C.C. + Wt,

0tt = (Att + 21'(,(}014,5 - WOA) wwot + C.C. + VVtt

donde agregamos el supuesto de que la variacion de la amplitud es lenta

Att < At < 1,
Wi <KW L1,

Y X Y€, 0~ 0pE, € K 1.

reemplazando en el modelo de Sine-Gordon (9.7), se tiene

(2iwoA; — wiA)e™®t + iwod Ae™' +
—3

3
2 i 2(wo—v)t _ —i2(wo—v)t Azwot A_iWOt A 32w0t A —3iwot
+ws + 27;(e e )1 3 — 5 +
APA o JAPA
A ot 1 AT —dwot) A:m
2 ¢ 7 ¢

(9.9)

tomando los términos resonantes se llega a (condicion de solubilidad)

A=—21A |A|2A Qg A+ A, (9.10)
2 dwg
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tomando A = Be™ ™! y re-escribiendo p = 3, A= ﬁya = ﬁ se obtiene la ecuacion

de Schrodinger Nolineal con inyeccion y disipacion de energia

By = (—p+iv)B — 2| B’B + A\B — iaB,, (9.11)

Este modelo es hamiltoniano reversible en el tiempo (cuando no consideramos los
términos que inyectan y disipan energia) con la transformacion {t — —t, B — B}.
Los términos proporcionales a 1 y A quiebran la simetria temporal, y representan
disipacion de energia e inyeccion de energia, respectivamente. Los términos de orden
superior en la ecuacion (9.1) son despreciados por un analisis de escala, ya que p < 1,

v~ A B~ g2, 0y ~ Py 0y~ 2

El modelo (9.1) también ha sido usado para describir patrones y solitones en
muchos otros sistemas, tales como estructuras localizadas en una red cristalina nolineal
[11], pulsos de luz en una fibra optica [12], osciladores opticos paramétricos tipo
Kerr [7], soliton de magnetizacion en un plano ferromagnético expuesto a un campo
magnético oscilatorio [2], y un forzamiento paramétrico de una cadena de péndulos

[3], por mencionar algunos.

Tomando el siguiente ansatz B = (Xo+1Y)e" cos(qx) para estudiar la estabilidad
y la region donde hay ondas estacionarias se obtiene que el siguiente determinante

debe ser cero

—o+A—p  —v— g (0.12)

—H/—f-% —0—A—U

Se obtiene una ecuacién para o

¢
= —put A= — )2 9.13

o= n \/ v+ 50) (9.13)

Para la situacion marginal (estacionaria) o = 0 y homogénea ¢ = 0, se tiene A\ =
V12 + % y en la zona exterior de la curva segmentada de la Fig. 9.2, es decir, la

zona amarilla, rosada y celeste la situacion homogénea es estable a ¢ = 0, al interior
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de la curva la solucion homogénea se vuelve inestable. Para perturbaciones con un
nimero de onda ¢, se encuentra que la soluciéon homogénea es inestable para A > p,
observando detuning negativo, ondas estacionarias en la region de color amarillo, A
esta entre 1y 1/ pu? + v? y se tiene una familia de ondas estacionarias de Faraday. En
la Fig. 9.2 se representa la superficie del fluido observando el espacio de parametros.
En el régimen estudiado experimentalmente no se observa detuning positivo, luego
por motivos de simplicidad el estudio sera restringido para detuning negativo y en la
vecindad de A = p, en el interior de la curva segmentada la dinamica que se observa
experimentalmente, es més compleja encontrandose eyeccion de gotas y caos espacio

temporal entre otros fenémenos.

Cuando g = A = 0 la ecuacion es denominada ecuaciéon de Schrodinger nolineal. La
cual da cuenta de la evolucion de la amplitud de pequenas oscilaciones para osciladores

no disipativos acoplados.

La ecuacion cuasi-reversible (9.1) ha sido utilizada para estudiar fluidos, sistemas
magnéticos (ver articulo [4]). Los parametros que caracterizan (9.10) son v detuning, u

dumping, y A forzamiento, pero la dindmica para p pequeno queda bien representada
(v y A).
Hemos mostrado que un sistema cuasi-reversible exhibe formacion de ondas es-

tacionarias. En la proxima seccion estudiaremos experimentalmente un sistema fisico

que exhibe esta inestabilidad.

9.2. FEfecto de las Fluctuaciones Estocasticas.

Hasta ahora solo hemos considerado los efectos de inyeccion y disipacion de energia,
en un sistema cuasi-reversible extendido, sin embargo, un estudio experimental ademés

debe considerar los efectos de las fluctuaciones, las cuales tipicamente son de origen
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Inestabilidad de Farada

Fig. 9.2: Para detuning negativo tenemos patrén, y para A < p se tiene que el estado

homogéneo es estable

térmico. Para dar cuenta de este efecto consideramos la cadena de péndulos forzada
y amortiguada con el efecto de fluctuaciones térmicas debido al aire, luego la cadena

se describe por la ecuaciéon estocastica

Op(x,t) = —(wg + vsin(2(wy — v))) sin @ — 660, + 0,0 + /Mo (2, ), (9.14)

donde el término ((z,t) es el ruido térmico que toma valores en cada punto del espacio

aleatoriamente y 7y es la intensidad de este ruido. Estos valores son tomados de una
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distribucion gaussiana que satisface

(€)=0 (9.15)
(C(x,t)C(x*,t")) = d(x — x™)d(t — t7), (9.16)

es decir, en promedio es cero y el valor en cada instante y posicion del espacio es
independiente. Este tipo de fluctuaciones se le denomina ruido blanco [18]. Simulaciones
numeéricas del sistema con ruido nos muestra que en la regién que observamos patrones,
estos son ligeramente afectados por las fluctuaciones, donde la fase y la amplitud
fluctian (ver Fig. 9.3b), se puede observar que el sistema tiene dominios con una
longitud de onda que va alternando en el tiempo en la region del espacio de los
parametros donde la solucion homogénea es estable y esta cerca de la bifurcacion
espacial, este tltimo fenémeno es conocido como precursor [1]. Luego a diferencia del
sistema determinista que exhibe una clara transicion entre el estado homogéneo y
el estado patron (en la Fig. 9.3b se observa un estado donde se tiene una longitud
de onda en todo el espacio sin ruido) el sistema con ruido muestra una transicion

continua. Por lo tanto nacen las siguientes preguntas relevantes:

o ;Donde esta el punto de bifurcaciéon? Es importante notar que el punto de

bifurcacion representa tipicamente un cambio de balance de fuerzas.

o Qué tipo de diagrama de bifurcacion exhibe un patron con ruido? Para responder

esta pregunta usaremos la ecuacion de amplitud de las secciones anteriores.

Si consideramos la cadena de péndulos

B, = (—p+iv)B — %|B|2B+7§—ia5’m (9.17)
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b)

Espacio

_/

Fig. 9.3: En el diagrama espacio temporal se representa la evolucion de un campo a) El
precursor es una zona del espacio de parametros donde podemos observar una
longitud de onda en promedio, antes de llegar al punto de bifurcaciéon anélitico. b)
Al cruzar el punto de bifurcacion se puede observar una longitud de onda de forma

clara y en cualquier instante.

realizando un analisis de estabilidad a la parte lineal tomando B = X +¢Y se obtienen
dos ecuaciones diferenciales
X=(n—-mX—vY +a¥, (9.18)

Y =vX — (p+7)Y — aXue (9.19)
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Reemplazando el siguiente ansatz en la situacion critica

X — Xoe)\tezk’cx

Y — Ybe/\tezkccc

obtenemos
2
Adp—v v+ ur X,
] 20 "1 =o (9.20)
—v— 2’20 At p+y Yo

Luego para que el sistema tenga soluciéon el determinante debe ser cero obteniéndose

dos soluciones para A

)\:—ui\/Q—(u+ g)2 (9.21)

La condiciéon estacionaria es A = 0
k2 = 2wo(—v + /72 — 1i2) (9.22)

obteniendo ondas estacionarias para detuning negativo. Parandose en esa situacion

esto significa que v = u, I' = 0 el unfolding, y las soluciones son de la forma

X = Xy
Y = Y}geikcrﬁ
reemplazando se tiene
X 0 0 X X
N V-t | T (9.23)

utilizando formas normales

V=UMAY 4+ TP 1. ..

oA = f 4+ 74

a primer orden
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1 .
8,V = 9, Aether = Agiher (9.24)
0 0 —2u 0

luego 4 = 0 a primer orden y a segundo orden

- . 1 - - -
9,V = 9, Aeier ; 04U + fP0,01 = " U (9.25)
—2u

obteniendo U2 = 12 = 0 a orden 3

712 i
0,771 — Jm] aU 4 7 ouH 7o out |00
0A 0A 0 —2u
(9.26)
Wo 0
4| g3esiken + 3| A[2Aeits + 3| A[2Ae ke 4 A3 o—Bikea
obteniendo fB] = 0 y el cambio de variables
- . 0 . o A3
Ub = ether e ker |5 (9.27)
g—3|A|2A 0

contribuyen con términos solo los impares en A, luego podemos saltar el término de

orden cuarto para calcular el quinto orden

3 3w3 (| A12 A3 Bike 4 A ikex
atvw_ﬁa@%_ 00 | g | mARASEgAltact o
0 —2u %(_B5e5zk0x_2‘3’23363“@@)
donde
9
g A = — w°|A]4A (9.29)

considerando el unfolding

oo, r o 4 1
Agtker (9.30)

8t‘7[1,1 Jm 1] _
A | r 0
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luego fM1) = T'A resultando una nueva ecuacién de amplitud equivalente

2
wp

A=TA-
% 321

A[*A (9.31)
con ruido, se obtiene la ecuacion de los patrones [1]
QA =eA—|A"A+ f(A (1)) (9.32)

donde este término de ruido debe cumplir las propiedades de ruido gaussiano:

(¢) =0, (9.33)
(C(a, ) (2", %)) = d(x — )5(t — t¥), (9.34)
(Clz, )¢ (", 1)) =0 (9.35)

donde ,/m9 es un parametro proporcional a la intensidad del ruido del problema

1/4

original. Como ya hemos mostrado la amplitud del patrén satisface €'/* cuando el

ruido aditivo no es significativo, es decir, el ruido multiplicativo es mas significativo.

(A)eq = (9.36)

En el caso de considerar el ruido debemos determinar el valor medio de este, para

esto se utiliza la distribucion de probabilidad estacionaria [1]

_(elA?—|alt

Py = ce 5 Ald) A (9.37)

En la Fig. 9.4 se ilustran distribuciones de probabilidad antes y después de la bifurcacion

El valor medio tiene una expresion complicada para poder trabajar con ella, por

eso en un trabajo de Clerc y Agez [1], se discute que experimentalmente se mide
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~ =

o 0.2 0.4 0.6 0.8
Amplitud |
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o]
3
¢ II

/

o
pararmetro deé bifurcacion

Fig. 9.4: Se ilustra como la distribucién de probabilidades cambia al variar el parametro
de bifurcacion e. El grafico de bifurcacién también se observa un cambio en la

bifurcacién al ir aumentando el ruido aditivo, adelantando el punto de bifurcacion.

la moda, el valor méas probable, luego de la distribucién de probabilidad calculan
el méaximo, (ver Fig. 9.4) obteniendo la moda como una funcion del pardametro de
bifurcaciéon, luego para € < 0 el sistema tiene una amplitud no trivial, esta zona
la denominan como precursor(el ruido aditivo estimula modos que sin este ruido no
estarian). Este se entiende como un balance entre el modo critico y el ruido que lo
excita. En vez de usar como estadisgrafo el valor medio, dado su complicada férmula
analitica, uno puede usar el valor de la moda que tiene una expresion mas simple. En
efecto, independientemente de la cantidad de pardmetros que tenga nuestro sistema

en estudio, se obtiene que la amplitud de equilibrio en funciéon del parametro de
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bifurcacion se ajusta con solo el ruido aditivo, donde la amplitud equilibrio es:

(A)eg = \/ CEVET 2 (9.38)

2

La formula anterior, es la curva segmentada de la Fig. 9.5, de (9.38) se tiene que

7 R

141 amplitud teoria lincal
1.2 valor medio nolineal
11 = = — moda
0.8- sistema determinista
0.6
04 _ .—/
‘—“
0.2'_____-——-""
T T
22 -1 2

0 |
\ parametro de bifurcacion € j

Fig. 9.5: El diagrama muestra las distintas teorfas que existen para interpretar la dindmica

entorno al punto de bifurcacién.

para |e| > 1y negativo la moda converge (1y/2¢)*/? y para € > 1 y positivo la moda

1/2 esto nos permitio darnos cuenta de dos situaciones extraordinarias,

converge €
primero que este sistema sin ruido aditivo tiene una bifurcacién supercritica quintica
que en un estudio de un sistema con ruido multiplicativo [13] (ver 9.13) no se dieron
cuenta de esto y su interpretacion fue que la bifurcacion era supercritica cubica. La
presencia del ruido aditivo transforma la bifurcaciéon que dependiendo de la region de

parametros que se estudie puede ser supercritica, o subcritica quintica ‘presentando

en este ultimo caso histeresis la bifurcacion.
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9.3. Inestabilidad de Faraday.

Faraday estudio6 en el siglo XIX, las ondas superficiales producidas por un forza-
miento vertical con una frecuencia {2 observando el cambio de la estabilidad de una
superficie homogénea a una onda estructurada con una frecuencia %, también llamada
frecuencia subarmoénica. La dindmica de estas ondas subarmonicas en dos dimensiones
es compleja debido a la aparicion de dominios y defectos, (ver Fig. 9.3). En este trabajo
se realiza un estudio it cuasi uni-dimensional, lo cual evita la dindAmica de dominios
y facilita el estudio tedrico. Es importante notar que la condiciones de borde son

importantes y la complejidad de las ecuaciones que describen este sistema son un

problema complejo.

FCos (0t

Fig. 9.6: La celda es forzada de forma parametrica.

En este capitulo, examinamos teéricamente y experimentalmente los efectos del
ruido sobre la configuracion experimental estudiada por Faraday, obteniendo la descrip-
cion del fenémeno, el que es explicado también por una ecuacion cuasi-reversible
supercritica quintica. Debido a que el sistema es cuasi-reversible debemos también

tomar en cuenta los efectos del ruido.
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9.4. Procedimiento Experimental.

Para examinar los efectos del ruido en una bifurcacion supercritica quintica, se
procede a perturbar paramétricamente un canal rigido cuasi unidimensional, es decir,
cuyo largo es mucho mayor que su ancho (ver Fig. 9.7) cuyas dimensiones son 16,7cm
de largo, 0,7cm de ancho y 1,0cm de profundidad, es importante notar que en estas
condiciones el tamano de los meniscos el cual puede ser estimado a 0,7cm, luego los
estudios tedricos en estas condiciones son complejos, la mayoria de estos considera
infinito o cero el sistema en la direcciéon horizontal, es decir, ignora la dindmica

horizontal o el efecto de los meniscos.

Este ultimo caso sera el marco donde nuestro sistema se desarrolla. En el interior
del canal se coloca agua destilada. Para perturbar la canal utilizamos un vibrador
electromagnético modelo V'T'S80, conectado a un amplificador y este al generador
de senales modelo Agilent 33220A, la aceleracion es medida con un acelerémetro de
piezoelectric modelo PCB340A65. Al caracterizar la salida del vibrador se obtiene
solo aceleracion vertical puesto que la aceleracion transversal es menor que el 2% de
la aceleracion vertical, esta aceleracion horizontal fue medida por medio de conectar
el piezo eléctrico en la direccion horizontal y estudiar como el sistema responde en el
rango de parametros en estudio. Luego, el generador de senales se programa con una
funcion senoidal a la cual se le puede variar la frecuencia, y la aceleraciéon del vibrador,
utilizando el generador de senales, este sistema es manejado como un sistema de
codimensién uno, puesto que se fija la frecuencia y se hace un barrido en la aceleracion,
todo el estudio se realiza en torno al punto de bifurcacion, las amplitudes que se
estudian en la vecindad de la bifurcacién son pequenas luego para poder medirlas se
utiliza un laser que se refleja en la superficie libre del fluido y las variaciones de la

altura se miden de una forma indirecta en una pantalla midiendo la amplitud de una
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figura de Lissajou, en este caso se forma un ocho (ver Fig.9.8).

9.5. Montaje Experimental.

El montaje representado por la Fig. 9.8 muestra al vibrador de manera que el
eje de este es perpendicular al canal, ademaés el sistema puede ser inclinado. En la
Fig. 9.9 se observa el amplificador de audio, generador de senales, osciloscopio y el
acelerdbmetro que es el instrumental de medicion que se utiliz6é. En la Fig. 9.10 se
puede ver todo el montaje donde el laser apunta la superficie del canal y es reflejado

en la pantalla.

Fig. 9.7: Fotografia del montaje experimental. Una capa de 5 mm de agua es contenida en
un canal de acero inoxidable que es forzado por un vibrador. La amplitud de la

superficie es medida analizando el reflejo de un laser.
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Vibrator

Accelerometer

Fig. 9.8: Diagrama del montaje experimental. Se representa la celda inclinada y el agua por
gravedad mantiene un nivel resultando una diferencia entre los meniscos extremos

de la canal de acero inoxidable.

9.6. M¢étodo De Medicion.

La medicion de la amplitud de las ondas superficiales se realiza usando un sistema

Optico propuesto por [17] y utilizado en [14] (ver Fig. 9.11).

Tomemos 9,¢ = 0 para hacer mas sencillo el calculo y tomando PP’ como la
distancia entre el plano Z = 0 en la figura (9.11) y Py DD’ como la distancia entre
el punto de incidencia del laser y la pantalla. Cuando el plano tangente coincide con

el plano Z = 0 tenemos la siguiente relacion

P
tan @ + 20,( sec* 0 = D (9.39)
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Fig. 9.9: En la fotografia se observa el amplificador de audio, generador de senales,

osciloscopio y el acelerémetro.

[ 4

Fig. 9.10: En la fotografia se ve el montaje donde la canal esta sobre el vibrador, el laser

que apunta sobre la superficie del fluido el cual se refleja en la pantalla.

PP 0:C
= 1—4
DD’ tan 6( sen 20

), (9.40)
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Fig. 9.11: El plano tangente tiene dos grados de libertad, que son la inclinaciéon del eje x y
del eje y, de esta forma se crea la figura de Lissajou (el ocho) que es proporcional

a la amplitud de la onda superficial.

As = Ky + K»0,C. (9.41)

Tenemos que la onda estacionaria es de la forma

Ox( = kyAcos(k, X) sin(wyt) (9.42)

Oy ( = kyAcos(k,Y)sin(2wot + ¢). (9.43)

Luego el gradiante del plano tangente de la superficie del fluido es proporcional a la
amplitud. Luego podemos estimar de una manera indirecta la amplitud de la onda
estacionaria, donde K3 y K5 son constantes que depende del d&ngulo de incidencia del
laser, luego la amplitud tiene una relaciéon lineal con la amplitud del ocho Fig.9.12.

Reemplazando 9.42 en 9.41 se tiene
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As = Ky + Kok, A cos(k, X ) sin(wot). (9.44)

La onda cerca del punto de bifurcacién tiene décimas de milimetro, esto dificulta
su medicion puesto que queremos caracterizar y medir el punto de bifurcacion. La
proyeccion del laser es una figura de Lissajou (ver Fig.9.12), la distancia que separa
los extremos de la proyeccion es proporcional a la amplitud de la onda superficial en
el caso de un modo simple de excitacion en este experimento como ya mostramos.
Este método no permite medir instantdneamente la amplitud ya que el movimiento
del laser reflejado en la pantalla es muy rapido, luego medimos la amplitud de la
figura de lissajou sobre la pantalla. La amplitud, es una amplitud promedio en el
tiempo (A). Obtenida utilizando una camara digital modelo AV T Marlin 80, la cual
la calibramos con una regla para relacionar la longitud con los pixeles de la pantalla,
para hacer la medicion utilizamos el software ImagelJ. El sistema puede ser inclinado
en un angulo o pequeno como muestra el diagrama Fig.9.8, al inclinar el sistema se
logra que este pierda simetria, es decir, los meniscos son distintos, también aparece una
fuerza horizontal, debido a que el canal ahora es vibrado horizontalmente, produciendo
frentes, emision de ondas las cuales colisionan con las ondas subarmonicas generando

una dindmica compleja.

9.7. Resultados

En el caso sin inclinacion (o = 0 £ 0,05 rad), la amplitud promedio (A) de la
onda en la vecindad del umbral de la inestabilidad de faraday es presentado en la Fig.
9.13 como una funcién de el parametro aceleracion normalizada para F' = 95Hz y
F = 60Hz. Para que el sistema sea fuertemente afectada por la dinimica quebrada

por los meniscos hemos escogido frecuencias donde el tamano de los meniscos son
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Fig. 9.12: En la fotografia se ve el ocho que se mide en la pantalla, la existencia del ocho
es debido a la naturaleza cuasi-unidimencional del canal. El modo a lo largo del
ancho del canal responde a una frecuencia similar a la del forzaje y el modo a
lo largo del canal es sub-armonico luego responde a la mitad de la frecuencia de
forzaje, como se demostro este ocho es proporcional a la amplitud de la onda

superficial méas una traslacion.

comparables a la amplitud, es decir, hay un fuerte acoplamiento entre los meniscos
y la amplitud de la onda. Para ambas frecuencias, se observa detuning negativo (
aproximadamente —2,5H z ) a 95H z. La longitud de onda observada esta de acuerdo
con la aproximacion de agua profunda y es del orden de 3mm, Benjamin y Ursell
(1954) trabajaron en la ecuacion de Euler para un fluido no viscoso y mostraron que
cada modo normal (para pequenas amplitudes) acttia como un oscilador armonico

cuya relacion de dispersion es:

/{33
wi = [gk‘ + 0?1 tanh (kh)
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Fig. 9.13: Diagrama de bifurcacion sin inclinaciéon dan cuenta de una bifurcacion supercritica

quintica, los datos que estan sobre la linea segmentada con puntos pequefos
son extraidos de [13], donde no se percataron que la bifurcacion es supercritica

quintica, cuando el montaje estd sin inclinacion el sistema no exhibe una

contribucién de ruido aditivo significativo.

donde g es la aceleracion de gravedad, k el nimero de onda, p la densidad del fluido,
o es la tension superficial del fluido, y A la profundidad del fluido. La aproximacion

de agua profunda es tanh (kh) ~ 1 luego la relacion de dispersion para agua profunda

queda
k‘3
wy = gk+o—.
P

Para F' = 95Hz se midi6 la relacion de dispersion con los valores de la tabla 9.7

obteniendo una F' = 95,69H z, los valores de la tabla estan en MKS

La aceleracion del contenedor es a, = 7022, donde v y Q = 27F son la amplitud
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A o g p F

0.00278 | 0.0295 | 9.8 | 1000 | 95.69

Tab. 9.1: Valores de los términos de la relaciéon de dispersion, las unidades estan en MKS.

de la vibracion y la frecuencia angular respectivamente. La bifurcacion es limitada
superiormente por la eyeccion de gotas, es decir, a medida que aumenta la aceleracion
del vibrador la forma de la onda superficial cada vez es mas puntiaguda dando origen
a emision de gotas a partir de un valor critico de la aceleracion. El comportamiento de
(A) como funcién a, para la situaciéon supercritica satisface la ley (A) o< (a, — a.)/4,
donde a. es la aceleracion critica por la cual el sistema exhibe la inestabilidad de
faraday. Generalmente, una bifurcacion supercritica satisface la ley (A) o< (a, —a.)"/?,
la cual es consecuencia de una ecuacion de amplitud cibica nolineal [31] para el
patron. En verdad, los diagramas de bifurcacion supercriticos mostrados en la Fig.
9.13 se deben a la saturaciéon de ondas superficiales por nolinealidades quinticas.
De ahi, la inestabilidad de Faraday para una amplia gama de parametros expone
una bifurcacién supercritica quintica, desde el punto vista de las bifurcaciones una
bifurcaciéon supercritica quintica es de codimension dos, es decir, no es una bifurcacion
genérica, sin embargo, para sistemas cuasi-reversibles como hemos mostrado en las

secciones anteriores, es una situacion genérica. Notamos que el estudio de este tipo de

sistemas es interesante ya que permite estudiar bifurcaciones que son poco frecuentes.

Es importante notar que en las medidas experimentales sin inclinar no observamos
un suavizamiento de la curva debido a las fluctuaciones, luego el sistema no tiene una
fuente aditiva de ruido sino multiplicativo y el diagrama de bifurcaciéon va como €"/*,
es decir, para amplitud cero el ruido es despreciable. Desde un punto de vista de
ecuaciones de amplitud, esto queda modelado como (a la Stratonovich) [18]. Cuando

estd presente la inclinacion la amplitud va como €/ (ver Fig. 9.14)
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A =eA —|A"A + AF(|A],C(1)).

Luego uno espera una transicion abrupta, es decir, continua pero no diferenciable en

el diagrama de bifurcacion. Debido a la naturaleza macroscépica del sistema, debemos

Noisy Faraday Instability

175 Acamplitud

1500

Fig. 9.14: Diagramas de bifurcacion para la amplitud promedio de las ondas de Faraday
para diferentes angulos de inclinacion, o = {2,08°,1,3°,0,7°,0,0°}, de izquierda
a derecha respectivamente, a F' = 95 Hz. La amplitud de la onda (A) es medida
en unidades arbitrarias. Las lineas continuas son la moda (A)m, obtenida desde
la formula (10.5), con las correspondientes intensidades de ruido aditivo 19 =
0,035, 0,029, 0,007 y 0,0, también de izquierda a derecha, respectivamente. Las

lineas segmentadas indican las curvas de bifurcacion determinista.

considerar las fluctuaciones que exhibe este sistema. En general, una fuente fluctuante
proporcional a la amplitud de la onda ruido multiplicativo no es un fenémeno robusto

en la naturaleza, porque cualquier imperfeccion o perturbacion en el montaje suma
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términos que fluctian constantemente y representan un ruido aditivo que no se
anula cuando la amplitud es cero. Con el objetivo de estudiar como el ruido afecta
esta bifurcacion, se inclina ligeramente la canal en un angulo « (ver Fig. 9.8), tal
que el eje de vibraciéon también es inclinado ligeramente de la direccion vertical.
La pequena vibracion horizontal induce emisiéon de ondas superficiales desde los
meniscos con la onda estable sub-armonica, estableciéndose una complicada dinamica
de ondas en la superficie. Aqui, la de los meniscos engendran una perturbacion
compleja las ondas superficiales sub-armoénicas, en particular son una fluctuacion
aditiva, que es independiente del valor de la amplitud superficial. En la Fig. 9.14,
se presentan las curvas de bifurcacion para diferentes angulos de inclinaciéon para una
frecuencia de excitacion dada. Al inclinar el sistema la modificacion de su forma y de
su punto de bifurcaciéon es abrupta para los pequenos angulos impuestos. Por lo tanto,
observamos que una pequena modificacion origina un drastico cambio en el diagrama

de bifurcacion, el cual es gatillado por las fluctuaciones.



10. EL RUIDO ES PRECURSOR DE PATRONES

10.1. Teoria del ruido en la inestabilidad de Faraday:.

Explicaremos la bifurcacion anterior y como el ruido afecta esta inestabilidad cuasi
reversible. Consideraremos una capa de fluido incompresible la cual es forzada por
una fuerza sinusoidal normal a la superficie libre, situacién que modelaremos por la

ecuacion de Schrodinger nolineal amortiguada,

O = —ivp — Y|P — 10,00 — b — b + (Y, L, ), (10.1)

donde 1(x,t) es un campo complejo uni-dimensional, ¢ es el complejo conjugado de
Y. El desplazamiento superficial de la interfaz plana h(z,t) y la velocidad potencial
de la superficie libre ¢(x,t) son variables esclavas que son de la forma h = the™*¥*/2 4
ce.y ¢(x,t) = —ihe 2 4 c.c., respectivamente [4]. El parametro detuning v es
proporcional a la diferencia entre la frecuencia de la onda estacionaria observada y
Q/2. p es el parametro de amortiguamiento el cual es proporcional a la viscosidad
cinemética del fluido y v es la amplitud de la aceleracion del forzamiento. & es una
funcion estocéstica que modela el gran niimero de variables rapidas eliminadas. Para
p =y =mn =0, la ecuacién (10.1) es conocida como la ecuacion de Schrédinger

nolineal [10].

Un estado trivial de la ecuacion (10.1) es el estado homogéneo 1y = 0, el cual
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representa el estado plano de la capa de fluido. Para detuning negativo, v < 0, el
estado 1Y)y = 0 llega a ser inestable a través de la inestabilidad estacionaria subcritica
en 72 = p?+12, el cual corresponde a una inestabilidad subarmonica de la capa plana

del fluido. Dentro de la region (lengua de Arnold) el sistema tiene tres soluciones

uniformes inestables ¢y = 0, y 11 = zg + i/ (10 — )/ (1 + 7)o,

donde z¢ = \/(fy — p)(—v + /7% — v?)/27. Estos tres estados emergen juntos a través
de una bifurcacion de pitchfork en 42 = p?+1v2, con v > 0. Sin embargo, para detuning
positivo el estado homogéneo es estable s6lo para v < pu, porque este estado exhibe
una inestabilidad espacial en v = p, la cual da origen a un estado periédico espacial
con un namero de onda k. = /v. Este estado representa a ondas superficiales sub-
armoénicas de la capa de liquido (ondas de faraday). Para estudiar esta inestabilidad

espacial, se introduce un cambio de variable para detuning positivo

. 1/2 3 . 0
1% — Aezkcm / _ _|A|2A€zkcsc +
b 0 p 1/2
A3 1/2
4 ———ethker / +c.c+ ho.t. (10.2)
32v 0

El campo A(z,t) es la amplitud de las ondas de Faraday, y satisface la ecuacion de

amplitud supercritica quintica

0A—=TA— %|A|4A 0+ AC(A, 2, 1), (10.3)

donde I' = v — u < 1 es el parametro de bifurcacion de la inestabilidad espacial
y ¢ es un termino estocastico obtenido desde la ecuacion estocastica (10.1) usando
el método de la forma normal estandar (ver apéndice A en ref. [16]), el cual por

argumentos genéricos de la forma normal estocéstica puede ser modelado como la
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suma de una funcién de ruido blanco, es decir, (A, x,t) = >",_, i /Mi;G; (2, t) AL A
con el valor medio y correlacion cero (G ; (z,t) Gpq (2',1)) = 0 (x — 2') 0 (t — ) 677",

Aqui 7; ; representa la intensidad del ruido para diferentes términos.

El modelo determinista (10.3) tiene una familia de soluciones periodicas de la

forma A(X,T) = 2/(y — pu — k2)p/9 e*<*. Por lo tanto, cerca de la bifurcacion
espacial, la amplitud de la onda estacionaria crece como la raiz cuarta del pardmetro
de bifurcacion. Experimentalmente, esta bifurcacion es abrupta (ver diagrama9.13),
por lo tanto, la naturaleza del ruido en este sistema es multiplicativa, esto es, el
termino estocastico es proporcional a la amplitud. Términos de orden superior, con-
siderados en el modelo (10.1), como la disipacion nolineal la cual es despreciada en el
limite cuasi reversible, puede dar la bifurcacion espacial supercritica usual [4], porque
estos términos producen una nolinealidad cibica en (10.3). Para detuning negativo,
numéricamente la solucion periddica desaparece por una bifurcacion de saddle-node
cerca de v2 = p2+12. Por lo tanto, para detuning negativo el estado homogéneo tiene

una bifurcacion supercritica que da origen a estados de patron.

Para entender las curvas de bifurcacion presentadas en la figura 9.14 donde se va
moviendo el punto de bifurcacion, debemos tomar el hecho que la ecuacion (10.3) ha
sido derivada a través de un cambio de variables. Por lo tanto, los términos estocasticos
deben ser interpretados a la Stratonovich [18], lo cual es equivalente a (interpretar a

la Ito equivale a la Stratonovich agregando términos apropiados)

L 9 .
A = (C+ny)A—nBlAPA - (@ +n0)|A]*A
+a;va + Z vV ni,jgi,j (ZE, t)AZAja (104)

i=0,j=0
donde el promedio sobre realizaciones del ruido satisface ((; ;(z,t)A*A7) = 0. Por lo
tanto, la evolucién no estocastica del sistema tiene una dependencia explicita de la

intensidad del ruido ( términos proporcionales a 7) y los coeficientes {¥, 3,4} son
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funciones de a, 7 renormaliza el umbral de la bifurcacién, y B caracteriza el tipo de
bifurcacion; Para [ positivo (negativo) la bifurcacion es supercritica (subcritica) y &
renormaliza la nolinealidad quintica. En el caso que este coeficiente sea negativo y
méas grande que 9/16u, el ruido puede inducir biestabilidad de la onda superficial
paramétrica, como se observa en [13|. En la figura (9.14) es claro que dado por
una pequena inclinaciéon del sistema, el umbral de la bifurcacién es drasticamente
modificado. Para a ~ 2° el umbral de la bifurcaciéon disminuye por un factor 2.
Por lo tanto, los términos deterministas (es decir, 7 = 0) son del mismo orden los
términos estocasticos inducidos. La dindmica de la bifurcaciéon es manejada por el
comportamiento coherente del ruido, el cual da lugar a una dinamica efectiva (drift).
El modelo (10.4) nos predice que el ruido puede transformar la bifurcacion en una de
tipo supercritica (con nolinealidad cubica). En este caso la dinamica es caracterizada
por la intensidad del ruido y el punto de bifurcacién (,a.. Sobre la aceleracion
critica a., la amplitud promedio para el sistema levemente inclinado es una buena
aproximacién dada por la ley (A) ~ (a, — a.)'/?. Esto confirma entonces que el
termino cubico inducido por el ruido cambia el tipo de bifurcacion. Por lo tanto,
la nolinealidad ctibica inducida conduce la dindmica cerca del punto de bifurcacion,
esto es, la bifurcacion llega a ser supercritica . Recientemente se propuso la forma
universal de la bifurcacion supercritica con ruido para el valor mas probable de la

amplitud (A)mp [1], 1a cual es

-1 —2 2 —2
g Ay — Q¢ + g Ay — Q¢ + 29 77
<A>mp _ \/ 0 ( ) \/ 02( ) 0 0’ (105)

donde g es el pardmetro del fiteo con unidades de aceleracion y 1y es la intensidad
del ruido aditivo. Note que en nuestro marco teoérico, la curva de bifurcacion de la
amplitud de la onda promedio (la cual tiene una expresion complicada)es cerca de la

curva de bifurcacion del valor més probable [1]. Esto indica para el caso de la data
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Fig. 10.1: Intensidad del ruido en funcion (a) de la aceleracion critica (b) del angulo de

inclinacién o.

presentada en la figura Fig. 9.14, desde la cual se puede obtener la intensidad del
ruido 7o, el punto de bifurcacion a., y go para los diferentes dngulos .. En esta figura,
las curvas segmentadas representan las bifurcacion determinista. Desde el anélisis, se
pueden obtener ambos: la intensidad de ruido aditivo y la aceleraciéon critica como
una funciéon de a, lo cual es descrito en la figura 10.1. Por lo tanto, por cambios de

a, se controla la intensidad de ruido aditivo y también el umbral de la bifurcacion.



11. CONCLUSIONES

La bifurcacion supercritica quintica es una inestabilidad critica que conecta dos
tipos de transiciones: la supercritica con la subcritica. La inclusiéon de pequenas
fluctuaciones estocasticas perturban el cuadro de esta bifurcacion. Sin embargo, cuando
la intensidad del ruido es del mismo orden de la corriente determinista, el ruido cambia
drasticamente el umbral, el tipo, y la forma de la bifurcacion, por lo tanto, el ruido
fuerza la bifurcacion. Se mostr6 que el ruido en la inestabilidad de Faraday es un

ejemplo de esta tltima situacion.
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APENDICE



A. FORZAMIENTO PARAMETRICO

Estudiaremos aqui un ejemplo simple de forzamiento parametrico el cual es un

péndulo plano cuyo pivote lo hacemos vibrar verticalmente de una forma sinusoidal:

~

y = ysin(wt)j. (A.1)
Tal como el péndulo plano siente una gravedad efectiva que depende del tiempo, luego

su lagrangiano es

2 . .
L= %(92 - %77 cos(wt) sin(6)0) + mgl. cos(6) (A.2)

Note que los términos que son de una derivada total con respecto al tiempo del
lagrangiano no contribuyen a las ecuaciones de movimiento, por lo tanto no son

necesarios para obtener la ecuacién de movimiento, luego el momento canonico conjugado

de 0 es

Py = mi%0 — wyml cos(wt) sin(6) (A.3)

tomando la derivada temporal del momento angular, se obtiene:

dPy

= mi*0 + w?yml sin(wt) sin(#) — wyml cos(wt) cos()6, (A4)

derivando el lagrangiano con respecto a 6 se tiene

oL

0= —wyml cos(wt) cos(0)8 — mgl sin(f), (A.5)
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obteniendo la ecuacion de movimiento de un péndulo plano forzado parametricamente

es
2

O = —%(1 + % sin(wt)) sin(6). (A.6)

si consideramos la cadena de pendulos planos acoplados, que estan inmersos en un
fluido con viscosidad pequena se obtiene la ecuacién de Sine-Gordon:
2

O = —%(1 + % sin(wt)) sin(0) — uby + k0,,.0. (A.7)



B. INESTABILIDAD ESTACIONARIA O%*0

La inestabilidad estacionaria O?O (en notacion de Arnold) representa la confluencia
de tres valores propios en el origen del plano complejo y dos autovectores fue caracteri-
zada por (Clerc et al., [12]) donde proponen un ejemplo el péndulo de Lorenz, el

operador lineal que caracteriza esta inestavilidad es

010
L=]1000 (B.1)
0 00
la dindmica de este operador lineal esta dada por la siguiente forma normal mecanica:
t=F(v,2)+2G (z,2),
=Kz, z2). (B.2)
y su forma normal mecanica asintotica cuasi-reversible hasta su termino dominante
¥ =e€—a®+azx+2* —vi,
Z=p+yr+pz, (B.3)

3/4_El sistema consiste de un péndulo

donde v, i, v son del orden €'/* y p es del orden e
que oscila en un plano vertical fijo con respecto al soporte, el cual gira en torno a la

vertical del eje del soporte teniendo la siguiente energia cinetica:

1 o1 .
T = §(I + M1?sin? 0)¢* + §ML202 (B.4)
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donde M es la masa de la particula, L es longitud del péndulo, I es el momento de

inercia de el soporte con respecto al eje vertical de rotaciéon. La energia potencial es
V =—MgLcos0 (B.5)

y el Hamiltoniano es

1 5 Py

H 1
2ML?2 0 2(I+ ML2?sin?6)

— MgLcosé. (B.6)

Al considerar los efectos de disipacion como la ley de Stokes, es decir, como un

roce hiimedo se llega a las siguientes ecuaciones de movimiento:

o MIP4+ 1 —1 .
(ML + )i = +2 LT 6in(20)¢° — MgLsin(0) — fid,

(I 4 I3+ (ML? 4 I, — I3) sin® 6) )]
dt

:T_/](b>

al expandir estas ecuaciones en torno a sus puntos de equilibrios se obtiene la forma

normal asintotica hasta el termino dominante.



C. CONFUSION DE FRECUENCIAS

Un ejemplo clasico de confusion de frecuencias es la inestabilidad de las alas de
un avion estudiado por Rocard. Si oy (3 son los dngulos que dan cuenta de la torsion
y flexion de un ala de avion ver Fig. (C.1), entonces para pequenias oscilaciones estos

modos estian acoplados eldsticamente, es decir:
a=—Qta+ s
B =08+ pa.

Sin embargo, cuando el avion se mueve de acuerdo a como sea la torsion, el flujo

de aire induce un torque, dando origen a una flexiéon de la forma

& = —QPa + uf + c’p

B =050+ pa.

donde v es la velocidad del avién. Su operador lineal es:

e}
—_
o o o o O

Si uno estudia la estabilidad de la solucion « = 3 = 0 para v = 0 el sistema

tiene dos frecuencias propias pero para un valor critico de v los valores propios y
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sus complejos conjugados colisionan a una frecuencia dada y después salen del eje
imaginario dando origen a una inestabilidad. Es importante notar que en este modelo

la velocidad es un modo neutro que satisface la ecuacion

dv
i 0. (C.1)

Flexion

\/” 0.y
- Torsién

Fig. C.1: Confusién de frecuencias.



D. PUBLICACIONES

Aceptada en la Int. J. of Bifur. Chaos.

A generic stationary instability that arise in quasi-reversible systems is studied. It
is characterized by the confluence of three eigenvalues at the origin of complex plane
with only one eigenfunction. We characterize the dynamics through the normal form
that exhibits in particular, Shilnikov chaos, for which we give an analytical prediction.
We construct a simple mechanical system, Shilnikov particle, which exhibits this

quasi-reversal instability and displays its chaotic behavior.

Sometida a la Phys. Rev. Lett.

An experimental and theoretical study on the effect of noise on a supercritical
bifurcation leading to the parametric amplification of surface waves in a quasi-one-
dimensional system is reported. At the onset of Faraday instability, surface waves
amplitude increases with the fourth root of bifurcation parameter for positive detuning.
From a prototype model—parametrically driven damped nonlinear schrodinger equation—
we deduce the amplitude equation for the standing waves and the amplitude law.

Inclusion of stochastic fluctuations changes drastically the threshold, the type and
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the shape of bifurcation. Experimentally this dynamical behavior is verified through

a tilted configuration of a traditional Faraday setup.
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