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1) Bifurcacién Andronov-Hopf-Poincaré: Con-
sidere el siguiente sistema dindmico:

i=pr—y— (22 +yHa
g=ny+ao—(a®+y)y

1-a Muestre que este sistema exhibe una inestabilidad,
es decir, la soluciéon z = y = 0 cuando el pardmetro i se
modifica pase de ser un equilibrio estable a inestable.

1-b Después de ocurrir la bifurcacién el sistema tiene
como atractor una solucién periédica (ciclo limite), en-
cuentre la expresion analitica de este ciclo limite.

1-c Grafique el espacio de fase del sistema para valores
de p negativos y positivos.

2) Identidad de Jacobi Los paréntesis de Poisson
satisfacen la siguiente identidad

{fv{g’h}}+{h7{fag}}+{ga{h?f}}:0

Demuestre esta propiedad.

3) Vara Midgica: Considere un sistema compuesto
por una barra vertical, caracterizada por un momento
de inercia I con respecto al eje vertical. Esta puede girar
libremente en esta direccién (vertical, ver figura 1). Sobre
esta barra es soldado una nueva vara sin masa ni tensor de
inercias (despreciables), la cual forma un dngulo « con la
barra vertical (ver figura 3). Considere un anillo de masa
m sobre la vara oblicua bién pulida, el cual describira
en general una trayectoria sobre el cono generado por la
vara.

3-a Muestre que este sistema presenta una bifurcacién
para su equilibrio relativo.

3-b Grafique el espacio de fase antes y después de la
bifurcacién.

4) Péndulo esférico doble: Considere un sistema
mecanico formado por dos péndulos de masas y largos
my = me = m,l; = Ly = [ respectivamente (ver figura),
bajo la influencia de un campo gravitacional constante
(g9). El primer péndulo es esférico, es decir, el movimiento
de este péndulo se desarrolla sobre la superficie de una
esfera de radio /. El péndulo inferior es un péndulo plano
restringido a moverse en el plano ortogonal del primer
péndulo como se muestra en la figura.

Muestre que este sistema exhibe una bifurcacion la-
tente.
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1) Péndulo de Andronov: Considere un aro de ra-
dio R el cual puede girar con respecto al pivote vertical
en A (cf. Figura). El aro no tiene momento de inercia
(I = 0). Sobre el aro hay un anillo de masa m, el cual
puede deslizarse sin roce sobre el aro (Ver figura).
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FIG. 1. Péndulo de Andronov

1-a Encuentre las ecuaciones de movimiento que car-
acterizan al sistema.

1-b Para los distintos valores del momento angular, en-
cuentre los equilibrios relativos y explique como aparecen
y desaparecen.

1-c Estudie la estabilidad de estros equilibrios rela-
tivos.

1-d En caso que el aro este lubricado, que pasa con la
estabilidad de los puntos de equilibrio. Dibuje el espacio
de fase.

2) Ecuaciones de Euler: Las ecuaciones que de-
scriben un sdlido rigido libre fuerza exteriores son las
ecuaciones de Euler, las cuales tienen la forma

Ilo'Jl = (Ig — Ig)Wzng
12(11)2 = (I3 — Il)wlwg
13@3 = (Il — Ig)wlwz

2-a ;Este sistema es lagrangeano?

2-b Encuentre los puntos de equilibrio.

2-c Estudie la estabilidad de estos puntos.

2-e Dibuje el espacio de fase de este sistema dinamico.

3) Oscilador no lineal: Consideremos una particula
de masa m cargada con una carga negativa ¢, en las pro-
ximidades de una placa infinita cargada con una densidad
de carga positiva o C'/m?.

En la placa se ha hecho un pequeno agujero para que
pueda pasar la particula cargada, tal como se muestra en
la figura

La fuerza que ejerce el campo eléctrico producido por
una placa plana sobre la carga negativa ¢, es constante
en modulo y de sentido contrario al campo eléctrico
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FIG. 2. Oscilador eléctrico

3-a Encuentre las ecuaciones de movimiento de este
sistema.

3-b Calcule el perfodo de oscilacién de la carga
eléctrica en funcién de la amplitud inicial.

4) Flotador Un cilindro sélido de radio r, altura h y
masa m cuelga de un resorte de constante k, parcialmente
sumergido en agua, como muestra la figura.

FIG. 3. Flotador

4-a Calcule el periodo para pequenas oscilaciones del
cilindro a lo largo de la vertical.

4-b En caso de considera un cono en vez del cilindro.
El cono esta caracterizado por un angulo « y altura h,
como se modifica el periodo de oscilacién.
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1- Estabilidad: Considere un péndulo ideal de largo
I y masa m. Utilizando el método de analisis débilmente
no lineal, basado en generar una cambio de variable que
genera una ecuacién lineal para la nueva variable, simi-
lar al usado en clase. Muestre que la solucin vertical es
asintoticamente estable.

2- Anillo sobre un alambre Inclinado: un anillo
de masa m desliza sobre un alambre inclinado de largo
L y dngulo «, bajo la influencia de un resorte el cual
es amarrado al anillo. El otro extremo del resorte esta
fijo en el punto O, ver figura. El resorte es caracterizado
por una constante elastica k y largo natural /,. La altura
entre el alambre y el suelo es i, como lo muestra la figura.
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FIG. 1. Bifutrcaciéon Imperfecta

2-a j Cudl es la ecuacion de movimiento del anillo?.

2-b Encuentre los equilibrios como funciéon de los
pardmetros del sistema (k; lo; m; h, a y mu).

2-c Si uno considera que el movimiento del anillo esta
sobre amortiguado, es decir, el alambre esta lubricado
por lo tanto sobre el anillo se ejerce una fuerza viscosa

(F = —puw, v es la velocidad). Clasique la estabilidad de
los puntos de equilibrio como funcién de h.

FIG. 2. Péndulo de Tap-Thomson

3-Péndulo de Tap-Thomson Generalizado: Una
barra de longitud a esta restringida a tener uno de sus
extremos fijo al origen de coordenadas (ver figura). En el
otro extremo una barra de longitud b puede rotar sobre
su punto medio, pero siempre perpendicular a la barra a.
En los extremos de la barra b se sujetan dos masas iguales
de magnitud m. Las barras tienen masa despreciable
(Péndulo de Tap-Thomson).

3-a Obtenga las ecuaciones de movimiento para el
péndulo.

3-b Calcule el Routhiano que caracteriza a este sistema
y encuentre el sistema reducido.

3-c Encuentre los puntos de equilibrio y estudie su
estabilidad.
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1-Problema de Euler Generalizado: Considere de érbitas e ilustre que son cadticas. .
el problema restringido de Euler realizando la siguiente
modificacién: los dos cuerpos celestes masivos no des- 2-Puntos colineales: Para el problema re-
cribén una oOrbita circular sino una eliptica. stringido de dos cuerpos estime analiticamente los puntos
colineales—explicite claramente sus supuesto y aproxi-
maciones. Para el caso del Sol y la Tierra estime el valor
numérico de estos puntos.

1-a) Encuentre la ecuacién de movimiento para el ter-
cer cuerpo pequeno.

1-b) ;Este sistema tiene una funcién de Jacobi?

1-c) Simule numéricamente las ecuaciones encontradas 3-Problema de Kepler: Para el problema de dos
e ilustre algunas trayectorias. Particularmente, uno de cuerpos integre numericamente las ecuaciones de New-
los mayores avances del siglo pasado fue el estudio de ton y muestre que hay Oérbitas circulares, elipticas y
Poincaré del problema de tres cuerpos, caracterize el tipo parabdlicas.
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1-Sistemas disipativos: Considere un cometa en el
espacio inter estelar, el cual se puede modelar como una
particula de masa m, bajo la influencia de un potencial
externo U (7) y una fuerza de friccién humeda caracteri-
zada por un coeficiente de friccion «, es decir este cometa
esta descrito por

eF dF

donde V es el gradiente.

1-a) Encuentre la accién que describe este sistema.

1-b) En el caso que el potencial es el gravitacional, que
ocurrira con las orbitas parabdlicas tipicamente exhibida
por los cometas.

2- Particula relativista: Considere una particula
que se mueve a gran velocidad—particula relativista—la
cual es descrita por el siguiente lagrangeano

donde ¢ es la velocidad de la luz.

2-a Encuentre las ecuaciones de movimiento que de-
scriben a este sistema e interprete.

2-b Que forma tendria el lagrangeano si la velocidad
es pequena comparada con la de la luz.

3- Precesiéon de Mercurio:: Uno de los hechos ex-
perimentales que contradicen la teoria de la gravedad
de Newton es la precesiéon de la érbita de Mercurio.
Su érbita no es una elipse propiamente tal, sino una
que precesa con respecto a un eje. Para explicar este

cambio, se plantea perturbar el potencial de Kepler,
U(r) = —a/r, por

a B
ulr) = r + r3’

con f < 1. Con este nuevo potencial, calcule
explicitamente la 6rbita de Mercurio y la precesién de
la velocidad angular (puede usar las aproximaciones que
estime conveniente, siempre y cuando estén justificadas).
Investigue los valores de la precesion de la orbita y de
la velocidad angular, y calcule el valor de 5. Esta cor-
recién la entrega naturalemente la teora de la relatividad
general de Einstein

FIG. 1. Orbita de mercurio.

4-Vector de Laplace-Runge-lenz: Para el pro-
blema de Kepler—interaccion de dos cuerpos celeste—uno
encuentra que el vector (laplace-runge-lenz)

A=+ xL—GMP,

donde r es el vector posicién, L es el momento angular, G
constante de gravitaciéon, M la masa y 7 vector unitarion
el la direccién del vector posicion.

4-a Muestre que este vector es constante.

4-b Encuentre una transformacién de simetria que per-
mita obtener esta cantidad conservada.

4-c en el caso que la fuerza no sea proporcional al
inverso del cuadrado de la distancia, muestre que este
vector no es conservado.
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1-Péndulo de Andronov Modificado: Un alambre
con forma parabdlica caracterizado por una concavidad
a, gira con respecto a la vertical con una velocidad an-
gular contante w. Sobre el alambre se desliza un péndulo
ideal de largo ! y masa m sin friccién (ver figura).
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FIG. 1. Péndulo de Andronov modificado.

1-a Encuentre la accién que caracteriza el movimiento
de la masa m.

1-b Cacule las ecuaciones de movimiento que describe
este sistema.

1-c Encuentre las cantidades conservadas que de-
scriben este sistemas y a que simetria estan relacionadas.

2)Ecuaciones de Newton: Calcule los simboles de
Cristoffell y escriba las ecuaciones de Newton en las sigui-
entes cordenadas

2-a Cilindricas.
2-b Esféricas.
2-c Parabdlicas.

3- Ecuacion de Newton covariante: Considere el
siguiente langrangeano

L{q',¢'} =97 '¢ - U(d),
donde g;; es la métrica.
3-a) Muestre que las ecuaciones de movimiento toma
la forma

, ; ou
.. . em
9ij (q" + 17,44 ) =5
donde los coeficientes F{m son los simbolos de Christoffel,
definidos por

ri = lgjk ik n Ogmi Ogim
Im 2 8qm 8ql aqk

3-b) Considere el siguiente lagrangeano
L{d",d'} = \/ 9554’ — U(q"),
calcule lasecuaciones de movimiento y comparalas con

aquellas obtenidas en (3-a), comente claramente sus ob-
servaciones.

4-Fuerza de lorentz: considere una carga eléctrica
g bajo la influencia de un potencial exterior U(7) y un
campo magnetico exterior constante B = Byz, el cual
satisface la ecuacién de movimiento (Fuerza de lorentz)
d*v qdiF =
m— =—-VU+-— x B
dt? cdt
donde c es la velocidad de la luz.
Encuentre la accién que describe este sistema.
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1) Trompo: El trompo es es un juguete consistente
por un sélido rigido con una punta muy afinada y acom-
paada de una cuerda (ver figura). Enrollando la cuerda
alrededor del trompo y tirando violentamente de uno de
sus extremos a la vez que se lanza el trompo contra el
suelo, se consigue que el trompo rote sobre su punta,
manteniéndose erguido y girando en el suelo.

Considere un trompo simétrico de masa M, momentos
de inercia Iy = Iy = I, I3 con respecto a los ejes princi-
pales. El centro de Masa se ubica a una distancia [ de la
pta (ver figura), la cual es representada por el punto O.
En el Caso que la pua este fija

S

k>

=

1-a Encuentre el lagrangeano y la accién de este sis-
tema.

1-b Encuentre las cantidades conservadas de este sis-
tema e interprete a que simetrias infinitesimales que estan
relacionadas estas cantidades conservadas.

1-c ;Este sistema es integrable? justifica claramente
su respuesta.

2) Problema de Euler: Considere el problema de
interaccion de gravitacional de tres cuerpos.

2-a Encuentre el lagrangeano y la accién de este sis-
tema.

2-b Encuentre las cantidades conservadas de este sis-
tema e interprete a que simetrias estan relacionadas estas
cantidades conservadas.

2-c Este sistema es invariante de transformacién de

Galileo, ;que implicancias fisicas tiene esto sobre el sis-
tema?

3) Péndulo esférico doble: Considere un sistema
mecanico formado por dos péndulos de masas y largos
my = mg = m,l; = Ly = [ respectivamente (ver figura),
bajo la influencia de un campo gravitacional constante
(9). El primer péndulo es esférico, es decir, el movimiento
de este péndulo se desarrolla sobre la superficie de una
esfera de radio [1. El péndulo inferior es un péndulo plano
restringido a moverse en el plano ortogonal del primer
péndulo como se muestra en la figura.

Usando el teorema de Noether explique las cantidades
conservadas exhibidas por este sistema.
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1) Particula relativista: Considere una particula
relativista. Encuentre el lagrangeano que describe esta
partiula y las ecuaciones de movimiento que satisface.

2) Problema de Kepler: Considere el problema de
interaccion de gravitacional de dos cuerpos.
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2-a Encuentre el lagrangeano y la accién de este sis-
tema.

2-b Encuentre las cantidades conservadas de este sis-
tema e interprete a que simetrias estan relacionadas estas
cantidades conservadas.

3) Péndulo de Andronov Considere un aro de radio
R, el cual esta lubricado. Un anillo de masa m, puede
deslizarse sobre el aro sintiendo el efecto de disipacién
de tipo himeda caracterizada por el coeficiente de amor-
tiguamiento A.

Si el aro es sometido a girar con respecto a la vertical
con una velocidad angular 2 (ver figura).

Q

D

3-a Escriba un principio variacional que describe este
sistema.

3-b Encuentre las ecuaciones de movimiento.
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1)Espacio de Fase: Un sistema mecédnico esta des-
crito por el siguiente lagrangeano

ma? x? ozt
+e— — —

L= :
2 2 4

donde m es la masa y € un parametro de control.

1-a ;Variando la accién encuentre la ecuacion de
movimiento?

1-b Para ¢ positivo o negativo, dibuje numericamente
el espacio de fase.

2) Lagrangeano para un sistema mecdnico: A
partir de las ecuaciones de Newton que describen un sis-
tema mecanico que tiene N-variables cartesianas y N-n
restricciones. Usando desplazamientos virtuales que re-
spetan las restricciones, Deduzca las ecuaciones de Euler-
Lagrange y muestre que el lagrangeano para un sistema
mecanico tiene la forma

L=T-V
donde T es la energia cinetica y V es la energia potencial.

3) Principio de Fermat La 6ptica geométrica es de-
scrita por el siguiente principio: ”El tiempo transcurrido
por el pasaje de la luz entre dos puntos fijos es el minimo
de todas las trayectorias o caminos entre estos puntos”

Marcel G. Clerc
Estefania Vidal

(PRINCIPIO DE FERMAT). Si v(z,y) es la velocidad de
la luz en un punto del espacio (por simplicidad considere

el plano {z,y}).

3-a Escriba un principio variacional que de cuenta del
principio de fermat.

3-b Minimize el principio variacional y encuentre la
ecuacién para el rayo de luz en un medio cualquiera. In-
terprete fisicamente esta ecuuacion.

INDICACION: A partir del principio de fermat de-
duzca la ley de Snell, usando esta ley trate de interpretar
su resultado.

3-c Considere el caso que la velocidad del medio solo
depende de la direccién vertical v(y) = cy. {que forma
tiene la trayectoria entre dos puntos?

4) Péndulo esférico con disipacién: considere un
péndulo esférico ideal de largo natural [ y masa puntual
m. Cuando el péndulo se desplaza siente una fuerza de
oposicién (disipacién) que satisface la ley Stokes F =
—ud, donde ¥ es la velocidad de la particula y p coefi-
ciente de disipacion.

4-a Encuentre las ecuaciones de movimiento que de-
scribe la dindmica del péndulo esférico con disipacién.

4-b Encuentre el lagrangeano que describe este sis-
tema.
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1)Péndulo doble: Considere un sistema formado por
dos péndulos planos uno ideal y el otro realista de largo y
masa {l1,l2} v {m1, ma}, respectivamente. La cuerda ls,
es descrita por un resorte de largo natural [ y constante
elastica k. Uno de los péndulos tiene fijo su extremo su-
perior a un pivote y el otro esta conectado al otro péndulo
(ver figura).

1-a Calcule la accién de este sistema.
1-b Varie la accion y encuentre las ecuaciones de
movimiento de este sistema.

2) Unicidad de lagangeanos Usando las ecua-
ciones de Euler-Lagrange muestre que si considera un
lagrangeano mas una derivada total, que tiene la forma

. )
L ((L(D :L(QaCI) + Ta
las ecuaciones de movimiento obtenida por cada la-
grangeano son las mismas.
Escriba tres lagrangeanos diferentes (no triviales) que
describen un péndulo esférico.

3)Ecuaciones de Euler-Lagrange generalizada:
Considere un sistema el cual tiene un solo grado de li-
bertad. El Lagrangeano que caracteriza este sistema de-
pende explcitamente del grado de libertad y sus primeras
n-derivadas temporales, es decir,

L(g,q™M,...,q"™;t, {\}),

Marcel G. Clerc
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donde ¢V = d;qt(lt), {A} es un conjunto de pardmetros.
3-a ;Cudl es la ecuaciéon de movimiento obtenida al
minimiza la accién generada por este lagrangeano?
3-b ;Si el lagrangeano no depende explicitamente del
tiempo. Hay una cantidad conservada? y que forma

tiene.

4) Péndulo esférico doble: Considere un sistema
mecanico formado por dos péndulos de masas y largos
my = mg = m,l; = Ly = [ respectivamente (ver figura),
bajo la influencia de un campo gravitacional constante
(9). El primer péndulo es esférico, es decir, el movimiento
de este péndulo se desarrolla sobre la superficie de una
esfera de radio [;. El péndulo inferior es un péndulo plano
restringido a moverse en el plano ortogonal del primer
péndulo como se muestra en la figura.
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4-a;Cuadl es el lagrangeano que caracteriza a este sis-
tema?

4-b Encuentre las cantidades conservadas de este sis-
tema e interprete a que simetrias infinitesimales estan
relacionadas estas cantidades conservadas.

4-c ;Cuales son las ecuaciones de movimiento del sis-
tema e interprte fisicamente los diferentes términos de las
ecuaciones de movimiento?



