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Problema 1
Designamos v la velocidad que lleva la partícula
que sale disparada hacia abajo, y v1, v2, la de
cada una de las otras dos. Entonces es cierto que

v = vŷ, (1a)
v1 = v1xx̂+ v1yŷ, (1b)
v2 = v2xx̂+ v2yŷ. (1c)

Dado que las 3 masas son iguales, y que la ve-
locidad del sistema en el instante previo a la ex-
plosión es nula, se cumple por conservación local
de momento lineal que

v + v1y + v2y = 0, (2a)
v1x + v2x = 0. (2b)

Después de la explosión la única fuerza externa
que sienten todas las partículas es su peso, por
lo tanto se cumple

y(t) = H + vt− gt2

2 , (3a)

y1(t) = H + v1yt− gt2

2 , (3b)

y2(t) = H + v2yt− gt2

2 . (3c)

Se sabe que la partícula que sale verticalmente
hacia abajo demora un tiempo t1 en llegar al
suelo, es decir, y(t1) = 0, mientras que las partícu-
las (1) y (2) tardan un tiempo t2 en llegar al
suelo, es decir, y1(t2) = y2(t2) = 0. En conse-
cuencia,

0 = H + vt1 −
gt21
2 , (4a)

0 = H + v1yt2 −
gt22
2 , (4b)

0 = H + v2yt2 −
gt22
2 . (4c)

Al restar las Ecs. (4b) y (4c) se obtiene que
v1y = v2y. Para simplificar la notación decimos
v1y = v′, y entonces la Ec. (2a) se transforma

en v + 2v′ = 0, de tal forma que las Ecs. (4) se
reescriben como

0 = H − 2v′t1 −
gt21
2 , (5a)

0 = H + v′t2 −
gt22
2 , (5b)

De las Ecs. (5) se obtiene directamente el resul-
tado pedido, dado por

H =
g

2

(
2t2 + t1
2t1 + t2

)
t1t2. (6)

Problema 2
Utilizamos un sistema de referencia con origen
en el pivote que denotaremos como O. Apli-
camos la ecuación de torque para la estructura
sobre el punto O, considerando que la estruc-
tura permanece en reposo, y entonces se obtiene
−2mgL + T L

2 = 0, desde donde se concluye di-
rectamente que

T = 4mg. (7)

Por otra parte, hacemos un análisis de fuerzas
para el sistema que contempla ambas barras y
ambas masas. En ese caso, dado que la estruc-
tura permanece en reposo, se cumple

−T + Fx = 0 (8a)
−3mg + Fy = 0 (8b)

De aquí se obtiene que Fx = 4mg, y que Fy =
3mg. Considerando que F = Fxx̂ + Fyŷ se ob-
tiene que el módulo de la fuerza que ejerce el
pivote sobre la estructura en el eje de rotación
está dado por

F = 5mg. (9)

Por otra parte, se observa que el momento de
inercia de la estructura con respecto al punto
O está dado por IO = 5mL2, y definiendo ϕ
como el ángulo que forma con la vertical la barra
conectada al pivote (Ver. Fig. 1), se obtiene que
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la ecuación de torque está dada por mgL sinϕ+
2mgL(sinϕ+cosϕ) = 5mL2ϕ̈, de manera que la
ecuación de movimiento cumple

ϕ̈(ϕ) =
g

5L
(3 sinϕ+ 2 cosϕ). (10)

Integrando la ecuación de movimiento se obtiene
una expresión para la rapidez angular en función
del ángulo, dada por

ϕ̇2(ϕ) =
2g

5L
(3− 3 cosϕ+ 2 sinϕ). (11)

Notemos que la velocidad de la masa 2m es tan-
gencial de radio

√
2L y rapidez angular ϕ̇. Además,

el punto de impacto ocurre en ϕ = π
4 , y entonces

en ese punto es cierto que

∥v∥2 = 2(6−
√
2)

5
gL. (12)

Ahora analizamos la ecuación de movimiento para
el centro de masas. De la Fig. 1 se observa que
ρcm =

√
13L/3, y que tanα = 2

3 . Por lo tanto,
la ecuación de movimiento del centro de masas
por componentes está dada por

−
√
13Lϕ̇2 = −3g sin(ϕ+ α) +

Fρ

m
(13a)

√
13Lϕ̈ = 3g cos(ϕ+ α) +

Fϕ

m
. (13b)

Sabemos que la fuerza que ejerce el eje es de
la forma F = Fρρ̂ + Fϕϕ̂, por lo tanto su mó-
dulo está dado por la expresión ∥F∥ = F 2

ρ + F 2
ϕ .

Si consideramos la información contenida en las
Ecs. (10), (11) y (13), se tiene que para justo
después de que se corte la cuerda (ϕ = 0) y
para cuando justo antes que la estructura im-
pacte con el suelo, el módulo de la fuerza que el
eje ejerce sobre la estructura está dado respecti-
vamente por

∥F∥ =

√
97

13
mg, (14a)

∥F∥ =
1

5

√
1073

25
− 246

√
2mg (14b)

ϕ

ρ̂

ϕ̂α
mg

O

Figure 1: Problema 2

Problema 3
Usamos un sistema de referencia no inercial cuyo
origen se encuentra en el pivote del péndulo,
cuyo eje ŷ′ sea siempre perpendicular al disco,
y cuyo eje x̂′ esté siempre contenido en el plano
de oscilación del péndulo. De esta manera se
cumple que Ω = ω0ŷ

′ y A = −ω2
0Rk̂′. Notando

que ŷ′ = − cos θρ̂′ + sin θθ̂
′, se cumple que

Ω = −ω0 cos θρ̂
′ + ω0 sin θθ̂

′
, (15a)

A = −ω2
0Rk̂. (15b)

Por otra parte, queremos describir el movimiento
del péndulo con coordenadas polares, definidas a
partir del SRNI antes mencionado, entonces se
cumple

r′ = Lρ̂′, (16a)
v′ = Lθ̇θ̂

′
, (16b)

a′ = −mLθ̇2ρ̂′ +mLθ̈θ̂
′
. (16c)

Con las ecuaciones (15) y (16) somos capaces
de calcular las 4 fuerzas ficticias por definición,
y entonces

Ftras = mω2
0Rk̂′, (17a)

Fcor = 2mLω0θ̇ cos θk̂
′, (17b)

Fcent = mω2
0L sin θ(sin θρ̂+ cos θθ̂)(17c)

Faz = 0. (17d)
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Las fuerzas externas reales que actúan sobre el
sistema son el peso mg = −mgŷ′ y la tensión
T = −T ρ̂, entonces se cumple

T = T ρ̂, (18a)
mg = mg(cos θρ̂′ − sin θθ̂). (18b)

La ecuación de movimiento del ángulo θ es la
correspondiente a la dirección θ̂, para la cual se
tiene mlθ̈ = −mg sin θ+mω2

0L sin θ cos θ, que de
manera simplificada es equivalente a

θ̈ +
( g

L
− ω2

0 cos θ
)
sin θ = 0. (19)

Los puntos de equilibrio se obtienen cuando θ̈ =
0. De la Ec. (19) se observa que los puntos de
equilibrio θeq satisfacen alguna de las ecuaciones

sin θeq = 0, (20a)
cos θeq =

g

lω2
0

. (20b)

De aquí notamos que tenemos 3 puntos de equi-
librio cualitativamente distintos, estos correspon-
den a θeq ∈

{
0, π, cos−1( g

ω2
0L

)
}

. Para ver la esta-
bilidad del primer punto de equilibrio (θeq = 0)
debemos linealizar la ecuación (19) en torno a
este punto, desde donde se obtiene

θ̈ +
( g

L
− ω2

0

)
θ = 0. (21)

De la Ec. (21) se observa claramente que si ω2
0 >

g
L el punto de equilibrio θeq = 0 es inestable.
Por lo tanto la frecuencia máxima es ω0

2
max = g

L .
Por otra parte, notamos que el punto de equi-
librio θeq = π es trivialmente inestable, por lo
que linealizamos la Ec. (19) en torno al tercer
punto de equilibrio θeq = cos−1( g

ω2
0L

), y entonces
la Ec. (19) linealizada en torno a este punto de
equilibrio es

θ̈ +

(
ω2
0 −

g2

ω2
0L

2

)
θ = 0. (22)

Consideramos ω2
0 = 2g

L , y entonces la Ec. (22) se
transforma en

θ̈ +
3g

2L
θ = 0, (23)

desde donde concluimos que la frecuencia de pe-
queñas oscilaciones está dada por ω2

p.o. =
3g

2L
, y

en consecuencia el período está dado por

T = 2π

√
2L

3g
. (24)
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