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P1.- Energía mecánica 1D

Una argolla de masa m puede deslizarse sin roce a lo largo de una varilla dispuesta sobre el eje x

de la figura. La argolla está unida a un resorte de constante elástica k y largo natural D, cuyo otro

extremo está unido a un punto fijo O ubicado a una altura l de la varilla.

a) Determine el potencial U(x) que controla el movimiento de la argolla m

b) Determine la posición de los dos puntos de equilibrio estable del sistema para el caso D > l

c) Suponga que la argolla se desplaza desde x = 0 al punto de equilibrio xe > 0. ¿Cuánto trabajo

ejerce el resorte en dicho recorrido?
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P2.- Energía mecánica 2D

Un anillo de masa m puede deslizar sin roce por un alambre dado por y = x
2
/x0 (ver figura). El

anillo está unido a un resorte ideal de constante k, largo natural nulo (l0 = 0), y sujeto al punto O.

Además de la fuerza del resorte ωFR y de la fuerza ejercida por el alambre ωFA, sobre el anillo acúa

una fuerza externa

ωFE =
k

x0

(
xyî +

3x0
4

yĵ

)
.

a) Identifique cuáles de estas fuerzas realizan trabajo. Justifique su respuesta.

b) Encuentre el trabajo total que se realiza sobre el anillo cuando este se mueve desde x = x0
hasta x = εx0 con ε arbitrario

c) Encuentre todos los puntos en que el anillo posee la misma rapidez que la que tiene al pasar

por el punto x = x0
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P3.- Sólido rígido

Un disco de radio R, masa total M y momento de inercia I =
MR2

ω con respecto al punto de

apoyo P (ϑ < 1), cae, sin deslizar, desde el borde P de una mesa, como lo sugiere la figura. En el

instante inicial ϖ = 0 y ϖ̇ = 0.

a) Determine ϖ̇ en función de ϖ

b) Determine las componentes de la fuerza de contacto como función de ϖ (es decir, la reacción en

el punto P , en sus componentes, normal y roce)
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Formulario

Energía

La energía mecánica de un sistema de una partícula es igual a la suma de su energía cinética

K y potencial U

E = K + U

=
1

2
m|ωv|

2
+ U ,

donde |ωv| es la rapidez de la partícula en el sistema de coordenadas que hayan elegido.

Trabajo

El trabajo ejercido por una fuerza se describe como la integral de tal fuerza en la trayectoria

de la partícula

WA→B =

∫ εrB

εrA

ωF · dωr .

El trabajo hecho por todas las fuerzas no conservativas nos da la diferencia de energía

mecánica

EB → EA = W
NC
A→B .

El trabajo realizado por una fuerza conservativa ωFC se puede calcular con

W
C
A→B =

∫ εrB

εrA

ωFC · dωr = U(rA) → U(rB) ,

donde U es el potencial asociado a ωFC , o sea ωFC = →↑U .

Además, el trabajo total (considerando tanto fuerzas conservativas como no conservativas)

se puede calcular como

W
tot
A→B =

∫ εrB

εrA

ωFtot · dωr = K(rB) → K(rA) .

Conservación de la energía

Las fuerzas conservativas conservan la energía mecánica

E0 = Ef

↓ K0 + U0 = Kf + Uf .

Las fuerzas conservativas más comunes son las fuerzas centrales ωF = F r̂. En general, una

fuerza es conservativa si su rotor es 0

↑ ↔ ωF = 0 ↓ ωF = →↑U .

Ojo que una fuerza conservativa sí puede ejercer trabajo.
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Tensor de inercia

Para un sólido rígido con una distribución continua (no necesariamente homogénea) de masa,

su tensor de inercia (tomando como pivote/origen un punto O
↑
) se calcula como

IO→ =

∫




(y
↑
)
2

+ (z
↑
)
2

→x
↑
y

↑
→x

↑
z

↑

→y
↑
x

↑
(x

↑
)
2

+ (z
↑
)
2

→y
↑
z

↑

→z
↑
x

↑
→z

↑
y

↑
(x

↑
)
2

+ (y
↑
)
2



 dm
↑

que también se puede escribir como

I
ij
O→ =

∫
(r

2
ϱij → xixj) dm , con i, j ↗ {1, 2, 3}

donde x1 = x, x2 = y, x3 = z, r
2

= x
2

+ y
2

+ z
2

y ϱij = 1 si i = j y ϱij = 0 si i ↘= j.

El diferencial de masa se expresa de distintas formas según si el sólido es lineal, superficial o

volumétrico

dm
↑
= ε dl

↑
, dm

↑
= ς dA

↑
, dm

↑
= φ dV

↑
.

Ecuaciones de movimiento

La relación entre el momentum angular y torque de un sólido rígido es:

dωL

dt
= ω↼

donde ωL = IO
ω! con IO el tensor de inercia medido c/r al pivote y ω! el vector velocidad

angular del cuerpo.

La segunda Ley de Newton para un sólido rígido se expresa como:

Mtot ω̈R = ωF
ext

con Mtot la masa total, ωR el vector posición del centro de masa y ωF
ext

=
∑

i
ωF

ext
i la suma de

las fuerzas externas actuando sobre el sólido rígido.
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Auxiliar 9
P1

0-
-

as Solo necesitanos considerar una energia·potencia, que es la elastica dada porVE(r)
=
1k(r-D

pero como la quere mos en funcion de X, debe-
mos ocupar geometria. Es facil ver que

-

·
I I

r = x + l X

entences Vel= k(V+ -D

b) La energia mecanica seria

E = k + u = 1m + 1k(vx + 1" - D)

y los pos de equilibrio estan dados por la condicion

e
* O

que en este caso seria

-Due
=> With - D = 0 v Ve = 0

=> Xe = IVD"-e2

Para saber la estabilidad necesitamos analizar el signo de la segunda derivada

=k +kit-D(



donde para Xe =0
inestable

U"(Xe=0) = k(l-D) < O
, ya que De

l

y para Xe = IVD2-e"
estables

U"(xe= ) = k(D2-1) > 0
, por la misma razon

D2

c) Nos piden calcular el trabajo ejercido por el resorte , por lo que ocupamos la formula
NAzB=Fr .d

donde= Or y =+VD-e .
Sin embargo, estamos hablando de una fuerza conservativa

donde existe la relacion

F = -Du = Ur) = -(F(r -d

asi que

(1) = Note = (F(E .d = - Ue(Xe) + Ve(d

-

-
R(XD( + 1k(l - D)

=
1k(l-D



P2
Fr
1 a) No tenemos ,

ass que no hay fuerza peso.

N F Las unicas fuerzas actuando sobrem son :

E

T T Resorte Fr

/
Normal #

L Fuerza externa Fe

Sabemosquelpartculsemevesigvendounparabolaaa
su posicion en cartesianas Como

= = xi + yj = xi + 1 y (1)

y por la def . de trabajo
Wat = /Frod

sabemos que no ejercen trabajo las fuerzas que son perpendiculares a la trajectoria, ya
que si Fin

-> F( .dr = 0 rela
,
Fi]

-> WazB = 0

Por la expression de nuestras fuerzas tenemos que+E, mientras que Fr y Fe no
son perpendiculares a la trajectoria

=> Fr
y
Fe realizantrabajo

b) Sabemos que Er es conservativa al ser central, por lo que no necesitanos usar (2)
para calcular su trabajo , sino que ocuparemos

WCFr.d = VIA-UCls

donde = Fr y Un=k(r-I)=(+  = k(x+ )
Debemos definir los limites de integracion, en este caso

F = XT + yo = Xot + Xoj y Fo = x4 + Yf = XXo2 + Xxoy

y reemplazanda en UCr



· U(x = x.) = kx* U(x= 1x)
=
1k(X + x")X

y ocupando (3)

=> W&+ = U(X.) - U(XX. ) = kx*
"

-k(x + x4)x (4)

Mientras que para Fe ocuparemos directamente (2)

Fi(x
,y) = k(xyi + pyj)
=k+j)

Calculamos el differencial de posicion con (1)

di = xxy + 2EdXY
y reemplazando en (2)

=>Wit = (F(x ·d=(2 + xj) : (dxi +2+j)

=k+
=
=5k(X" - 1)x5

Juntado (4) con 15) obtenemos el trabajo total

W =Wi + Nex = kX-k(x++ (x -1)

= Ekx-
c) Que la particula vuelva a tener la rapidez que tena en Vo es lomismo que vuelva
a tener la misma energia cinetica K(x= x. ), o sea queremos

k(x .) + k(xq)

Revisando el formulario notamos que



W = k()- k(mm)

y en b) ya calculamos We para un y cualquiera, asi que si imponemos nuestra
condicion

k(X) = k(XX.)

es equivalente a imponerWO, de donde podemos despejar 1. Igualemos a 0
la expression de (6)

W =Ek
y si definimos :=* obtenemos una ec. Cuadratica

Ye
* - 45 + 3 = 0

=>n = 4 = V16 - 12 = 412 = 301 ⑨ ⑨

2

=> Xc(5
,

-5
,
1
,

- 13
⑨ ⑨

asi que la particula tiene la misma rapidez I I A 13Xen X= 45X.,-EX., Xo ,

-X] -EX -X No EX.



P3
a) Para obtener = p10) primero hay que obte-

↑
ner la EoM del solido rigido. Para esto utilizaremos Ila relacion torque-momentum angular

Ed = F
-
m

It

Para solidos continuos ocupamos la siguiente definician%del momentum angular :

I = lot

donde lo es el tensor de inercia medido desde el pivote O, y E la velocidad angular. Lo es una
matriz diagonal (usualmente) de 3x3, en este caso, por enunciado sabemos

O

In = For t MaaO

En este problema solo tenemos movimiento angular en la direccion (positival de l , entences
O

2 = 0

I

entences conchimos que =I =Md =M

El torque se calcula igual que para particulas. En este caso el peso es la unica fuerza que ejerce
torque, ya que la normal y el roce tienen brazo de palanca nulo .

El peso en nuestro dist. Cilindrico es M = -Mycos + Mgsind&, y , por def , esta fuerza
siempre se ejerce sobre el centro de masa, que en este caso es justo al centro del cuerpo (por
simetria y homogeneidad) , entences

F=xF = Rx(-Mgcoo + Mgsing)
= MgRsing .

Finalmente
,
nuestra EoM es : = MgRsin= sin



que podemos integrar con truco de necnica

pd= sinda

=> p = Lag(1-cos) 20

b) Con la relacion torque-momentum angular perdemos toda la info de las fuerzas actuando
sobre el pivote. Para hacerlas aparecer usamos

Mic =Fi

donde sabemos que Re =Ry = -R + Rid y las fuerzas seran

2 Fi = NT-FRP-Mgcos + Mgsind i
entences la EoM vectorial es

-MR +Mr = NT-Fr-Mgcos + Mgsind I
asi que las escalares son :

j)-MR = N-Mycosd
Mr = -Fr + Mgsind

De aqui podemos despejar N y Fr y usar (1) y (2)

- N = Mgcos-Mrq = Mg(cosd-2x(1-cosp)
Fr = Mgsing-Mr = Mgsind(1-x)


