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P1.-

Considere un oscilador anarmónico cuántico, dado por el lagrangiano

L =
1

2
Zq̇

2
→

1

2
Zωω

2
q

2
→ Zεεω

3
q

4
, (1)

donde hemos definido ⊋ = m = 1, entonces ε no tiene dimensiones.

a) Encuentre el hamiltoniano H correspondiente a L. Escríbalo como H = H0 + H1, donde H0 =
1
2P

2
+

1
2ω

2
Q

2
, y use [P, Q] = i.

b) Defina |0↑ y |1↑ como el estado basal y el primer estado excitado de H0. También defina |!↑

y |I↑ como el estado basal y el primer estado excitado de H. Tome que todos estos estados

tienen norma unitaria. Definimos ω como la primera excitación de energía de H, o sea ω ↓

EI → E!. Normalizamos la posición definiendo ↔I| Q |!↑ = ↔1| Q |0↑ = (2ω)
→1/2

. Finalmente,

para simplificar la matemática usemos Zε = 1. Escriba Z = 1 + A y Zω = 1 + B, donde

A = ϑAε + O(ε
2
) y B = ϑBε + O(ε

2
). Use la teoría de perturbaciones Rayleigh-Schrödinger

para calcular las correcciones O(ε) a los autovalores y autovectores asociados a H0.

c) Encuentre los valores numéricos de ϑA y ϑB que permiten que ω = EI → E! y ↔I| Q |!↑ =

(2ω)
→1/2

.

d) Ahora piense el lagrangiano (1) como una teoría cuántica de campos en d = 1. En otras palabras,

considere en una primera instancia la teoría

L = →
1

2
Zϑ(ϖϱ)

2
→

1

2
Zmm

2
ϱ

2
→

1

4!
Zεεϱ

4

en d-dimensiones arbitrarias, para luego hacer los cambios

d ↗ 1, m
2

↗ ω
2
, ε ↗ 4!εω

3
, Zϑ ↗ Z, Zm ↗ Zω,

con tal de recuperar la forma de (1).

Con esto, calcule la corrección O(ε) al propagador. Fije ϑA y ϑB requiriendo que el propagador

tenga polos de residuo 1 en k
2

= →ω
2
. ¿Estos resultados concuerdan con los del ítem anterior?

¿Deben hacerlo?
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Auxiliar 6
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Consideraremos la teoria 1D

=1-Zwg-Zaxwq
al Sabemos que el hamiltoniano se relaciona con L segun

H = gip: -L

donde p =

2
= z

asi que H=+

=+
A su vez,

este hamiltoniamo se puede escribir como una teara libre + interacciones y contraterminos

H = Ho + Hi

=ww

Ahora, escribanos p y q en funcion de operadores escalera. Conno en &M estandar :

q (a +a)ypi
donde

,
a partir de (p.q] = i

, podemos demostrar [aa+ ] = 1. Tambien
,
reemplacemos de inmediato

z = 1 + k+ x + 0(x) = z" = 1 - kaX + 0(x)
,

zu = 1 + kzx + 0(x)
,

zx = 1

-H = 1 k*W(a-aw(aaa2

=w(k(a-a + (a + a) + (aa] +0

Mientras que la teoria libre es simplemente Ho = w(ata + 1/2)



3) Queremos calcular las correcciones a primer order de la energia Libre E
.n,
dada por

Fan En/Holn). = w(n + 1)
y la correccion a los autoestados In)

,
los cuales siguen

atn
.

= Un + 1 (n +1. ,
alm

.

=MIn-K
., alo) = O.

Como h es independiente del tiempo, por Rayleigh-Schrodinger sabemos que

En = Ean +/F1n> + 0(1
,

(1)

me equivague de signo

In) = In) . - ./.In (2)

ken Ean-Ear

De (1) y (2) saberos que hay que sandwichear t .
Termino por termino

~k/(a"-a) In) = oklatat-ata-aa++ aaln).

= MSan-(2n +1)Sun Skin-

. (k)(a
+

+ a) In) = oklata+
+ ata + aa

+
+ aln)

.

=Sant + (2n + 1) San + M Skin-

- o(k((a+
+ a) "(n) =.(k((a+ "

+ a
+
a + a

+ aat) + (a+a + aaa+ + aaata + a
+aa

+
+ a

+a)

+ laa + aata +aataa" + aata) + (aa+
+ aa

+
a + aa+

+ a4(n).

=Sant + (4n + 6)Un2 Skin+

+ (6 + 6n + 3) San + (4n-2)Mr San +Min San-

Para el caso de la auto-energia k= n

·
<nIMIn)

.

= 1Xw(- ka(2n + 1) + ks(2n + 1) + (6n + 6n +3)]
4

e identificamos En = Es y E== E
, por lo tanto

-Er
=

W+ -k + k + 3] +O

~ E== 3 +W(-3 + 3 + 15] + 0(x
&

Mientras que para los auto-estados tenemos



- ZokIFIn). (k). = -xw(kaIn +V Inken Ean-Ear

+Ks)In +2) +VI
+ ((n + 1) ... (n+ y) ' (n+4) + (4n +6)((n+1)(n+2) (n +2)

Ean = Eo
,
n + 1

Ean-Eo
,
n + 2

+ (4n-2)Unt) In-2 + Un ... (n+ 3)' In-4]Ean-Eau-2 Ean-Eo
, n -4

Asi que para los estados (2)
,

n = 0
, y (E) ,

n = 1
,

tenemos * Ean-Eanta = -wa

· (2) = 10. + 1x((+) + B14 + 3E (2).) + 0(14(5
2

· (1) = 11)· + /x / (k + (13)·+ 15 + 5513)) + 0(x7(6)

c) Tenemos 2 condiciones que complir :

w = E- Er (4)

<IIqI2) = (2)
*

(8)

que de (3)
y (4) notamos que no se comple a priori . Para que se camplan debemos encontrar valores especificos de

Ka Y Ki
.

Empecemos imponiendo (4) con (3) y (4)

w
= Et - Er = w + 1xw(zka + 2kb + 12) + 0(x)

de donde obtenemos que -Kr + Ka + 6 = 0 (9)
.

Ahora
,
de (8)

y usando (1) y 12) encontrados

(w)* (w)
* (Il(a+

+ a)(r)

= (2w)-( .
(1)(a+

+a)l0 + 1x((ka+all0). + ra(0) + 55a+a)(0).

+ (k + Ks)(1(a+
+a)(2)+a) (4 + 31(a + a(2))] +O

= (2w)
-

(1 + fx(kn+ kz + b)] + 0(x)



donde imponemos K++ K + 6 = 0 (0). Por lo tanto
,
de (a) y (10)

ka = 0 v Ki-6

di Ahora, consideremos lateoria de campos cuanticos

2 = -Zy(24mm-
cuyo propagador exacto a orden 1 esta dadopor 1

A(k") =

> +>> t > x > + 0(x)

k k k kk

Como tenemos loops utilizaremos dim-reg trabajando en d dimensiones y escrito como

d = 4 - E

con e
,
a priori ,

arbitrario. Ademas, queremos trabajar con un coupling sin dimensiones, pero sabemos que

[2] = d -> (x] = d - 4 = E

entences hacemos el cambio 1 Xu, +q ahora 1 es adimensional. Ademas
,
escribanos

En = 1 + A
,

Zm = 1 + B
,
Ex = 1 + 0(x)

Reescribirianos la teara como 2 = 2
.

+ 2, donde

20 = -120"me
21 = - " +Let

Let = -2 Be
y siguiendo las reglas de Feynman ,

la self-energy (considerado los contraterminos) seria

Xl

⑤

=M + 0(x)

donde usamos el hecho que cada vertice tiene asociado un factor (-iXu") y el 112 viene del loop. Ademas,
como en todas las tearas, el vertice-contratermino X tiene asociado un factor -i(Ak+ Bmm2.

Ahora, deberamos calcular la contribution del loop

Ideemin



que es claramente divergente para d2 , ya que integramosen todo el rango de momentum. La introduccion de

E nospermitiria cuantificar concretamente esta divergencia, que lego eliminariamos definiendo Ay B inteligentemente.

Sin embargo, nos piden trabajar en 1-dimension, por lo que no hay divergencia del loop y podemos ovidarnos
de introducir el e (y el termino de masa ) . Asi que tomando esto en cuenta

, y escribiendo A = kX + 011
y

B = kx + 0x)
,
ademas de hacer los cambios m-w y 1- 4 ! 13 para recuperar la forma del oscilador

anarmonico, estaramos trabajando con:

INTR) =- :4 ! Xw3)(-iX(k +kWOC

donde la integral es simplemente

=
entences

iTT(RY = - :1/6w" + Yak + k3W2] + Oct (11)

Ahora, para imponer que el propagador exacto tenga residuo 1 en k"= -m = -w se tiene que cumplir

-- w2) = 0 (12)

↳T-we =0 (13)

De (11) notamos que para complir (12) se requiere

du" +Wak +kw 0

mientras que de (13)
,
donde I'll =dry/dLk

,
tenemos

ka +0

lo que implica que vs-6 . Que es lo mismo que ya habramos obtenido.


