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P1.-

Una partícula de masa m está atada a 2 cuerdas independientes de igual largo L, cuyos otros
extremos están fijos a los puntos A y B, separados entre sí una distancia H (ver Figura). La partícula
rota en torno al eje vertical AB, manteniéndose en el plano horizontal ubicado a media distancia
entre ambos puntos.

a) Determine el mínimo valor de la velocidad angular Ê que le permite a la partícula mantener un
movimiento circular uniforme con ambas cuerdas tensas (Datos: m, g, H).

b) Si ambas cuerdas son recogidas a una tasa igual y constante, L̇ = ≠v0, muestre que fl̈ Ã fl
≠3.

Obtenga la constante de proporcionalidad de esta relación.
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P2.-

Consideremos dos masas m unidas a una varilla rígida sin masa de largo 2D, tal como indica en
la Figura, con ambas masas separadas por una distancia D. La varilla de masa despreciable puede
rotar libremente con respecto a una rótula fija a la pared.

a) Encuentre la ecuación de movimiento para el ángulo „

b) [Propuesto] Encuentre la expresión de la fuerza que ejerce el pivote sobre la barra F̨piv, en
función del ángulo „ y constantes del problema

P3.- Propuesto

Sobre una superficie horizontal sin roce una partícula de masa m se mueve ligada a un punto fijo
mediante un resorte ideal de constante elástica k y largo natural l0. En el instante mostrado en la
figura su velocidad tiene magnitud v0 y es perpendicular al resorte, el cual se encuentra en su largo
natural. Determine el valor de v0 tal que la máxima longitud que el resorte alcance sea 4l0.

k, l0

l0

v0
g̨ ¢

m

Hint: Con las condiciones iniciales ocupar conservación del momentum angular
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P4.-

Tres partículas de masa m están en los vértices de un rectángulo de a ◊ b, formado por varas
ideales de masa despreciable. El cuarto vértice está fijo a un punto P (ver Figura). El rectángulo
puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura.

a) Usando torque y momentum angular calcule la ecuación de movimiento para el ángulo con
respecto a la vertical „ (en la figura es –)

b) Usando a) calcule el punto de equilibrio del sistema

c) Usando aproximación en serie de Taylor encuentre la frecuencia de pequeñas oscilaciones en
torno al punto de equilibrio
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Formulario

Coordenadas cilíndricas

La posición, velocidad y aceleración en coordenadas cilíndricas están dados por:

r̨ = flfl̂ + zk̂

v̨ = fl̇fl̂ + fl„̇„̂ + żk̂

ą =
1
fl̈ ≠ fl„̇

2
2

fl̂ +
1
2fl̇„̇ + fl„̈

2
„̂ + z̈k̂

=
1
fl̈ ≠ fl„̇

2
2

fl̂ + 1
fl

d
dt

1
fl

2
„̇

2
„̂ + z̈k̂

Torque y momentum angular

Para un sistema con n partículas, tenemos la relación

·̨tot = dL̨tot
dt

,

donde
·̨tot =

nÿ

i=1
·̨i ; L̨tot =

nÿ

i=1
L̨i .

Las fórmulas de torque y momentum angular son:

·̨ = r̨ ◊ F̨ ; L̨ = mr̨ ◊ v̨ ,

donde F̨ es la suma de todas las fuerzas ejercidas sobre la partícula de interés, r̨ es el vector
posición de la partícula y v̨ la velocidad de la misma.

Sistema de partículas

Cuando tratamos con más de una partícula, podemos ocupar la ecuación

M
¨̨
RCM = F̨tot ,

donde M es la suma de todas las masas involucradas, R̨CM el vector posición del centro de
masa (CM) dado por

R̨CM = 1
M

nÿ

i=1
mir̨i ,

y F̨tot es la suma de todas las fuerzas externas ejercidas sobre le sistema.
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P1
Auxiliar 5

a) Debido al movimiento rotacional
contenido en un solo plano : utilizaremos

7Fr
coordenadas cilindricas.

a
Tenemos 3 fuerzas :

al ⑧ T
↳ Tension 1 : F = Ti)-cosa +sina( f
- Tension 2 : Tc = Tc(-cosa-sind)
Deso : M = -mgh E
donde estamos considerando T: > O. V

Ahora, para el primer item ,
la acele-mg

racion es

a = ( -y +1 +
=-row+dr

Entonces
,
la EoM vectorial es

-mr.w +m = T-cosa +sna)-cos-sink)-n

y
las EOMs escalares

j)-mrow" = - (Ti +Tn) cosx

mr . j = o

[0 = (T-T2)Sina-mg
Buscaros una condicion de desigualdad para w

,
asi que hacemos uso de que Ti > O.

Despejermos Ta de jl
=> T = Mr.

w' - Tz
COSX

y reemplazamos en El



0 = (mrw-2T)sina-mgo
E Tz = mrw1-mg to

=> Wig cost (1)
ro Sin &

Por geometria del problema, sabemos que
fam(x)=CoH

que reemplazanos en (1)

= w =g
b) Ahora

,
la distancia y es variable. Por Pitagoras tenemos que

L'(t) = f((t) +

que derivamos du al tiempo

24 = 29j
donde

, por enunciado ,
l = -v .

=> j(t) = -

L
y derivando otra vez

j(x) = v+.

reemplazando j con (2)

= j=
=" -L
=-



dande en el ultimo paso ocupamos la relacion de Pitagoras.
Finalmente

,
concluimos que la che de proporcionalidad es:

- He?
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P2 j
2. a) Para los problems con masas y varas que las

hacen girar con respecto a un eje ,
usamos la formy-v-

go
1 .

j
mg

Exot = +(1)-- que nos relaciona el torque total con el momento

angular de las masas. Esta formula es valida tanto

⑭ para un sist. Con 1 como con n particulas , ya que

G E
Ear=E ; [ar= :

pin

T donde E: y [: son el torque y el momento angular de la i-esima particula

Para este problema tenemos dos particulas demasa m
.

La particula 1 . se encuentra a una

distacia D del pivote y la unica fuerza externa lojo que la fuerza de la barra sobre la particula tiene

asociada un terque nulo) es la gravitacional

F = mg = - mgsing + ngcoq

y el brazo de torque, o vector posicion , que vadesde el pivote a la particula ,
es = D. Asi que al

calcular el torque sobre esta particula ,
usado la formula

E= Fix Fir
,

con Fin = &Fi todas las fuerzas sobre la i-esima particula

quedaria como

E=Fit = (Dj)x(mgsinj +mgcos
= Dangcosjx
= DigcosB I (2

Ahora
,
calculeos el mormentum angular de la particula 1.

,
usando

[=+=xmi=mix

donde e es la velocidad de la particula. Notamos que en cilindricas

+p = Di
, reemplazando en [

=>Ifmix = m(Dj)x (D) =mDE

derivando con respecto al tiempo

Em



Haciendo lo mismo, pero para la particula 2 .,
donde D-2D, obtenemos

= 2Dmgo ; d = 4mD

Asi que reemplazando (2)
,

(3) y (4) en (1) obtenemos

Eror = do
E + Ec =d +d

↳ Digcos + 2DmgosB =m + 4 mDik

↳3 Agos = 5 mD

=> 3 gos = JDi

donde
, por geometria , B=/2 - b

=> 39 sing = 5 Dig

=> -39 sind = O (5)

5D

con lo que obteneros una relacion entre la acceleracion y la posicion de las particulas.

b) Para encontrar la fuerza que ejerce el pivote debemos utilizar la EoM para un sistema
de particulas

MurI Fi

donde F: son todas las fuerzas actuando sobre el Sistema (no solo las fuerzas ejercidas directamente
sobre la particula). En este problema

,

ademas de la fuerza peso sobre las particulas, tenemos la fuerza
que ejerce el pivote sobre la barra para que esta pueda girar sin caer ni moverse horizontalmente .

Considerando la fuerza del pivote como

Fir = Fire + Friv, & * Esta fuerza no genera torque porque el F=

y el CM se encuentra en Far =3D = ,
ademosMa

Reemplazando
=> [m(-) = Fre + Fra-Ligsin +ZigosB

= Fire + Fra-2mgcos +2mgsing

y nuestras ecs.

demov . escalares Serian

j)-3Dm = Fan-Lagos - Fin = -3Dmp+ Cmgcosp (6)

&) 3Dm = Fina + higsing - Find = 3Dmi-Zigsing (7)



asi que resolviendo (5) encontrarramos las fuerzas del pivote para todo tiempo o para cualquier posicion. Hagamoslo.

Debido a la forma de la EDO, solo podremos integrarla una vez contrucazodemecanica

=> Odd= sind /

Edd=and a

=- cost
Dia = 69 (1-cost) (8)

5D

Reemplazando (8) en (6) y 151 en 17, obtenemos las fuerzas en funcion del angulo

& Fairy = -3Dm(g(1-cos) +2ngco

=

-omg go + 2gco

= Comgos-1mgy jacuanto valeenD

- Frind = 3Dm (39 Sinp) - Crngsin

=Angsind-Zgsind

--mg sind,



P4 &

F
A

·in
·
mind

·
Sabemos que con la ecuacion nuaestra

Frot =d
conseguiremos la ec de mov . para el angulo d y con esto podremos hacer Taylor (sies que es necesario) y conseguir
la ec de mov.

de un oscilador armonico donde podremos identificar la frecuencia de pequenas escilaciones

Primero definamos la posicion de cada masa ocupando un sist. Cilindrico centrado en el pivote

DF = by - = bj-a Dis= -ad

con esto podemos calcular las velocidades derivando una vez

= big Di = bi + apj ↑ E = app

asi que los momentums angular serian (i = m.x)

· =mbjx(b) =mb

* [2 = m(by - aq) x (b + apj) =m(b+ at)bk

- [s = m . (-a)x(ap) =map



· [t = m(2b +2 = d=m(+
Ahora calculemos los torques. Notemos que como ocupamos el mismo Sist. de coord para las 3 particulas,
la fuerza peso para las 3 particulas es:

m= mgcosj-mgsing
asi que los torques (F:=:x Fil Serian

· F = bix(mgcosj-mgsing) = -mgbsingk
· F = (bi-ax(mgco-mgsin) = -mybsingk +mgacost
↳ T = -x(mgcos-mgsin) =mgacosk
· For = Zigacospk-Imgbsingt

Asi que la ec maestra quidaria como

Frot = d

Zmgacosk-Zmgbsindk = Im(a+ b) it

=> gacosa-gbsing = (a+ 64i

↳ j = gacogbsina

b) Ahora, los puntos de equilibrio se dan donde la suma de fuerzas es O (por eso 20/0q0), o sea que la

acceleracion en ese eje sea O (por Newton)
,

entences imponemos que %Oy des pejamos def que compla eso

=> O = gacosdes-gbsindes Acosdeq = bsindeg #) Fan beq=A
a

=

+ b b

y por enunciado nos dicen que consideremos a =3 . b

=> tandeq= deq=

e Ya tenemos el pto.

de equil. ,
asi que calculemos la frecuencia de pequenas oscilaciones. Tenemos la EDO

= gacosp-gcos ,
donde defini c=a+bh

entences debenos considerar una pequena variacion en torno alngulo de equil, o sea algo como

9) (t)= +S
,

donde S11 (una pequera variacion)

Ojo que y seria variable. Entonces reemplacemos en la EDO



-

>d(n +S) = gcos(+S )-gbsinl+

donde el primer termino solo quedaria comog
, y para las funciones trigonom. usamos las propiedades

· cos(x +y) = cos(x) cos(y) - Sin(x) . Sin (y)

·Sin (x+y) = Sin(x)cOS(y) + coS(x ) Sin (y)

entences

↑ cos(n/3 + 3) = cos(t/3)cos(s) - Sin (13) sin(s) = 1-8
22

& Sin (13 +8) = Sin(13) cos(8) + cos(13) sin(8) +

donde en el ultimo paso usamos la aproximacion cos(8) = 1 y sin (8) = 8 ya que S1 . Reemplazamosen

=>j =-) -
↳ = - (gS+

--wis-ga- dondedefinWo

y sihacemos el cr. =5-(g) y la EDO que nos quda

= -W.

+ Wo8 = 0

que es la EDO de un oscila dor armonico con frecuencia de OscilacionWo que seria nuestra

frecuencia de pequenas oscilaciones.


