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P1.-

Considere una curva espiral descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:

r = R , ω = Nε ,

donde R y N son constantes conocidas (N entero par). Una partícula se mueve sobre la espiral

partiendo desde el extremo superior (ε = 0) y manteniendo una velocidad angular cenital constante

y conocida, ε̇ = ϑ0. Se pide:

a) Utilizando coordenadas esféricas, escriba los vectores velocidad y aceleración para una posición

arbitraria de la partícula sobre su trayectoria.

b) Encuentre una expresión para la longitud total de la espiral y para el tiempo que la partícula

tarda en recorrerla. Indicación: De ser difícil de calcular, puede dejar expresada la integral.

Figura 1: Pregunta 1

Auxiliar 2 1



P2.- Viaje al centro de la tierra

Suponga que es posible excavar un túnel entre dos puntos A y B de la Tierra, como se muestra

en la Figura 2. La aceleración de gravedad (que apunta hacia el centro de la Tierra) al interior del

túnel tiene una magnitud que es proporcional a la distancia r desde el centro de la Tierra:

|ϖa| =
g

R
r,

donde g es la aceleración de gravedad en la superficie de la Tierra y R es el radio de la Tierra.

Asumiendo que un vehículo parte del reposo en el punto A y se mueve sin roce en el interior del

túnel, bajo el efecto de la gravedad, calcule:

a) El tiempo que requiere para llegar al punto B, que está a una distancia R del punto A, en línea

recta

b) La rapidez máxima del movimiento resultante

PROBLEMAS 1. CINEMÁTICA

(a) El tiempo que requiere para llegar al punto B, que está a una distancia R del punto A, en
línea recta.

(b) La rapidez máxima del movimiento resultante.

Nota: Considere que la aceleración real del vehículo es la que resulta de tomar la aceleración que
tendría el cuerpo si no estuviera restringido a moverse en el túnel y proyectarla en la dirección del
túnel.
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Figura 2: Pregunta 2
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P3.- El problema del pescador

Luego de un largo día de trabajo, un pescador se dispone a la peligrosa misión diaria de cruzar

un río de ancho D, partiendo desde A e intentando llegar al punto O en la orilla opuesta. El agua del

río tiene una velocidad constante ϖv0 en todo su ancho, por lo que el pescador debe remar con una

velocidad ϖvp relativa al agua y siempre apuntando a O como se observa en la Figura 3.

a) Usando coordenadas polares determine las ecuaciones de ε̇ y ṙ en función de r, ε, v0 y vp. Con

estas ecuaciones exprese
dr
dω en función de los mismos parámetros.

b) Integre la expresión de a) para encontrar la trayectoria en función de ε, D y las velocidades

enunciadas, ¿qué condición debe cumplir vp para que el pescador pueda llegar a O?

ϖr
ϖvpD

ϖv0

O

A

ε

Figura 3: Pregunta 3
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Formulario
Coordenadas cilíndricas

La posición, velocidad y aceleración en coordenadas cilíndricas están dados por:

ϖr = ϱϱ̂ + zk̂

ϖv = ϱ̇ϱ̂ + ϱω̇ω̂ + żk̂

ϖa =

(
ϱ̈ → ϱω̇

2
)

ϱ̂ +

(
2ϱ̇ω̇ + ϱω̈

)
ω̂ + z̈k̂

=

(
ϱ̈ → ϱω̇

2
)

ϱ̂ +
1

ϱ

d

dt

(
ϱ

2
ω̇

)
ω̂ + z̈k̂

Coordenadas esféricas

La posición, velocidad y aceleración en coordenadas esféricas están dados por:

ϖr = rr̂

ϖv = ṙr̂ + rε̇ε̂ + rω̇ sin εω̂

ϖa =

(
r̈ → rε̇

2 → rω̇
2

sin
2

ε

)
r̂ +

(
rε̈ + 2ṙε̇ → rω̇

2
sin ε cos ε

)
ε̂ +

(
rω̈ sin ε + 2ṙω̇ sin ε + 2rω̇ε̇ cos ε

)
ω̂

=

(
r̈ → rε̇

2 → rω̇
2

sin
2

ε

)
r̂ +

(
rε̈ + 2ṙε̇ → rω̇

2
sin ε cos ε

)
ε̂ +

1

r sin ε

d(r
2
ω̇ sin

2
ε)

dt
ω̂

(a) Coord. cilíndricas (b) Coord. esféricas
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Auxiliar 2
P1

a) Debennos reemplazar en las expressiones en
coordenadas esfericas de la velocidad

8 r +r + using

y la acceleracion s
= (i-r-rsin't)

+ (v + 2-r"sinEcosE)E

+ (rgsint + 2rsint + 2rpcos) i

Ojo que nos dicen que quede en funcion de la posicion (no el tiempo) , asi que dejaremos todo
en funcion de E (la unica variable que dejarenos). Calculamos

- r = R = j = 0 = = 0 V toda posicion

=No = NE = NW= N= 0

E = W . = = 0

reemplazamos
j re rising

-E = 0. + R . W. + RNW. Sing = Ro + RNW.Sin
v

- r - ra"sin't r + 2-rj'sintcost rising + 2rgsint + 2rb cost

· = 10 - Ru: - RNWsin't)n + (0 + 0-RNWIsincost)E + (0 + 0 + 2RNWCOs)

= (-Rwo -RN-Wisin)r-RN'w. sinEcosOE + CRNW:cost

b Saberos que la particula comienza a moverse en el "polo norte" , A = 0 , y para recorrertoda la espiral debe llegar hasta el extremo opuesto : el "poosur", que se encuentra en
- = I .
Ademas

,
sabemnos que la particula desciende con rapidez -W

. en E
, que es una EDO

de primer orden

=wo
=>l=we



↳ Jod = Wo
donde sabemnos que E(t= 0) = 0 y #(t

=+f) =# y W. es ce.

=> /"do = w.
*
de

i = Noteo'-tf=

Y para calcular la longitud de la espira usamos la formula de distancia recorrida total
doot = /Eld

asi que calculamos la magnitud de la rel que encontramos y aprovechamos que 1, , by
es ortonormal

E =V + V= + up = 1811 =V

= (2-r + V= + vp) - (v- + V- + vp)

= Var +5 +2

en nuestro caso particular : E =Ro + RNW. sing

=> 11811 = VR:+ R'N'wosinAlt

donde sabemos que Alt) = Not

det=Ri + RNwsin(utd



P2
debido a que el tunel es recto, nos conviene ocupar

un sist . Cartesiano /[ ,j,3 como el de Fig. 1.

a) Aunque nos den la acceleracion en coord . esfericas &

iPara obtener el tiempo solicitado nosgustaria
obtener X=X(t)

, ya que bastaria con despejar
*

de

la ec.

X(tP ) = Xi

con X. el valor de X cuando la masa esta en B.
Por lo tanto

,
tenemos que conseguir e integrar dos veces.

Descompaniendo= -ar que apunta hacia el centro

= -asint-acosy
Fig .I

= i +yjj =) X = - gusint(1)

Para poder integrar necesitanos como funcion de x. Hagaros un poco degeometria. Pordibujo sabe-
mos que

r =Vx+ h

por lo tanto, tambien Sing = I = X

~ With

asi que (1) Seria =-9th==
Ocupamos truco de mecanica para reescribir la acceleracion

~=di = -x/

=>dx =-x
<EY(x) = 1 @-x)

que podemos volver a integrar



(RY-x= /jd

=>
donde resolvemos la primera integral definiendo

X=sin(u)-dx = Ecosludn y U= arcsin(2x) , U= arcsin(12 2

=>sudu = arcs

.. aresin()
con lo que "obtenemos" una funcion X = x() . Ahora

,
buscamnos

*

+
.q .
X(t = -R/2

(3) = arcsin(-1) -=
-T=-Set

donde toramos el signo-porque de (a sabemos que la velocidad para-R12x0 tiene que ser

negativa.

d) Tomannos la magnitud de (1) y derivamos
dr a x

↳
=> 0

,
donde se da la rapidez maxima.

Reemplazando en 1x1

(x(x*) = (Ima
=R



P3
a) Hay que tener bien claro los distintos tiposde velocidades . La superficie del no
se mueve con una velocidad homogenea du a las orillas (como las cintas

carminadoras del aeropuertos, usadas para recorrerlo mas rapido) y el pescador
se mueve sobre el ro con una velocidad En dual ro,

,
no cra la orilla (como un

pasajero caminando sobre la cinta caminadora) .
Por lo tanto

, algrien en la orilla ve al pescador moverse con velocidad

i = v + v

dr a la orilla
.
Ahora necesitanos las expressiones de estas velocidades en algun sist. de

coord
. Como el movimiento es curvo y en un solo plano

: eleginos Coord Polares
Lo cilindricas con z = 0) , centrado en 0

Geometricamente encontrannos que en &
este sist . M soceso
= V.COSE-V.Sing 3

-
D = -Up ↓

= (Ecost-Up)r- ~. Sing (1)

·

Nosotros sabemos que cualquier velocidad
en polares (cilindricas) se escribe como

E ↑r + re(2)

y como cada componente es independiente , identificamos los terminos de (1) y (2)

=>j = E.cost-e "rF =-Esint (3)

con lo que obtenemos lo primero que nos piden.
Ahora, necesitanos du/do . Logicamente la distancia radial, r , depende

de la posicion angular, o ,
asi que podemos hacer la siguiente regla de la Cadena :

=
asi que usando (3) d =-r(cost-

ToSing



b) Queremos obtener r= r(o), asi que integramos (4)

d = (50-v. costdo
U. Sin

=> jr = (Wocos
donde r = r(t=0) y E .

= #(t=0)
, que por dibujoy enunciado sabennos que

ro = D "to = Th

integramos

dr= -COSO

(n()= (n(Sin-Insin

(n(f) = In)[to]
: r(E) = (tan(t/2)]

o

(5)

E . Sin

Para que el pescador negue a O se necesita que V= 0 para #
= 0 (verdibujo) .

Sin embargo, por (5) vemos que sin (E+ 0) = o lo que haria que => ↓ (se lo lleva
la corriente)

, pero tan (812) - o cuando -0 ,
asi que para que r vaya a 0 , el

numerador debe decrecer mas rapido que el denominador. Esto lo logramos con

/8. 1 (osea
, muy grande

# Upo

O sea, que la rapidez de remo debe ser mucho mas rapida que la rapidez de la corriente, lo
que tiene mucho sentido.


