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P1.-

Considere un disco de radio R y masa M (homogéneamente distribuida) colocado en forma ver-

tical. El sistema puede girar con roce despreciable alrededor de un eje O horizontal que pasa a una

distancia R/2 del centro del disco. Inicialmente, el disco se encuentra en reposo, sujeto a una cuerda

fija al punto P (ver figura.)

a) Calcule el tensor de inercia del disco con respecto al punto O por donde pasa el eje horizontal

b) Calcule la tensión de la cuerda

Ahora considere que se corta la cuerda, se pide lo siguiente:

c) Determine la velocidad angular máxima del disco en su movimiento

d) Encuentre la expresión de la fuerza que ejerce el pivote O sobre el disco para todo ángulo ω
medido desde la vertical al eje O → CM
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Formulario
Tensor de inercia

Para un sólido rígido con una distribución continua de masa (no necesariamente homogénea),

su tensor de inercia tomando como pivote/origen un punto O
→
, se calcula como

IO→ =

∫




(y→
)
2

+ (z→
)
2

→x→y→
→x→z→

→y→x→
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)
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

 dm→ ,

que también se puede escribir como

I ij
O→ =

∫
((r→

)
2εij → x→

ix
→

j) dm→ , con i, j ↑ {1, 2, 3}

donde x→
1 = x→

, x→
2 = y→

, x→
3 = z→

, (r→
)
2

= (x→
)
2

+ (y→
)
2

+ (z→
)
2

y εij = 1 si i = j y εij = 0 si i ↓= j.

El diferencial de masa dm→
se expresa de distintas formas según si el sólido es lineal, superficial

o volumétrico:

dm→
= ϑ dl→ , dm→

= ϖ dA→ , dm→
= ϱ dV → ,

respectivamente.

Teorema Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, llamémoslo ICM, podemos calcular

el tensor de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

I ij
O

= I ij
CM + Mtot

[
R2

CMεij → RCMiRjCM
]

, con i, j ↑ {1, 2, 3},

donde ςRCM = (RCM1, RCM2, RCM3) es el vector posición que va desde O a CM.

Ecuaciones de movimiento

La relación entre el momentum angular y torque de un sólido rígido es:

dςLO

dt
= ςφO,

donde ςLO = IO
ς!O, con IO el tensor de inercia medido c/r al pivote O, y ς!O el vector velocidad

angular del cuerpo (medido con respecto al mismo sistema de coordenadas utilizado para IO).

La segunda Ley de Newton para un sólido rígido se expresa como:

Mtot ς̈RCM = ςF ext

con Mtot la masa total, ςRCM el vector posición del centro de masa, y ςF ext
=

∑
i

ςF ext
i la suma

de las fuerzas externas actuando sobre el sólido rígido.
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a) El tensor deinercia de un solido rigido es completamente intrnseco del pin ? ycrerpo, en el sentido que no depende de como se nueve en el problema

↑
que estemos tratando. Los momentos de inercia nos dicen que ten difcil ·DyO↳es hacer rotar el cuerpo con respecto a uno desus ejes. CM

No obstante, el tenso de inercia si depende del punto que utiliceos como
Il

origen para calcularlo. Fisicamente, depende del "pivote du al que estegirando
el cuerpo. Lo que tiene sentido, no es lo mismo agarrar una vara desde su centro o

desde uno de sus extremos.

Figura 1
Es por esto que , para calcular lo nos olvidamos completamente del problema .

Lo sacamosde donde este

y medimos/calculamos su matrizde mercia. Lo unico que tenemos que tener en consideracion es el punto de pivote
du al cual girara en el problema.

Utilizaremos la formula
V

recorre todos los puntos con masa
I: = ( ((r) 8ij - Xix) don' (1)

donde pueden notar que In es simetrica
,

I=i
.
Lo primero es definir un sist . Cartesiamo solidario al cuerpo .

En

Figura 1 lodefinimos centrado en el CM del cuerpo (esto es lo mas conveniente para objetossimetricos). Sin embargo,
como el objeto es un disco plano circular, nos conviene ocupar un sist. Cilindrico como I, ] de la Figura, pero
como (1) esta en cartesians

,
debemos escribir xi en terminos de 19:01. Con pitagoras,

X = Xi = jcosd' , y = xi = g'sind' , z = x = z = 0
&eldisco es plano

thora debemos definir don' (con nuestro sist. cilindrico). Como es un solido superficial ocupamos

dm' = - dA

donde + es la densidad de masa superficial += Mr/S = M/HR2
y da el differencial· de area en coord . cilindricas

,
dA = p'dd'de' (ver Figura 2) , entences

flimites de integracion
dm'='d'd ,

con geLOR] y de02

Figura 2 Ya podemos reemplazar en (1) , usando Sij = 1 ssii=j y Sij =0- .
Para el primer elemento de la

diagonal

· Fi = (((r- (il") arm' = ((p"-y"Cosdamsind = M



y seguimos con el resto de la diagonal
· In = (((r" - (y))dm'=Mdycosid = M
· Ein = /(Crp-]d'=Mdy , ldp = Mr

2

Ahora tenemos que calcular los 6 elementos fuera de la diagonal. No obstante, cuando tenemos cuerposmuy simetricos
(como lo sera en este cruso) y definimos correctamente /!Y ,

los elementos fuera de la diagonal son nulos.
Calculimoslos

,

· I=in = -x'y'dm = -dising
· In = Iin = -Lexidm = o

Ein = Ein = -)Egiam' = o

Asi quenuestro tensor de inercia medido con respecto al CM, es

In =
Mr2000 (I (2)

4002

Sin embargo, tenemos que adelantarnos un poco a lo que haremos. Usaremos

Fed
It

j In donde nos gustaria definir el origen O donde esta el pivote de nuestro problema,
ya que as el torque ejercido por el pivoteseria nulo. En nuestro caso el pivote O esta0. CM >

12 a una distacia R/2 hacia la Izquierda del CM.

EI"
Por lo tanto

,
usamos Steiner para pasar de Ian a Io ,

de la forma

Fis = Im + Mo+ ((Rom) Sij-RomiRamj] (3)

donde Fan es el vector posicion que va desde O a CM, en este caso Rem = R12i"
,
donde /"j"h) es exactamente

el mismo sist. Lj'), pero trasladado paralelamente (sin rotar los ejes) al punto 0. Reemplazamos en (3)
usando que Remi = R12 y Renz

= Renz = O
,
de forma matricial

I
100

( I ( (Fo= 10 +M = Mo



b Ya habiendo calculado lo ,
voluemos a poner nuestro solido T

en el problema de interes Notamos que cuando esta ↓9
atado a la cuerda, su velocidad angular es 0,=, por

J

lo que el momentum ang .
es O, M

Enj"20 = ⑤ =d =
It O
-

>· C
IAs que debemos expresar los torques , medidos can respecto R12

al mismo O
, y encontrar la tension. Ocupendo el Sist. hi" , j","3

I

3R/2

F = (2) + (- Mgj") + (2) + (Ty))

vM
= R(-Mg + 35)k

y usando
la relacion torque-momentum angular

-Mg + 3T) = 0 = T = Mg

C) Ahora que la cuerda se corta, el disco es libre de rotar en torno a 0. Recordemos que hi"j" 3 es solidario al

cerpo , rota junto a el , asi que ahora agreganos la variablee que nosindica el angula de a la vertical . Ya
conoceros lo y para calcular En necesitamos tambino , expresado
en elmismo Sistema que Io .

Por regla de la memoderechao = dk", que
escritomatricialmente es

↓g
-j =-Fiv

9200 asi que hacemos el producto matricial can InI regan I = 3MR↳
o
= Fors = Ma (09

~

M y camo dhldt-o (siempre apunta perpendicular al pland, d/d = (3MR4)"

Mientras que para el torque solo tenemos el peso M =+ Mycos"-Mgsing]", asi que

F(Mgo"-Mg) = -MR sin
con lo que concluimos , por Fr=doldt,

%29 sind0



que tiene la forma de un pendulo simple . Integramos una vez con truco de mecanica y con C .

I
. S bla=2, (d) =0

=> pipd--sindd
=>p=goodl

Como cosa -1. 15 la velocidad ang Maxima estara dada en cos
* 1 = "= O (cuando cruza la

vertical), que evaluando en (6)

&ma =%=
a) Como es usual, para hacer aparecer la fuerza de pivote actuando en 0, Fir, utilizamos segunda Leyde Newton para
solidos rigidos (discretos o continuos) ,

Marke=I (H)

donde ahora no estamos ligados a In y su sist. Lej" ,3 , por lo que
podemos usar uno mas conveniente (e inercial) como el cilindrico -Fin 19
1, ] ,

con el cual la posicion del CM Seria Oe
Ren= E=

y las fuerzas estarian dadas por

= M + Epi
~

M
= Mycos-Mgsin + Fine + Frid

por lo que , reemplazando en (7) ,

M(-RR& + R1) = Mycos-Mgsin + Fre + Frid

de donde obtenemos EoMescalares y podemos despejar Fir :

j) Fring = -M-Mycod
) Frid = Mr + Mysin

Como queemos For en funcion unicamente de, reemplazamos con 15)
y (6)

=> Fi = Fi + Find =E Mgcogsin

· Noten que hi"j"" y ,3 son exactamente iguales. Usamos el cilindrico para no complicarnos con las derivadasse

temporales de Re , ya que hij"" seria no inercial y tendriamos que ocupar it=exi


