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Sélido rigido continuo I
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P1.-

Considere un disco de radio R y masa M (homogéneamente distribuida) colocado en forma ver-
tical. El sistema puede girar con roce despreciable alrededor de un eje O horizontal que pasa a una
distancia R/2 del centro del disco. Inicialmente, el disco se encuentra en reposo, sujeto a una cuerda

fija al punto P (ver figura.)
a) Calcule el tensor de inercia del disco con respecto al punto O por donde pasa el eje horizontal
b) Calcule la tensién de la cuerda

Ahora considere que se corta la cuerda, se pide lo siguiente:
c¢) Determine la velocidad angular méxima del disco en su movimiento

d) Encuentre la expresién de la fuerza que ejerce el pivote O sobre el disco para todo angulo ¢
medido desde la vertical al eje O — CM
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Formulario

Tensor de inercia

Para un sélido rigido con una distribucién continua de masa (no necesariamente homogénea),
su tensor de inercia tomando como pivote/origen un punto ', se calcula como

(y/)z + (21)2 —a'y' s
Io = / —y'a! (z)% + (2/)? —y'Z dm/,
o —2ly (x/)2 + (y/)z

que también se puede escribir como
19 = /((r’)géij — zxl)dm’, con i, j € {1,2,3}
donde 2} =2/, 2y =y, ay =2/, (1")> = (@) 2+ (v')2+ (2') > y ij = 1sii = jy 6;; = 0sii # j.

El diferencial de masa dm/’ se expresa de distintas formas segtn si el sélido es lineal, superficial
o volumétrico:
dm/ =Xdl', dm' =ocdA", dm' =pdV’,

respectivamente.

Teorema Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, llamémoslo /¢y, podemos calcular
el tensor de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

Iij = IgM + Mot [R%Mélj = RCMiRjCM} , con i, j € {1, 2, 3},

donde Ry = (Romi, Rome, Rows) es el vector posicion que va desde O a CM.

Ecuaciones de movimiento

La relacién entre el momentum angular y torque de un sélido rigido es:

dLo .
— =T
dt O,

donde I_;@ = I(gﬁo, con Ip el tensor de inercia medido ¢/r al pivote O, y Qo el vector velocidad
angular del cuerpo (medido con respecto al mismo sistema de coordenadas utilizado para Ip).
La segunda Ley de Newton para un sélido rigido se expresa como:

Mot Bom = F&°

con M la masa total, Ry el vector posicién del centro de masa, y F<' =Y. F la suma
de las fuerzas externas actuando sobre el sélido rigido.
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a) El toreor denerca do undlido rigdo eo commpletanmente intrirfeeo dd

coarpo, en el genhdo que 1o depand de cmvio e tuawe en el prdolenma
Qua edenmce tratondo  Loo migwentan de neia noo den Qe tom digieil
es bhoer votar ¢l cuerpo an feopacto Q. uno de &k eyps

No dogstonte, el toreos de mescia 5 depande del punto que thlicamaos gonmo
ongen pora colevlalo. Fecormente, depence del “puote” ¢/r al quu este 8«0\/\&0
el oeepo. ko que bene entido, ™0 es Lo pmiemo apperar und e deele €0 Contro. o

deede no de e extranmos
Foua L

Bs por esto que, paron adanlor Lo 100 oluiGormas covnpletanmente: del praldlema. 1o encarmos de donde eoté
medhmce /calcdannos <0 wokis de recca. Lo dnico quu tenenmos que tener en cnodxocicn e @ punto de. pude

9r ol il ok en el probolenvo.

U%\@om\'\e"o Lo pormola
T,- | gy -x ) dm' )
dorde pueden votor qu Lo & sméteica, To=Tb. ko primnero es depinic un st Cortesomo edidrio ol anrpo. En
Fopa L lodeprvemoe centrodo en ol CM del averpo (esto e lo més conwniente pora dajeton smgtriccs ). Hn emloaggo,

Cormo el 0qjefo es i dieco pland Craular, o5 conuene owpoe un Bt Clindrico coro 16, ¢, k] de Lo Rgora, perd
copno (1) esta. en artesoncs , delenmos escrloir Xt en térmnos de P19t Con paguns,

K== pend Yex=pend, Z-%=%-0

Mo deloennos depie dran' (an vuetvo et clindrico) . Como eo i 66 Lido superpical 0CLPDAMTS

e

© donde ¢ e la denedad de maco eugerpiciol 7= Me/S = H/nR’ y dA' d dearenciol
de dren en coord clindricas, | §A'= ]D‘dtp‘dp‘ (e anra 2), entonces

8W§
dm' =M _p'de'd¢' |, n PelpRI y ¢ elgand
L popde P 4

fgora 2 \/a podenes reermplagor 0 (1), teomdo &= e i=) gy &=0 ~. Poa ol prirmer denmento de la
&ogonol
To = | (er- ) dm' = | (P - prosd o = 1 [ pdp [anidlag = MR
il gt v



Y &egurmee con el resto de Lo d\oamol

Toi = (G- (g )dm' = 1 \ o | o gde'-
R |, o

q

L= \ (Lr‘f—}i()‘)dw
2

_ﬂ_ ® \3d \ mdq)\ _ Hp\l
mR* \0\3 i \o

kroro. enecmao que codolos los b dermentes Pler de la diagonal . No dbslamte, Cuomdo tenemos celpes 1MUY GYmEnCos
(carro 1o ge¢6, on exte cueo) 4 deprmos correctammente 1% K'Y | loo derontos pura de la diag@nol 2N Nuloy.

Colevlénmoolos,
Xu'dm = -M | 0°de | condrond do' - O
gom = -h s chp

To-Th-- \Z/xz‘odnn\ -0

42

Lo-To--

I‘;=I‘;,='\;5§ij‘ _0

Jes QUL nueotro fencor de inerciar tmedido con feppecto ol CH, es

1 0 0
Icn = M_Rz 0 10 )
4 \o 0 2
on enmloargp, kenermcs o adelantannco un poco o Lo qut haremos. Usarenvies
To = dko
dt

dovde oo ouetaria degine & orgen O donde eté. el puste g2 nuecico proolena,
doqua o & torque geredo por @l puake zerfo Ywlo. Ennuesteo coro o puote 0 esd.
Q. tno dstoca R/2 hacia la i3 ausecdo. del C.

Pox Lo tomio, tranmos Stenes pora porof 3¢ Lo a To, de la porma
I_i:, = I‘?,N + Mo L(E:}NY %‘Q - Row ch;)l (€))
donde Ror €5 ol eckor peodon Gu e Geode U a (M, en este oo Fow= R/21", donde 113} e exactasmente

i ponmo st 11,53, pero troslododo porolelommente (g rotor oo ejes) ol pnto 0. Reenmiplogonmnco en (3)
LeOMAo Out Reu=RIZ g Rau=Rus =0, de paroma. rmddeiciol

A 0 0 O O 0 1 0 0O
To=Mjo4o0o) +MloRH o |= MC|0O2ZO| W
4 \o o 2 o 0 R/ 0 0 %



b) Uo habendo calevlodo To | vlermeo 0 porer Nustro woldo
U problemo de infergs. Notormos gue aomdo et 9
otado a lo cwrda, ev wloodad orgulor es O, $.-0, pr
lo que el (mommentum omg & O,
Ew = 6 =D D‘L—:w = 6
dt

Xt o ddoenmos, expresox oo togues, rmedida, con respecto

ol pvignmo O, y encontrac la tarwen. Oowpomdo ¢ ek Vo7 '
R SANERRIECINCS
GF)brad e (3F)
=R (- MS 3Tk
2
y tendo Lo relotion forgee- smonmentonm omgular

B_(—M5+5T)=O = T= Mg
2 3

C) Hroa qu o cuda ¢ cort, o dieeo e Llore de rotar entorno a 0. Reoordemnos qua

g k' } es eolidanio ol

CLerpo, rola oo €L, asi gee dino agregames (o e oble ¢ que nasnda & anguo dlra la whool . Yo

conecenmes Lo Y porow cobedar o vieeeo ooy toviboen o, expreodo
on d e sefarma que To . Por regla dk la oo drecha Ew = K", quu
eeento moincal mente es
ARG
Zo- ( 0) P
bl

05 Gua Yocemeo ¢l produeto anedriciol con T

{0 O\fo |
E@___st—iw = MRZ 0 2 O .O =M ¢L2“
H \0 0 » > 4

%% LAl

Y aomno dk'/dt =G (sempre apunta parpendicular ol plomo), dils fdE = (3MR*14) § e

Hentioo gue poa d torque edlo teremos @ pro Mg = + Moeoo b1 - Hoend ", el que

TS = (8]« (Hgmii'- Hgomb ) = - tgRond K,

on lo qu conduitmes, por o= doldt,

”+&3_' =0 (®»
(P 5K8m#



Que e la grma gk o0 pendulo smple . Tt oo 1o g con fruco de meoonm yon CTo G-z, plo)-0

> \“’ b =22 \"’amoyb

T/z

> q> = 49 o (6)
3R

(oo cood e L-1.13 |a wloodad amg, (maxinma eoforia dooh en cca¢"=!4 = ¢"=0 (womdo crp o
vertical, ), oue anluomdo en (el

o = P47 = g
3R
d) Como es ol pora. hocer agoceer Low puecao. de pyote ackwondoan O, ., vhlgomes 6e8uda Leyde Newten pora
eolidos figndob (decretos 0 contnuoe ),
Hm- ﬁcﬂ = ZECX (63
donde ahera o estormeo Ligadeo a To y v eet 1, & 5, por Lo que
alind

podermOs U0¢ UNo mé&comme/n’re (e Trerciod. ) como o cilindeico
1P6 k1, con el ool pessicen del CH excion

b
R
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Y Los perzos estorian dodos por

2= Mg v P
- Mgmbp - Mgend + Forp v Frs
poc Lo que, reemplazpnado on (3),
M-RREF « R2$$) = Hommdp - Hopndd + Fue fr Fros §
de donde daterenmes EoM eccolores Y podenmab deopgor Few
fj) Fp = ~jiF.ﬁ.q> - Mecood
$)Fous = HR § - Maeng
Cormo qurennao Feu on furnoch Gnicacmente de §, reermplogpomas con () o )
= _I-ZP - FWIQ t Fosd = 35) Mgwbq> j3 + % Hgs\n¢4>

x Noten que 113" k'Y y 4p, §,] 2on exactonmente. iouoles, Usarmes o elindrico paco o conmpl.carnos con Los> decnados
tormporoles de Ren , you que 1" K1 2o vo imareol y tandrionmoy Qu apor L= S« il



