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Representaciones del grupo de Lorentz
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P1.-

a) Considerando una transformacion infinitesimal A = 1 + dw y la transformacién de un campo
escalar

muestre que
[p(z), M*] = L* ¢(x),

donde "
LM = — (2" — x¥ ")
i
y M*™ son los generadores del grupo de Lorentz.

b) Muestre que
(), MM}, MPO] = LH7LP7 ().

c¢) Use el resultado anterior y la identidad de Jacobi
14, B, €] +[B,C), 4] + [[C, 4], B = 0
para demostrar que
o), [V, MP]] = (L L7 — £ L Yo().

P2.-

a) Nuevamente consideremos A = 1 + dw, pero para la transformacién de un campo vectorial
U (N)o"p(x)U(A) = A*,07p(A ).

Demuestre que
[07p(x), M| = L 0P p(x) + (S§')°, 07 p(2),
donde

(V)" =

= St

(§"°6" . — g"Po" )
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b) Muestre que las matrices S{” deben seguir las mismas relaciones de conmutacién que los ope-
radores MH*,

[ M| = (g M — (> v)) = (@ © ).

¢) Para una rotacién con un dngulo 6 alrededor del eje z, tenemos la transformacién de Lorentz

1 0 0 0

A 0 cosf —sinf 0
v 0 sinf cosf O
0 0 0 1

Muestre que

A = exp(—i0S{?/h).

d) Mientras que para un boost con rapidity n en la direccién de z, tenemos

coshn 0 0 sinhp
A 0 10 0
: 0 01 0
sinhn 0 0O coshn

Muestre que
A = exp(+inSP /h).

P3.-

Inspirado en las transformaciones de campos escalares y vectoriales, escribamos la transformacién
de un campo con un indice de Lorentz arbitrario ¥ 4(z), dada por

U (A)da(2)U(A) = La® (A)vp(2),

donde L4P(A) es una funcién de A, por lo que considerando A = 1 + dw podemos expandir a primer
orden en dw como

LAP(A) = 64" 4 Lo (SI)a"
al igual que con U(A)
UA) =T+ %me
Muestre que
[al@), M™] = LPa(x) + (S§)a” ¥p(a),

donde, hasta este punto, S no tiene ninguna expresion en particular. En un futuro, estos operadores
S{Y nos permitirdn definir las teorfas de particulas con spin mayor a 0, por ejemplo fermiones en
Quantum FElectrodynamics, QED.
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Auxiliar 1

Pl

o) NOb iden congdecas vna Pequeﬁa #rom%gor mwaoon & Loente A=1+ Su)l Ou eecr O om0
elarmentco de wa moteiz de 44 (o on espacio - hewpo 3+ - dimensional )

N =&, + dw', ) }”6{0)4,,2/5},

Poca actoar sdoe 0n espaco de Hilkert donde octen niesteon campos cuanticos, debenmos
hocer un meipeo de leo elermentes A €S0°(3,1) ol espocio de Hilbert 0 trawes de on operader Lineol
onitosio O(A).

Sabemos quo O(A) actua edere ©(x) comno

Oy — 07 (1) oo DAY = @A)

donde pedenmen consderor A=1+8w 4 expomdic en cere de Taylor ambss lades de (1) hosta orden
Lineal en Sw. Exporndiando U(A)

& W

éw:e

=4+ 1 SwaM” + (O//KwN) donde M* = 2k QW
02.?‘ v /b/\/w 3w=o

DW= L 30w
L AN

ands,@abemm Qe By =~ Sw. e g como U e undoro, U= 07 enfores, M*--M (ﬁ her o hico
M"=M. Por lo tanto,
UJ(/\3= -1 Sw., M+ O&)
AN
Reewnpt%ormlo on LHO de (1)

= 070 Vo) =[ { —Z_LR_ QM ] ‘@m[ ﬂl_‘;%w% (4" ]

=1 Oy - L Swn M0 + 1 3w, QoM+ O )M
AR 2h %

= (Q(X) + _l/_ 8[/0/4\4 [(0(,*\ | H»\’j (2)
AR

donde eolo lay geerodares M actiom eokre @00, 3w 2on 2do C-nunm bers Qut podenn@ nmover de on bbdo
0. ohto clr o lte opecadores (0l cer Linaales)



Expomdamo, el RHS de (1) hoota aden 8w

Q(iy =) L AU | (x)
e VA | e
= Q0 + X" 3w+ M) (»)

X
donde (A" )" = (A", <" =AS X =(8." + &w," )X
=xMr Sw kT = kM e &
0 ot reermploomdo on. (2)
WA ) = Oy + Q" X by
- @o + %”“ S wv X 00
- 000 + S Y0
= Lo+ S, XD @y
= Qo + %)M (2 - x )

Jduntomdo () y W

A + & B L0, 1T = @60+ B (X797~ x97) 000
Zh L

o Ly M T = E(Xﬂgv'xy?)”)(@(xx = L5 0o |
v

by Oebido o g M deperde de la +romep de horonts A 4 esto e ind. de |0 coodenados X
teneog que

LL™ M1=0
ol o0 L™ un operador en Punoen de los cood.. Entonces
L0y = [0, M3 [ L7
= LLT 00 = L[ 0o, M ]
= (L7 0wy, M7 ]
=[[@wo, M1 M7



¢) Deacermeo g [C,L4,831=L[BCI AT + (A1 BT con
C-0w, A=M", B-M"
> [ o, LM Me3T = [LMrm @], M T 4 [0, M T, M)
==L [ Qo MM T+ L2 Lo, M ]
=- LMo+ LIL” O
(L L) o



P2

o Querernes encontror [ expresion de [97 €0, M*' J, 05 ge taremvos que enleermos
L@ M»T=.L" o
donde. pedernee octar por L izg con @ nofondo g [37,M~1=0 (imeao agpvento e ontes )
> [P0, M* T = 3L Puo
- w9 - (' 9n) T e
= EL[ ()% + x* 913" - (%"~ x" 99" ] Proy
donde 9"x*= ™7, X" = o 8" y loo d:;mocl% parcales conmwtan 9 0*=0" 2
= [ M~ 1= %[x@ x%“l‘&”@(xw\ﬁ[g"% el 3”8,“9”](@(0
—oC“ ?' O + ‘F [8”"% % "] P
= L7 0 +5[8 & - 8 .19 e
=L e 4 LLSJ IRCATCT
by Cobenwernace o conrnutedor [ &Y, &
[or,et] s = (57, - (69"
= (&Y, (&™), - (&™) ()
= (%)(8'8« ‘SV'?)";)(S”%@PSP’%“T) - (owon, pov)

=<%>2<8ﬂ8‘w 8 Spr —8”8@1 qu & ‘Swﬁmg)nger ‘rSV‘Jaﬂg‘q%«f} - (/)
- : N L BN Y’ “f ‘“ff*" _ (.
_Gw(ﬁag 338 (8 83] ()
=EU(8”"(6?)VT —8”(6“&)%) '%(3"‘%5“)’1 -g" (i) )

il E(SM(SX“P)VT - (o) - Casp)
b

que e & mionmo de M|



[M™ M™*]-= W\(S‘“HV"— (M<—>ﬂ) - (w s%\)

¢y Sabermoo gue (9= ki ( 8" 3. - 8"8%)
_ E—gung ~ 381{’847

dovde el prinmer Terino es diatintode O para p=1 " 7=2 el sgaundo Fernwino en p=2 1 T=1.
Nafﬁoalﬁn@rﬂq edo e Forsf J=% fremT

Z O 0 o ©
(55 =k[o o 1 0O _RAL
L{ 0 -1 o D !
0 0o o o
QR o reermploganmos en A
A=exP(—L96'3/F\)
=St L (095
Zn'.<lv\ )
Z‘_ (-BAY = 4-PA+LOKN - 18R+ ...
— ! 2 3|
O o O O O o o o
dor\de A~A= 0 D 0) ;-B 3 AAA: O O 9 o) :\A
0 o -1 0 o - o ©O
0O © O © 0 O o O

=5 L eV LR Z I
v (2n) & (2ni M)

_ B < 04_)“ ezn B Ai (_1)»,. emm

N CZM ‘\‘ ey (_Zn 1) \
- PBcwbd - A snd
0 0 0 0 )
- 0 cod om0 | =A",
0 ond oo 0
0 O 0 0



d) Mo avalicenigs S5

O 0O 01 .
6?Io>PT 1 v\( aegoT Ao %3T> =h 0 0 O O EEA
| fﬁ J Lo o 0 o0 L
7.0 0 0
~ 7.0 0 O N ~s N Ll i N
donde A = 0o o 0 0 |=5 3A=A N I S
0O 0 O O
0 o O 1

ontonces A= exp(tq 5 j: i AT 7 IR B oshiy + Asnhop = X,
V] n=> | > .



P3

Conadecerpnoy Lo HONMSHON0G on

VA TATVIINES IRV OUATERS
torromdo A= 1+&w. EL LHS 2ecfa

O’ L) = Yo + 1 S [ Wity M* D
4

nientros gque el RHS

L*B(.A)\‘Yb L/\J‘K) =\i %45 + L%Ww L%A:V)A B] [ q)b()(.) + %W;NX,‘ /év q)atﬂ]
e

= Wto + Qw9 Wa o+ i S (977 Wt
A

= WA 0o+ ?)W_,w b(wbv ‘XVQA)L))A (<) + 1 %W/AV (6? >AB W o
L A

QL 18\)&%;«(\60

=> (VA (x) + L%WW Lq)f\ (), MW] =W+ 5_\“& (Xulbv ‘Xvaﬂ)l‘f)f\ )+ v %W/N <6A\‘/V >A i Yy (<)
A

L A

S Lo, M I = 27000+ (890, W00



