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P1.-

a) Considerando una transformación infinitesimal ! = 1 + ωε y la transformación de un campo

escalar

U→1
(!)ϑ(x)U(!) = ϑ(!

→1x),

muestre que

[ϑ(x), Mµω
] = Lµωϑ(x),

donde

Lµω → ⊋
i
(xµϖω ↑ xωϖµ

)

y Mµω
son los generadores del grupo de Lorentz.

b) Muestre que

[[ϑ(x), Mµω
], Mεϑ

] = LµωLεϑϑ(x).

c) Use el resultado anterior y la identidad de Jacobi

[[A, B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = 0

para demostrar que

[ϑ(x), [Mµω , Mεϑ
]] = (LµωLεϑ ↑ LεϑLµω

)ϑ(x).

P2.-

a) Nuevamente consideremos ! = 1 + ωε, pero para la transformación de un campo vectorial

U→1
(!)ϖµϑ(x)U(!) = !

µ
εϖ̄εϑ(!

→1x).

Demuestre que

[ϖεϑ(x), Mµω
] = Lµωϖεϑ(x) + (Sµω

V )
ε

ϖ ϖϖ ϑ(x),

donde

(Sµω
V )

ε
ϖ → ⊋

i
(gµεωω

ϖ ↑ gωεωµ
ϖ )
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b) Muestre que las matrices Sµω
V deben seguir las mismas relaciones de conmutación que los ope-

radores Mµω
, [

Mµω , Mϱς
]

= i⊋
(
gµϱMως ↑ (µ ↓ ϱ)

)
↑ (ς ↓ φ).

c) Para una rotación con un ángulo ↼ alrededor del eje z, tenemos la transformación de Lorentz

!
µ

ω =





1 0 0 0

0 cos ↼ ↑ sin ↼ 0

0 sin ↼ cos ↼ 0

0 0 0 1




.

Muestre que

! = exp

(
↑i↼S12

V /⊋
)
.

d) Mientras que para un boost con rapidity ↽ en la dirección de z, tenemos

!
µ

ω =





cosh ↽ 0 0 sinh ↽

0 1 0 0

0 0 1 0

sinh ↽ 0 0 cosh ↽




.

Muestre que

! = exp

(
+i↽S30

V /⊋
)
.

P3.-

Inspirado en las transformaciones de campos escalares y vectoriales, escribamos la transformación

de un campo con un índice de Lorentz arbitrario ⇀A(x), dada por

U→1
(!)⇀A(x)U(!) = LA

B
(!)⇀B(x),

donde LA
B

(!) es una función de !, por lo que considerando ! = 1 + ωε podemos expandir a primer

orden en ωε como

LA
B

(!) = ωA
B

+
i

2
ωεµω(Sµω

V )A
B

al igual que con U(!)

U(!) = I +
i

2
ωεµωMµω .

Muestre que

[⇀A(x), Mµω
] = Lµω⇀A(x) + (Sµω

V )A
B⇀B(x),

donde, hasta este punto, Sµω
V no tiene ninguna expresión en particular. En un futuro, estos operadores

Sµω
V nos permitirán definir las teorías de partículas con spin mayor a 0, por ejemplo fermiones en

Quantum Electrodynamics, QED.
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Auxiliar 1
P1

a) Nos piden considerar una pequena transformacion de Lorentz 1 = 1 + Su, que escrito como

elementos de una matriz de 4x4 (para un espacio- tiempo 3+ 1-dimensional)

1" = 8 - + Sw"v
, M ,

rE/0
,

1
,
2

,
33.

Para actuar sobre un espacio de Hilbert donde actien nuestros campos cranticos,
debemos

hacer unmapeo de los elementos 1 ESO"(3,
1) al espacio de Hilbert a traves de un operador lineal

unitario U(1).

Sabemos que UCN actua sobre ((X) como

((x) > U "(1)y(x)U(1) = &(1+ x)21)

donde podemos considerar 1 = 1 +Su y expandir en serie de Taylor ambos lados de (1) hasta orden
lineal en Su

. Expandiendo UCN)

UI)=GUA
= 1+SWM donde Mr

sw =

Ademas
,
sabemos que SWn=-S War EIR y como U es unitario

,
U" = UT, entances M= -Mr y

hermitico

M += M. Por lo tanto,

U"(N = 1- SWM +O
Reemplazando en LHS de ()

=> U"(N((xU(N) = [1 = SWuM]((x)(1+SWM

= 1 . 4(x) -SWMSMO
= ((x)+S(Q ,

Ma

donde solo los generadores Mactan sobre Ex ,
su son solo -numbers que podemos mover de un lado

a otro du a los operadores (al ser lineales)



Expandamos el RHS de (1) hasta orden Su,

9(1x)=1A
= ((x) + 8x 24(x) + 0()"(3

2xM

donde (1"x)" = (1) -X = 1 .
"x = (8

.

"

+ S
.")Xv

= x* + Sw"X" = x* + Sx

ass que reemplazando en (3)

e(1"x) = ((x) + Sw "X" 24(x)

= ((x + g
* Swvax OnD(x

= G(x) + SwicXy
*

((x

= ((x + SWrX2"4(4
,
SWix = SWxyy = -SWxd"Y

= ((x + Swi(x"y" - x-yu)((x)(4)
2

Juntando (2) y (4)

x) +8((x ,
Mu=(

: (4(
,

Maj = (x8" -2)E = 20(x)
T F

b) Debido a que Mr depende de la transf .
de Lorentz 1, y esta es ind de las coordenadas X",

tenemos que

2[M
,
Mu = 0

al ser2 un operador en funcion de las coord. Entences

25 ((x = (e()
,
Mir] /20·

=>((((x) = 2
*

[P(x
,
M2]

= [2* P(x)
,
M30]

= ((e(x
,
Mur]

,
Mer]

i



c) Usaremos que (C,
[A

,
BJ] = ( (B

,
C3

,

A] + (1C
,
A]

,
BJ can

C = ((x)
,
A = M+, B = Mi

+

=> (e
,
(Mr

,
Mor]] = ((Mi

,
Y(x]

,
Ma] + ((ex

,
Mary

,
Mir]

= -2*(((x
,

Mm] +2* (e(x
,
Mer]

=
-() -(a y(x) + 2

*2 O(x

= (fn(1 -yaya)((x)y



P2
a) Queremos encontrar la expression de (Decx ,

Mr] , asi que usaremos que sabemos

[Y(x
,
May = 2+ ((x

donde podemos actuar por la izq. Con 2 notando que (2?M= O (mismo argumento de antes

= (fe(
,
Mary = 22 y(x)

= (2xy) - 21(xya)]e(x

= h((2x1)2 + x
+ 22" - (2x22 - y -yoga]e(x)

T

donde 2x= g
* C

,
X = gfB y

las derivadas parciales commutan yje_>

= (20
,
M J = E(x2 - x yn]a((x+ (gy ,

"y - gag 2 Je(x
i

=24 2((x) + (g(yu - gaya ]((x

= 2n-y((x) + 1 (gm f =
-

g
*

fa +
72 (x)

=2 y ((x + (5) + 2 ((x)y

b) Calculamos el commutador (S
,
S]

[grg] = (Sm · ga)" - (ga· gar) +

= (Sarj (gu +
- (5)(ga)"-

= (E) (g
+

f - gag)(gagi - - gorg + ) - (x7u
, Bzv)

= (t) (gggg-- ggpgfa-gggg + gggyf= ) - (v)

= (t)))ggaga-ggog) - (gigg-gegga)) - (v)

= E(g(5) +
- g

" (g(" + ) - E(g(yavy- - gb(g)" +)

= E(g(s)" =
- (uzv)) - (xzp)

que es el mismo de M,



(Mm
,
Ma] = it (gam = (M= r) - (x + B)

Sabemos que (S) += h) g"g" +
- g*f +

= EgS--gS
donde el primer termino es distinto de 0 para f = 1 T = 2

y
el segundo termino en j

= 2 - T = 1.

Matricialmente
,
esto es

T= T T= I += 3

00

O 1(5) =E- O·
O ⑧

que si reemplazamos en

1 = exp)- itS/h)

= (i)

= (A)" = 1-EA + 1A-IA+

2 ! 3 !

10
& 0

% =-By A . A . A = %
00

8) = - Adonde A . A =

8 - 0 O b
0 -1 O

O 00 O 00

Entonces
,
A = (-1)"B y

A
*

= (-1)"A

= 1==AAA

=B
= By-A An e

= Brost-A sing

O O O

= O Cost-SinG(
O 00

8) =1
O sing cost O



d) thora analiceos S:

00(Si) == Elgig -gas = )= I00= ag = -1
, g = 1

0 O O

go
o =donde=

O O

= B y = E
00

O 00 1

entences 1 = exp(ing)== Ecosh(n) + Ash-



P3
Consideremos la transformacion

U"(1) Ya(xU(r) = La
B

(1) 4. (1+ x)

torando 1= 1 + Su
.
El LHS seria

8"(1)YaU(1) = Pa(x) + SWar (N(x) ,
Mar

mientras que el RHS

La
*

(1)Y
+ (1*x) = [S +Sur(S(

*

] (Yb(x) + SWux+ y 4B(x)]

= Na(x) + SWwX"y"Ya(x) + SW(SUB

= Na(x) + Swa(xy - x -yr)(a(x)
+=
SWur(S) *

PB(x)

que igualando
= Pa(x) +Swar(Ta(x) ,

Marj = Ma(x) + Swar(x1y - x -yr)Ya(x)
+=
SWu(Gyr)B(x

2

: [Ya(x)
,
Marj =y Na(x) + (SM) YB(x)


