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P1.-

Dos partículas de igual masa m están unidas por un resorte de constante elástica k. Una de las

partículas está unida al techo por otro resorte idéntico, también de constante elástica k, y la otra

partícula cuelga libremente. Considere movimiento vertical solamente.

a) Únicamente ocupando análisis dimensional y las constantes del problema, encuentre cuál debería

ser la dependencia de las frecuencias de oscilación

b) Exprese la energía total del sistema

c) Calcule las frecuencias propias del sistema

d) Determine los modos normales del sistema y descríbalos cualitativamente

Ahora, considere el caso más general en que la partícula superior tiene masa m2 y la inferior m1.

Además, la constante elástica del resorte atado al techo es k2 y el otro k1.

a) Encuentre la frecuencia de oscilación de la partícula inferior cuando m2 → 0

b) Discuta la similitud con la resistencia equivalente de un circuito eléctrico cerrado

Req = R1 + R2,

1

Req
=

1

R1
+

1

R2

para resistencias Ri en serie y en paralelo respectivamente.
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P2.-

Dos masas iguales que se deslizan sin roce por un riel circunferencial de radio R, se encuentran

acopladas por dos resortes iguales, de constante elástica k y largo natural l0. Suponga que el plano

definido por el círculo es perpendicular a la gravedad, de modo que ésta no afecta la dinámica de las

masas.

a) Determine la configuración de equilibrio

b) Calcule las frecuencias propias de oscilación

c) Determine los modos propios de oscilación. ¿A qué tipo de movimiento corresponde cada una?
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Formulario
Ecuaciones de movimiento pequeñas oscilaciones

Para un problema de 2 grados de libertad tenemos que las ecuaciones de movimiento para

pequeñas oscilaciones se puede escribir como

¨ωq1 +
1

m1

ε2U

εq2
1

∣∣∣∣∣
e
ωq1 +

1

m1

ε2U

εq1εq2

∣∣∣∣∣
e
ωq2 = 0

¨ωq2 +
1

m2

ε2U

εq2
2

∣∣∣∣∣
e
ωq2 +

1

m1

ε2U

εq1εq2

∣∣∣∣∣
e
ωq1 = 0,

donde definimos ωqi(t) := qi(t) ↑ qi,e con qi,e la posición de equilibrio dada por

εU

εqi

∣∣∣∣∣
e

= 0,

con e representando que se evalúa la cantidad en la posición de equilibrio y U la energía

potencial total del sistema.

Nótese que con 2 grados de libertad podemos estar hablando de un sistema con 2 partículas

distintas que se mueven en 1 dimensión, o de un sistema con 1 sola partícula que se mueve en

2 dimensiones.

Ecuación de autovalores

A partir de un sistema de ecuaciones de movimiento de la forma

d
2

dt2
ϑϖ + !

2ϑϖ = ϑ0,

con !
2

una matriz cuadrada de dimensión igual a la cantidad de grados de libertad, las

frecuencias de oscilación ϱ2
se calculan según

det

(
!

2 ↑ ϱ2I
)

= 0,

con I la matriz identidad.

Adicionalmente, se pueden calcular los autovectores asociados usando

(
!

2 ↑ ϱ2I
)
ϑv = ϑ0,

donde debemos evaluar los distintos valores de ϱ2
y de esta forma encontrar ϑv.
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Auxiliar 13
P1

al Las etes
.
del problema son : g ,

m
,
k

,
l. donde ↳(g)= (m] = M

,
(k] = 1 >

190] = L

y
la frecuencia de oscilacion debe tenerdimensiones de 3(W

.
] = 1

T

Por lo tanto
,

tenemos Lopciones : W.p v W.
-

b) La energia cinetica es simplemente

Kor = Z :
Ki=mm

Mientras que para la energia potencial tenemos la contribution del peso y de los resortes :

Uter = Un + U

=-

migzi-mgzz +
1k(Zc - 10)"

+
1k(z-zu-1)

e) Calculemos las derivadas de Un er a Zi y z, e igualemos a 0 para encontrar las posiciones de equilibrio

·

G = -mg + R(ze-Ze-1)

= -mgh(Z) -k(z)

Resolviendo este sist
. Algebraico

Zie = 200 + 3 g Ze = lo +2
k

thora calculemos las segundas derivadas de Un y evaluamos en estas posiciones de equilibrio



·

G =k) D &"Voo--k

J, ]zz

y ocupamos el formulario para escribir

g8z-fz = O
, +z87

que podemos escribir de forma matricial como

=()
Sabemos que las frecuencias de oscilacion estan dadas por det (2-w-1)

= 0
,

o sea

I him-w" - km) = (km-wY (2k/m-w - Chim) 0
·klm Cklm-w

=> Wi=(3) "W= (35) aRewerdena

d)Los modos normales estan dados por los autoectores asociados a Wi . Empecemos con w?

& 1-(3-55)/2( 2(2)(a) = (j) = ( -1+ (a = b = = a(y))Im - 1

Ahora para wi

(1-)() = (b) (1 - (a = b = z = a)-y+) :
&

Modo deoscilacioni Modo de oscilacion i

33 T = 33
↓

33
!

↑ 363
↓

34
↓



a) El Sistema de ecuaciones esta dado de formageneral (distintasmasas y resortes) por

Miz = mig-ki(z , -z-10) (1)

mcZ = mig-k (z2-(o) + ki (z - z - (o)(2)

donde en (2) podemos tamar m- O
y encontrar una expression de za en funcion de z

(2) - -k (z-10) + ki (zi -z - 10) = 0 => zz =
1 (kz1-fo(k -(2)

k1 + kz

que reemplazando en (1)

Lfrecuencia de escilacion

Mizi = Meg-kZtk + w = ce

donde definimos W:=k =
Notemos que (f)"k Ekeq

,
o sea

, recuperamos un resultado similar a Rea en un Sistemaone

resistencias R y Ra en paralelo ,
solo que nuestros resortes estan en serie .

De poner resortes en paralelo
la constante elastica equivalente seria

keq = k
, + k,

que es la formula para Req en un circuito con resistencias puestas en serie.

·

↑

· ! = · E .. E*

*



P2
a) La energia cinetica estadada por

Klat
=ImRMR -iy para

la potencial solo tenemos la de los resortes

Una
=
1k(he-lo) + (ha-10)

donde
, porgeometria,

L = RA + R(n-f) y (c = RA2 + R( + - #1)

entences

Unt(E,)=R(E--lo)kRO-E-l

Tenemos que derivar e igualar a O para encontrar Die

-U = RR(Ore-Eet-1)- kR(t-E-C) = CkRO-E) =

> Do= -kR(Orfet-l) + kR(Ec-Eret-l) = 2kR(te-A)=

con lo que concluimos que Are = Ee valido para cualquier angulo.

b Calculamos las segundas derivadas

↳ gUra = 2kR2
28? I

.

· JULhRfU=R

Adicionalmente
,
notemos que la energia cinetica es de la forma

=mm

entences al reemplazar en las EoMs para el caso de Lgrados de libertad
,
consideraremos lamasa como mR

ji + LS-S = O
,

+S-8-
m im



que de forma matricial es

+
asi que las frecuencias de oscilacion estan dadas por la ec de autovalores

I Clr-w klm f = (hkIm-w) - 41k/m)" = 0 = wi = 0 "we=
-2kIm 2klm-w M

e) Calculemos los vectores propios asociados a cada autovalor .
Primero para w?"

)() = (8) a =b = = = a) ! ) I

Ahora para we

(a) =() a=b=(
A

Modo de oscilacionE Modo de escilacion

u r
↑

T

*↑nee ·


