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Soélido rigido

Un disco de radio a y masa M se encuentra en el punto mas alto de un semicilindro de radio
R fijo al suelo. El contacto entre el disco y el cilindro esta caracterizado por un coeficiente de roce
estatico pe. En cierto instante, el disco es sacado de su punto de equilibrio y comienza a rodar sin
resbalar sobre el semicilindro.

a) Escriba la segunda ley de Newton vélida para la posicion del centro de masas del disco mientras
éste rueda sin resbalar. Deduzca expresiones para la fuerza normal y la fuerza de roce en funcién
ded,0y0.

b) Determine la relacién entre 6 (el angulo de la posicién del centro de masas) y ¢ (el dngulo que
describe la rotacién del disco con respecto a la direccién Rep/|Rem]| ).

¢) Determine expresiones para el momentum angular del disco y el torque sobre el disco con
respecto al centro de masa del disco.

d) Determine la ecuacién para el angulo critico 6. donde el cilindro empieza a resbalar.
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Lagrangiano y modos normales

Dos particulas de masa m estan confinadas a moverse a lo largo de un alambre curvo descrito
por la ecuacién y(z) = (z* — L?/4)?/L3. Estas permanecen comunicadas por medio de un resorte de
largo natural L y constante eldstica k, tal como lo muestra la figura. Se cumple que m = kl/3g.

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de pequenias oscilaciones, en torno a los puntos de
equilibrio x4 = +1L/2

b) Determine los modos normales, junto con sus frecuencias
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Formulario

Tensor de inercia

Para un sélido rigido con una distribucién continua de masa (no necesariamente homogénea),
su tensor de inercia, tomando como pivote/origen un punto @', se calcula como

(y/)2 + (z/)2 _w/y/ —g'y
Ty :/ —y/l” ($/)2 + (21)2 —y’z’ it
! —z’y’ (:E/)2 + (y/)2

que también se puede escribir como
19, = /(r’zéij — i) dm’, coni,j € {1,2,3}
donde 2y =o', oy =y, =2, r? =22 +y?+ 2%y dj=1sii=jyd;=0sii#j.

El diferencial de masa se expresa de distintas formas segun si el solido es lineal, superficial o
volumétrico
dm' =Xdl', dm' =odA’", dm' =pdV’.

\. J

Ecuaciones de movimiento

La relaciéon entre el momentum angular y torque de un sélido rigido es:

donde E@: es el momentum angular medido con respecto al punto @’ y 7o el torque medido
con respecto al mismo punto.

El momentum angular tiene dos formas (equivalentes pero ttiles en distintos contextos):

Lo = MRoy X Roum + IomQom

= loQor,

donde ROM es el vector posicién que va desde O’ hasta el CM, Ip el tensor de inercia calcula-
do con respecto a algun punto P,y 2p la velocidad angular del sélido medida con respecto a P.

La segunda Ley de Newton para un sélido rigido se expresa como:

MtotRCM = FeXt

con [t =3 [ ]a suma de las fuerzas externas actuando sobre el sélido rigido.
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Lagrangiano

El lagrangiano L se calcula como
L=K-U,

donde K es la energia cinética y U la energia potencial del sistema. Se deben considerar todas
las particulas del sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se calculan como

d (8L> oL 0

dt \ 9¢ oqg

donde ¢ es una coordenada generalizada, puede ser: ¢ =z, ¢ = 6, ¢ = r, etc. Estas ecuaciones
nos dan las ecuaciones de movimiento del sistema.

Modos normales

De tener un sistema de ecuaciones de movimiento con forma de M.A.S. vectorial, como el

siguiente:
r+ Q=0
Q1 o 9 - 4 (@ 0
@ lo| 9% 9% - og||a| |0
de? | N
dn Q%l Q?z? Q?m dn 0

se pueden calcular sus modos normales de oscilacién, que serian los autovalores de la matriz
Qnxn. O sea, queremos encontrar los w? que cumplen la ecuacién de valores propios:

(Qixn - w?]nxn) 7 =0

2 2 2 2
Q1 —w; Q1 T N, Ui 1 0
2 2 2 2
Q5 Qoo —wyi -+ 03, Vi,2 0
= . =
2 2 2 2
in Qn2 e an — W Vin 0
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