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Prefacio

Hacia el afio =350 Aristételes enuncié los principios fisicos que iban
a durar casi dos mil anos, hasta que Copérnico (1473-1543), Kepler
(1571-1630), Galileo (1564-1642) y Newton (1643-1727) los sustituyeron.

El modelo aristotélico tiene una gran importancia en el desarrollo
del pensamiento europeo, no solo porque permanecié largo tiempo
como forma de entender el mundo sino porque sin conocerlo no
puede entenderse el proceso de cambio de paradigma iniciado por
Copérnico.

El atractivo de la visidn aristotélica se basaba en su coherencia y
en la capacidad de explicar los fendmenos observados. La Iglesia
Catdlica lo acepté a partir del siglo Xll y el proceso de sustituir el
modelo aristotélico por el de la mecanica cldsica fue dificil y a veces
violento.

La cosmologia de Aristételes muy resumida se puede enunciar como
sigue: el centro del universo coincide con el centro de la Tierra; el
universo se divide en dos partes bien diferenciadas que estan sepa-
radas por la esfera de la Luna; ambas partes estan constituidas por
elementos diferentes, es decir, por diferentes tipos de “dtomos”, y
se comportan de acuerdo a leyes distintas; la Tierra, situada por
debajo de la esfera de la Luna, estd constituida por cuatro ele-
mentos o esencias que, debidamente combinados, forman todas las
substancias materiales que hay en ella.

*x kX

Uno de los hitos que permitié comenzar a dejar de lado el idealismo
anterior, que tal vez se pueda caractarizar con la idea de que “/a
teoria es mas importante que la observacion y los experimentos', se
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produjo cuando el polaco Nicolds Copérnico en el siglo XVI propuso
que el Sol y no la Tierra es el centro del universo. Luego Kepler,
haciendo uso de la formidable cantidad de observaciones celestes
hechas por el danés Tycho Brahe (1546-1601) logré, a mediados del
siglo XVI, plantear sus leyes del movimiento planetario.

Nicolas Copérnico 1473-1543  polaco

Tycho Brahe 1546-1601 danés
Giordano Bruno 1548-1600 italiano
Galileo Galilei 1564-1642 italiano
Johannes Kepler 1571-1630 aleman
[saac Newton 1643-1727 inglés

Gottfried W. Leibniz 1646-1716 aleman

Cuadro 1: Personajes que contribuyeron significativamente en el desarrollo de la Mecénica
y sus implicaciones. Ordenados por aio de nacimiento.

El franciscano Giordano Bruno (1548-1600) se atrevié a decir que ni
aun el Sol es el centro del universo, afirmando que las otras estrellas
son como el Sol, tienen planetas a su alrededor y hay vida en ellos.
Termind en la hoguera.

Galileo (1564-1642), haciendo uso del telescopio, pudo establecer que
la Luna tiene crateres y que Jupiter tiene lunas: lo que vemos en
el cielo no es perfecto y esos cuerpos estan sometidos a leyes de
movimiento. Galileo también pudo establecer la ley de movimiento
de un cuerpo rodando por un plano inclinado. Pero fue su defensa
de que la Tierra gira en torno al Sol lo que fue considerado como
un ataque al geocentrismo de Aristételes y por lo tanto herético.

La sentencia de la Inquisicién el dia 22 de junio de 1633 contra
Galileo puede separarse en tres puntos: @ se le declara culpable de
defender que el Sol es el centro del universo, que la Tierra no estd en
el centro y ademds se mueve; ® se le condena a arresto domiciliario



por el resto de su vida; ® quedan prohibidos sus Didlogos asi como
cualquiera otro de sus trabajos, incluyendo los que pudiera escribir
en el futuro.

Leibniz (1646-1716) desarroll6 el concepto de lo que hoy denomina-
mos “energia cinética”. Faltaban aun décadas para que se desarro-
llaran nociones de otras formas de energia, en particular la energia
potencial, pero la Mecdnica habia nacido.

El término “energia potencial” fue acufiado por el escocés William
Rankine (1820-1872) quien supuso que en ciertos procesos la suma
de éste tipo de energia y la energia cinética se mantiene constante.

Isaac Newton logré hacer un avance gigantesco. Establecié las
leyes basicas de movimiento, tanto a escala humana como a escala
estelar. En 1687 publicé su Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica' lo que adema3s le requirié desarrollar el calculo infinitesimal
independientemente del trabajo que en célculo hizo Leibniz.

!Posteriormente Newton publicé nuevas versiones en 1713 y otra en 1726.



Capitulo 1

Movimiento y coordenadas

1.1.

Posicion y movimiento

[Los primeros movimientos que fueron descritos por

medio de ecuaciones fueron los que se refieren al movimientos de cuerpos en el
cielo: el movimiento del Sol y la Luna, el movimiento de las estrellas y, en un
momento culminante, el movimiento de los planetas que nos dieron Copérnico,
Galileo, Kepler y Newton en tres etapas de la historia.

Todas estas primeras descripciones cuanti-
tativas de movimiento se hicieron como si
los cuerpos fuesen simples puntos en movi-
miento ya que, en efecto, de este modo lo
esencial queda descrito por el movimiento
del centro del cuerpo.

Normalmente el movimiento descrito abar-
ca una trayectoria que es muchisimas ve-
ces mas grande que el tamafio del cuerpo
en cuestidn. Por ejemplo, el didametro de la
Tierra es unas cien mil veces mas chico que
el didmetro de su érbita alrededor del Sol.

Tolomeo (siglo I1) describe con mucho in-
genio el movimiento de los planetas colo-
cando a la Tierra casi al centro. Copérni-
co (contempordneo de Coldn) expone en
1512 que el Sol estd al centro y los plane-
tas tienen drbitas perfectamente circunfe-
renciales alrededor del Sol. Casi un siglo
después Kepler descubre que las drbitas
de los planetas son elipticas. Su “Nueva
Astronomia” es publicada en 1607.

Cuando en 1632 Galileo publicé su libro
“Didlogos sobre los dos sistemas del mun-
do” (el de Tolomeo y el de Copérnico),
fue acusado y enjuiciado por la Inquisi-
cion.

La atencidn en el estudio de MECANICA en una buena parte estard dirigida a
describir puntos en movimiento. Recién en el capitulo 8 se aborda la dindmica
de cuerpos extendidos y la matriz de inercia asociada a ellos.

15
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Un importante aporte de Galileo fue descubrir que el movimiento de cuerpos
en caida libre y el movimiento de proyectiles en lanzamiento balistico depende
de la llamada aceleracion de gravedad, g. Al nivel del mar es aproximadamente
g = 9,8 3 pero su valor efectivo depende de la latitud y altura.

Para describir el movimiento de un punto es necesario establecer un sistema de
referencia con respecto a la cual se define posiciones y velocidades. Un sistema
de referencia consiste en un punto designado O, llamado el origen, y tres ejes X,
Y y Z perpendiculares entre si que nacen en O. Se los llama ejes de coordenadas.
Por definicion el sistema de referencia esta inmdvil con respecto a si mismo.

Asociados a los ejes de coordenadas se tiene tres vectores unitarios {1,7, K}, a
veces también llamados {17,1,13} de modo que el vector posicién T asociado a
un punto P cualquiera se puede escribir

3
F=xt+yj+zk= an’fn donde x1=x, xx=y, x3=2z. (1.1.1)
n=1

Para describir el movimiento de un punto P en tres dimensiones y, a veces en un
plano, es decir, en dos dimensiones, se asocia a la posicién del punto en estudio
un vector T (t). El vector posicion, que en general varia en el tiempo, se define
en relacién a un sistema de referencia en la forma dada en la ecuacién (1.1.1).

En su evolucién ¥ (t) define una curva que se denomina trayectoria.

©  Una trayectoria puede ser definida como una relacién entre las coordenadas.
Por ejemplo, un punto que se mueve en un plano XY, con coordenadas cartesianas
(x,y) puede tener una trayectoria dada por

2 2
X_ + y_ =1.
b2  a?
Otro ejemplo,

4z

z= (Xm —x) x

X
representa una trayectoria parabdlica en el plano XZ tal que si x = 0 y también
si X = Xy, se obtiene z = 0 mientras que cuando x = X;;,/2 la coordenada z
alcanza un valor maximo z = z,,.

Las trayectorias no establecen una relacién entre posicién y tiempo.

La velocidad es la variacién de la posicién en el tiempo, y la aceleracién es la
variacion de la velocidad en el tiempo. Ambas son cantidades vectoriales:

. dr (t) dv(t) d*F

v(t) = =—
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© Al definir al vector velocidad como la derivada del vector posicidn se estd
definiendo a la velocidad como el limite:

T T(t —7(t
gty = & = gy T —FO)
dt e=0 €

Para ilustrar este punto se puede comprobar, mediante un dibujo, que el vector
velocidad en un instante t, asociado a un movimiento sobre una curva, necesa-
riamente es paralelo a la tangente a la curva en el punto que define 7(t).

Las expresiones anteriores pueden ser invertidas. Por ejemplo, la definicién de
velocidad en (1.1.2) puede ser integrada, utilizando como variable de integracién
t’, definida desde un tiempo inicial ty hasta un tiempo arbitrario t,

(1) —7(ty) = Jt v(t') dt’

to
que es mas conveniente escribir en la forma

T(t) =7(to) + Jt V(t') at’. (1.1.3)

to

Asi, por ejemplo, si t = to el término integral es nulo ya que el dominio de
integracion es nulo y resulta una identidad. Si se deriva con respecto a t en ambos
lados de la ecuacién (1.1.3) se recupera la expresién para la velocidad, (1.1.2).

En forma similar se puede invertir la definicién de aceleracién obteniéndose

V(t) = V() + Jt a(t’) at’. (1.1.4)

tH

Ejemplo: Problema de lanzamiento de un objeto desde una posicién inicial
T(ty) = T con una velocidad V(ty) = Vi sabiendo que la aceleracién tiene un
valor fijo: d(t) = g.

Primero se usa (1.1.4) obteniénose

t
V(t) =vo + gJ dt' =vo+ (t—to) g. (1.1.5)

to
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P ~ Luego se usa esta Ultima expresién en (1.1.3) y puede
comprobarse que arroja

r . . L1 .
F(t) :ro+(t—to)vo+§(t—to)zg. < (1.1.6)
@) O’ Si el movimiento de un punto P es descrito desde dos
_ _ ~ origenes O y O, los vectores posicién Ty T’ se rela-
Figura 1.1: Vectores posi- cionan por

cion a partir de dos origenes
distintos.

——
F(t) =00 +7 (1).

Si la posicién relativa de estos puntos permanece fija, OO’ no depende del
tiempo y tanto la velocidad como la aceleracién respecto a ambos origenes son
iguales.

& A qué velocidad crece el pelo? ;j Cual es el récord en carreras de 100 metros?
( En carreras olimpicas de 60 metros los atletas alcanzan velocidades algo menores a 8,6 metros
por segundo.) ;A qué velocidad remacha un buen tenista?

& Si un automdvil va a 18 metros por segundo y frena con una aceleracion
negativa de magnitud 2g, jen qué distancia se detiene? j Cuanto vale su “peso”
en ese momento? Esta pregunta se refiere a la fuerza asociada a la aceleracion
total.

&  Suponga que un vehiculo que iba a 18 metros por segundo en el momento
de chocar contra un obstaculo duro, es detenido en una décima de segundo, a
través de un proceso con aceleracion negatica uniforme. jCual es el valor de la
aceleracion durante este proceso?

& Calcule la velocidad con que llega al suelo un cuerpo que es soltado en
reposo desde una altura h. jAproximadamente desde qué altura se atreveria
usted a saltar al suelo? ;A qué velocidad golpean sus pies el suelo? Desde el
momento t, en que sus pies tocan el suelo hasta que su tronco se detiene, 1,
los misculos de las piernas actdan como freno. Para simplificar, suponga que esa
“frenada” es una aceleracién negativa constante ay en el lapso (to, t1). Dé algiin
valor realista al cambio de altura del su tronco en ese lapso y deduzca un valor
numeérico para ay. Compare ese valor con la aceleracion de gravedad.
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& Sise sabe que la velocidad de un punto como funcién del tiempo es V(t) =
w Ry [Tsin wt +7cos wt] + Kvs y que la posicion en t = 0 es ¥(0) = TRy,
determine la posicion del punto en todo instante t > 0 y también la acelera-
cién d(t). Haga un dibujo tridimensional del movimiento del punto y dibuje la
direccién en que apunta d(t) en distintas partes de esa trayectoria.

1.2. Velocidad angular

1.2.1. La deduccidon basica

El drea entre dos radios que forman un angulo «, medido en radianes, de una
circunferencia de radio R es

) 1.5

drea = 5 R . (1.2.1)
Considérese la evolucién de un punto P descrita por su vector posicién 7(t). La
diferencia de posicién entre un instante t y otro muy poco después, en t + dt =
t+ees

F(t+e) = 7(t) + e v(t) + O(e?). (1.2.2)

En general los vectores ¥(t) y ¥(t + €) no son paralelos, sino que difieren por un
pequeno angulo da, de modo que el vector posicién barre, durante el intervalo
¢, un drea dS que se puede expresar por medio del producto cruz

ds = %F(t) X F(t+¢e) & %m) x eV(t). (1.2.3)

De acuerdo a (1.2.1) el valor numérico del drea barrida también puede ser ex-
presada aproximadamente como

1
dS ~ ] r(t)? dex. (1.2.4)
De las dos lltimas expresiones se desprende que
dac_[[F(t) x (1)
dt T2(t) '
donde se ha identificado ¢ = dt. A esta expresion escalar se la llama “la magnitud
de la velocidad angular”. El vector de velocidad angular @ se define por
T(t) x V(t)
(1)

(1.2.5)

@ = (1.2.6)
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y es perpendicular al plano que en cada instante definen 7(t) y V(t).

1.2.2. Ejemplo sencillo

Un movimiento uniforme y rectilineo paralelo al eje X y a distancia b de él es
descrito por

T=b7+ (xo —vot)T — V=-—w1 (1.2.7)
y se ilustra en la Fig. 1.2,

b
X=X —Wt, y=>o, ¢ = arctan ———. (1.2.8)

Figura 1.2: Un movimiento rectilineo y uniforme. La distancia b y la velocidad vy son datos.

De los datos dados en (1.2.7) y de la definicién de @ se obtiene que

bVoﬁ

“= bz + (Xo —Vot)z )

(1.2.9)

Por otro lado, se puede calcular d) directamente de observar la figura 1.2,

b . b Vo
t = :> = =
an d) Xo — Vot (b @ b? + (Xo — Vot)z

(1.2.10)

que es coherente con la expresidn para la forma vectorial de la velocidad angular,
(1.2.9). Nétese que si se hubiera escogido el origen sobre la recta, se tendria que
b = 0 y se habria obtenido velocidad angular nula. <
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De lo anterior debiera quedar claro que la velocidad angular depende del origen
O respecto al cual se define. Ademds, la velocidad angular estrictamente es un
vector cuya magnitud es d¢/dt y que apunta en la direccién del eje respecto
al cual el punto en movimiento gira visto desde ese origen usando la regla de la
mano derecha. En el ejemplo anterior la velocidad angular apunta en la direccion
K, y la velocidad angular vectorial en ese ejemplo es ® = w k.

& Considere una circunferencia de radio R en el plano XY centrada en un punto
del eje X a distancia a del origen. Suponga un punto P que se mueve con rapidez
uniforme vy sobre esa circunferencia y determine la velocidad angular de P con
respecto al origen.

1.2.3. Otro ejemplo: caida libre

X0
La descripcién del movimiento de una 0 | =X'
particula P que cae por su propio peso en la E
direccion del eje Y depende de la distancia r |
Xo al origen de coordenadas. Se describe, » P
ver la figura 1.3, por los vectores g :
- g Y |
T o= (xo, 5 t%, 0), Y !
v (0, gt,0), Figura 1.3: E/ movimiento de una
a = (0,g,0). particula P en caida libre puede ser des-

crito por su vector posicion t.

Su velocidad angular es el vector

XV Xogt

—— = (1.2.11)
172 xg+ Gt

@D =

En este ejemplo el valor absoluto de la velocidad angular inicialmente es nulo, cre-
ce hasta alcanzar un valor maximo y luego decrece para anularse asintéticamente
para t — o0.

& Demuestre que la magnitud w de la velocidad angular alcanza su valor

mdximo en el instante ty, tal que t3, = \2["90 .
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1.3. Coordenadas y movimiento

El movimiento se puede describir con diversos tipos de coordenadas. En lo que
sigue se define tres sistemas de coordenadas que se usardn en MECANICA: coor-
denadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Para cada uno de estos sistemas
de coordenadas tridimensionales se define tres coordenadas escalares que son
(x,y, z) en cartesianas; (p, d,z) en cilindricas y (1,0, ) en esféricas y ademas
se define vectores unitarios asociados a esas coordenadas espaciales: (1,3, K),
(0, d,k) y (7,08, d) respectivamente. Estos vectores unitarios apuntan en una
direccion que, en general, depende del punto que se estd describiendo. Sélo en
coordenadas cartesianas ellos son siempre los mismos.

1.3.1. Coordenadas cartesianas

Las coordenadas cartesianas se basan en los ejes mutuamente perpendiculares
X, Yy Z. Estos ejes tienen asociados los vectores unitarios (1,7, K). Los ejes y
los vectores unitarios asociados estan fijos al sistema de referencia en el cual se
describe el movimiento. Los vectores de posicion, velocidad y aceleracién son

7 (t) X1 +yt)7+z(t) Kk
V() = x()T+yt)j+zt)k (1.3.1)
aft) = X+ y)J+2t)k

coordenadas:  (x,y,z) vectores base: 1, 3, k

Las coordenadas (x(t), y(t), z(t)) de un punto mévil dependen del tiempo pero
los vectores unitarios son constantes.

1.3.2. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P con coordenadas cartesianas (x, Yy, z) se dibuja un cilindro cuyo
eje coincide con el eje Z y su radio es p = /x? + y?, de tal modo que P estd
en el manto del cilindro de radio p.

La proyeccién al plano XY del vector posicién T del punto P es un vector que
tiene longitud p y forma un angulo ¢ con el eje X. Las coordenadas cilindricas
de P son las cantidades (p, ¢, z). La relacién con las coordenadas cartesianas es

x=pcosd, y=psinod, z=z.
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Figura 1.4: A la izquierda las coordenadas cilindricas de un punto P son: p, la distancia
de P al eje Z, & que es el angulo que forma el plano que pasa por el eje Z 'y por OP con el
plano XZ. y la coordenada z que es igual que en el caso cartesiano. A la derecha el eje Z es
perpendicular al plano de la figura, y se puede apreciar la relacién entre las coordenadas (p, ¢)
y los vectores unitarios § y b.

A este sistema de coordenadas se le asocia vectores unitarios (0, ¢, TE) los cuales
. N 7
se relacionan a (1,9, k) a través de

p=Tcosdb+7sind, a\)z—’l\sind)—i—’]\coscb, k=K. (1.3.2)

Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccién en
que una sola de las coordenadas cilindricas varia.

coordenadas: (p, ¢, z) vectores base: p, ¢, k.

Por ejemplo, si se considera un punto Q infinitesimalmente cercano a P que
comparte con P el mismo valor de p y de z, pero no tiene la misma coordenada
¢, sino que ¢o = ¢p + dd entonces el vector (/1\) apunta en la direccién de P a
Q, esto es, la direccién en que sélo ¢ cambia.

A diferencia del sistema cartesiano de coordenadas, acd la direccidn de los vec-
tores unitarios bdsicos depende del punto P que se esté considerando, esto es,
al describir un movimiento los vectores base { y ¢ en general cambian de orien-
tacion. Las derivadas temporales de ellos son proporcionales a d)

=00, b=—bp (1.3.3)

como puede verse directamente de (1.3.2). En el caso de un punto mévil las
coordenadas dependen por lo general del tiempo: (p(t), d(t),z(t)). De los tres
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vectores unitarios, dos son variables y ellos dependen del angulo ¢ que es una

coordenada que en general depende del tiempo, es decir: (/p\(cb(t)), ff)(d)(t)),ﬁ).
A esto se debe a que al derivar con respecto al tiempo los vectores unitarios se
derivan utilizando la regla de la cadena. Por ejemplo,

. dp dp d¢ dp b dp

p_dt pero — = =

dt dt do do (134)

Con todo lo anterior los vectores de posicién, velocidad y aceleracién en coorde-
nadas cilindricas son

F = pp+zKk
Vo= pp+pdd+zk (1.3.5)
@ = (b pd?) b+ (200 +pd) b+2k

= (ﬁ—péz)m%%(p%)miﬁ.

Todas las cantidades, excepto K, dependen en general del tiempo, sin embargo,
para que la notacién no aparezca tan pesada esta dependencia no se ha hecho
explicita.

Volviendo al significado de la frase que dice que los “vectores unitarios apuntan,
en cada punto P escogido, en la direccion en que una sola de las coordenadas
cilindricas varia’ se observa que si se deriva 7, dado en (1.3.5), se obtiene % =
d dp d o _ A

P+ pd—é’)d—i’ + %ﬁ pero g5 = & por lo que resulta

v _dey %05, d2¢

dt dt dt dt
como ya se afirma arriba en (1.3.5). Cada uno de los tres sumandos anteriores
contiene la derivada de una de las tres coordenadas cilindricas. Si se varia una
sola coordenada, esa es la (nica derivada no nula, y d¥/dt apunta, como se ha
dicho, en la direccién del correspondiente vector unitario.

& Estudie el movimiento de un punto P para el cual las coordenadas cilindri-
cas en todo momento son: p = po, ¢(t) = %oco t?2, z(t) = A ¢(t). Obtenga
los vectores de velocidad y aceleracion y describa en detalle la geometria de la
trayectoria.
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1.3.3. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto P son: la distancia r de P al origen, el
angulo O que forma 7 con el eje Z y el dngulo ¢ que ya fue definido para coor-
denadas cilindricas: (1,0, ¢). Estas coordenadas se relacionan a las coordenadas
cartesianas por

X = T1sin0 cosP
= 7sin0sind (1.3.6)
z = r1cos0.

A estas coordenadas se asocia vectores uni-
tarios y ellos son

= (Tcosd +7 sin d) sin @ + K cos 0
= (Tcosd +7 sin d) cos® — K sin0
= Asinp+7Jcosd.

- o

Los vectores base de coordenadas cilindri- X
cas se relacionan a los actuales por

K = £cos0—0sind

p = Pcosdh+7sind Figura 1.5: La figura ilustra las coor-
A . denadas esféricas y los vectores unitarios
0 cosO+Tsin® (1.3.7) Leociados.

—

coordenadas: (r,0, ¢

PAY /N
vectores base: 70, ¢.

Tal como en el caso anterior, los vectores unitarios basicos dependen del punto
que se esté considerando y por tanto ellos, en general, varian con el tiempo. Sus
respectivas derivadas son

’i*z(j')fl\)sinﬁ—i—e'/e\, ézci)a\)cosﬁ—e?, $=—d) (écos@—i—?sine).
(1.3.8)
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Facilmente se obtiene ahora expresiones para la posicion, la velocidad y la acele-
racién en coordenadas esféricas,

Fo= 1P, V=1?+rpdsin0 + rod | (1.3.9)
(f — 102 — r¢p? sin? 6) P+ <r6 + 270 — rd? sin 0 cos 6) 0

(rld) sin? 9>. 5. (1.3.10)

Qy
I

Tsin 0

& Compruebe las dos expresiones anteriores.

& Considere un cono con vértice en el origen y eje que coincide con el eje Z y cuyo
dngulo de apertura es © (es decir, las rectas sobre el manto forman dngulo © con el
eje Z). Describa en coordenadas esféricas el movimientos de un punto que baja por
el manto de este cono si se sabe que pierde altura a velocidad constante (es decir,
la coordenada z(t) satisface z = —v3) y que ademds ¢ = wy. Tome como condicién
inicial que el punto estd sobre el manto con r(0) = Ry y $(0) = 0.

1.3.4. La velocidad angular en coordenadas esféricas

De las expresiones para el vector posicion y velocidad en coordenadas esféricas
visto en (1.3.9) se desprende que en estas coordenadas la expresion genérica para
la velocidad angular es

®=—¢psin0b+0p en general . (1.3.11)

Si el eje Z coincide con el eje de rotacidn, el angulo © se mantiene constante
., . N SN

(6 =7/2) y la expresién para la velocidad angular se reduce a @ = —$6 donde,

en este caso particular, 0 apunta en el sentido —k de modo que

D =o¢k en particular.
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1.3.5. Elementos de superficie y volumen
En coordenadas cilindricas un elemento de su- /%
perficie sobre el manto de radio p es

dS =pdddz. (1.3.12)

Mientras que el elemento de superficie en un F’d(pdz/{

plano perpendicular al eje Z es /\
dS=pdpdd. (1.3.13) w

como puede apreciarse en la figura 1.6.

Figura 1.6: Elementos de super-

El elemento de volumen es ficie en coordenadas cilindricas.

dV =pdpdd dz. (1.3.14) A As B p

El coordenadas esféricas un elemento de su-
perficie sobre un manto esférico de radio r es

dS = r2sin 0 d0 d (1.3.15)  ° Q x‘
y el elemento de volumen es

dV =1*sin@drdodd. (1.3.16) .
Figura 1.7: Cada punto A de

una trayectoria (curva diferencia-

. ., ble) tiene asociado un centro de

1.4. Rapldez, aceleracion cen- curvatura Q y un radio de cur-
, . vatura p.. El arco de trayectoria
trlpeta y ta ngenC|a| As que describe un punto mévil en
un pequefo intervalo At es As =

La trayectoria de un punto mévil P es una curva Pec A% donde Aa es el dngulo que
y P subtiende tal arco desde Q. La

C que normalmente se supondra diferenciable. Si o ' i tiene una longitud
se toma un punto arbitrario K de esa curva como que coincide con la magnitud del
“origen”, se define la funcién arco s(t) como la vector AT (t) = T (t + At) — 7(t).
longitud de la curva entre K y la posicién P(t), el El dngulo entre /afangf"te enA a
arco KP. Estas longitudes tienen signo porque se I‘? trayectoria y AT es 3 A En el

.. . . . . limite At — 0 la tangente al arco
debe definir, arbitrariamente, un sentido positivo

) en A apunta en la misma direccion
de recorrer C. Si para llegar de K a P se debe gue /a cuerda.
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hacer un recorrido positivo entonces s(t) > 0, de lo contrario el arco s(t) seria
negativo.

La curva C tiene en cada punto P un vector tangente £, un radio de curvatura Pe,
y un vector fi, el vector normal, que apunta desde P hacia el centro de curvatura
Q asociado como ilustra la figura 1.7. En la figura se destaca dos posiciones de P
infinitasimalmente cercanas: los puntos A y B. En B se ha dibujado los vectores
normal y tangente: i y T. Estas nociones permiten hacer una buena descipcion
del movimiento sobre la curva C.

1.4.1. Velocidad y rapidez

Considere la trayectoria de un punto en movimiento y sean A y B las posiciones
del punto sobre su trayectoria en instantes t y t + At como se ilustra en la
figura 1.7. Si se llama As al largo del arco de trayectoria desde A a B, se define
la rapidez del punto mdvil sobre su trayectoria como

. As ds
v = lim

At E - E (141)

que es una cantidad escalar.

A continuacién se vera la relacién que existe entre el concepto de velocidad v(t)
y el de rapidez v(t). Para definir rapidez se debe dar un sentido (arbitrario) a
la forma de recorrer la curva. Por ejemplo, si en la figura se escoge el sentido
positivo hacia la derecha, un desplazamiento hacia la derecha se describe con un
As > 0y un desplazamiento hacia la izquierda tiene asociado un As < 0.

Se define radianes de modo que el largo S de un arco de circunferencia, de radio
R que tiene asociado un angulo «, sea

S=Ru«x. (1.4.2)

Un pequeio arco AB de una curva se puede aproximar a un arco de circunferencia
centrada en un punto Q con algun radio p,, tal que el arco subtiende un pequefio
angulo Ac. La longitud As de un arco se relaciona al elemento de angulo por

As = p. Acx. (1.4.3)

El signo de A es, por definicidn, igual al signo de As. La longitud de /a cuerda
asociada es AB = 2p.sin % y, puesto que en el limite de angulo muy pequeio,
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el seno de un angulo es aproximadamente igual al dngulo mismo (si ¢ < 1
= sin ~ ) se tiene que en ese limite la longitud de la cuerda sea p. Ay
coincide con la longitud del arco. Este resultado sirve, en el parrafo que sigue,
para relacionar la magnitud de la velocidad con la rapidez.

Con la diferencia entre los vectores posiciéon en dos instantes muy cercanos t y
t + At se puede escribir

AT(t)  T+AY)—TF(t)
= ~V(t).
At At
Tomando el limite At — 0 se obtiene que d¥(t)/dt = vV (t). Pero en el pérrafo
anterior se vio que la cuerda, que en este caso tiene longitud ||AT (t)]|, coincide

en el limite en que At es infinitesimal, con el arco As:

oo AT As(E)]
V1= fim, a0 = A A =M
es decir,
%] =M. (14.4)

De (1.4.3) también se sabe que el radio de curvatura de una trayectoria estd

dado por
ds

:a.

Sea T el vector unitario, tangente a la trayectoria de un punto, que apunta en la
misma direccién que dF, es decir, en la misma direccién que V, pero no apuntan
necesariamente en el mismo sentido. Se escoge como definicién que el vector
unitario T apunte en el sentido en el cual crece la funcién arco s(t), de tal modo
que

Pe (1.4.5)

F(t) =v(t)1. (1.4.6)

En resumen, la velocidad es siempre tangencial a la trayectoria y la magnitud de
la velocidad coincide con el valor absoluto de la rapidez.

Ejemplo: Un hilo estd enrollado en un cilindro de radio R; ver la figura 1.8. El
hilo es mantenido siempre tenso de modo que la linea entre el extremo M vy el
punto de tangencia T en todo momento es una recta cuyo largo se designa L(¢)
y ¢ es el angulo entre la horizontal y el radio asociado al punto T.

Se define que L(¢$b = 0) = 0, es decir, antes de comenzar a desenrollar (L = 0)

el punto T, que coincide con M, estd sobre la horizontal. Es conveniente usar los
/N\ . . ey

vectores polares p y ¢ asociados a la posicién de T.
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Este problema va dirigido a comprender la trayec-
toria de M a medida que el hilo se desenrolla.

Preguntas: j Cudl es la funcién L(¢)? Obtener el
vector posicion de M en tal forma que sea di-
recto calcular su derivada con respecto al angulo
¢. Obtener la velocidad ¥ = d¥/dt dejando ¢
como factor que aun no se conoce. Obtener el
vector tangente T a la trayectoria de M. Escribir
el elemento de arco ds de la trayectoria de M.
Obtener el radio de curvatura de la trayectoria de
Figura 1.8: Hilo de grosor nulo M para cada valor de ¢. Obtener el vector nor-
de extremo libre M se desenrolla mal fi a la trayectoria de M y que apunta hacia
de un cilindro de radio R. El hilo ¢| centro de curvatura. Si ¢(t) = wyt obtener la
se mantiene tenso y T es el punto 5celeracién normal y tangencial (&, y ;) de M

de tangencia. .
& en todo punto de la trayectoria.

Solucién: En cada momento el hilo libre tiene igual largo que el arco en el cual
antes estaba apollado. De la figura 1.8 se ve que L = R ¢. Si se escoge como p
al vector unitario que apunta desde el centro hacia Ty c/l\) al vector tangente a la
circunferencia en T apuntando en diagonal hacia arriba en la figura, entonces la
posicion de M es

F=Rp—Lo.
Recordando que dp/dd = ¢ y que dd/dd = —p se obtiene

F=R (bd— b+ bp) =R bp

es decir, la velocidad apunta en la direccién de P, pero la velocidad es siempre
tangente a la trayectoria, por lo que en este caso

t=9p.

Puesto que la linea OT es siempre perpendicular a la linea TM, si T gira un
angulo dd con respecto al centro O, M gira dd con respecto a T y el elemento
de arco que recorre M es

ds=L(b)dd =R dd.

L(¢) = R¢ implica que la coordenada p de M es p(¢d) = Ry/1 + $2. Para
calcular el radio de curvatura se usara la relaciéon que se describe mas adelante
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en §1.4.2, y que en este caso es:  dt/ds = fi/pc.

1T A
_fd)'

dp
ds Ldd

.z . /N
La expresion en el extremo derecho permite comprender que i = ¢ y que el
radio de curvatura es pc = L(¢$p) = Rd. Derivando la expresién obtenida para
la velocidad se obtiene que la aceleracién en general (es decir, antes de conocer

b(t)) es
Q=R ($op+d?p+ 2 9d)

pero en el caso actual d) =0y d) = Wy porque

— 2.1 - 2 A
a, =—wytd, a. = Rwjp.

. Ve AN
1.4.2. Coordenadas intrinsecas: los vectores t y fi .
Puesto que el vector  es unitario

t-t=1 t-— =0 1.4.7

= i (1.4.7)
se deduce que el vector dt/dt es ortogo-
nal a t. La Fig. 1.9 debiera ayudar a ver
que este vector apunta hacia el centro de
curvatura Q.

Se denomina fi, vector normal, al vector

unitario que apunta hacia el centro de cur-

vatura. Ya se argumenté que las magnitu- Figura 1.9: E vector dt = t(t+¢)—1(t)
des de la cuerda y el arco, en el caso en donde ¢ es un tiempo muy pequefio, es

o . un vector que, en el limite ¢ — 0, apun-
que estos se?n muy pequefios, coinciden. ta hacia el centro de curvatura Q. En la
Ademds se vio en (1.4.3) que ese arco €S figyra el vector L(t + ¢) ha sido trasla-
igual al radio multiplicado por el elemento dado al punto correspondiente al tiempo
de dngulo. Puesto que 1t es unitario, al ro- tpara POdei obtener geométricamente la
tar describe un arco de radio unitario y por 9/ferencia dt.

tanto la cuerda asociada, que tiene la magnitud de T, es 1 multiplicado por el
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elemento de dngulo, es decir, ||dt]| = d. Usando (1.4.5) se obtiene que

A d .

dt = fida= p—sﬁ o equivalentemente
C

at

ds  pe

1.4.3. Aceleracion centripeta y tangencial

La aceleracion es la derivada de la velocidad y la velocidad es proporcional al
N
vector tangente t,

av(t) d((v(t)?1)

at) =~ =&
d{t\ dV(t)/\
= V(t)a—f— pm t. (1.4.8)

El dltimo término es la parte de la aceleracién que es tangencial a la trayectoria
y se la llama aceleracion tangencial . El primer término a la derecha es

B dt o ds dt

v(t) — =v(t) — —
dt dt ds

pero ds/dt =v(t) y dt/ds = fi/p. por lo que la aceleracién se puede escribir

. dv(t)
t) = fi t
a(t) o +t

(1.4.9)
= dn(t) + d(t).

El primer término es un vector que apunta hacia el centro de curvatura y se lo
conoce como aceleracion centripeta y, como ya se ha dicho, el segundo es la
aceleracion tangencial.

& Demuestre que el radio de curvatura es
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Ejemplo: Se tiene un punto en movimiento cuya trayectoria en un plano es
descrita por una circunferencia:

T=Ry (Tcosd +7sind) , b =0o(). (1.4.10)
Diferenciando se obtiene
dar . R dé
Fr = Ry (—Tsin ¢ + 7 cos d) Ty (1.4.11)
cuya magnitud es
dar dp ds
— || =Rp— = —. 1.4.12
dt dt  dt ( )

En este caso el vector tangente es
t=Asing +Fcosd (1.4.13)

y se puede calcular dt/ds porque de (1.4.5) ya se sabe que ddp/ds = 1/p, y
en el presente caso es p. = Ry obtienéndose

fl=—"Tcosd —7Jsind. (1.4.14)

Para poder calcular la velocidad y la aceleraciéon es necesario dar la dependencia
del vector posicion en el tiempo. Se supondra el caso particular en que el angulo
varia linealmente con el tiempo, & = w t, es decir, hay una velocidad angular de
magnitud constante: ¢ = w. Como ya se sabe, siempre la velocidad es tangente
a la trayectoria, (1.4.6). En el caso actual

V=wRt (1.4.15)

de donde la rapidez resulta constante: v = w R,.

Se puede ver también que en este caso particular la aceleracién tangencial es
nula debido a que la rapidez es constante. La aceleracién centripeta es

o (t) = R% (—2cos wt —7sin wt) (1.4.16)

que apunta siempre hacia el centro. «

© Pilotos entrenados pueden soportar aceleraciones de hasta 4g por periodos
cortos. En una maniobra de menos de un segundo pueden soportar hasta 9g. Si
se somete a una persona a aceleraciones de entre 4g y 9g por un periodo de
varios segundos el resultado puede ser muy grave, con pérdida de conciencia e
incluso la muerte.
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& Si un automdévil toma una curva de 50 metros de radio (aproximadamente
media cuadra) a 24 metros por segundo, ;cudnto vale la aceleracion centripeta?
¢ Es menor o mayor que g7

& Siun avién va a dos veces la velocidad del sonido y gira describiendo un
arco de circunferencia, jcual es el valor minimo que puede tener ese radio si la
aceleracion maxima que soporta el piloto es 5g7

& Considere el movimiento de un punto que describe la trayectoria plana
T=po Tcosp +7sind) +1pB ¢ (1.4.17)

con & = wt. Tanto py como [3 son constantes conocidas. Determine ds/d®, y
por tanto ds/dt; calcule el vector tangente unitario T(t) en funcién del tiempo;
obtenga el vector velocidad en cualquier instante t y también calcule la acelera-
cién d(t) e indique los valores de las partes centripeta y tangencial.

& Un disco de radio R rueda sin resbalar por un suelo horizontal (el eje de
rotacién de la rueda es horizontal). Su centro O tiene aceleracion constante
a = ap?. Encuentre la magnitud de la velocidad angular en torno a O y obtenga
la aceleracion de cualquier punto P sobre el borde del disco, relativa al suelo.
Encuentre los vectores T y i de la trayectoria de P como funcién del dngulo ¢
que OP forma con la vertical. Obtenga la magnitud de la aceleracion centripeta
y el radio de curvatura de la trayectoria de P.

1.5. Movimientos particulares

A continuacién se presentan algunos movimientos particulares ¥ (t) que se pueden
obtener a partir de datos especificos.

1.5.1. Movimiento uniforme

Un caso muy sencillo es el del movimiento con velocidad uniforme y por tanto
con aceleracién nula, @ = 0. Si se dan como datos: la posicién en t =ty y que
para todo instante

V(t) =vo
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se puede invertir la definicion de velocidad y obtener que

t t

v(t)dt' =7, +\70J dt' =7+ (t —to) Vp. (1.5.1)

to

ﬂﬂ=%+J

to

1.5.2. Movimiento con aceleracidon constante

Esta vez se dan como datos: la aceleracién constante

—

a(t)=g

la posicidn en un instante ty es Ty y la velocidad en un instante t; es V.

Integrando la definicién de aceleracién se obtiene que
vit)=vi+(t—t)g. (1.5.2)

Una vez conocida la velocidad se calcula la posicién en un instante arbitrario
integrando una vez mds

t
T(t) = F0+J v (t)dt
to
t
= F0+J (Vi+g(t —ty)) dt’
to

2 _ 2
::a+u—mﬁ+( 2°—ﬁ—mu)@ (1.5.3)

Si tanto ty como t; son nulos la expresién anterior se reduce a

2

— — — t —
T(t) =To+ ¥+ 5. (1.5.4)

1.5.3. Movimiento circunferencial

El movimiento circunferencial general de un punto P estd caracterizado por el
radio fijo po de la circunferencia descrita por el punto y por la velocidad angular
w(t) = ¢ de P.
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En este caso los vectores posicidn, velocidad y
aceleracién en coordenadas cilindricas (coordena-
das polares en este caso) son

T(t) Po P(t)
V(t) = powl(t) d(t) (1.5.5)
a(t) = po [e(t)P(t) — w?(t)p(t)] .

La velocidad angular es w(t) y a(t) es la acele-

Figura 1.10: Un movimiento racién angular
circunferencial de radio po se des-

cribe por la velocidad angular w(t) = (j)(t)> x(t) = d(t). (1.5.6)
w(t) = ¢(t).

La expresion para d dada arriba queda naturalmente separada en un término ra-
dial de aceleracion centripeta, —po w?p, y un término de aceleracién tangencial,

pocx(t) B(t).

1.6. Problemas

1.1 Una barra rigida de largo d se mueve apoyada entre dos paredes rigidas,
que forman un angulo recto entre ellas. Si el angulo © es una funcion

arbitraria del tiempo ¢ = ¢(t), (a) Determine el vector
posicion, velocidad y aceleracion del punto medio de la
barra. (b) El radio de curvatura de una trayectoria se
calcula como p =V3/|V x d||. Calcule el radio de curva-
tura de esta trayectoria. Interprete el resultado y dibuje
la trayectoria. (c) Suponga ahora que el apoyo inferior
de la barra se mueve con rapidez constante. Encuentre
la funcion 0(t) que da lugar a ese movimiento.

1.2 Una rueda de radio Ry rueda sin deslizar con velocidad angular constante
w. Describa el movimiento de un punto P, fijo a la rueda y a distancia
R, de su centro, a medida que la rueda avanza. Dibuje la curva (x-z) que
describe la trayectoria de este punto. Dibuje la componente horizontal, vy
de la velocidad de P como funcién del tiempo, en particular incluya el caso
en que R; = R;.
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1.3 Un hilo es desenrollado de un carrete de radio R.
Esto hace que la punta P del hilo describa una cur-
va espiral que nace en el punto Q de la circunfe-
rencia que esta a la misma altura que el centro O.
El angulo que forma la recta OQ con la recta OT,
donde T es el punto de tangencia T del hilo, se
denota «.

(a) Encuentre la dependencia en « de la posicién ¥ de Py la dependencia
dev=Ten vy«

(b) Demuestre que la velocidad angular de P es

ok o
1+ o?

w =

. . — . N
(c) Si la velocidad angular se expresa en la forma @ = é&k, encuentre

1.4 El punto de unidén P entre un piston y una biela de largo D se mueve a lo

A largo del eje X debido a que el

= D cigtiefial (disco) de radio R y centro

M en un punto fijo C, rota a velocidad

LJ angular w constante. En el instante

U piston t =0 la biela estd horizontal (8 = 0,
x =D +R).

a) Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre P y C como funcion
det. b) Encuentre la velocidad v(t) de P.  ¢) En la expresion para v(t)
considere el caso R < D y de ahi encuentre una expresion aproximada
para la aceleracion de P. j Cémo se compara la magnitud de la aceleracion
maxima del pistén con la aceleracion del punto A7

1.5 Un punto se mueve ascendiendo por el manto de un cono de eje vertical,
y Vértice abajo, de tal modo que asciende a medida que gira en torno al
eje:z = A ¢. El cono mismo se caracteriza porque cualquier recta sobre su
manto (que contienen al vértice) forma un dngulo fijo © con el eje. Describa
el movimiento (los vectores 7(t), V(t) y d(t)) suponiendo que $(t) es una
funcion arbitraria. Calcule también la curvatura de la trayectoria como
funcion de z y de 0.
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1.6 Considere un punto P que se mueve en el plano XY de tal modo que sus
coordenadas cartesianas son

x = 2R (cosp + Ppsind) , y = 2R (sin ¢ — ¢ cos P)
donde ¢ es una funcién del tiempo ¢ (t).

» Obtenga la velocidad angular de P en términos de ¢ y de d.

En el caso ¢(t) = VQt determine la forma como varia la distancia
p del punto P al origen en funcién de t.

También en este caso obtenga las componentes cartesianas del vector
velocidad V(t), su magnitud ||V|| y la velocidad angular &.

Obtenga las expresiones de los vectores unitarios tangente, t y normal
fl para un punto arbitrario de la trayectoria.

Un globo asciende desde la superficie terrestre con velocidad vertical
uniforme v, = vy. Debido al viento, el globo adquiere una componente
horizontal de velocidad que crece con la altura: vy = x z, donde x es
una constante conocida y z es la altura sobre el terreno. Escogiendo
el origen de coordenadas en el punto de partida determine: a) La
trayectoria del globo; b) la componente tangencial y normal de la
aceleracion en funcién de la altura z.
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Capitulo 2
Dinamica

2.1.

2.1.1.

Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

De Galileo a Newton

Ga | I |eO observd, a fines del siglo XVI, que cuerpos inicialmente en reposo,
soltados desde la misma altura, caen con movimiento uniformemente acelerado
y esa aceleracion es comun a todos los cuerpos.

Tal aceleracion se denomina acele-
racion de gravedad. Si un cuerpo
es soltado con velocidad inicial nu-
la desde una altura z, sobre el suelo
su altura posterior, como funcién del
tiempo, es

sin importar cual sea la masa del
cuerpo. De lo anterior resulta que la
aceleraciéon es z = —g y se puede
deducir que el cuerpo llega al suelo
con rapidez z = —+/2zy g, donde
el signo menos, en este caso, expre-
sa que la velocidad es hacia abajo.

Luego de hacer una serie de experimentos, el ita-
liano Galileo Galilei determiné que cuerpos de dis-
tinto peso y forma caen con la misma aceleracién.
(Antes que Galileo, el fraile dominico Domingo de
Soto (1494-1570) en Espaiia, s. XVI habia afirma-
do lo mismo, pero no estd establecido si fue una
hipdtesis filoséfica o si se basé en evidencia expe-
rimental.) Esto eché por tierra la creencia esta-
blecida por Aristételes (384 BC - 322 BC) de que
los cuerpos mas livianos caen mas lentamente. La
ley de Galileo es estrictamente vélida en ausencia
de aire y es aproximadamente valida para cuer-
pos que tienen la forma o el peso que permiten
despreciar la fuerza de roce viscoso con el aire.

Puesto que la aceleracién de gravedad es muy
grande, es decir, un cuerpo alcanza una veloci-
dad muy alta en un corto tiempo, Galileo hizo
experimentos con cuerpos rodando por un plano
inclinado.

39



40 Patricio Cordero S.
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Figura 2.1: Los afios en que vivieron algunos de los fundadores de la Mecanica y algunos
personajes destacados en otras dreas.

Lo anterior es cierto mientras la friccion con el aire sea despreciable.

Se define la cantidad de movimiento o momentum lineal p de una particula de
masa m y velocidad V por medio de la expresién

B (t) =mv(t). (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en kilégramos
y, salvo que especificamente se diga lo contrario, se supondra que la masa de un
cuerpo es constante.

© Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy tipico
es el de un cohete que, para impulsarse estd expulsando parte de su masa
en forma de gases.

Para percibir la cantidad de movimiento se puede experimentar dejando caer
desde el reposo dos cuerpo desde la misma altura. Al recibirlos en nuestras manos
y tratar de detenerlos es necesario un “mayor esfuerzo” cuando la masa del cuerpo
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es mayor. La razén de este mayor esfuerzo reside en que para detener el cuerpo,
es decir, para hacer variar su momentum lineal desde el valor que tiene hasta
cero, es necesario aplicar una fuerza.

Newton establecié que la relacién general entre la variacion del momentum, esto
es dp/dt, y la fuerza total aplicada es

dﬁ(t) F total
———— =F %" 2.1.2
Tt (2.1.2)

que se conoce como la Il ley de Newton.

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso dp/dt =0
lo que implica que el momentum permanece constante en el tiempo. Lo que a
su vez implica que, si la masa es constante, la velocidad del cuerpo no cambia
y por tanto la trayectoria es rectilinea. Esta es la / ley de Newton. Un caso aun
mas especial es el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante necesariamente la fuerza
total sobre ese cuerpo es nula.

Sobre un cuerpo pueden estar actuando muchas fuerzas simultdneamente y el
lado derecho en (2.1.2) es la suma vectorial de todas las fuerzas que estan
actuando sobre el cuerpo, la fuerza total.

La /I ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un cuerpo
B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

© Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza peso

F = mg, la que apunta verticalmente hacia bajo. Segtin la Ill ley de
Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza, llamada normal, sobre
el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta verticalmente hacia

arriba. Puesto que sobre el cuerpo estd ademds la atraccidn que le ejerce
la Tierra (el peso), entonces la fuerza total sobre este cuerpo es nula, lo
que permite entender porqué estd en reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia llamados
sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de referencia no inercial
es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo dejado en reposo respecto al
vehiculo tiende a moverse alejdndose del centro de curvatura. Mds adelante se
dird que en sistemas de referencia no inerciales aparecen fuerzas especiales como
es la fuerza centrifuga y la fuerza de Coriolis. Genéricamente se denominara seu-
dofuerzas a estas fuerzas propias de los sistemas no inerciales. En un sistema de
referencia inercial no se presentan tales fuerzas.
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2.1.2. Pequena historia

En 1687 Newton publicé su Philosophize Naturalis Principia Mathematica (Prin-
cipios mateméticos de la filosofia natural). En este libro Newton presenta las
bases de practicamente toda la mecanica. Plantea sus tres leyes de movimiento
y también la ley universal de gravitacion, bases que perdurarian sin contrapeso
por tres siglos. Esta gran obra no habria sido posible sin los logros previos de
Copérnico, Kepler, Galileo y otros.

Como parte de este trabajo Newton se vio forzado a desarrollar el calculo diferen-
cial e integral, que simultdneamente desarrollé Leibniz. Logré demostrar que para
que una fuerza atractiva dé origen a drbitas elipticas, forma que Kepler establecié
en su primera ley, la fuerza debe ser proporcional al inverso del cuadrado de la
distancia.

2.1.3. Ejemplos de fuerzas

A continuacién se menciona algunas fuerzas muy conocidas.

o PESO. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra actua
una fuerza cuya magnitud es mg y apunta “hacia abajo”.

o GRAVITACIONAL. La ley universal de gravitacion describe la fuerza de
atraccidn gravitacional entre cuerpos masivos.

o CoOULOMB. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segtn la ley de Coulomb,
dependiendo del signo relativo entre las cargas.

o CONTACTO. En cada punto en que dos cuerpos A y B estdn en contacto
sélido-sélido aparece una fuerza Fap sobre A debido al contacto con B (y
lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al contacto,
la fuerza ﬁAB puede ser descompuesta en forma tnica en la suma de dos
fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra paralela a él. Estas
dos fuerzas se denominan fuerza normal y fuerza de roce.

e NORMAL. Si un cuerpo P estd en contacto con un cuerpo Q, la
superficie de contacto ejerce una fuerza sobre P que corresponde a la
reaccién debido a la fuerza que P ejerce sobre Q. La normal es una
fuerza perpendicular al plano tangente al contacto.
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e ROCE. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer una
fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad relativa
entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza de roce estatico
y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la superficie no es nula se
tiene una fuerza de roce cinético o deslizante.

Microscépicamente las fuerzas de contacto se deben a las fuerzas atémicas entre
las dos superficies en contacto y son, por eso, de naturaleza electromagnética.

Otras fuerzas seran introducidas mas adelante. Por el momento se subraya que
si un cuerpo estd apoyado en una superficie y no hay roce entre ambos, entonces
la unica fuerza sobre el cuerpo, debido a este contacto, es la fuerza normal.

2.1.4. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Se tiene una argolla que puede deslizar
libre de roce a lo largo de una varay esta . .
vara gira barriendo un plano horizontal :
con velocidad angular $ = w constante.

En lo que sigue el problema es descrito
con coordenadas cilindricas y los vecto-
res base asociados son (P, &, k) de |
tal forma que K da la direccién del eje :
de rotaciéon y P es la direccién de la vara
en todo instante.

Figura 2.2: Una argolla que puede deslizar
libremente, sin roce, a lo largo de una varilla y

Tal como cualquier vector la fuerza total la varilla gira barriendo con velocidad angular
iform = / hori. l.

de contacto sobre la argolla puede expre- Uforme & = un plano horizonta

sarse con los vectores base:

ﬁcontacto - f1 6 + fZ (/1\) + f3 ﬁ

pero la componente en la direccién P representaria roce, ya que es la direccion

en la que puede haber movimiento, por lo cual se debe exigir que f; = 0. Lo
que resta, N = f,$ + 3K es normal a la vara y por lo tanto es la llamada
fuerza normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso P= —mg K y la

fuerza normal N que la varilla ejerce sobre la argolla. Para hacer mas evidente el
significado de las componentes de N, las renombramos: f; = Ny y f3 = Ny de

modo que se escribe .
N=N.k+N;d. (2.1.3)
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Puesto que la argolla no tiene movimiento vertical, la fuerza total en esa direccién
tiene que ser nula, es decir, Nkﬁ—k P =0, que implica: Ny, =mg.

Las condiciones que definen el movimiento son

b(t) = w, P(0) = po, p(0)=0 (2.1.4)

donde w es constante y, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal,
la aceleracién, ver (1.3.5), tiene la forma,

q— (p‘ - pci)2> o+ (2pd> + pdﬁ) b. (2.1.5)

Para este caso la Il ley de Newton en coordenadas cilindricas es una ecuacién

vectorial que se puede separar en una componente radial y otra en la direccién
/N .

de ¢ lo que da lugar a dos ecuaciones escalares

m(2pw) = Ny, (2.1.6)
p—w?p = 0.

Para integrar (2.1.7) se supone que p = A e + B e “*'. La condicién p(0) =0
implica que A = B y el requerimiento que p(0) = py dan la solucién final. Otra
forma se comenta al final de esta seccidn.

Al integrar la segunda ecuacién se obtiene
p(t) = po cosh(wt) (2.1.8)

que da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resultado
dice que p cambia con el tiempo y su variacidén estd relacionada a un coseno
hiperbdlico. Esto implica, de (2.1.6), que Ny no es nulo.

Al usar la forma de p(t), dada en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expresién para
No,
Ny = 2m w? py sinh(wt) . (2.1.9)

Se ha deducido que la argolla se mueve deslizandose a lo largo de la vari-
lla alejdndose del eje de rotacién. Su distancia al centro de giro, p(t), au-
menta exponencialmente con el tiempo. En efecto, para tiempos muy grandes
cosh(wt) ~ %exp[wt].

Si se intenta reproducir la situacién descrita en un experimento se debe tomar una
argolla y una vara tal que haya roce insignificante entre ambos. Con un motor
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controlado automdticamente se mantendria uniforme la velocidad angular w.
Descubririamos, sin embargo, que llegaria un momento en que el motor no seria
capaz de mantener contante la velocidad angular porque la fuerza normal que
la vara debe ejercer sobre la argolla es demasiado grande ya que la componente
N crece exponencialmente. En alglin momento se sobrepasaria la capacidad del
motor.

A continuacién se explica cémo integrar (2.1.7), es decir, p = w?p con las
condiciones iniciales p(0) = po y p(0) = 0. La ecuacién original se multiplica
por p:  pp = w?pp porque asi es equivalente a dp?/dt = w? (dp?/dt).
Ya que se trata de derivadas es trivial integrar agregando una constante que
queda totalmente determinada por las condiciones iniciales. Se obtiene entonces
p? = w?(p? — p}) es decir, p = w+/p? — p3 que se puede escribir

=w dt.

dp
p? — P}

Si se define el cambio de variable 1 = p++/p* — p; se observa que < = T
0
por lo cual la ecuacién ahora es

J'pﬂ/ P2=05 du

u

wt.
Po

La integral a la izquierda es conocida y se obtiene

log (p—k\/pz—pé) —logpo=wt.

. - [ 7_ o2 — wt

De la dltima relacién se deduce ficilmente que \/p*—p; = poe®" — p. Al
elevar esta ultima relacién al cuadrado se produce algunas cancelaciones muy
convenientes y resulta muy facil despejar p obteniéndose p = py cosh wt.

2.1.5. Ecuaciones lineales

En algunos casos la ecuacién de movimiento toma la forma de una ecuacién
lineal inhomogénea con coeficientes constantes,

X4 BX+yx+56=0. (2.1.10)
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La solucién general, antes de imponer condiciones iniciales, implica dos constan-
tes de integracién que acd se han denotado A y By es

A sinh <% B2 —4y) + B cosh <%\/M) , B2 >4y,

x(t) = —é—i-e_ﬁt/z
Y Asin (%\/41/—[52)—1—13008 (5\/41/—[32) , 4y > p2.
(2.1.11)
e Caso especial 1: Si v = 0 la solucién general es de la forma
1
x(t) = 3 (Ae Pt —5t) +B. (2.1.12)
e Caso especial 2: Si 4y = 32 la solucién general adopta la forma
(t) =Ae P24 Bre P2 40 2.1.13
X = e + € — ﬁ . ( . )

Notese que el segundo término consta de una exponencial multiplicada por t.

2.2. Muchas particulas

2.2.1. Caso discreto

Se considera un sistema de N particulas puntuales de masas my, a =1,2,..., N,
de posiciones T, velocidades V, y aceleraciones d, respectivamente. La suma de
las masas se denotard M

N
M=> m, (2.2.1)
a=1

y G sera la forma para designar el centro de masa. La posicién y la velocidad de
G son

N N
g ] N - ] —
Rg = M MqTa, Vg = M Zmava. (2.2.2)
a=1 a=1
El momentum del sistema de particulas es
P=) maa=MV;. (2.2.3)

a
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Cada particula satisface una ecuacién de Newton

dv; -
-1 _ F
my at 1
dv, -
m; — F
2 at 2
Ay -
— = Fy.
mn at N

Al sumar todas estas ecuaciones se obtiene

M% = Ftotal donde (2.2.4)

N
ol = % F,. (2.2.5)
a=1

es decir, la variacion del momentum total del sistema estd dada por la fuerza
total que actia sobre el sistema. Un poco mas abajo se vera que esta fuerza total
se debe exclusivamente a las fuerzas externas al sistema.

La ecuacién del centro de masa del sistema puede también escribirse
P — Ftotal (2.2.6)

La fuerza que ha sido llamada F, es la fuerza total sobre la a-particula y puede
descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras particulas del
sistema, que serd llamada fmt mas la suma de las fuerzas externas fe"t que actlan
sobre la particula a,

F _ pext | fint

Fo =10 + 0. (2.2.7)

— - .
A su vez ™ estd compuesta de las fuerzas Fq, que cada particula b ejerce
sobre a,

i =3 Fap (2.2.8)

donde debe entenderse que la fuerza que una particula ejerce sobre si misma es
nula,
Foo =0 para todo b. (2.2.9)
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Siempre se va a suponer que la fuerza Fy, entre dos particulas puntuales es
paralela a la linea que une ambas particulas.

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.5), que las fuerzas internas no
contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucién de las fuerzas
internas a la fuerza total se obtiene

N N N
> =33 Fu (2.2.10)
a=1 a=1 b=1

pero por cada sumando Fg, hay otro que es Fy y el principio de accién y reaccién
establece que F,, = —Fgp, lo que determina que la suma anterior sea nula. En
resumen,

}_:’total — Z%Xt (2211)

a

por tanto la ecuacién de movimiento para el centro de masa G del sistema es

dVg - o
M—= foXt = Fext 2.2.12
R 2212)

Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas externas,
el centro de masa se mueve con velocidad uniforme, que es la primera ley de
Newton aplicada a un sistema de particulas.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos
particulas masivas unidas por un hilo tenso, que rotan en torno a su centro de
masa y estan en vuelo libre en presencia de gravedad g.

2.2.1.1. Ejemplo con dos particulas.

Ambas tienen masa m y estan unidas por una vara ideal sin masa de largo D.
Ver la figura 2.3: una desliza sin roce a lo largo de una varilla horizontal que
gira, con respecto a un eje vertical, con velocidad angular constante w. La otra
particula desliza sin roce por una varilla contenida en el eje vertical. Los vectores
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de posicidn, velocidad y aceleraciéon de ellas son

1 =Decosap
v, =-—Désinap+ D cosoaw ¢
a =-D (&sinoc—l— &2 cos ot + w? cos oc) p — 2Dw sin a& P
FZ = —Dsin O(ﬁ
v, =-—Dd&cosak
d; = —D(&cosax— &?sin ) K
y las fuerzas son
Fi =(NyK+N;$)—T(peosax + Ksina) — mgK,
F, =(N,p+N2d) + T(peosa+ Ksin «) —mgﬁ.
. s Ve w
Una manifestacién de la tercera ley de Newton de accién  —| -
y reaccion es que la tensién aparece en ambas expresiones . o1
con el signo opuesto. Las ecuaciones de movimiento son 9 a
m(i] = ﬁ] y D
m&z = Fz . P2

Se comienza trabajando con las ecuaciones a lo largo de Figura 2.3t Dos
} ) : ., icul icual m
los respectivos ejes, es decir, la ecuacién a lo largo de p P2rticulas de igual masa

1v] y o | d E 5 Ell M unidas por vara ideal
para Yy la ecuacion a Io largo de para <. as son sin masa de /argo D.

—mD (&sin & + &* cos x + w? cos o) = —T cos x
—mD|(&cos o« — & sin o) = +Tsinx—mg.

Eliminando T entre ellas se obtiene
—mD (& + w?sin & cos &) = —mg cos &

que equivale a

& = —w?sin occosoc—F% COS X . (2.2.13)

Esta ecuacion no puede ser integrada explicitamente, pero se puede integrar
numéricamente sin dificultad.
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Lo que si puede hacerse analiticamente es integrar una sola vez:

) 2
oczzwzcoszoc—i—ﬁgsinoc—i—cte

que implica que
2
&* — w? cos® ot — 69 sin o« = cte (2.2.14)

que es de la forma &? + W(«) con W(a) = —w? cos? o — %9 sin . Es facil ver
que la funcién W tiene derivada nula en £7, que son extremos del movimiento.
Si =35 < 1 hay un punto intermedio &t = o en el cual también la derivada es

nula: 5
9

9 9
D w? w?D?
i Existen condiciones en que el sistema oscile con el hilo casi vertical? jExisten
condiciones en que oscile con el hilo casi horizontal?

o = arcsin = W) =—w?—

2.2.2. Caso continuo

Los conceptos recién vistos que describen sistemas de muchas particulas pueden
ser generalizados al caso de sistemas extendidos, a los que genéricamente se
llamara sistemas continuos. Un ejemplo de sistema continuo se ve en lo que sigue.
Y Se tiene un alambre semicircunferencial
de radio R y densidad lineal A = n—“ﬁ cen-
trado en el origen como lo muestra la fi-
gura 2.4. En un caso continuo se reem-
plaza la suma sobre el indice a por una
integral. Asi, entonces, en lugar de definir
X M= > Mg se define

Figura 2.4: Un alambre semicircunferen- M = J?\ ds
cial con densidad lineal de masa A = ﬂ_zv]g_

donde ds = R dx es el elemento de arco. Puesto que en este ejemplo la densidad
A es una constante, la integral sobre o desde 0 a 7t es sencilla y da el resultado
correcto. La expresién (2.2.2) para determinar la posicién del centro de masa se
generaliza en la forma

= 1 .
RezﬂJ'r dm
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donde dm = Ads = % Rdx = % do. Por otro lado, el vector T que recorre
la semicircunferencia es ¥ = R (Tcos & +7sin ). Al integrar en o« € [0, 7, el
término cos & da cero y el término sin « da 2, por lo cual

. 2R
Rg = 9~ 0,637 R7.
T

& Haga un cadlculo similar pero para el caso de una lamina semicircular de ra-
dio R. Ayuda: ahora la densidad es masa por unidad de superficie, c = 2M/(7R?)
y se debe integrar un elemento de drea: dS = p dp d«, integrando tanto en
p € [0,R] como en & € [0, 7).

2.3. Momento angular y torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento de
traslacion, el momento angular, E@, es, en cierto modo, la cantidad de movimiento
de rotacion en torno a un punto O. Formalmente se define como la suma de los
productos cruz entre los vectores de posicidn y sus respectivos momentos lineales

Zra X Pa (1) . (2.3.1)

Por ejemplo, en el caso de una sola particula tal que ¥ =Ty t+b) el momentum
esp = mvy 1, por lo que el momento angular en este ejemplo es lp = —mbwk.

& Calcule el momento angular 2(9 de una particula que gira con velocidad
angular uniforme en torno al punto O describiendo una circuntferencia de ra-
dio R.

Por definicion el momento angular de una particula “1" es perpendicular al plano
que definen T; y p;. Esta direccidn esta relacionada al eje de giro del punto mévil
con respecto al punto O en un instante determinado. En general la direccién de
ese eje puede ir cambiando con el tiempo.

© Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria montadas sobre
ejes fijos girando a igual velocidad angular. La primera es una rueda
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normal mientras que la otra no tiene aire sino plomo. Al tratar de de-
tenerlas se requiere de mds esfuerzo para detener a la rueda con plomo
puesto que es la que tiene mayor momento angular.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se supone
que las masas son constantes, se obtiene

de, d(Fy X Pa) dv,
d—5227r dip —Z c:t pa—i—ZT‘a . (2.3.2)

a

El primer término del lado derecho es cero porque los sumandos son proporciona-
les a Vi, X V, y el dltimo término se puede escribir sencillamente 7, x (dp./dt),
es decir,

Zra t) x Flol (2.3.3)

escribir esta dltima expresién se hizo uso de la segunda ley de Newton, (2.1.2).
El lado derecho de la expresidon anterior es lo que se conoce como torque total
To que producen las fuerzas F, sobre el sistema de particulas,

T, total Z ra F total (234)

obteniéndose

=T, (2.3.5)

que quiere decir que la variacién del momento angular se debe a la accién del
torque total que actua sobre el sistema.

Para estudiar la dindmica del momento angular se debe determinar el valor del
torque total y la forma de descomponerlo. El torque total Tp es la suma del torque
de las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Se demostrarad que este ultimo
es nulo. Como la suma no depende del nombre de los indices, se la puede escribir
intercambiando el papel de a y b. Luego se suma ambas sumatorias y se divide
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por dos,
Tint — 7. xF
O — a ab
b

= %%Fa X ﬁab + %%Fb X ﬁba

1 — —
— EZ (ra_rb) X Fab
a,b
0 = Full(Fa) (2.3.6)

es decir
To=) Taxf. (2.3.7)

El torque total depende tan solo de las fuerzas que son
externas al sistema. Si el torque total sobre un sistema
es nulo entonces necesariamente el momento angular
tiene derivada temporal nula, es decir, es constante. Si
para un sistema el torque no es nulo, pero T, = T-fi =0
con fi fijo entonces {-fi es constante.

2.3.1.1. Del péndulo esférico al péndulo cénico

Si una masa puntual pende de un hilo de largo R cuyo Figura 2.5: Para descri-

otro extremo estd fijo, se tiene en general un péndu- bir un péndulo esférico es
‘- . . o . conveniente escoger el eje Z

lo esférico. Bajo condiciones iniciales particulares pue- serere

q ndul | | hilo b apuntando en el mismo sen-

e comportarse como un péndulo plano (el hilo barre ., que §.

siempre un mismo plano vertical) o puede comportarse

como un péndulo cénico cuando la masa describe una circunferencia con coor-

denada cilindrica z fija o, equivalentemente, con coordenada esférica 0 fija.

En la figura 2.5 se ha escogido coordenadas esféricas con el polo norte abajo para
lograr asi que O describa directamente la desviacion del péndulo con respecto a
su posicién vertical en reposo.

La fuerza total sobre m es la suma de su peso y de la tensién del hilo. En
coordenadas esféricas la tensién es T = —T# y la aceleracién de gravedad, de
la figura 2.5, es

g=(Pcos®—0sin0d)g.
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Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de d, lo que quiere
decir que la componente de la aceleracién dada en (1.3.10) debe ser nula, esto

es,
m% (Rz ¢ sin’ 6) =0

y por lo tanto existe una constante, que se denotard {3, de modo que

~ mRZsin?0

¢ (2.3.8)

Si €3 no es nulo, esta relacién implica que 0 no puede anularse porque eso daria
que ¢ — oo. Lo que si se puede afirmar es que la rapidez es mayor cuando el
péndulo pasa por puntos en los que el angulo 8 es menor. La ecuacién de movi-
miento es reductible entonces a solo dos ecuaciones escalares: las componentes
Ty 6.

—mR (92+d)2 sin? 9) =mgcos® —T

A (2.3.9)
mR (6 — cbzsinecosG) = —mgsin0.

Resulta un péndulo cénico, tal como se aprecia en la
figura 2.6 adjunta, cuando el punto masivo gira descri-
biendo una circunferencia de modo que el dngulo 0 entre
la vertical y el hilo se mantiene fijo, dngulo que en la
figura 2.6 se ha llamado 0.

Se quiere determinar bajo qué condiciones un péndulo
esférico tiene movimiento cénico. De (2.3.8) se obtiene
que en el caso actual d¢/dt es constante, y se denomi-
nard w porque es la velocidad angular del péndulo que
gira en torno al eje vertical. Dados Ry g jpuede tenerse
un péndulo cdnico para cualquier valor de w?

Figura 2.6: Un punto

material en el extremo de | a segunda de las ecuaciones (2.3.9) se reduce a

un hilo de Iargo R.g/ra en Rw?cos 0y = g, esto es
una trayectoria circunfe-

rencial de radio p. El otro
extremo del hilo esta fijo.

cos 0y = (2.3.10)

9
Rw?
Puesto que un coseno debe tener médulo menor que la unidad, se debe cumplir
que

w > %. (2.3.11)
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No es posible un péndulo cénico con velocidad angular menor que esta cota.
Dada una velocidad angular w superior a tal cota, el péndulo debe ser lanzado
formando un dngulo con la vertical exactamente como el que se da en (2.3.10).
Esto implica que

2 g’
{3 =m (R w — E) . (2.3.12)

En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo cénico tan solo si la ve-
locidad angular se relaciona con el angulo 6 que el hilo forma con la vertical
por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es p = \/R? — g?/w* y la
componente vertical del momento angular estd dada por (2.3.12).

2.3.1.2. El péndulo simple

Considérese un péndulo plano como el de la figura 2.7. ;------
Este consiste en una particula puntual de masa m unida al
extremo de un hilo cuyo otro extremo estd fijo a un punto
O. Por definicién el movimiento ocurre en un plano. En
este ejemplo el torque se debe a la fuerza peso, debida a
la aceleracién de gravedad

g=g (ﬁcos@—@sin@)

y T=Rp,
To =T g) = —mRgsin0k 2.3.13
To =Tx(mg) mRrg s ( ) Figura 2.7: Un pén-
lo plano.
donde R es el largo del hilo. dulo plano
El' momento angular es lo=mFxv=mR20 Kk porque
¥ = R00 de modo que (2.3.5) implica
6=—2 sno. (2.3.14)

R

Esta es la ecuacién de movimiento de un péndulo de largo R. El movimiento no
depende de la masa de la particula que hay en el extremo del hilo. Esta ecuacién

supone que el hilo esta siempre tenso, lo que podria no ocurrir si el movimiento
excede 0 = 7/2.
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] Energia potencial cuando A es positivo ; Energia potencial cuando A es negativo
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0.2 0.2
0.4 0.4
0.6 0.6
0.8 0.8
-1 -1

0 1 2 3 4 5 6 -3 -2 -1 0 1 2 3

angulo angulo

Figura 2.8: Izq: Un péndulo en que la barra tiene un masa en cada extremo. Der: La energia
potencial tiene un minimo cuya ubicacion depende del signo de A = myr; —mq1y.

Si las oscilaciones son pequeias, 0 < 1, se puede hacer la aproximacién sin © ~ 0
y la ecuacién queda

0=-20 2.3.15
R ( )

que es la ecuacién de un oscilador arménico.

2.3.1.3. Péndulo plano de dos puntas

En lo que sigue se estudia un ejemplo en que se usa la ecuacién para el momento
angular y el concepto de energia potencial. Se trata de un péndulo compuesto
por una barra rigida de masa despreciable y con masas m; y m; en los extremos.
La barra solo puede girar en un plano vertical fijo en torno a un punto fijo O de
la barra como se muestra en la figura 2.8. Los vectores de posicién y velocidad
asociados a las particulas en los extremos son

T =7 6) \71 =T d)(/l\)) (2316)

L =-10, V=-1.
El vector aceleracién de gravedad se puede escribir,
g=g (ﬁcos(b — & sind)) .
El momento angular con respecto a O y su derivada son
lo = M) x Vi + Mo x ¥ = (myr +mer3) ¢k,  (2.3.17)

—

lo = (mrf+mrd) k. (2.3.18)

2.3. MOMENTO ANGULAR Y TORQUE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecdnica o7

El factor I35 = mn“%—f—mzr% en la expresién de {» es el momento de inercia.
El torque es

’F@ = TTL]F] X g—i—szz X g’: (erZ —m1r1) g sind)ﬁ . (2319)
La ecuacién para el momento angular resulta ser

. myT) — 1M Ty d myT; — 1Ty

1 = . 2.3.20
myr? + myrs g sin ¢ do | myr? + myrs g cos ¢ ( )

El contenido del corchete juega el papel de una energia potencial que se designa-
ra U(¢). La forma que ella tiene depende del signo de A = m,r; —myry. En la
figura 2.8 se muestra ambos casos viéndose que si A > 0 entonces U tiene un
minimo en ¢ = 7t mientras que si A < 0 el minimo estd en ¢ = 0. Por ejemplo,
si m; es mucho mds pesada entonces A < 0 y habrd pequenas oscilaciones en
torno a ¢ = 0, en cambio si m; es muy grande las pequenas oscilaciones ocurren
alrededor de ¢ = 7. En el caso especial en que A = 0 hay equilibrio y d) =0,
lo que determina que la barra con sus dos masas gira con velocidad angular
constante. Es un caso de equilibrio indiferente.

2.3.1.4. Péndulo golpeado

Este es un ejemplo en que se usa conservaciéon de mo- o
mento angular y el concepto de energia mecanica total.

Una barra rigida de masa despreciable tiene un extremo

fijo al punto O y en el otro extremo hay una masa m _.B
que se denominara “particula 2". Como se ilustra en

la figura el largo de la barra es 2d. Inicialmente este 2R

subsistema estd en reposo. En el instante t = 0 una radlagzn A
segunda particula, la “particula 1", que también tie- Al
ne masa m, golpea a la barra en su punto medio y se

queda pegada a ella. En el instante del choque esta se- Figura/2_.9:.U_n.péndu/o de
gunda partl'culal tiene velloc.:idad Vo horilzontal. Se tr.ata fj;;i(;’ggag'gl';ggoenet: EZ
de calcular el dngulo maximo de desvio de la vertical

) punto medio. La particula
que sufre la barra debido a este golpe. proyectil se queda pegada a

la barra en su punto medio.

En el instante del choque el torque Tp es nulo porque
los vectores posicion de ambas particulas son verticales hacia abajo lo mismo que
g. Entonces el momento angular justo antes del choque ¢~ es igual al momento
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angular justo después del choque (). Pero
(7 =mdv, (2.3.21)

mientras que para calcular {*) se usa que las velocidades de las particulas justo
después del choque estdn determinadas por la velocidad angular wy (aun desco-
nocida) que adquiere la barra: v;(4+0) = d wy y v2(4+0) = 2d wy donde wy es
el valor de la velocidad angular de la barra justo después del golpe,

¢ = md? wy+m(2d) (2dw,) . (2.3.22)

Al igualar los dos valores del momento angular se deduce que

Vo

— 2.3.23
=q (2.3.23)

Wo

y por tanto
Vo 2vo
vi=o v, = —. (2.3.24)
A continuacién se escribird la energia inicial Ey, y la energia Eyp que tiene el
sistema cuando alcanza un angulo maximo, ¢p. Puesto que en este sistema la
energia se conserva se explota Ey = Ej, para obtener el angulo ¢y. Para escribir
Ey se usa como cero de la energia potencial la posicién de la particula 2 cuando

estd en su posicién mds baja

Bo= T (U4 D (22) 4 nga
° = 725 2 \5 9

- %%+mg¢ (2.3.25)

El dltimo término es la energia potencial en t = 0 de la particula que se pega al
punto medio de la barra.

La energia, cuando la barra alcanza ¢ = ¢, es puramente potencial porque en
ese instante las particulas estan en reposo,

Em = (2d—2dcosdm) mg+ (2d—dcosdp) mg
mgd (4 —3 cosdm) (2.3.26)

Al igualar Ey = Epm se deduce que

(2.3.27)
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2.3.1.5. Uso de coordenadas esféricas: movimiento en superficie cénica

Ejemplo 1: Se tiene una superficie cdnica con eje vertical y vértice abajo como
en la figura 2.10. El vértice se escoge como origen. Una particula P de masa m
desliza sin roce por la superficie interior del cono bajo los efectos de la gravedad.

Se desea plantear: a) las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféricas,
b) las propiedades del momento angular y c) reducir el problema a uno para la
coordenada esférica r(t). La coordenada 0 es constante ya que ella es el dngulo
entre el eje y cualquier generatriz del cono.

No hay mas fuerzas que el peso y la normal:

m

Q)
|

mg (—FcosO + 0 sin 0)
~N©

Zi
I

(2.3.28)

En este caso particular la aceleracién en coordenadas esféricas es

, : P ) A
d= (f—rcbzsinzG)? — T¢*sin@cosOO + ‘“Tsinacb- (2.3.29)

1
i

Puesto que la fuerza total no tiene componente a lo largo |

/N .7
de ¢, esa componente de la aceleracién debe ser nula, lo
que se reduce a %(rzd)) =0, es decir, r*¢ es constante
N
r

bo

T‘zci)zcte o bien d):zi
mr? sin©

(2.3.30) o
donde £, es la magnitud del momento angular. En efecto,
si se calcula el momento angular se obtiene

o o A bl oA Figura 2.10: Un punto
{ = mrrx (rr + ¢rd sin 9) =-—mr'gsin00 (2.3.31) se mueve apoyado en el
interior de una superfi-
cie conica de eje vertical

que, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud ~Or! )
y Vértice abajo.

constante:
{=10,0.

La ecuacién de movimiento a lo largo de T es

t—rd?sin?0 = —gcosO . (2.3.32)
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Reemplazando en ella la expresién para ¢ se obtiene
2
%

m2 3

P= —gcosB (2.3.33)
que es una ecuacién dificil aunque se puede demostrar que una primera integral

arroja

1, 6
20 2m2n2
lo que se puede comprobar tomando la derivada de esta tltima expresion y com-
parandola con (2.3.33).

Hay un caso sencillo e interesante que corresponde a drbitas circunferenciales
horizontales de radio 1. Para estas soluciones 1 es contante, por lo cual ¥ = 0,
por lo cual el lado derecho de (2.3.33) es nulo, implicando que
2
3 _ &
m* g cos 0

—gr cos 0 + cte

Ejemplo 2: Dos particulas de masas m; y m; estan unidas por un hilo de largo
D = z+p. La particula P2 estd apoyada en un plano horizontal por el cual puede
deslizar sin roce. El hilo pasa por un pequeno
agujero. De la otra punta del hilo cuelga la
particula P1.

Y P (p:Z Inicialmente la distancia de P2 al agujero es
j P(0) = po, p(0) =0y &(0) = vo/po. Lo
que sigue se basa en que el momento angular

z 2 . ) .
¢, de P2 no cambia porque estd sometido a
1 una fuerza central. Las variables de la segunda
Z particula son
T, =pp

Figura 2.11: Un particula cuelga de VN DA
un hilo. El hilo pasa por un aguje- \iz - pf)+ pszd)/\ . BN
ro de un plano horizonal y una segu- a; =(p—pd?) 0+ (20 + pd) P

na particula que desliza apoyada en el EZ = mzpz(j)ﬁ — constante = Ezﬁ .
plano horizontal esta en el otro extre-

mo del hilo. El largo total del hilo es La dltima igualdad asegura que d) =
D=z+p. €,/ (m,p?) pero las condiciones iniciales apli-
cadas a esta expresién da vo/py = €/(myp3) lo que permite determinar
€y = mypevo y por lo tanto
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Las ecuaciones de movimiento son
m, (5 — pd?) B+ (206 + 0§ &) =—Tp
mz=—-—mg+1T
pero dz=dp y z = p.La segunda ecuacién de movimiento permite obtener
T=mp+mg
que se reemplaza en la primera y ademas se usa la expresidén para d) y obteniéndose

G

m,p3

Mp’=—m1g+

que no puede integrarse hasta el final. Pero la primera integracion da

M myp3v3 mavg
7p2 +migp + ;zg 0 — constante = migpo + ; 2.

Esta dltima igualdad se reescribe en la forma

my(p? — p3)v}

Mot = miglpo—p) +
P =muglpo—p 207

2

Es obvio que en t = 0 se tiene 0 = 0. Puede verse que existe una segunda raiz,
P71 para la cual también p =0, ella es

1T (my, \/1 S 1
pu— —_— —_ 4 — 2 .
P1 3 > < > vy + 4m2v0+ m1gzmzvopo

La trayectoria es tangente a dos circunferencias concéntricas de radios py y p1. <
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2.3.2. El centro de masa y el momento angular

G Se define las posiciones p, desde el centro de
masa,
5(1 = T_:a - RG . (2334)

La velocidad con respecto al sistema CM es

Ba = Vo — Vo . (2.3.35)

Figura 2.12: EI vector posicién
o de una particula a se puede des- & Demuestre que
componer en la suma del vector

posicion del centro de masa, Rg, N
y el vector posicion de a desde el Z Mepa =0. (2.3.36)
centro de masa, pq. 1

> mpa=0. (2.3.37)

Cuando en §2.2 se definié el momento angular total del sistema se vio que
satisface la ecuacién

2=y Fox (2.3.38)

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas externas al
sistema. EI momento angular del sistema con respecto a su propio centro de
masa es

N
lg=) mqpax Va. (2.3.39)

Sin embargo, si en la dltima expresién se hace el reemplazo v, = VG+pa, la forma
de EG se puede simplificar porque VG queda fuera de la sumatoria (no depende
de @) y (2.3.37) asegura que ese término no contribuye a {g, concluyéndose que

-2
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El momento angular {» también se puede escribir

N
E)(9 - Zma (ﬁG+6a> X (VG+ 6(1)
a=1
N

= MRgxVs+ ) Mafa X fa- (2.3.41)

a=1

Para obtener la tltima expresién se hizo uso de (2.3.36) y de (2.3.37). El primer
término del lado derecho es el momento angular del sistema como un todo con
respecto al punto O, y serd denotado £y ©

{o ¢ = MRg x Vg (2.3.42)
mientras que el dltimo término es {s. De aqui que
lo =0 %+ (5. (2.3.43)

El momento angular total con respecto a O se puede descomponer en el momento
angular de la masa total M ubicada en el punto G: {» “ mds el momento angular
del sistema de particulas con respecto al punto G.

La ecuacién de movimiento para cada masa m,, del sistema es
myppp = Fp — MpRg .

Derivando (2.3.40) con respecto al tiempo se obtiene

EG = Zﬁb X (Fb _mbﬁG> .

La dltima suma contiene ) m;P, = O por lo que el resultado es

e _ 5 G, xF
— = Pp X Fp
dt -

Tg . (2.3.44)

También se cumple que

To = ZFaxﬁXt:Z(ﬁG—kﬁa) xﬁXt:ﬁGxZﬁXt+ZﬁaxﬁXt
a a a a

= T5 + Ts. (2.3.45)
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La dltima linea define la notacidn.

— —

Puesto que (a) Lo = To, (b) g = Ta, (c) lo =105+ 0y que
(d) To =TS +Ts, se obtiene que

-G g 2 N

€o =1loy G —'lGg- (2346)
El torque del peso con respecto a G se calcula como

’FG - Zma 5& X g

a
= 0. (2.3.47)

La suma anterior se anula debido a (2.3.36). Ya que Tg = O entonces {g es
constante si el peso es la Unica fuerza externa.

Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tablén a una
piscina para, después de algunas volteretas, clavarse en el agua en forma perfec-
ta. Una vez que estd en vuelo su momento angular {s no puede cambiar. Tan
solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus brazos puede controlar su
velocidad angular, pero llega al agua con el mismo EG que se dio al despegar del
tablén. Los gatos hacen algo parecido para caer siempre de pié.

2.3.3. Momento angular y torque asociado a sistemas con-
tinuos

La idea se presenta a través de dos ejemplos.
Ejemplo: Se idealiza una barra como una recta masiva de largo R con se ilustra
en la figura 2.13.

Cada punto de I_a/\barra tiene asociado un valor de la coordenada p, ¥ = pp y
una velocidad pdp@d. Un segmento de largo dp de la barra tiene masa A dp por
lo que el momento angular del sistema es

l

&)

O—JRapﬁx <pd>$) Adp:EA¢§<R2—3Ra—I—3aZ) :

—a
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Ya que el peso de un elemento dp de la barra es
(6005 ¢ — dsin d)) Ag dp
el torque debido al peso es

R—a
7 = J
—a

—E?\gsind)g (R—2a) .

pp x (Pcosd — Psind) Ag dp

De aqui que la ecuacién dindmica sea

3g R —2a

b=-7 —3Ra + 3a?

sind . (2.3.48)

2 R?
Si R > 2a debiera ser claro que este péndulo oscila en
torno a ¢ = 0. En cambio si R < 2a ese punto es
inestable.

& Analice (2.3.48) en los casos a =0y a =R.

Ejemplo: Se tiene un péndulo formado, como lo mues-
tra la figura 2.14, por un arco de radio R y densidad
lineal uniforme A = W—Né. La ubicacién de un punto arbi-
trario P del arco se puede definir con respecto al dngulo
¢ con el eje fijo X o bien con el dngulo f = F + b —
que subtiende el arco AP. Estando P fijo al arco, el
angulo 3 es una constante y el movimiento pendu-
lar implica ¢ = &. El vector posicién de un punto P
cualqwera del arco es ¥ = Rp y la velocidad de P es

v—Rd)d) perod)—oc
De aqui que la contribucién dl al momento angular de
un arco ds = Rdf es

2
3 — (RD) x MR

(Rocd)) ARAp=—&

Figura 2.13: . Una barra
de largo R y densidad lineal
uniforme A = M/R puede
girar en un plano vertical
en torno a un punto que di-
vide a la barra en una parte
de largo a y otra de largo
R—a.

Figura 2.14: Un alambre
semicircunferencial de radio
R y masa total M oscila
como péndulo en torno al
punto O.

ap k.

La velocidad angular & es com(n a todo el arco, esto es, no depende de 3, por
lo que la integral en 3 arroja simplemente 7t y se obtiene

{ = MR%« k.

(2.3.49)
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La contribucién al torque del arco ds en torno a P debida al peso de ese elemento
de arco es

M

a7 = (Rp) x ((dm)gi) = — <?d[3) gRsind Kk

debido a que © = pcosp — $sin ¢®. Para integrar se debe tomar en cuenta
que sin ¢ = sin 3 sin @ — cos [3 cos « por lo que fg sin ® df3 = 2sin «. De esto
resulta que al integrar sobre [3 se obtiene

2MgR

T=— sino K.

La ecuacion { =T para este péndulo extendido se reduce a

2
& = —ﬂ—gR sin o (2.3.50)

que tiene la misma forma que la ecuacién (2.3.14) del péndulo simple, aunque
el coeficiente numérico es diferente.

& Demuestre que para el problema del péndulo hecho con un alambre semicir-
cunferencial, se tiene que {g = %dek.

2.4. Sistemas de dos particulas

2.4.1. Masa reducida

En general las ecuaciones para un sistema de dos particulas se puede escribir

aF .
m F = f] +F]2, (241)
d*7, S =
m;, — = f,—F;. 2.4.2
2 dt2 2 12 ( )

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dindmica del centro de masa,
ecuacién (2.2.12).

Si se define el vector de posicidn relativa y la masa reducida p por

S o mm;

_’:T‘ —7T :_)—_’ - 243
Y 1 2=0P1— P2, [ my + m, ( )
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donde g, = 7y + Rg, la ecuacién (2.4.1) multiplicada por m;/(m; +m;) queda

A m; (—’ —’)
=—— (F fi) . 2.4.4
u(p—H‘z) F—— 12+ T ( )

Si a esta ecuacién se le suma (2.4.2) multiplicada por —m;/(m;+m;) se obtiene

Loz m; - my =
=F — = —F 1. 2.4.5
He ]2+m1+mz ] my +m; ? ( )

Esta dltima ecuacidn es equivalente a la ecuacién de una sola particula de masa
Ly posicién p.

© El problema de dos particulas se reduce al problema del movimiento
del centro de masa y a la ecuacién (2.4.5) para el movimiento relativo.

En el caso usual en que f, = m, g la ecuacién anterior se simplifica:
up =Fp caso especial (2.4.6)

Es una ecuacién en la que no interviene sino las fuerza entre las particulas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando p y
la masa reducida . Para lograrlo se debe observar primero que @, p7 y p2 son
paralelos y satisfacen

— — }‘L —
f, —Pr=-—0p. (2.4.7)

=2
I

Entonces

—

lc= my 51 X 61 +m252 X 62 = },Lﬁ X p. (2.4.8)

2.5. Fuerzas centrales

2.5.1. La idea

Una fuerza se dice central, con centro en el punto O, si el valor de esta fuerza
en un punto T es
F=f®7? (2.5.1)
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donde T es el vector posicién desde O, y éste es el punto desde el cual se define la
fuerza como funcién de r = ||7]| y # = ¥/r. La magnitud f(¥) = f(r,0,¢) dela
fuerza es una funcién escalar cualquiera que, en los casos mas importantes, solo
depende del escalar r. Muchos autores restringen la defincién a fuerzas donde en
(2.5.1) la funcién f depende tan solo del escalar r, f(r).

Como pronto se verd, importantes fuerzas de la naturaleza son centrales, tales
como la que describe la Ley de Gravitacion y también la Ley de Coulomb entre
cargas eléctricas. En ambos casos f no depende ni de 0 ni de ¢, sélo depende
de 1.

En cambio en el ejemplo del péndulo, la tensién del hilo es una fuerza con centro
en el punto fijo O que si depende del angulo ¢ y es central de acuerdo a la
definicién de arriba, pero el problema del péndulo no es de fuerza central porque
el peso no apunta hacia O.

El torque Tp, en el caso en que la fuerza total sobre una particula sea una fuerza
central, es nulo, porque Tp = ¥ x (f(r)?) = 0 ya que se trata del producto cruz
entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5) se concluye que en un caso asi

- =0 (2.5.2)

es decir, el momento angular con respecto al centro de fuerza O permanece

—

constante, {(t) = {(t=0).

Pero si £ es constante, y puesto que { =T x P, el plano que definen los vectores
Ty P permanece fijo, es decir, el movimiento transcurre en un plano fijo.

2.5.2. Corolario: segunda ley de Kepler.

Se demostrara que si se conserva el mo-
mento angular la linea que une al centro de
fuerza O con el punto que define el vector
posicién T(t) barre dreas iguales en tiempos
iguales. Para demostrarlo hay que recordar
que si se tiene dos vectores @ y b defini-
Figura 2.15: Si el momento angular dos a partir de O, la magnitud del produc-
se conserva, entonces dreas barridas en to @ x b es igual al drea del paraleldgra-
tiempos iguales son iguales. mo que definen d y b. Sila posicién de la

(0]
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particula en un instante t es T (t), en un pequefio instante posterior t + ¢ es

Flt+e)=T(t)+e L =7(t)+ eV ().

El drea barrida en este lapso infinitesimal ¢ es la mitad del area del paralelégramo
(porque es el drea de un tridngulo), es decir, esta area infinitesimal vale

—

ds = z||?(t)x(?(t)+s\7(t))ll
= S IT) <V

o

£ % (2.5.3)

donde ¢ es un elemento de tiempo dt, y de aqui que la conclusién sea que

i—f = %, velocidad areolar. (2.5.4)

En palabras, la expresién anterior dice que el drea barrida por 7¥(t), a medida
que la particula se mueve en su érbita, es proporcional a t y es proporcional a la
magnitud del momento angular, esto es, la velocidad areolar es una constante.

Si la expresién anterior se integra entre dos instantes arbitrarios t; y t; de la
historia de la particula, el resultado es la segunda ley de Kepler,

e
Sp=3-1 (—t). (2.5.5)

Es decir, en lapsos de tiempo iguales (t; — t;) se barren areas iguales Sy;.

2.5.3. La boleadora simple

Dos particulas de masas m; y m; unidas por un hilo de largo D son lanzadas a volar
rotando de modo que el hilo se mantiene tenso.

m{ﬁ = m §+ f,
mz?z = ng — f .
Al sumarlas se obtiene .
MR = Mg

que implica que el centro de masa describe una pardbola.
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Se aclara que la boleadora original, que usaban los aborigeners del extremo sur de
Sudamérica antes de la llegada de los espafioles constaba de tres masas y tres cuerdas.

Definamos 0 = 17 — T, esto es, T1 = p + 2. Las ecuaciones quedan
mi(p+T12) = mg+T,
mz?z = ng— T.
Multiplicando la primera por m;/M, la segunda por —m;/M y sumando se obtiene

mimy
my + mp )

=T, m

Puesto que esta es una ecuacién con fuerza central, existe un momento angular con-
servado. En el caso actual esto implica que g x 0 es un vector constante, lo que quiere
decir que el plano en que rota la boleadora simple tiene una normal que apunta siempre
en la misma direccién. Conviene resolver la ecuacién anterior en coordenadas polares:

F=Dp, V=D¢p, d=-DPp*’p+Ddd
Yy, puesto que T= —Tp la ecuacidn vectorial de movimiento se reduce a dos ecuaciones:
uD* =T, D=0

La segunda de estas ecuaciones implica que ¢ es una constante wy (que depende

de las condiciones iniciales) y la primera sencillamente dice cuanto vale la tensién:
— 2

T=uD wyj.

2.6. Problemas

2.1 Considere el movimiento de un proyectil lanzado desde (x =0, y =0) con
velocidad inicial V.= (Tcos© +7sin0) vy y aceleracion de gravedad g =
—g). @) Determine la trayectoria y(x), la rapidez v(t) en todo momento
y el vector tangente unitario t. b) Si el proyectil ha sido lanzado desde
la base de un plano inclinado (dngulo o« y & < 0), determine el angulo ©
Optimo para que el proyectil golpee al plano lo mas lejos posible.

2.2 Por un riel circunferencial en posicion ho-
rizontal de radio R avanza un cuerpo C; F 1
de masa m; arrastrando a un cuerpo C,
de masa m, con un hilo de largo RvV2.
El cuerpo C; es movido por una fuerza de 2
magnitud F conocida y fija que es siempre
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tangencial a la circunferencia. En el instante t = 0 los cuerpos parten
desde el reposo y en ty completan una vuelta. @) Calcule la tensién del hilo
en ese intervalo. b) En el instante ty se corta el hilo y sobre C; continua
actuando la misma fuerza. Obtenga el instante t; en el cual Cy alcanza a
C,.

2.3 Considere un alambre semicircunferen-
cial, de radio R y densidad uniforme, o)
que oscila, debido a su peso, en su pro-
pio plano, en torno a su punto medio ' P
O. Puede ser conveniente describir la g
posicion T de cada punto P del arco -
como la suma del vector R, que va des- ¢

de O hasta el centro de curvatura C, .-

mas un vector que va desde C hasta un

punto P.

2.4 Un astronauta de masa m se aleja de su nave unido a ella por una cuerda,
pero impulsado por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el com-
bustible debe ser traido de vuelta recogiendo la cuerda. Esto se comienza a
hacer cuando la cuerda esta tirante, tiene una longitud extendida Ry desde
la nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la nave, es Q). La
cuerda comienza a ser recogida con rapidez constante vy. Suponga que no
hay complicacion alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda.
a) Encuentre la rapidez del astronauta en funcién de la distancia a la nave.
b) Si se sabe que la cuerda soporta una tension maxima 27 m Ry Qf antes
de cortarse, determine a qué distancia de la nave se encuentra el astronau-
ta en el momento en que la cuerda se corta. Nota: la nave tiene masa tan
grande que para todos los efectos de este problema puede tomarse como
un punto fijo.

2.5 Considere dos anillos que pueden deslizar (sin roce),

uno a lo largo de una barra horizontal y el otro a lo 5 J
largo de una barra vertical bajo el origen. Ambas barras
se unen en el origen. Si ambos anillos, de igual masa, D

estan unidos por un hilo de largo D siempre tirante, ¢m
que inicialmente forma un angulo ©, con la horizontal,
obtenga la ecuacion para el angulo © y la tension del
hilo en funcién de este angulo.
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2.6 Una particula de masa m desliza sin roce, siempre en

el mismo plano vertical, por el interior de un tubo
de radio R y eje horizontal. Se suelta desde la po-
sicion mds baja, &(0) = 0, con velocidad angular

$(0)

mal se anula, entonces la particula se despega del
cilindro. Los datos son: m, R, g y wy.

= wy. Note que si en algin punto la nor-

Escriba la ecuacion vectorial de movimiento y separela en ecuaciones
escalares.

Obtenga ¢ (t) como funcidn de d(t) y, puesto que d* > 0, obtenga
una desigualdad del tipo cos d > ...  Interprete este resultado.

Encuentre una expresion para la fuerza normal en funcion de los datos
y de &(t) y de ella obtenga una expresion para cos & en el punto en
el cual la masa se despegaria del tubo, esto es, el punto en que la
normal se anula. De ella obtenga una segunda desigualdad del tipo
cosd > ...

¢ Para qué valor de w} ambas desigualdades son idénticas? jCudnto
vale ¢ en tal caso?

Describa en palabras el movimiento de la particula si w3 es levemente
mayor a ese valor.

2.7 Un péndulo plano de largo R y masa m es liberado desde su punto mas bajo
(b = 0) con una velocidad angular wy. No alcanza a llegar a la cispide
(altura 2R medida desde el punto mds bajo) porque cuando ¢ toma el
valor o el movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresion

para

cos m en funcion de m, g, wy y R.

2.8 Sobre un plano horizontal estd apoyada una
cufia de masa M y sobre la cufia hay un cuer-

po de masa m. Despreciando todos los roces,

determine el movimiento de este sistema si ini- a
cialmente ambos cuerpos estan en reposo.

2.6. PROBLEMAS
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Capitulo 3

Fuerzas especificas y movimiento

3.1. Ley de Gravitacion Universal

3.1.1. Laley

]La tercel’a |ey de Kepler establece que el cubo del semieje

mayor R de la érbita de un planeta dividida por el cuadrado de su periodo T es
la misma constante para todos los planetas, es decir para cualquier planeta a el
cuociente

Ra

T2
k es una constante que no depende del planeta. Kepler observé que las drbitas
son elipses. También establecié la ley (2.5.4) que se ha visto que significa que el
momento angular se conserva.

Esto dltimo sugiere que la dindmica de los planetas esta gobernada por una fuerza
central. Si la fuerza es central de la forma f(r)?, la dnica aceleracién que tiene
cada planeta es la centripeta, descrita en (1.4.10). ; Qué forma tiene tal ley de
fuerza?

Aun cuando los planetas se mueven en drbitas elipticas, éstas son muy poco
excéntricas, esto es, son casi circunferenciales. La velocidad media del planeta a
es practicamente su velocidad real todo el tiempo, y se puede estimar dividiendo
el camino recorrido en una drbita: 2R, por el tiempo T, que tarda, es decir,
V., = 2R, /T,. Se sabe, ver (1.4.10), que la aceleracién centripeta aﬁa) es de
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magnitud Vﬁ/Ra,

@ 1 <27tRa)2
a” = —
¢ R(l T(l

Con la dltima expresion a la derecha
se ha podido escribir la aceleracién
centripeta en términos tan solo de la
constante 47k y de la distancia al cen-
tro de fuerza (distancia al Sol). Por tan-
to, la magnitud de la fuerza sobre el

47°R,
T:

4%k
= o (3.1.1)

a

472 RS
R TZ

Kepler enuncié sus dos primeras leyes en
1609, mientras que la tercera es de diez afios
después, 1619. Isaac Newton se basé en la
tercera ley de Kepler para afirmar en 1666 que
existe una fuerza de atraccién gravitacional
que es proporcional al inverso del cuadrado

de la distancia entre los dos cuerpos.

Newton pudo tan solo estimar los valores de
GM pero no de la constante G por si so-
la. Fue Henry Cavendish quien comunicé en

planeta a tiene que estar dada por es-
ta aceleracion multiplicada por la masa
del planeta y tiene que apuntar hacia el

centro, 1798 la medicién de G usando una delicada
472k Ma/\ b.alanza de torsién. La mec?laor_] de Caven-
= —Tr. (3.1.2) dish arrojé resultados que implicaban G =

a 6,754 x 10711 N'm? /K2,

El planeta Jupiter tiene muchas lunas y ese sistema se comporta como un sistema
solar auténomo. Cuando se estudid si la ley de Kepler (3.1.1) se cumplia para ese
sistema se obtuvo que se cumple, pero la constante k que resulta es otra. Hoy
sabemos, gracias a la ley de gravitacion universal de Newton, que esa constante
k es proporcional a la masa del objeto masivo que crea la fuerza central, el Sol
en un caso y Jupiter en el otro.

5 El argumento dado al comienzo, en torno a

A (3.1.1), tiene sentido tan solo si la rbita es cir-
cunferencial o muy préxima a serlo. Pero la con-

clusién de ese caso particular, ayuda a entender

cémo se puede llegar a concebir la ley de validez

universal que ahora se introduce. La ley universal

de gravitacion enunciada por Newton dice que la

o fuerza de atraccién que ejerce un punto material
de masa ma sobre un punto material de masa

Figura 3.1: La fuerza de atrac- mg es

cion gravitacional que A ejerce so-

bre B es paralela a g — Ta. ]—:’SObre b =—G ma Mg 4 (3.1.3)
— 1.
T
AB

donde 7 es el vector unitario que apunta desde el centro A de fuerza hacia B.
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La constante universal de gravitacién G vale

N m?
11
0 w2

G = 6,67428 x 1 (3.1.4)

que es algo menor al resultado de Cavendish de 1798.

Esta misma ley se puede también escribir utilizando vectores posicién T4 y T
respecto a cualquier origen . La fuerza sobre B debido a A es

ma Mg

ﬁBA - _G M= = |2
|78 — Tal]®

GEEAR (3.1.5)

El movimiento que se deduce con esta fuerza, en particular el movimiento pla-
netario, sera discutido mas adelante.

3.1.2. Newton

En 1665 Isaac Newton obtuvo grado de bachiller en Cambridge sin honores ni
distinciones. Los siguientes dos afos la universidad estuvo cerrada debido a la
peste negra por lo que se fue a las tierras de su familia. Durante ese periodo
de reclusiéon campestre concibié una serie de grandes contribuciones a la fisica.
Newton mismo, mucho después, relatd que en esos anos de la plaga estaba en
la clspide de su creatividad y se concentré en matamaticas y ciencia como nun-
ca mas lo volveria a hacer. También se dedicé mucho a estudiar alquimia. En
esa época desarrollé el calculo diferencial e integral, planteé una teoria corpus-
cular sobre la luz y los colores y logré familiarizarse con las complejidades del
movimiento planetario. Esto Gltimo sentd las bases para su obra Principia que
publicaria mucho después. En abril de 1667 regresé a Cambridge y en 1669, antes
de cumplir 27 afios de edad, fue elegido “Lucasian Professor of Mathematics" .

La creencia mas generalizada en aquellos afios era que las interacciones entre
objetos materiales se debia a contactos y en particular a choques, en cambio
en alquimia, tema que tanto seducia a Newton, las nociones de atracccion y
repulsion eran comunes. Al parecer asi fue como Newton fue llegando a la idea
de acciéon a distancia y una formulaciéon matemdtica de ella, lo que lo llevd a
formular la existencia de una atraccién gravitacional. En sus escritos Newton
dice que las primeras ideas sobre esto las tuvo en 1666, pero estudiosos de sus
escritos no creen que haya sido asi y que mds bien esta idea le comenzé a surgir
muchos afios después. Hay indicios que comenzé a desarrollarlas en torno a 1680,
pero las mantuvo en secreto.
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En agosto de 1684 Edmund Halley vino desde Londres a visitar a Newton. El
cometa que ahora se llama “cometa Halley” habia pasado cerca del Sol en sep-
tiembre de 1682 y Halley se dié cuenta que correspondia al paso periddico del
mismo cuerpo visto antes en 1607, 1531 etc. La aparicién mas antigua con re-
gistro indiscutido es chino, el afio -467.

Se dice que en aquella visita Halley le preguntd por la forma que debiera tener
la érbita de un objeto girando en torno al Sol si hay una fuerza de atraccién
entre ellos que es inversa al cuadrado de la distancia. Newton inmediatemente
le habria respondido que tenia que ser una elipse, agregando que ya hace un
tiempo lo habia calculado. En 1687 Newton publicé su famoso Principia —cuyo
titulo completo es (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica) donde estaba
ese resultado entre muchisimos mds.

3.1.3. Aceleracion de gravedad

De acuerdo a (3.1.3) la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre un

cuerpo de masa m es
GM

F=m—— 3.1.6

(R+h)? ( )

donde M es la masa de la Tierra, R es su radio al nivel del mar y h es la altura
sobre el nivel del mar que estd el cuerpo de masa m. Siempre se identifica esta

fuerza con el producto m gy, por tanto, la aceleracién de gravedad resulta valer

2
GM GM _GM 1 NGMO_%) (5.17)

que depende de la altura h. En el calculo anterior se ha supuesto que la altura
h es mucho menor que el radio de la Tierra, h < R. El radio de la Tierra es
R = 6,3710°m lo que garantiza que la aproximacién hecha es excelente aun
si h es la altura del monte Everest (hgyerest ~ 8,8 10°m).

th(R+h)2—R2(]+%)zN R2 1+%N R2

Se llamara go a la aceleracién de gravedad al nivel del mar. Puesto que la masa
de la Tierraes M =5,9810%Kg, resulta

GM m
Rz %9,88—2

go = (3.1.8)

El semieje mayor de la 6rbita terrestre vale a~ 1,5 x 10""Km = 1,5 x 10"*m.

& Demuestre que la aceleracion de gravedad en Santiago difiere en menos del
1% de Jdo-
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3.2. Fuerza elastica ideal

3.2.1. Generalidades

El tipo de problemas que se va a abordar en esta seccidén tiene un grado de
aplicabilidad que va mucho més alld de lo que podria aparentar. Superficialmente
esta seccién trata de una particula P de masa m en el extremo de un resorte cuyo
otro extremo esta fijo en un punto que se ha designado A en la figura 3.2. Si
bien lo que se estudia a continuacién es cémo oscila P, moviéndose a lo largo de
la recta AP, los resultados son generalizables a todo tipo de sistemas elasticos.

La fuerza que ejerce un resorte ideal de largo natural
Dy sobre un cuerpo P depende linealmente de la de- AW
formacién (alargamiento o acortamiento) que sufre el
resorte y es proporcional a la constante eldstica k del Figura 3.2: Un resorte con

resorte, un extremo fijo en A tiene
r _ o PN en su extremo maovil P una
Fe=—k (D(t) — Do) (3.2.1) o0

donde, D(t) = ||[F—Ta]|| es el largo actual del resorte y 7 es el vector unitario en

la direccion del resorte,

_ T—Ta
IF =7l

T—TA

2

(3.2.2)

T

En particular si A es el origen (esto es, ¥4 = 0) se tiene que * = EE La diferencia

D(t) — Dy se suele denominar la elongacién del resorte.

Un resorte es “duro” si su constante k es grande y en el caso contrario es
“blando”.

La ley de Hooke se refiere a sistemas en los que, al ser sacados de su posicién de
reposo, también llamada posicién de equilibrio, aparece una fuerza que es propor-
cional a la deformacién (D(t) — Dy), tal como en (3.2.1). Esta ley es aplicada
en los mas variados contextos. Cuando una cuerda de guitarra es sacada de su
posicién de equilibrio (es pulsada) aparece una fuerza que, de alguna manera,
puede ser asimilada a (3.2.1). Al deformar levemente cualquier cuerpo sélido
aparece una fuerza eldstica para restituirlo a su posicién original. Como se ver3,
(3.2.1) conduce a una dindmica tipicamente oscilante, aunque no siempre lo es.

Un sistema oscilante normalmente pierde energia vy, si esta libre de influencias que
mantengan sus oscilaciones, termina regresando al reposo. La ley que rige esta
pérdida de energia se verd mas adelante cuando se trate al oscilador amortiguado.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



78 Patricio Cordero S.

Otra variante de los osciladores se refiere al caso real en que el sistema no es
sacado levemente de su posicién de equilibrio, sino que se aleja bastante de ella.
En tales casos es muy tipico que la ley (3.2.1) deje de ser vélida. Puede ocurrir que
la ley sea mds complicada, como es el caso del péndulo, (2.3.14) comparado con
el caso de pequefias oscilaciones del péndulo descritas por la ecuacién (2.3.15).
También esto ocurre, por ejemplo, cuando el sistema ya no sufre una deformacién
elastica sino una deformacién plastica. Plastica es la deformacién que cambia la
naturaleza del material, como es el caso de un resorte que es estirado mas alla
de un cierto limite y se deforma irreversiblemente.

3.2.2. Caso unidimensional sencillo

En el caso unidimensional, en que la particula P
en el extremo del resorte, cuyo otro extremo esta
en el origen, se mueve siempre con x(t) > 0, no
es necesario usar vectores y la fuerza se puede

- escribir como F = —k (x — Dy) lo que conduce a
- la ecuacién
R mx(t) = —k (x(t) — Dy) (3.2.3)

Figura 3.3: La posicién x(t) os- Se puede comprobar que la ecuacién anterior tie-
cila en torno a x = Do. ne como solucién particular trivial x(t) = D,.
Ella corresponde al caso en que el sistema estd en reposo en una posicion es-
pecial llamada posicion de equilibrio. La solucién general del problema se puede
integrar facilmente si se hace el cambio de funcién: x(t) = x(t) + Dy, porque la
ecuacion toma la forma

mx(t) = —kx(t). (3.2.4)

Se define la frecuencia angular caracteristica del sistema por

Wy = \/g : (3.2.5)

La frecuencia propiamente tal se denota v y se relaciona a wy por wy = 27V.

El periodo de tales oscilaciones es T = i—: = %

Se puede también comprobar que la solucién mas general de la ecuacidén es
x(t) = A sin(wpt) + B cos(wpt). Volviendo a la funcién original x(t) esta
solucién es

x(t) = Do+ A sin(wpot) + B cos(wot). (3.2.6)
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Las constantes A y B dependen de las condiciones iniciales. Por ejemplo, si
x(0) = xo y x(0) = vy la solucién se convierte en

Mﬂ:m+£ﬁmmﬂ+M—D@meL (3.2.7)

& Escriba la solucién anterior en la forma
X(t) = Do—|— CSiH(wot—f—‘}/o) (328)
y encuentre la relacion entre (C, o) y (X0, Vo).

La funcién x(t) que ha quedado definida oscila en el tiempo en forma sinusoidal,
tomando iguales valores en tiempos separados por un mdltiplo entero de T = i—z
(donde T es el periodo de la funcién x(t)).

& Demuestre, a partir de (3.2.6), que (x(t) —Dy) es una funcién cuyos valores
maximo y minimo son

[x(t) — Do] — +/A2 1 B (3.2.9)

max min
El maximo es la amplitud de las oscilaciones y describe cudnto se aleja la particula
oscilante de su posicién de reposo.

La solucién que se ha visto esta caracterizada por una frecuencia wy = y/k/m.
Si el resorte es duro (k grande) la frecuencia es més grande, pero si se aumenta
el valor de la masa la frecuencia baja.

Este comportamiento se puede apreciar de la siguiente forma. Un vehiculo di-
sefiado para acarrear grandes cargas tiene resortes (sus amortiguadores) muy
duros, de tal modo que cuando va bien cargado las vibraciones que le provoca
las irregularidades del camino se convierten en frecuencias bajas (suaves se diria
en lenguaje coloquial), pero si ese mismo vehiculo va vacio (masa chica) vibrard
a alta frecuencia y se sentird dspero.

En la notacién de (3.2.6) la funcién x toma valores extremos cuando x = 0, lo
que ocurre en t =t; si A cos wot; = B sin wot; que requiere que

A
tanwot1 = g . (3210)
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Al reemplazar este valor en (3.2.7) se obtiene

2
xi = Do+ % + (x0 — Do) (3.2.11)
0

Con signo + se tiene el valor mdximo de x y con el signo menos se tiene el valor
minimo. Esta expresién es equivalente a (3.2.9).

3.2.3. Problema con fuerza elastica

En el caso de una particula sometida tan solo a la fuerza elastica de un resorte
cuyo otro extremo esta fijo al origen, puesto que esta fuerza es central el momento
angular se conserva lo que implica que el movimiento es plano. Se puede entonces
escoger el eje Z perpendicular a este plano y usar coordenadas cilindricas. La
fuerza es

F=—k(p—Dy)p (3.2.12)

y la aceleracidn es coordenadas cilindricas es
a=(p—pd )p+aa(p ¢ b . (3.2.13)

Se deja como ejercicio analizar las posibles soluciones.

3.3. Fuerzas de roce estatico y deslizante

Ya se ha dicho que si dos cuerpos estan en contacto, sobre cada uno de ellos
actia una fuerza llamada de contacto. Esta fuerza tiene una descomposicion
inica en una componente perpendicular a la superficie tangente al contacto, que
se denomina normal, Kl y una componente paralela al contacto, que es la fuerza
de roce.

Si no hay movimiento relativo entre las dos superficies en contacto la fuerza
paralela al contacto, que acttia sobre cada uno de los dos cuerpos, se llama
fuerza de roce estatico, ]?RE, mientras que si hay movimiento relativo, se llama
fuerza de roce cinético o deslizante, ﬁRD.
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Fuerza aplicada
externamente

Figura 3.4: Izquierda: Al aplicar una fuerza externa sobre un cuerpo que estd apoyado sobre
una superficie puede ocurrir que este cuerpo no se mueva. Derecha: Un vaso en reposo sobre
una mesa inclinada en el angulo preciso para que la suma de la normal y el roce estatico
cancelen la accién del peso.

3.3.1. Roce estatico

Al aplicar una fuerza F sobre un cuerpo A apoyado en una superficie, puede ocu-
rrir que A no se mueva. Esto se debe a que en la regién de contacto entre A y la
superficie aparece la fuerza, llamada de roce estdtico, que se opone al movimiento
y que se denota ﬁRE . Esta fuerza de roce estatico anula la componente F,

paralela al contacto, de la fuerza F. Si F| sobrepasa un cierto valor, el cuerpo no

permanece en reposo. El valor méximo alcanzado por Fre obedece la siguiente
ley, que depende del valor de la magnitud de la fuerza normal presente en el
contacto, . .

[IFrell < pe [IN]] (3.3.1)

donde N es la fuerza normal y L. es el llamado coeficiente de roce estatico. Este
coeficiente depende de la naturaleza de los materiales en contacto y de la calidad
de las superficies, por ejemplo la rugosidad.

& Sobre una superficie que corresponde al interior de un cono vertical con
Vvértice abajo esta apoyado un cuerpo de masa m. Cuerpo y superficie giran con
velocidad angular w constante, en torno al eje vertical, sin que el cuerpo deslice.
Encuentre las condiciones para que esto ocurra. Al analizar este problema debe
cuidadosamente analizar diversos casos. Por ejemplo, se debe separar los casos
en que (g cos® — pw? sin0) es positivo o negativo. Aqui © es el dngulo entre
la vertical y una generatriz del cono, g es la aceleracion de gravedad y p es la
distancia entre el cuerpo y el eje de rotacion.
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3.3.2. Roce deslizante o dinamico

El roce deslizante o dindmico existe cuando hay movimiento relativo entre las
superficies en contacto. La fuerza de roce en este caso depende de la velocidad
relativa entre el cuerpo que se estudia y la superficie con la que esta en contacto:
Viel = V — Vs, donde V es la velocidad del cuerpo y v es la velocidad de la
superficie. La ley de roce deslizante es

ﬁRD = —pg N9 (3-3-2)

donde 4 es un coeficiente que depende de la naturaleza de las superficies en
contacto, N = ||N|| es la magnitud de la fuerza normal sobre el cuerpo que
desliza y 9.1 = Viel/||Viel|| €s el vector unitario que apunta en la direccidn de la
velocidad relativa del cuerpo en estudio con respecto a la superficie del contacto.
Es muy notable que esta fuerza no depende de la magnitud de la superficie de
contacto.

El contacto entre dos cuerpos, entonces, esta caracterizado en general por dos
coeficientes de roce, el coeficiente de roce estatico y el coeficiente de roce des-
lizante. Siempre se cumple que

Me > M. (3.3.3)

Ejemplo:: Considérese un péndulo de largo R apoyado en un plano inclinado.
Como se aprecia en la figura 3.5 el plano forma un dngulo « con el plano hori-

Figura 3.5: Un péndulo apoyado en un plano que produce roce. El eje Y apunta en la
direccion de maxima pendiente. A la derecha una vista lateral del sistema.

zontal. Se escoge coordenadas cilindricas con eje que pasa por el punto fijo del
hilo y con eje Z perpendicular al plano inclinado.
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En este caso la coordenada p siempre vale R y la coordenada z siempre es nula.
Para describir el movimiento del péndulo basta con encontrar el angulo ¢, que se
indica en la figura 3.5, como funcién del tiempo. El vector posicién es ¥ = Rp.
Se da como condiciones iniciales ¢(0) = 0 y ¢(0) = 0. Ademds se sabe que
se detiene en ¢ = &, sin haber retrocedido nunca. Se verd que estos datos
determinan el valor del coeficiente de roce 4. La fuerza normal es N =NK la
tensién del hilo es T = —Tp, la fuerza de roce es FRD = —udN d, el peso es
mg = mg( ﬁcosoc#—)smoc) =mg( (—K cos ot + sin & (¢ cos d + Psin ).
La fuerza total entonces vale

F= (mgsina sin —T) p+ (mgsin acos p — g N) $ + (N —mg cos«) K

(3.3.4)
pero como no hay movimiento en la direccién K la correspondiente componente
de la fuerza tiene que ser nula, lo que implica que

N=mg cos«x. (3.3.5)

El torque es T = Rp X F, por tanto el torque tiene sélo componente a lo largo
de K

De (1.3.5) se obtiene que la velocidad y la aceleracién estan dadas, en el caso
actual, por

V=R d=—-R’P+Rb b (3.3.6)

por lo que el momento angular vale

{=m(RP) x (RdpP)=mR2pk (3.3.7)
y de aqui
al 5
4 = ™R $ k (3.3.8)

que es consistente con que el torque también apunta en la direccién K. La ecua-
cién dindmica que resulta es

Rdp =gsinacosd — g g cos x. (3.3.9)

Si esta ecuacién es multiplicada por ¢ se puede integrar una vez obtienéndose

1 .
3 R? = (sinasing — g d cosa) g. (3.3.10)
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Si en este resultado se usa ¢ = ¢y, para el cual el péndulo se detiene, se debe
tener que el lado izquierdo sea nulo resultando

0 = (sinasin$; — pqg Py cosx) g (3.3.11)
que implica .
g = S0 (3.3.12)
o
Si conoce L. decida si el péndulo reiniciard su movimiento. <

& Considere el sistema que se muestra a la izquierda en la figura 3.6. Se trata de
un bloque de masa m sobre una cinta sin fin que se mueve con rapidez uniforme
vo. El bloque estd ademas unido a un resorte de constante eldstica k y largo
natural Dy. El bloque tiene coeficientes de roce estético y deslizante . y g con
la cinta. Haga un andlisis exhaustivo del tipo de movimiento que tiene el bloque
seglin el valor de vy cuando los demas parametros estan fijos. Puede darse las
condiciones iniciales que estime conveniente.

. mﬂm%mmﬂ el

Figura 3.6: Izquierda: Un bloque apoyado en una cinta sin fin estd también unido a un
resorte. Puede haber momentos en que haya roce estatico. Derecha: El roce viscoso depende
de la forma del objeto y también del angulo entre esa forma y la velocidad relativa al fluido.

3.4. Roce viscoso

3.4.1. Generalidades

Cualquiera que haya tratado de correr con el agua hasta la cintura sabe que
el paso de un cuerpo a través de un medio fluido encuentra una resistencia al
movimiento. Esta fuerza sera llamada fuerza de roce viscoso.

Este fendmeno es complejo porque depende de muchos parametros. Por ejemplo
importa la forma del sélido, pero ademds, dada una forma, depende del angulo
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con que el cuerpo enfrenta al fluido, de la naturaleza de la superficie (suave,
dspera ...) y de la forma especifica como el fluido se relaciona con la superficie
sélida (por ejemplo, importa si un liquido moja o no moja a ese sélido), depende
de la temperatura etc.

Simplificando mucho el fenémeno se puede decir que hay dos regimenes: el fluido
rodea al sélido en forma suave (se dice, flujo laminar), o bien el fluido forma
turbulencias. En el primer caso la ley de roce queda bien descrita por una ley
lineal, descrita a continuacién en §3.4.2 o, si es turbulento, por una ley cuadratica,
descrita en §3.4.3.

3.4.2. Roce viscoso lineal

La ley de roce viscoso lineal establece que esta fuerza es proporcional a la ve-
locidad relativa entre el sélido y el fluido y el coeficiente de proporcionalidad es
negativo

Fou=—cV (3.4.1)
donde ¢ > 0, y ¢, como ya se ha dicho, depende de una gran cantidad de
parametros particulares a cada caso. Por ejemplo, en el caso de una esfera en
movimiento lento se ha establecido que

c =6méER

donde & es la viscosidad del fluido y R es el radio de la esfera.

trayectoria de proyectil
500
450
400
350
300

200 -
150 [
100 [

0
3 L L . . . 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
0 1 2 3 4 5 6 X

Figura 3.7: Caida libre. A la izquierda: cualquiera que sea la condicidn inicial para v, esta
componente de la velocidad, con el transcurso del tiempo v, (t) se acerca siempre a un mismo
valor asintdtico. A la derecha: Trayectoria de un proyectil para el cual la viscosidad del aire
tiene un efecto apreciable. Esta curva corresponde a la funcion z(x) dada en (3.4.9).

Ejemplo. Considérese el lanzamiento de un proyectil tomando en cuenta el ro-
ce viscoso del aire, el cual se supondrd que es de tipo lineal. La ecuacién de

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



86 Patricio Cordero S.

movimiento es ,
a-r dr .,
Sl T img. (3.4.2)

mdt2 dt

En coordenadas cartesianas con eje Z vertical, y escogiendo la orientacién del eje
X tal que la velocidad inicial conocida sea vy :’fvxo—i—ﬁvzo, todo el movimiento
transcurre en el plano XZ y la ecuacién se puede escribir por componentes,

m dv, c
= —cv
dt *
m dv, _ cv,—m
dat z 9

que son dos ecuaciones independientes.

La segunda ecuacién se puede escribir en la forma

dve C
— = o bien (3.4.3)
v, + =4 m

dv, c

Recordando que la primitiva asociada a integrar sobre v, al lado izquierdo es
m
In (vz + _9)
c

y la primitiva al integra sobre t al lado derecho es t mismo entonces, integrando
entre t = 0 y t a la derecha y, correspondientemente, entre v,5 y v,(t) a la
izquierda, se obtiene

vi(t) = v e m = T (1) (3.4.5)

En particular, se puede ver que cuando t — oo, v, — —=2. A la izquierda en la

figura 3.7 se muestra la evolucién de v, con diversos valores iniciales v,.
Puesto que la velocidad asintética en este ejemplo es negativa se puede observar
que si el valor inicial es positivo, en algin momento se anula. Esto quiere decir
que el proyectil esta inicialmente subiendo v,(0) > 0, en algin momento t* su
velocidad vertical se anula v,(t*) = O para finalmente comenzar a descender,
v, (t) < 0.
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& Demuestre que la funcion z(t) que surge de lo anterior es

2

m m m/m
z(t) =z0+ — (Vo —gt) + ng - (—9 +sz) e /™. (3.4.6)

Una trayectoria balistica con este tipo de viscosidad se obtiene usando (3.4.6) y
una expresion similar para x(t). La unica diferencia es que en la direccion X se
debe eliminar los términos que contienen g,

m m
X[t) = xo + Va0 = Vi e cvm, (3.4.7)

Combinando (3.4.6) y (3.4.7) se obtiene trayectorias como la que se muestra a
la derecha en la figura 3.7.

Marginalmente se hace notar que de (3.4.7) se puede despejar t para utilizar esa forma
en (3.4.6) lo que da a z como funcién de x. En efecto

t="1n {1 - M] (3.4.8)
c M Vo
y entonces
2 _
z(x):zo%—mgx—l-m(x—xo)—km—zgln [1—M} (3.4.9)
Vx0 Vx0 c M Vxo

es la trayectoria del lanzamiento balistico con roce viscoso lineal.

& Se sabe que en lanzamiento balistico sin roce viscoso desde un punto a otro
a igual altura, el alcance maximo se obtiene cuando la velocidad inicial forma
un dngulo de 7 con respecto a la vertical. Obtenga la expresion para el alcance
maximo en una situacion similar pero cuando el roce viscoso lineal es tomado en
cuenta.

Tanto la solucién (3.4.5) y (3.4.6) parecen ser singulares para ¢ = 0, ya que ¢
aparece en denominadores. Esto, sin embargo, es solo aparente. Si se analiza,
por ejemplo, el caso de (3.4.5), el primer término sencillamente tiende a v,
mientras que el paréntesis en el dltimo término contiene (1 — exp[—ct/m]) =
1—1+ % — % + ... Si esta expresién se multiplica por mg/c y se hace el
limite ¢ — O se obtiene gty el resultado neto es v,(t;c =0) =v,p— gt que es

la solucidn conocida en el caso sin roce viscoso.
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Ejemplo. Se tiene un péndulo con punto fijo en su extremo, como en la figura
3.8, compuesto por una barra ideal de largo L = N ¢ que tiene N masas m a
intervalos ¢ en todo su largo de modo que la masa total es M = N m.. El vector
posicién de la n-ésima particula es ¥, =nep conn =1,2,...N y su velocidad
es Vo, = ned d de modo que el momento angular total de este péndulo es

N
=y (meep) k= Mgk,

n=1 N—oo

El torque del peso sobre la n-ésima particula es

—

T, = —Mmge sind Kk sumando sobre n da

ML k. (3.4.10)

Tpeso

El roce viscoso sobre cada una de las N particulas tiene un

coeficiente C que tiende a cero con N, C =

A N = ¢ 1
Figura 3.8: Se consi- ™ (nep)x (—Cned ¢) = Tvise =73 Lok.
dera un péndulo de N

masas m fijas a una Todo lo anterior lleva la ecuacidn

vara recta de largo L = MIL? . MgL | cl?.

Ne que oscila en un — b =———sinp——0¢. (3.4.11)
N 3 2 3

plano fijo por efecto de

la gravedad. Para oscilaciones de amplitud pequeiia se puede hacer

sin ~ ¢ vy la ecuacién aproximada es

. c - 39 _
¢+M¢+ﬁ¢_o (3.4.12)

que es la ecuaciéon de un oscilador linealmente amortiguado.

3.4.3. Roce viscoso cuadratico

En el caso del roce viscoso cuadratico la fuerza de roce es
Frvc =T ||V|| A% (3413)

donde 1 depende del fluido que se trate. En el caso en que el fluido sea un gas
una expresion aproximada para 1 es

1
= —pA
n=3p Ca
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p es la densidad del fluido, A es un area del orden de la que se obtiene de la
proyeccion del proyectil al plano perpendicular a la velocidad relativa y Cq es el
coeficiente de arrastre. Si el proyectil es una esfera, A ~ 7R

3.4.3.1. Sin gravedad

Como primer ejemplo se resuelve el sencillo caso en que ésta es la tnica fuerza y
el movimiento es en una sola direccién. Se supondra que v > 0 todo el tiempo,
entonces

my = —nv?
que se resuelve primero escribiendo la ecuacién anterior en la forma

dv

=D,

% m

Si el lado derecho se integra entre t = 0 y un valor arbitrario de t, el lado
izquierdo debe integrase entre el valor de v en t = 0, que se denotard vy y un

valor arbitrario v(t). Se obtiene entonces

Vo
= - t) = ——. 3.4.14
v(t) + Vo m v(t) T+10t ( )

1 1 nt

Se observa que la velocidad inicial es realmente v, y que la velocidad decrece
mondtonamente con el tiempo acercandose cada vez mas a cero.

Un segundo ejemplo: una particula de masa m por una circunferencia de radio R
horizontal se lanza a deslizar con condiciones iniciales: $(0) = 0y ¢(0) = wy. La
tnica fuerza con componente tangencial a la circunferencia es un roce cuadrati-
co caracterizado por una constante de viscosidad cuadratica 1. Determinar el
movimiento.

F=Rp, V=RPd = {=mRok Fuc=-1R$’$.
La fuerza viscosa es F\,isc = —nde)z fl\) que implica un torque T = Rp X ﬁvisc que
implica, a partir de { = T, una ecuacién para la velocidad angular w = d)

R
MR

mR? ¢ = —nR3¢? — W =
m
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cuya solucién es

: Wo m NRwy
w=4d 1+“R%t == o(t) nRH<+ m )

El movimiento nunca cesa. Se puede demostrar que la velocidad angular pasa a
ser un enésimo de la inicial cuando t = m (n —1)/(MRwy).

3.4.3.2. Con gravedad

Ahora se analizarad un caso en que ademas hay gravedad. Este caso es intrinseca-
mente mucho mds complicado que el caso de viscosidad lineal y solo se estudiara
el movimiento rectilineo. Se supondrd que el eje Z es vertical hacia arriba y que
hay una fuerza peso constante —mg.

La fuerza de roce viscoso apunta hacia arriba si la particula desciende y apunta
hacia abajo si va ascendiendo, es decir,

mi(t) = —nlz(t)|z— mg. (3.4.15)

La aceleracién es z =V y la velocidad es z = v.

e El descenso, v(t) < 0. En este caso |z| = —v por lo que la ecuacién es
mv =nv—mg. (3.4.16)
Existe una solucién en que la velocidad es constante v = —/mg/n todo el

tiempo, ya que con ella el lado derecho de la ecuacién anterior es nulo. A esta
velocidad (negativa) tan particular la llamaremos —v¢, con

v = % (3.4.17)

que es una cantidad positiva.

Para hacer mas transparente el método de solucién se hara el cambio de funcién
v(t) = —V/(t) y como se trata del caso v < 0 entonces V > 0. La ecuacién
dindmica con esta nueva variable es

mV=-nV24+mg o bien V:—% (V2—vg) (3.4.18)

3.4. ROCE VISCOSO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecdnica 91

y se puede escribir como una relacién diferencial,

av n
ﬁ\)zc — _;L dt . (3.4.19)

El lado izquierdo se integra desde V; que es el valor inicial (t =0) de V(t)

Vv v '
J -0 J at' =g, (3.4.20)
\2 V — VC m 0 m

La integral del lado izquierdo solo tiene sen-

tido si el denominador en el integrando no °
se anula en el rango de la integracién. Se 25|
verd que este denominador nunca se anula. R

La primitiva de la integral a la izquierda es
1 Ve — V(t)
In
2vc ve + V(t)

y del lado derecho es —m t/m. Al integrar se o e i A A
obtiene entonces

Figura 3.9: Se puede apreciar el com-
1 ve — V() ve+V nt portamiento de V(t) dado en (3.4.21)

In . — ——— . para diversas velocidades iniciales y un
2vc <VC +V([{t) ve—V ) m v comdn.

Si para algtn instante finito ocurriera que V(t) = v¢ el argumento del logaritmo
se anularia lo que implicaria un lado izquierdo igual a —oo que contradice que se
trate de un instante finito. Por tanto V(t) # v, para todo t finito.

El lado izquierdo se anula cuando V(t) = V; que es lo que se debe esperar ya
que V; es la velocidad cuando t = 0. La solucién explicita es

V; cosh (%) + v sinh (%)
V(t) =
vc cosh (%) + Vj sinh (8—5)

ve . (3.4.21)

Gréaficamente esta solucién se puede apreciar en la figura 3.9. Cuando t — oo
la fraccién tiende a 1 y se obtiene vc como debe ser, mientras que si se toma
t = 0 los senos hiperbdlicos se anulan mientras los cosenos hiperbdlicos se hacen
1y se obtiene V(0) = V;. Esta funcién es monétona para todo t > 0. En el
caso especial V; = 0 el resultado es
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t
V(t: V; = 0) = v tanh (?)—) . (3.4.22)
C

Otro caso especial de (3.4.21) es aquel en que no hay gravedad. Lo més sencillo
es resolver la ecuacién desde el comienzo con velocidad inicial V7 y g =0. Pero
si se toma el limite de (3.4.21) cuando vc — 0O se obtiene

Vi

Vit;g=0)= —~—
(ti9=0) 1+20¢

(3.4.23)

que es el resultado ya visto (3.4.14).

Ahora se deducira la velocidad v; que tiene un cuerpo, que comienza a caer desde
el reposo y altura z = h, al llegar al punto z = 0. Cuando no hay roce un cuerpo
lanzado verticalmente hacia arriba, regresa al punto de partida con una velocidad
igual a la de partida excepto por el signo. Con viscosidad se vera que eso no es
valido.

La forma mds cdmoda de llegar a este resultado se consigue desde (3.4.19)
retomando que V = —v y por tanto dV = —dv

dv gdt
v aw vt (3.4.24)
C C

Al multiplicar esta relacién por v, en el numerador de la izquierda aparece v dv =
% dv? y al derecho vdt = dz

17 dv? ®gdz
—= — = ——. 3.4.25
ZL Vi — Vi Jh vi ( )

Lo que se acaba de escribir es que la velocidad varia desde cero a vy mientras la
posicién va desde z = h hasta z = 0. Al integrar se obtiene

2 2
h=—2C1y (1 - V—Zf) (3.4.26)
2g Ve
o bien,
2gh
Ve = \/1 —exp [—9—2] ve. (3.4.27)
Ve

e El ascenso, v > 0. La ecuacidn es

n

mv(t) = -nv: —mg o bien v(t) = e (Vv +V¢) . (3.4.28)
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& Haga el limite de (3.4.27) cuando el coeficiente de roce viscoso 1 se anula.

Puesto que v > 0 la ecuacién (3.4.28) representa una particula P moviéndose
en direccién opuesta a la fuerza constante —m g, lo que permite adivinar que
P acabard por detenerse. Seguidamente comenzard a moverse en la direccién
opuesta pero ese es el otro caso ya estudiado v < 0.

De (3.4.28) se obtiene que

v(t) d t
Vo Ve 4+ VC m

que conduce a

que puede ser reescrito como

v(t) = v, tan (arctan (E) — g_t) . (3.4.31)

600

500
400
300

velocidad
altura

200
100

0 5 10 15 20 25
tiempo tiempo

Figura 3.10: Izquierda: forma como decrece v(t) en un movimiento ascendente por efecto
del peso y de una viscosidad cuadratica segin (3.4.31). Derecha: altura z(t) de la particula en
funcién del tiempo. Tarda menos tiempo en llegar a la altura maxima que en descender hasta
la posicién inicial.

Esta expresion, que tiene una apariencia algo complicada, estd representada en
la figura 3.10, vale vy cuando t = 0 y luego decrece mondétonamente hasta
anularse en un tiempo finito t;. Si se toma el limite g — 0 da el limite correcto
descrito por (3.4.14). La solucidn se hace cero cuando el argumento de la funcién
tangente se anula, lo que ocurre en el instante t; tal que

H = Y€ arctan <&) . (3.4.32)
g

V¢
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La distancia h que recorre desde la posicidn inicial hasta la posicion de maxima
altura en el instante t; en que el cuerpo se detiene se puede obtener a partir de
multiplicar los integrandos de la ecuacién inicial (3.4.28) por v(t)

0 h
d
J = - —ﬂj dz (3.4.33)
vo V2 Ve m J,
que conduce a
2
h= % In (:_g + 1) . (3.4.34)
C

Si esta expresion se iguala con la que se obtuvo en (3.4.26) se despeja

2 2

2 Vo Vo

SRR Y (3439
Ve

que claramente muestra que v < v3. La igualdad se da tan solo sin = 0.

& Deduzca que el viaje de regreso tarda un tiempo A,

Ve Vo
A=— arctan [ ——| . (3.4.36)
g <\/vé + vé)

3.5. Integracion numérica de ecuaciones de mo-
vimiento

En esta seccidn se presenta en forma breve el método de Verlet para integrar algu-
nas ecuaciones de movimiento. Este algoritmo es extraordinariamente confiable
si se lo usa correctamente.

Se ilustra el método para un caso bidimensional en que la ecuacién de movimiento
se lleva a la forma

?:K(F, t) o equivalentemente ( ; ) = ( ?:E’;:g:?) ) .
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#include<stdio.h> Pendulo en medio viscoso
#include<math.h> 1
#include<stdlib.h> 0.8 1
#define h 0.008 0.6 ]
#define h2 hxh = 24 1
#define largo 10001 s Qé’ 1
#define eta 0.1 § ool |
FILE *archivo; © _647 |
double phil[2]; 06| |
double t,vx,phiO,phiDD,denom; 08 ]
void Inic() 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
{ phi[0] = phiO; 0 10 20 30 40 50 60 70 80
= . * tiempo

;ii [1] = gh(l) i:o]/*feil.l*‘r,z};)oso / La amplitud de oscilacién dpe un péndulo

} en un medio viscoso va disminuyendo

void Verlet()

{ double %0,x1 como muestran los valores que surgen del
ouble x0,x1;

%0 = phi[0]; programa adjunto. El periodo también
x1 = phi[1]; va variando con el tiempo.
phiDD = -sin(x1);

phi[2] = (4.0%x1-2.0%x0+2*h2*phiDD+h*eta*x0)/denom;}
void Itera()
{ int ii;
for(ii=0;ii<largo;ii++)
{ t = hx*ii;
if (11%20==0)
fprintf (archivo,"%14.111f %14.111f\n",t,phi[1]);
Verlet();
phi[0] = phi[1];
phi[1] = phi[2];

}
}
main()
{denom
archivo
phiO
Inic();
Itera();
fclose(archivo);
printf(" F I N ultimo phiO=Yf\n",phiO);
}

2.0+h*eta;
fopen("pend_eta","wt");
1.0;

Figura 3.11: Programa en C para obtener la dependencia de la amplitud angular ¢ en el
tiempo.
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Si se desea integrar entre t = 0 y t = t;, se troza este intervalo en N partes
iguales € = tﬁl se denota x,, a x(n. €) y lo mismo con y. Una buena aproximacién
a la segunda derivada X es

. Xnil — 2Xn + X
x(ne)% n+1 ezn n—1

relacién que se utiliza para calcular x,,.; cuando ya se sabe los valores de x,, y
de x,,_1, es decir, en lugar de usar como datos iniciales x(0) y v(0) es mejor usar
xo = x(0) y x1 = x(dt) =~ xo + dtvy:

Xn+1 = ZXn — Xn—1+ €2 Ax(xnvyn) tn)

Algoritmo de Verlet para caso bidimensional:
Se denota con indices O y 1 a los datos anteriores y con 2 al que
se calcula a tiempo t.
Se da valores iniciales x0, yO, vxO, vy0 y epsilon se denota h.
Se define x1 = x0 + vxOxh, yl1 = yO + vyOxh
Se ingresa a un ciclo desde n=0 hasta n=n_{max}:
t = h*n;

x2 = 2x1 - x0 + h™2*xAx(x1,y1,t);

y2 = 2y2 - yO + h™2*Ay(x_1,y_1,t);
Guardar en archivo valores de (t x1 y1);
x0 = x1; y0 = yi;

x1 = x2; yl =y2;

fin del ciclo cuando n toma el valor n=n_max

El resultado es un archivo con tres columnas: t, x, y.

El método que aqui se ha explicado se debe usar con N suficientemente grande
para tener precision. Para que los archivos de datos no salgan tan grandes se
puede dar la instruccién de guardar datos solo uno de cada K veces con, por
ejemplo, K = 10. Este método de Verlet no es trivialmente aplicable cuando la
fuerza (A arriba) depende de la velocidad.

A modo de ejemplo, se da en la figura 3.11 un programa completo en C usando
una variante del algoritmo anterior, en el cual la velocidad aparece linealmente
en el término de fuerza. Se trata del caso de un péndulo simple en presencia de

fuerza viscosa: ¢ = —\/gsin & —nd con coeficiente de roce viscos 1 = 0,1.
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3.6.

3.1

3.2

3.3

3.4

Problemas

Cuando comienza a girar un disco horizontal con aceleracion angular $ =
dw/dt = &y una hormiga se encuentra durmiendo a distancia R del cen-
tro de rotacion. Cuando la velocidad angular alcanza el valor wg la hor-
miga comienza a deslizar. Obtenga el valor de coeficiente de roce estatico
hormiga-disco.

Sobre una superficie horizontal hay un cuerpo de masa m unido a un resorte
horizontal de contante eldstica k y longitud natural Dy. El coeficiente de
roce deslizante entre el cuerpo y la superficie es . Si desde el reposo el
cuerpo es liberado cuando el resorte esta estirado un largo D(0) = Do+d
discuta cuantas veces el cuerpo alcanza a oscilar antes de detenerse. Analice
distintas situaciones.

Un anillo desliza, en ausencia de gravedad y con coeficiente de roce p en
un riel circunferencial de radio R. Sient =0, $(0) =0 y ¢(0) = wy,
determine ¢ (t).

Considere un punto material de masa m que se mueve, libre de gravedad,
a lo largo de una recta sometido a tan solo dos fuerzas: una fuerza de roce
viscoso lineal y a una fuerza externa oscilante del tipo ay sin(wt). Se da
como dato el coeficiente ¢ de roce lineal, los dos parametros (ay, w) de la
fuerza oscilante, la posicién inicial x(0) = 0 y la velocidad inicial v(0) = vy.
Obtenga tanto v(t) como x(t). Demuestre, en particular, que el punto
nunca se aleja mas del origen que una cierta cota xq y que asintéticamente
el movimiento es puramente oscilante.

3.5 Un cilindro de radio R y eje horizontal rota so-
bre su eje a velocidad angular constante w. En

¢ el instante t = 0 estdn moviéndose solidaria-

mente con el cilindro dos cuerpos de masa m,
el primero esta a la misma altura que el eje,
en la zona descendiente y el segundo esta en el
punto mas bajo. Determine los valores posibles
para el coeficiente de roce estatico para que es-
Q tos cuerpos no deslicen en ese instante. Analice
qué puede ocurrir en momentos posteriores.
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3.6 Un cuerpo en reposo se deja caer al agua desde una altura hy por sobre la
superficie. Desprecie las fuerzas de roce que pudiera haber con el aire.

Cuando el cuerpo penetra el agua aparecen dos
fuerzas, la de roce viscoso, ﬁm = —cVy una
fuerza llamada empuje, vertical hacia arriba de
magnitud Am g. Determine el valor mdximo
que puede tomar h; para que el cuerpo no to-
2 que el fondo, que estd a distancia h; de la su-
perficie.

hy

3.7 Un cuerpo A de masa m estd sobre una mesa, unido a la pared por un
resorte de constante eldstica k y largo natura Dy. De A sale un hilo tirante

horizontal que pasa por un apoyo ideal (sin roce) y luego de este hilo cuelga
un cuerpo B que también tiene masa

m. Se conoce los coeficientes . < 1
Yy g de A con la mesa y el sistema se
suelta desde el reposo en el momento
B en que el resorte tiene su largo natural.
Determine el largo maximo que alcanza
el resorte;

resorte
Al

3.8 Se tiene una superficie cénica que gira con velocidad angular contante w
en torno a su propio eje de simetria, que se mantiene vertical. El angulo

. . n
entre el eje y una generatriz es 1

En la superficie interna esta apoyado un

cuerpo de masa m, a distancia py del eje,

el cual, debido al roce con coeficiente L, ¢
no desliza a pesar de su peso. a) Obtenga la

velocidad angular w = w. necesaria para

que la fuerza de roce sea exactamente nula.

b) Suponga que ahora w > w, y obtenga 9

el maximo valor que puede tener w para
que el cuerpo no deslice.

3.9 Un esquiador estd bajando una ladera que es un plano inclinado que forma
un angulo o con la horizontal. Dos roces intervienen: el roce con la nieve,
caracterizado por un coeficiente | y el roce con el aire, —c V. Inicialmente
el esquiador tiene una velocidad vy paralela al plano inclinado y apuntando
en la direccion de la pendiente maxima. Analice las condiciones bajo las
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cuales: (a) se detiene en un tiempo finito t;, determine t;; (b) desciende
cada vez mds rdpido; (c) desciende cada vez mds lento pero nunca se
detiene; (d) baja todo el tiempo con la velocidad inicial.

3.10 Hay un hilo enrollado alrededor de un cilindro de radio R. En la punta

del hilo hay un cuerpo de masa m que se suelta, cuando $(0) = 0, con
velocidad inicial vy perpendicular al hilo, lo que determina que el hilo se
comienza a enrollar.
La distancia inicial entre el cuerpo y el
punto B de tangencia del hilo con el ci-
lindro es Ly (ver figura). a) Determine
la ecuacion de movimiento. b) Obten-
ga la velocidad angular ¢ en funcién de
&. ¢) Suponiendo que el hilo se cor-
ta si la tension sobrepasa el valor T,
obtenga el valor de ¢ en el momento
del corte.

Indicacién Puede convenir tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector
..y, ., . A A .

posicién del cuerpo en funcién de vectores unitarios p y ¢ asociados al punto B de

tangencia del hilo. Es decir, el vector posicién del cuerpo masivo es suma de los vectores

posicién del punto B y el vector que apunta en la direccién del hilo y que es tangente
ape . .7 N

al cilindro, en la direccién ¢.
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Capitulo 4

Trabajo y energia

4.1. Trabajo y energia cinética

El tra baJO dW que efecttia una fuerza

aplicada F sobre un cuerpo P que se desplaza una
distancia dr es

AW =F . dF . (4.1.1)

Si no hay desplazamiento no hay trabajo. Si la

fuerza varia de punto en punto, esto es, la fuerza

depende de ¥, F(¥), y el cuerpo P se mueve desde
el punto a hasta el punto b, a lo largo del camino
C, entonces el trabajo efectuado por la fuerza es

b
W, (C) :J F.ar. (4.1.2)
a(C)

a

El trabajo de una fuerza
F cuando el cuerpo se
desplaza desde un punto a
a un punto b a lo largo de
un camino C. Sélo en casos
especiales la integral (4.1.2)
no depende del camino C
seguido al hacer la integral
deaab.

El trabajo se mide en Joule, que es una unidad de energia.

Ejemplo. Considérese un cuerpo que se mueve en el plano XY debido a una

fuerza dada por la expresién

P

_AXZHSA_ BX394/).\

5 ' 3

(4.1.3)

Se hard la integral de trabajo asociada a esta fuerza, entre los puntos (0,0) y

101
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(X,Y) que se muestran en la figura 4.1 siguiendo dos caminos : C; es el camino
que primero va en forma recta desde el origen hasta (X, 0) y luego en forma recta
desde este ultimo punto a (X,Yy) y C; es el camino recto y diagonal entre los dos
puntos extremos.

La integral de trabajo por C; es

Y) L u L.
W(C;) = JF~1dx—|—J F-jdy
0 0 x=%(y=0)
X - O_X_”%JS
(X,O _ _B)—(3g5
15

Figura 4.1: En el :
ejemplo se definen dos Para poder hacer la integral por C, se debe tener claro que

caminos, C1 y C, pa- (@) 1a recta C, es descrit.a por la ecuacién Xy = yx, lo
ra calcular Ia integral de que permite, por ejemplo, integrar con respecto a x usando
trabajo. un integrando donde se reemplaza y =y x/X; (b) se debe
usar d¥ =Tdx+7dy = (1+7¥) dx; (c) ahora es trivial hacer el producto punto

F-dr e integrar con respecto a x lo que da:

A B
W(C)=——=+=—| %7
(C2) <40 * 24) Y
que no coincide con W(C;) salvo que A = B. Se concluye que en general el
trabajo de una fuerza entre dos puntos fijos depende del camino que se recorra. <

& Obtenga la forma de dr en el ejemplo anterior con X =y para el caso en
que se desee hacer la integral a lo largo de un cuarto de circunferencia que parte
del origen hacia arriba, terminando en (X,y) y tiene su centro en (X,0). Calcule
la integral de camino en el caso A = B.

En la definicién (4.1.2) no se ha dicho que F sea la dnica causa del movimiento.
Cuando sobre el cuerpo P estdn actuando varias fuerzas Fy, se puede definir un
trabajo ngq(C) asociado a cada una de ellas usando el camino C de p a q,

P—q

a
wl (C) = J Fy - dF. (4.1.4)
P(C)

Si el desplazamiento es perpendicular a la fuerza considerada, esa fuerza no ejerce
trabajo.
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El trabajo total es el que efectlia la fuerza total. Este trabajo se puede calcular

a continuacién aprovechando que la fuerza total determina la aceleracién de la
particula: F**' = md =m ¢,

a
VVtOtaI(C) — J FtOtaI-dF
P(C)

P—q
(9 dv
= m — - dr
u]D(C)dt
[t dv
Jip (o) A
th
= m v.dv
“‘_;P(C)
2
m [Va
= 7J de
V5 (0)
o m ., m 5
= 7\)(1_?\}]3 (415)

Puesto que la energia cinética K de un punto material de masa m y velocidad v
es

1
K:zm& (4.1.6)

se obtiene que el trabajo total puede expresarse como la diferencia entre la energia
cinética final y la energia cinética inicial.

WER (C) = Kqg — K, (4.1.7)
El sigho de W*®! indica si el sistema ha ganado (W > 0) o perdido (W < 0)
energia cinética.

Por ejemplo, si una particula es lanzada verticalmente hacia arriba con rapidez
inicial vy y en algin momento se detiene, el trabajo efectuado por la fuerza total
a lo largo de la trayectoria, sobre esa particula, desde que fue lanzada hasta que

su velocidad se anula, es —% mv(z).

El trabajo de la fuerza total, en el caso de un cuerpo que se mueve con roce
sobre una superficie a rapidez constante, es nulo. Pero, para comprender bien los
conceptos es preferible separar el trabajo efectuado por la fuerza f que arrastra
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al cuerpo, W4, del trabajo W, asociado a la fuerza de roce. El trabajo W; es
positivo porque el desplazamiento apunta en la misma direccién que la fuerza,
mientras que W, es negativo y se cumple que W; + W, = 0.

©  En un movimiento circunferencial con velocidad angular constante
la fuerza total no efectua trabajo, por dos razones: ella es perpendicular
al desplazamiento y la rapidez no cambia.

Si un cuerpo desliza con roce sobre una superficie en reposo, la fuerza
normal N no efectia trabajo, porque es perpendicular al desplazamiento.

& Cuando un carro baja por una montafia rusa

) ds sin roce, jdepende de la forma de la montafa

dz el trabajo que efectia el peso? Al avanzar una
distancia ds = ||dT’|| en una zona en la cual el
riel forma un angulo © con la vertical, el carro
Figura 4.2: EI camino recorrido desciende una altura dz = ds cos 0. El trabajo
ds y la altura descendida dz se re- infinitesimal es dW = mg - d = mgdz. Al
lacionan trivialmente con la pen- integrar se obtiene que el trabajo solo depende
diente. de la altura descendida z: W = mgz, que no

depende de la forma del riel.

Ejemplo: Una particula sometida a roce viscoso lineal como Unica fuerza, que
parte de x(0) = 0 con velocidad v, satisface

mv = —Cv

Vv = vye ct/m

X — mvo (] _ e—ct/m)
C

x(t=o00) =72

t —_my (1 - L)
C mvo

F = % X — CVp

Integrando F entre x = 0 y X, se obtiene que

1
W = —Emvé

es el trabajo de F desde t = 0 hasta t — oco.

Ejemplo: El ejemplo de la particula libre de deslizar en una barra horizontal que
gira con velocidad angular uniforme w fue resuelto en el capitulo 2. Se vio que
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p = pocosh(wt) y que Ny = 2mw?pysinh(wt). También se puede ver que el
cuadrado de la rapidez es Vv = plw?(1 + 2sinh?(wt)). Todo el trabajo lo hace
la normal y d¥ = (¢ + pwd) dt de modo que el trabajo total es

W = Jmezpo sinh(wt) pw dt = mw?p,sinh? wt = — (v —v3).

NE:

Ejemplo: Se ilustra una forma de utilizar la relacién (4.1.7) para resolver un
problema. Se considerara el ejemplo visto en §3.3.2 de un péndulo de largo R apo-
yado en un plano inclinado, con el cual tiene roce, figura 3.5. El desplazamiento
es dr = d) R dd. De las fuerzas, tanto la tension T del hilo, como la normal N
son perpendiculares al desplazamiento, por tanto no efecttian trabajo. Las fuerzas
que si contribuyen son la fuerza de roce FRD = —uN d) (con N =mgcos«a) y
la componente del peso a lo largo de o, que es d)mg sin occos ¢. El trabajo de
la fuerza total, entonces, es el trabajo que efectian estas dos fuerzas:

$1
VVt°t0_)¢ = L (mgsin acos @ — pumgcos ) Rdd (4.1.8)

donde ¢ es el angulo en el cual el péndulo se detiene. Como ha partido del
reposo el trabajo total tiene que ser cero y por ello la integral anterior debe ser
nula

mg sin acsin ¢ —pmgcos x p; =0 (4.1.9)
sin (I)]
¢

que implica la relacién  p = tanoe  que es (3.3.12).

4.2. Potencia

Se define la potencia como la variacién del trabajo como funcién del tiempo

dw
P=—. 4.2.1
m (4.2.1)
Si esta potencia es positiva se trata de potencia entregada al sistema vy, si es
negativa, es potencia que el sistema pierde. Cuando se trata de la potencia
asociada a la fuerza total, P es energia cinética por unidad de tiempo que el
sistema gana (P > 0) o pierde (P < 0).
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Si una de las fuerzas actuando sobre un cuerpo es F y en ese instante su velocidad

en Vv entonces
dW =F.dr=F -vdt (4.2.2)

y la potencia asociada a esta fuerza es
P=F-v. (4.2.3)

Si la dependencia de P en el tiempo es conocida, el trabajo puede calcularse
como

W = Jt P(t)dt .

to
© Un cuerpo en caida libre tiene velocidad v = —gtﬁ y la fuerza que
estd actuando es el peso F = —mgﬁ. La potencia que el peso le estd

entregando al cuerpo que cae es P = (—mg K) - (—gtﬁ) =mg’t.
Pero si el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, entonces vV = (vy — gt)ﬁ

y, mientras t < vy/g, se estd perdiendo energia cinética porque el trabajo
de la fuerza peso en ese lapso es negativo: P = —(vo —gt)mgt,

© La fuerza efectiva que mantiene constante la velocidad de un au-
tomévil es opuesta al roce viscoso cuadrético, y es F =nv?%. La potencia
entonces es P = V3, lo que muestra lo rdpido que aumenta la poten-
cia consumida a medida que aumenta la velocidad del automovil. Asi
aumenta el consumo de combustible por cada kilémetro recorrido.

4.3. La energia cinética de un sistema

Recordando que T, = Rg + pq se puede demostrar que la energia cinética puede
ser separada en la energia cinética del sistema en su conjunto y la energia cinética
total con respecto al centro de masa:

Kot — 1Zmava2

1 ¢ PP
= 32 ma(Vé+ 4260 Vo)

a=1
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pero el dltimo término en el paréntesis es nulo debido a que ) myp, = 0. De
aqui que
1 1 ¢
K =5 MVZ + 5 D mep. (4.3.1)

a=1

La energia cinética total es separable en la energia cinética asociada a la masa
total con la velocidad del centro de masa y la suma de las energias cinéticas de
cada una de las particulas con respecto al sistema de referencia G.

4.4. Fuerzas conservativas y energia potencial

4.4.1. Energia mecanica

Una fuerza es conservativa cuando la integral de trabajo (4.1.2) que se le asocia
no depende del camino C escogido. Si se integra, por diversos caminos, desde un
punto Ty, que se fija arbitrariamente, hasta un punto 7, se obtiene siempre el mis-
mo valor W(7). Resulta natural, entonces, definir una funcién que corresponda
a la integral de trabajo.

Reiterando, si la fuerza que se estd considerando es tal que el trabajo que se
le asocia no depende del camino de integracidn, esto es, da el mismo valor
cada vez que se integra desde Ty hasta T, adquiere sentido definir una funcién

- r

T

U(F) = —J F.ar (4.4.1)

-

To
a la que se llama energia potencial asociada a la fuerza G
F. Estrictamente debiera decirse que U depende tanto
de ¥ como de T,, pero ya se verd que T, siempre es
dejado fijo mientras que el otro punto es variable y
juega un papel interesante. o

Figura 4.3: Por definicién
el trabajo de una fuerza
conservativa que se calcu-

© En el parrafo anterior se ha dicho que
existen fuerzas, llamadas conservativas, para
las cuales la integral de trabajo no depende la con caminos Cy, C etc.
del camino de integracién y para estas fuer- entre puntos Ty y T es siem-
za se puede definir una funcién escalar U(¥) pre el mismo.

llamada energia potencial.
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Un caso especial se tiene cuando /a fuerza total F©°®2' actuando sobre un cuerpo,
es una fuerza conservativa, entonces el trabajo que esta fuerza efectia cuando
el cuerpo se desplaza de p a q es

Tq
Wp—)q - J FtOtaI * dT_:

o q
— J Ftotal X dT—:_’_J Ftotal X d?
o

= =

N Tq
— _J Ftotal . dF+J Ftotal . dT—,’

= U(7,) —U(r,) (4.4.2)
pero como ya se sabe que también es
Wpq = Kg—Kp. (4.4.3)

Se concluye que
Kq + U(Tq) = K, + U(7,) . (4.4.4)
Puesto que los puntos p y q son arbitrarios se puede afirmar que la energia

mecanica total

1
Ewr =5 mv? 4 U(7) (4.4.5)

permanece constante durante la evolucién del sistema.

© Conclusién: fuerza total conservativa implica que la energia mecénica
total, (4.4.5) es una cantidad conservada. Depende de las condiciones
iniciales y mantiene un mismo valor durante la evolucién del sistema.

Si se tiene un sistema en que las Unicas fuerzas no conservativas no efectiian
trabajo, entonces la energia mecdnica total también se conserva.

Ejemplo. Un péndulo esférico ideal (sin roces); la tensién del hilo, que es una
fuerza no conservativa, no efectia trabajo.

De la expresion (4.4.5) para Eyt se puede calcular dEyr/dt

dEmT
dt

—mv-v+ VU -?=\7-<m{7+vu> =
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donde se ha hecho uso de
du B du dar

At~ dr dt
y de la definicién de V que se encuentra en el apéndice A.

Arriba % debe interpretarse como VU de modo que

ou du ou dx
U= s — = > =VU-v
v ; 0Xs ' y dt - 0x dt vi-v

donde 171 =1 T, =9 3= K son los vectores unitarios asociados a las
coordenadas cartesianas.

Mas arriba se ha dicho que si F es conservativa su integral de trabajo no depende
del camino de integracién. Equivalentemente una fuerza es conservativa si y solo
si ella puede ser escrita como menos el gradiente de la funcion U(7) de energia

potencial,
_au
ox

F=—VU()

-5 |- (4.4.6)

_oau
0z

La expresion anterior, escrita en componentes cartesianas, es

ou ou ou
FX [ — F —_— —_— FZ i 447
ox "’ k ’ 0z ( )

Si se toma cualesquiera dos de las componentes de F y se las deriva una vez mas,
pero con respecto a otra coordenada, se obtiene, por ejemplo,

oF, U oF, o

oy  oxdy’ ox  Oxdy

Teorema que no sera demostrado: una fuerza es conservativa si y solo si

oF, _% %_ oF, oF, 0F,
oy  ox’ oz oy’ ox 0z

(4.4.8)

que puede ser descrito en forma mas compacta como la condicién de que el rotor

de F sea nulo, .
VxF=0. (4.4.9)
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Nota: La muy utilizada energia potencial debida al peso y que, desde la for-
mulacién mds elemental de la mecdnica, se escribe Uy = mgh, serd a veces
recomendable representar en la forma

Upeso = —MF - G. (4.4.10)
En el caso de un sistema de particulas se obtiene

Upeso = —MR¢ - G. (4.4.11)

Ejemplo. Si se usa (4.4.8) en el caso de la fuerza definida en (4.1.3), se obtiene
oF,/0y = Ax*y* mientras que oF,/0x = Bx?y?, es decir, la fuerza de aquel
ejemplo es conservativa si y solo si A = B lo que antes se pudo meramente
sospechar después de hacer dos integrales. Si A = B se concluye que la energia
potencial en este caso es U(x,y) = Ax>y°/15. «

Para un sistema de particulas sobre el que acttian tan solo fuerzas conservativas
se tiene también una energia mecdnica total y ella se puede escribir

1 . 1 -
Evt = Z (zma + U(T‘a )) + z Z U(Ta, To ) . (4'4'12)
a,b

a

El primer término es una suma de todas las energias cinéticas y las energias
potenciales individuales (responsables de fuerzas externas, por ejemplo, el peso)
y el segundo término se refiere a las interacciones mutuas entre pares de particulas
y es el que permite definir las fuerzas internas.

4.4.2. Energia mecanica de un sistema de particulas

Para un sistema de N particulas de masas m, (a = 1,2...N) en el que sélo
hay fuerzas conservativas tanto entre las particulas como también las externas,
la energia mecdnica total es

N
] = = —
Bur =2 7'M Vit ) Ugp(fa—To) + ) Ualfa) - (4.4.13)
a=1

a<b a

El primer término es la energia cinética total, el segundo es la suma de las energias
potenciales asociadas a las fuerzas internas y el ltimo es la suma de las energias
potenciales asociadas a las fuerzas externas (conservativas).
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Un ejemplo interesante es el sistema Tierra-Luna considerando a la fuerza debida
al Sol como externa y despreciando la influencia de todos los demds planetas. La
energia cinética es K = Kyijerra+ Kiuna- La fuerza interna al sistema es la atraccidn
gravitacional Tierra-Luna y su energia potencial es Uy; = —Gmymy/r2. El
Gltimo término en este caso es la suma de energia potencial de la Tierra debido
al Sol y de la Luna debida al Sol. Pero eso no es todo. Existen también las mareas:
parte de la energia del sistema Tierra-Luna se gasta en deformar periédicamente
los océanos. Tal energia mecanica se pierde porque se convierte en un ligero
aumento de la temperatura del agua, la que luego es irradiada al espacio. También
la Luna, cuyo interior no es enteramente sélido, se deformaba en un remoto
pasado y habia pérdida de energia debido a esto. Este ultimo proceso de pérdida
de energia se optimizd, minimizando la pérdida de energia, en miles de millones
de afos haciendo que actualmente la Luna siempre muestre la misma cara a la
Tierra.

Comprobacién de que en el caso conservativo Eyt dada por (4.4.13) en efecto
se conserva. Parte del cdlculo es saber hacer Za<b dUy,/dt y aun antes se
debe notar que Vi U, = Vr 5 Ugy = —Vi, Ugp.
% Za<b uab = Za<b vabLlab : (\711 - \7b)
= Za<b vFalvl-ab ' \7(1 + Zb<a V;buab . \7b

- Z(l,b vFauab . V(l .

De aqui que

dEMT — 5
at = ; Vp - | MpVyp + ; V?b U.bc + V;bub

y el paréntesis redondo es cero porque al producto masa por aceleracién de cada
particula b se le resta la fuerza total (conservativa) proveniente de las energias
potenciales.
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4.4.3. Fuerzas centrales y energia potencial
4.4.3.1. Energia potencial de fuerzas centrales
Se verd a continuacién que toda fuerza central de la forma
F=f(r)f con r=|F|=vx+y2+2 (4.4.14)

es conservativa. Para verlo primero se observa que

or_x oy Or_cz
ox v’ oy v’ dz T
y de aqui
F
O _ 0 hryx) = Uy 2O OT XYy (4.4.15)
dy oy oy or dy T

que es simétrica en x e Yy y por tanto se satisfacen las condiciones (4.4.8) de
las fuerzas conservativas.

Una vez que se sabe que estas fuerzas son conser-
vativas se puede determinar la funcién energia po-
tencial escogiendo un camino de integracién con-

r veniente entre dos puntos cualesquiera defindos por
sus posiciones Ty y T. Se denominard 1 a la distancia
p! entre Ty y el centro O asociado a la fuerza central y

T a la distanciade O a 7.

|

“, Ya que se tiene tres puntos especiales: Ty, Ty O,

', r ellos definen un plano (el plano de la figura 4.4). El

C)l 7T camino se puede construir avanzando desde T, por
un arco de circunferencia con centro en O hasta un

Figura 4.4: Para integrar des- punto p (definido por ;) que estd en la recta que

de To hasta ¥ conviene tomar une a O con T y desde p se sigue en linea recta
un camino que primero €s un hista T.

arco de circunferencia hasta el ] ) ) ]
punto P que se muestra en la La integral de camino tiene dos partes: (a) la inte-

figura y luego seguir por un ca- gral J'I? dr desde T hasta T, es nula porque mientras
mino recto y radial hasta 7. la fuerza es en la direccién 7, el elemento de camino
dr es en la direccién tangente a la curva, que es ortogonal a #; (b) la integral
desde T, hasta T que es una integral a lo largo de una linea radial (pasa por el
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centro de fuerza) como muestra la figura 4.4. Siendo asi, el desplazamiento a lo
largo de este camino es radial: d¥ =7 dr lo que lleva a

U(r) = —J f(r)v-#dr —J f(r)rdr. (4.4.16)
To To
Es inmediato ver, de lo anterior, que la funcién de energia potencial depende tan

solo de la coordenada radial .

El gradiente de una funcién que solo depende de 1, escrito en coordenadas esféri-
cas, se reduce a VU(r) =7 dU/dr es decir,

F=——1# (4.4.17)

lo que muestra que la fuerza que implica una funcién de energia potencial U(r)
que solo depende de la coordenada radial r es una fuerza central del tipo res-
tringido descrito en (4.4.14). Lo que se ha expresado en la férmula de arriba se
puede decir en forma mds bdsica: si U es tan solo funcién del escalar r, U(r),
entonces
Lou_ador G px

ox  or ox T
Pero como 7 es el vector (x,y, z) se cumple que F= —% U= —U?. La funcidn
f(r) es —1; u’.

F, =

4.4.3.2. La energia potencial asociada a la fuerza de gravitacion uni-
versal

La ley de gravitacién universal

Mm

F=—G—5

¥ (4.4.18)

ya fue mencionada en §3.1. Para determinar la funcién energia potencial basta
con hacer la integral a lo largo de un radio tal como se explicé en §4.4.3.1, es
decir, d¥ =7 dr. En tal caso

T

2 . =2 T ] ‘l
U:GMmJL;mZGMmiEg:GMm<—+—>.MAM
T T T T

To To

Lo normal es escoger 1y = oo de donde

um:—GTm. (4.4.20)
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4.4.3.3. La energia potencial del oscilador arménico tridimensional

El potencial
U ==r (4.4.21)
implica una fuerza, .
F=—-VU(F) =—k7 (4.4.22)
que corresponde a la de un oscilador arménico tridimensional de largo natural
nulo.

Casos mas generales son

U =5 (r— Dy)? (4.4.23)
o incluso
I 3 k k
U(F) = 7‘(x—D1)2+72(y—D2)2+7“‘(z—D3)2. (4.4.24)

4.5. Energia mecanica total no conservada

4.5.1. Dos formas de ver el asunto

En general la fuerza total que actla sobre un sistema de particulas puede ser
separada en una suma de fuerzas conservativas mas una suma de fuerzas no

conservativas, _ .
Ftotal — FC + FNC . (451)

1.- Se sabe que a la fuerza conservativa total Fc se le puede asociar una
funcidn de energia potencial U(¥) tal que Fc = —VU.
Este sistema tiene, en general, una fuerza mecénica total, Eyyt = K+ U que no

es contante. En el caso de una sola particula se tiene Eyt = %m\)2 +U vy

dE S L ,
d"\tAT :\7 (m\7—Fc> :\7 (Ftot_FC> ZV'FNC

que finalmente establece que la tasa de variacidén de la energia mecanica total
esta dada por la potencia asociada a la suma de las fuerzas no conservativas

dEmT
dt

= Fne -V (4.5.2)
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que se reconoce como la potencia de las fuerzas no conservativas (4.2.3).

Si se trata de un sistema de muchas particulas puntuales el resultado involucra
separadamente a las fuerzas no conservativas F, nc sobre cada particula a del
sistema y la variacién de la energia Eyt es

dEwr _ vz
= D Fanc:Va. (4.5.3)
a=1
2.-  Otra forma de ver esto mismo es la siguiente. El trabajo total efectuado

desde a hasta b puede ser separado,

=

Tq f'q_’
wetl(p 5 q) = J FC'dF—i—J Fne - dr

T'p T'p
= Wec+ Wnc
1
= sm (vi —v?) (4.5.4)
pero
We =U, — U, (4.5.5)
por lo cual
Kq— K, =U, —Ug + Wnc (4.5.6)
de donde resulta que
Wi = (Kq +Uq) — (K, +U,) (4.5.7)

que se puede expresar como: el trabajo de las fuerzas no conservativas es igual
a la diferencia: energia mecanica total final, Eq = Emt(final), menos la energia
mecdnica total inicial, E, = Eyr(inicial),

Whic = Eut(final) — Eyt(inicial) . (4.5.8)

Si se considera el caso en que el tiempo transcurrido entre el momento inicial y
el final es infinitesimal, dt, el trabajo infinitesimal de las fuerzas no conservativas

es dWne = di“t’” dt y, por lo tanto, la potencia asociada es

(4.5.9)
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La potencia asociada a las fuerzas no conservativas es igual a la derivada de
la energia mecdnica total, Eyt(t). Por otro lado, ya se vio en (4.2.3) que la
potencia asociada a una fuerza se puede calcular como el producto punto entre
esa fuerza y la velocidad del punto material. En el caso actual interesa resaltar
que

dEmT

— Pye = Fne -V . 4.5.10
at NC NC *V ( )

4.5.2. Caso unidimensional analizado desde dos sistemas
de referencia

Se describe un ejemplo de sistema unidimensional como el de la figura 4.5. Es
un sistema de dos particulas Q y P unidas por un resorte. La particula P oscila
libremente, mientras que Q es mantenida a velocidad uniforme debido a una
fuerza externa. En el sistema de referencia en que la particula Q estd fija la
energia mecanica es constante

mv:  k :
EQ:T+§(H_D)Z’ con vV=1y.

En este sistema de referencia la fuerza externa

Q k,D P no hace trabajo porque Q no se desplaza. Pero
__W___ en el sistema de referencia en que Q se mueve
con velocidad uniforme vy el trabajo de la fuerza

y externa es Wne = fFexterna vo dt. La energia en

el sistema de referencia en que Q se mueve con

Figura 4.5: La particula P oscila )
& P velocidad v, es

debido al resorte. La particula Q es
mantenida con velocidad uniforme

m 2 k 2
por efecto d.e una fuerza externa EO _ (\) + Vo) 4= (y - D)
no conservativa. 2 2
2
mv
= EQ + TO + mvvyg .

Al calcular dEg/dt el dnico término no constante es mvv, cuya derivada es
mavy = Fvy, donde F = —k(y — D) es la fuerza que el resorte ejerce sobre
P (que es la misma en ambos sistemas de referencia). Pero si el resorte ejerce
sobre P una fuerza F, P ejerce sobre Q (via el resorte) una fuerza —F. Sobre Q
actla esta fuerza —F y ademas la fuerza Feyterna Y, COMoO se mueve a velocidad
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uniforme, la fuerza total sobre Q tiene que ser nula, es decir

dEo

Fex erna — F
t - It

= Fexterna Vo

que es lo que dice (4.5.9). Esta fuerza depende del estado de movimiento del
cuerpo por lo que no puede ser escrita como funcién de punto (distancia entre
O y P) independiente de las condiciones iniciales del problema. Puede ser vista
como una fuerza “normal” actuando en O.

4.5.3. Ejemplo de variacion de la Epr

Se tiene una particula P de masa m en un plano horizontal unida a un resorte
de largo natural d y constante elastica k. El sistema es soltado con x(0) = 2d
y x(0) = 0 y se desea ver, usando conceptos de trabajo y energia, cuando se
detiene por primera vez. La evolucidn es tal que x(t) decrece, esto es x < 0,
desde x = 2d hasta cuando se detiene: X = Xnal.

La energia potencial es U = %k(x —d)? y la fuerza de roce es f, = pmg (el
signo es positivo porque la velocidad es negativa). El trabajo de esta tnica fuerza
no conservativa es

2d
umg dx = —J umg dx = —umg(2d — Xfinal) -

Xfinal

Xfinal

Whiie ZJ
2d

Este trabajo tiene que ser igual, de acuerdo a (4.5.8), a la energia cinética final
menos la inicial: Ug,a — Wini ya que las energias cinéticas inicial y final son nulas
en este ejemplo. Se plantea la ecuacién

1 1
—Hmg (Zd — Xfinal) = zk(xfinal - d)z — Ek(Zd — d)z

que tiene dos soluciones, una es x = 2d que no interesa. La otra es

2umg
Xfinal = — 7.
k
que es el punto donde se detiene por primera vez luego de abandonar la condicién

inicial.
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4.6. Problemas

4.1 Una argolla de masa m puede deslizar libremente a lo largo de una vara y
esta vara gira, en torno a un punto fijo O, barriendo un plano horizontal con
velocidad angular & = w constante. Inicialmente es liberada a distancia
po del origen con p = 0. Determine el trabajo que efectiia la normal desde
el instante inicial hasta un tiempo t. Se conocen py, m y w.

4.2 Si se lanza una particula de masa m verticalmente hacia arriba con veloci-
dad inicial Viy y hay roce viscoso F = —n ||V|| V, determine el trabajo total
efectuado por F hasta que la particula vuelve a su punto de partida.

4.3 Un ascensor cargado tiene masa total My y esta co-
nectado a través de una polea A a un motor y por
otra polea a un contrapeso de masa M, (M, < M, ).
Las poleas tienen roce despreciable pero el ascensor
tiene roce viscoso lineal. Para simplificar el problema
suponga que los dos cables nacen del mismo punto
del techo del ascensor, que no hay angulo entre ellos
y que la inercia de las poleas es despreciable, de modo
que el trabajo que se busca es el que hace la tension
del cable de la izquierda.

a) Determine el trabajo que debe hacer el motor para que el ascensor suba
una altura h a velocidad constante vy. b) Lo mismo que antes pero para
que el ascensor suba con aceleracion constante entre una posicion y otra
h metros mas arriba si v(t) = aot, con ay < g entre esas dos posiciones.

Datos: las masas, g, vy, ao, €l coeficiente de roce lineal, la altura h.

4.4 Dos bloques de masas m; y m; estan apoyados en una superficie horizontal
con la que ambos tienen coeficientes de roce estatico y deslizante L. y |g4.

Los bloques estan ademds uni-
dos por un resorte de constante
elastica k y largo natural D.

En el instante inicial el resorte no esta deformado, el bloque de masa m,
estd en reposo y el bloque de la izquierda tiene rapidez vy. (a) Determine la
compresion maxima del resorte para que el bloque 2 no alcance a moverse.
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(b) Determine el valor mdximo de vy para que 2 no deslice si m; = 2m,
Y Ha = He/2.

4.5 Una particula P de masa m, sujeta por un hilo, cuyo otro extremo es
un punto fijo Q sobre el eje de la geometria (ver figura), describe una
circunferencia de radio R sobre una mesa horizontal. La velocidad angular
inicial de P, w(t = 0), es tal que
la normal N que la mesa ejerce so-
bre P es nula. Ademas sobre P ac-
tua una fuerza de roce viscoso lineal
—CV.

a) Determine la velocidad angular
w(t) como funcién del tiempo.

b) Obtenga el angulo total $ror que barre P desde el momento inicial hasta
que se detiene.
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Capitulo 5

Equilibrio y oscilaciones

5.1. Energia potencial y equilibrio
5.1.1. Punto de equilibrio

[La energia mecanica total deun punto masivo de

masa m, Eyrt, cuya fuerza total es conservativa tiene la forma

1
Eur = zmvz+u(?) (5.1.1)

y esta cantidad es fija durante toda la evolucién del sistema, es decir, si se
la calcula en cualquier momento de su historia se obtiene el mismo valor. En
particular, la energia Ey1 queda determinada por las condiciones iniciales.

e Para simplificar la notacién a partir de ahora se usard E en lugar de Eyr.

En general el movimiento no puede extenderse arbitrariamente en cualquier di-
reccién. Al despejar la magnitud de la velocidad

V]| = \/%\/E—U(F) (5.1.2)

que obviamente es real y positiva, se observa que en ningin momento la energia
potencial U puede ser mayor que E. Si la particula alcanza un punto en el cual
se cumple que E = U, este es un punto con velocidad nula pero la fuerza en
general no es nula en ese punto:

F=—-VUF). (5.1.3)
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Esto hace que el movimiento se reinicie hacia puntos donde E > U.

© El gradiente de una funcién escalar cualquiera H(¥') siempre apunta
en la direccién en que la funcién H crece mds rapido, esto es, en la
direccién en que su derivada es mds grande y positiva. Por ejemplo si
H(x,y) es la funcién altura sobre el nivel del mar de la descripcién de
una zona geografica en un mapa (plano XY), entonces VH apunta en la
direccién en que la altura crece mas rapido.

El gradiente de la funcidn energia potencial apunta en la direccién en que crece la
energia potencial con mayor derivada, pero como en (5.1.3) hay un signo menos,
la fuerza apunta en la direccién opuesta, en la direccién en que U decrece con
mayor derivada.

Se llama punto de equilibrio a una posicién . en la cual la fuerza total es cero:
VU(¥.) = 0. Para que el equilibrio sea estable se debe cumplir que al colocar
en reposo a la particula en un punto suficientemente cercano a T, la particula
adquiera un movimiento oscilatorio en torno a ese punto.

5.1.2. Analisis unidimensional

En un caso unidimensional la energia potencial

es una simple funcién U(x) y la fuerza es F =

—dU/dx como se ilustra en la fig. 5.1. La fuerza

apunta hacia la izquierda en los puntos en que

U es creciente y apunta hacia la derecha en los
Xe puntos donde es decreciente.

En particular, en la vecindad de un minimo x.
la fuerza que hay a la izquierda de este punto
Figura 5.1: La energia poten- apunta hacia la derecha (también hacia x.) y la
cial en un problema unidimensio- fyerza que hay a la derecha de x. apunta hacia la
nal puede presentar puntos de in- . . . .
; o iy izquierda (o sea hacia x.). Esto permite entender
terés como minimos y maximos. , L. .
porqué un minimo de U es un punto de equilibrio.

Si una particula estd sometida a una fuerza total conservativa, se llama punto
de equilibrio estable a un punto T, para el cual se cumple que:

(a) si la particula es dejada en reposo en ese punto permanece en reposo en él;
(b) si se la deja en T, con una velocidad suficientemente pequefia, la particula
oscila en torno al punto ¥ = 7.
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Figura 5.2: Ejemplo de funcién U(x) con dos minimos. Las lineas a trazos representan
algunos valores posibles de la energia mecanica total. Puesto que (5.1.1) asegura que esta
energia es siempre mayor (a lo sumo igual) a U entonces para los valores indicados de E el
movimiento no puede extenderse indefinidamente en el eje x.

Como la fuerza total es conservativa, existe una energia potencial U(x) y la fuerza
total es F = —dU/dx. En las zonas donde U es creciente F es negativo (es decir,
la fuerza apunta hacia la izquierda) y en las zonas donde U es decreciente, F
es positivo. Esto muestra que si X, es un minimo de U la fuerza en una zona
en torno a X, apunta hacia X, y es nula justo en x.. Esto quiere decir que si se
da como condicién inicial x(0) = x. y una velocidad suficientemente pequefia,
entonces la particula va a ser frenada por la fuerza hasta que invierta el sentido
de su movimiento.

Debido a (5.1.1), en el punto x; en el cual
la velocidad se hace cero se cumple que
E = U(x;). En la figura 5.2 se puede ver
graficamente en qué puntos la particula sol-
tada desde x. con la energia total indicada
por linea de trazos, llega un punto en que
su velocidad se hace cero, los puntos de re- 2 1 o 1 2 3 4
torno, y se devuelve. z

energia potencial
O FRL,r N W b OO N ©

Para los tres valores de E indicados en la fi-  Figura 5.3: La energia potencial asocia-
gura 5.2 el movimiento ocurre en una zona da a una particula rebotando en un suelo
limitada del eje X. También se puede adivi- ¢ modela con U = MYz paraz > Zo y
nar que si la energia es suficientemente alta CO"_U :/%2(]7;)+ 20)" para z < zo donde
el movimiento puede ser no acotado. o =m9 '

© Completamente en general la velocidad de escape, que depende de
la posicidn inicial Ty, es la minima velocidad inicial necesaria para que la
particula pueda tener movimiento no acotado.
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Para una funcién de energia potencial arbitraria U(x), que tiende a un valor
constante U, cuando x — oo, la velocidad de escape en un punto x cualquiera
estd dada por

Vesc(x) = \/% V U, — U(X) . (514)

& Determine el valor en metros por segundo de la velocidad para escapar de
la atraccion gravitacional de la Tierra partiendo desde el nivel del mar. Para
responder esta pregunta haga la suposicion nada realista, que ignora el roce
viscoso con el aire.

5.1.2.1. Integraciéon de caso conservativo unidimensional

La ecuacién (5.1.2) unidimensional en un rango en que la velocidad es

dx 2
EZ\EVE‘U(X)

puede ser llevada a la forma integral

m (XY dx
t = \/;JO = (5.1.5)

vélida, como se ha dicho, mientras la velocidad no cambie de signo. Esta es una
solucién formal de cualquier problema unidimensional.

5.1.2.2. Caso sencillo en que la energia no se conserva

En lo anterior se ha explotado el andlisis en el que las fuerzas son todas conser-
vativas. Sin embargo si se toma el caso en que se agrega una fuerza contante no
conservativa como es el caso del roce deslizante, también se tiene un grafico de
energia suficientemente sencillo para poder hacer un andlisis facil de interpretar.

Considérese el caso de un oscilador sobre un plano horizontal al que se agrega
la fuerza de roce deslizante. Este roce apunta hacia la izquierda cuando el movi-
miento es hacia la derecha (x > 0) y viceversa, es decir, Foce = —€ umg donde
¢ es el signo de x. Mientras el desplazamiento es hacia la derecha, la fuerza es
negativa y el trabajo que esta fuerza no conservativa efectiia es proporcional a
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x. En efecto, de la ecuacién de movimiento completa: mx = —kx — e pmg se
puede integrar una vez para obtener
—mx° = —=x" — X

que se puede escribir como
EmT(t) = E,(\(,)l)T —eumgx(t).

Esta dltima relacién describe la forma como la energia mecanica total inicial Eyr
va disminuyendo desde su valor inicial EE\A)T a medida que el sistema evoluciona.

& Resuelva un caso especifico para el cual pueda hacer un grafico que ilustre
la evolucion Ept(t).

5.1.3. Discusién avanzada:
Tiempos de frenado en puntos de retorno

Lo que sigue aqui en §5.1.3 no es necesario para la comprensién de los capitulos
posteriores, pero puede aportar a la compresidon de ciertos temas avanzados de
este capitulo.

Cuando se analiza la dindmica de una particula usando diagramas de energia en
casos unidimensionales o en tres dimensiones con conservacién de momentum
angular, surge el concepto de punto de retorno.

Si la particula tiene una energia constante E, los puntos de retorno son aquellos
donde la energia potencial (o la energia potencial efectiva) se iguala a la energia:
U(x*) = E. Al acercarse a un punto de retorno, la rapidez de la particula se hace
cada vez mas pequena hasta anularse en x*.

Una pregunta que surge es cuanto tiempo tarda la particula en frenarse para
luego rebotar y si ese tiempo es finito o infinito. La respuesta depende de las
propiedades del punto de retorno.

5.1.3.1. El punto de retorno no corresponde a un maximo de la energia
potencial

Se considera el caso representado en la figura 5.4, donde la particula se mueve
hacia la derecha. Si X, es la posicidn inicial de la particula, se puede determinar
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el tiempo que tarda en llegar a x* utilizando la ecuacién de la energia, donde se
despeja la velocidad

dx 2

— =4/—(E—=U

o —( (x))
que también se puede escribir como

2

iy

¥ “ ’\ | U
!” M ”\P
! \ / )U“\ \‘“ | - :

H 'M

2 .
0 20 40 60 80 100 X X

o

-1.5

Figura 5.4: Izq: Un oscilador de frecuencia natural wq forzado por una fuerza periédica con
frecuencia w cercana a la frecuencia wo muestra un comportamiento temporal en “paquetes”
(batimiento) como se aprecia en la figura. Der: Cuando la energia total coincide con la energia
potencial, se tiene un punto x* de retorno.

1 dx_
2(E —U(x)) 9t

Integrando la dltima expresién entre t = 0 y t*, el instante de detencién, y
usando el teorema del cambio de variable, se tiene

*

J'X dx _
2 [E—U(x)]

Para calcular esta dltima integral se necesita conocer la forma explicita de la
energia potencial. Sin embargo, es posible decir si es finita o no. Como x* no
corresponde a un maximo de la energia potencial, localmente U(x) se puede
aproximar por una linea recta U(x) ~ E+ (x —x* )W (x*). Luego, si se considera
una distancia d pequena, se tiene que

*

i} J b dx J dx
tr = + .
W JEE-URD s S W) (x—x)

m
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Haciendo el cambio de variable y = x* — x en la segunda integral se obtiene

§ rx*—8 dX JE *l
" = + dy
b JEE-UKD oy f2uie)y
(¥ =0 dx 2md
= +

Jxo n% [E — U(x)] U/ (x*)

que es un valor finito. De modo que en el caso analizado el tiempo que tarda
la particula en frenarse es finito.

5.1.3.2. El punto de retorno es un maximo de la energia potencial
Al igual que en el caso anterior, se hace una aproximacion para la energia poten-
cial cerca del punto de retorno. Como es un maximo, la aproximacién correspon-

diente (serie de Taylor) da una pardbola: U(x) ~ E + U”(x*)(x — x*)?/2, con
U”(x*) < 0. De esta forma se tiene

dx

X8 dx
Lo /A[E_ux J [—U” (x*)(x — x*)2/2]
W “=w

t* =

La ultima integral diverge, lo que muestra que en este caso la particula tarda un
tiempo infinitamente grande en detenerse.

&  Un ejemplo de esta dltima situacion corresponde a un péndulo (barra rigida
ideal sin masa y masa en el extremo) que es soltado desde el reposo con la
particula en la altura maxima. Demuestre que la particula tarda un tiempo infinito
en alcanzar nuevamente la posicion vertical superior. Y también que tarda un
tiempo infinito en despegarse de la cuspide.
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5.2. Pequenas oscilaciones en torno a un
punto de equilibrio.

5.2.1. Oscilaciones 1D.

Considérese el caso de una energia potencial U(x) que tiene un minimo en x =
Xe. No tendrd importancia si U tiene ademds otros minimos. Puesto que se
trata de un minimo, estd garantizado que (dU/dx)y—, = 0. Se supondrad que
el movimiento tiene una energia total levemente superior a U(x.), es decir, la
energia cinética es siempre muy pequeia y la particula permanece todo el tiempo
muy cerca de x = X.. El punto x, tiene a ambos lados puntos de retorno muy
cercanos. En tal caso, la expansién de U(x) en torno a x. que solo llega hasta
la segunda derivada de la funcién puede ser una excelente aproximacién para U,

—x.)? [ d*U
Ulx) ~ Ulxy) + & 2X) <dx2)x_x . (5.2.1)

Esta energia potencial aproximada da como fuerza aproximada

F(x) = —k (x — ) con k = (%)X_Xe (5.2.2)

que es la fuerza de un resorte de largo natural x. y constante elastica dada por
la segunda derivada de U evaluada en el minimo.

Se ha obtenido que un sistema mecanico cualquiera, cuando estad cerca de una
posicidn de equilibrio, puede ser descrito como el movimiento de una masa unida
a un resorte ideal. Esta aproximacion es valida cuando el desplazamiento respecto
a la posicién de equilibrio es pequeno. El estudio en detalle del movimiento de
una particula unida a un resorte describe, entonces, el movimiento de cualquier
sistema mecanico cerca del equilibrio.

Por lo dicho la ecuacién de movimiento de la particula cerca del punto de equi-
librio es

mx = —k (x —Xe) donde x = x(t) (5.2.3)

ecuacion que fue estudiada en el capitulo 3. El movimiento que resulta es una
oscilaciéon armodnica en torno a X, con una frecuencia caracteristica dada por

—./k
Wy = m
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Luego, cuando una particula se mueve sin alejarse mucho de un punto de equi-
librio, la fuerza puede ser aproximada por la de un resorte ideal y el movimiento
que resulta es arménico simple. La frecuencia angular de oscilacién en torno al
punto de equilibrio estable esta dada por

UII(X )
Wy =1/ ——— (5.2.4)
m
que se llama la frecuencia de las pequenas oscilaciones. Hay que notar que, como
Xe €s un minimo de la energia potencial (equilibrio estable), la segunda derivada

de U es positiva, lo que garantiza que la raiz es real.

En algunas situaciones la derivada U” en el punto de equilibrio es nula, resultando
en oscilaciones no arménicas; por ejemplo, en el movimiento en torno al origen
en el caso U = ax*. Casos como éste, sin embargo, no seran estudiados.

© Cuando una particula se mueve muy cerca del punto en que U tiene
un minimo, U = U,y ¥ la energia total es levemente superior a este valor
Umin, €l movimiento de la particula es aproximadamente un movimiento
armédnico simple en torno al punto de equilibrio.

El movimiento oscilatorio que ocurre en estas circunstancia se denomina
pequerias oscilaciones en torno a un punto de equilibrio.

5.2.1.1. Cuando la coordenada relevante no es una longitud

Si la energia de un sistema se expresa en términos de una coordenada que no es
una longitud, como en el caso que sigue en que la coordenada que interesa en
un angulo,

E= %432 + U () (5.2.5)

la ecuacién dindmica, dE/dt = 0, aqui resulta ser ¢ = —U'/x. Si & = P, es

un angulo asociado a equilibrio estable, se cumple que W' () =0y U’ (Pp.) >

0 (condicién de minimo). La ecuacién dindmica en una pequefia vecindad del
;- . oo 1y (1

minimo en ¢, aproximadamente es ¢ ~ —_U"(d.) (b — Pe), que se reconoce

como una ecuacién de movimiento arménico simple con frecuencia angular

_ W (de)
w=/— . (5.2.6)

En este caso la prima indica derivada con respecto a ¢.
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Ejemplo. Una particula de masa m sélo se puede mover en el eje X y estd unida
a un resorte (k, D) cuyo otro extremo esta fijo en el eje Y a alturay = b.

F=—-k (\/xz + D2> cos B

donde B es el angulo entre el resorte y la horizontal, cos B = x/v/x? + D2. Se
puede ver que

2
Uzk(T—D xz—i—bz) .
iPuntos de equilibrio?. Se tiene F = —U’ = 0 con x, = 0 de modo que este
punto es siempre un punto de equilibrio. Pero U’ = 0, con x # 0 también plantea
x? = D? — b? por lo cual si D > b existen dos puntos de equilibrio adicionales,

x = +vD?2 — b2.

& Compruebe que si D < b, x. es estable y es el tinico punto de equilibrio
mientras que si D > b, x. es inestable y los otros dos puntos son de equilibrio
estable.

5.2.1.2. Ejemplo de energia y pequenas oscilaciones

Para ilustrar varios de los conceptos recientes se analizara el caso de un péndulo
que tiene dos masas en varas que forman un angulo recto, como muestra la figura
5.5. Hay que ver cudl es el dngulo maximo si el sistema se suelta del reposo con
¢ = 0 y también se verd cuanto vale la velocidad angular cuando ¢ = 7/2.
Finalmente se obtiene la frecuencia en el caso de pequefias oscilaciones en torno
al dngulo ¢, de equilibrio estatico.

La energia del sistema es la suma K de las energias cinéticas mds la suma U de
las energias potenciales:

.\ 2 .\ 2
E = % (ad)) + %n (\/ az—l—bzd)) —mgasin ¢
—mg (asind + bceosd) .
e Si se suelta desde el reposo (esto es, d) = 0) con ¢ =0 la energia inicial es
F—ini = —mgb

y este es el valor que tendrd la energia durante todo el movimiento.
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El dngulo maximo lo alcanza en otro punto en el cual ¢ = 0.
Se debe exigir que la energia en ese momento sea

—mg (2asin$ + bcos d) = —mgb
que tiene dos soluciones, una es la condicién inicial =0y

la otra es para el maximo valor posible ¢py para el angulo

4ab
4a%2 4+ b2’

sin d)M =

Figura 5.5: Dos
particulas de masa m
unidas por varas idea-
m . les (masa desprecia-
5 (Zaz + bz) d)z —mg2a = —mgb ble) de largosa y b y
que forman un angu-

que implica lo recto.

o(0=3) =y 5

Este resultado no tiene sentido salvo cuando 2a > b. Esto se debe a que si
tal desigualdad no se cumple el péndulo nunca llega a ¢ = 7/2 a partir de la
condicién inicial escogida.

Para saber la velocidad angular cuando ¢ = 7t/2 se vuelve
a aplicar conservacion de energia:

e Se plantea ver ahora cuanto vale la energia si el sistema estd en equilibrio
estable. En tal situacion ¢ = O y el sistema estd en un minimo de energia
potencial. La derivada de la energia potencial con respecto a ¢ es

U =-—mg(2acosd — bsind)

que se anula cuando

2a
t e — T
an ¢ o

y se comprueba que para este valor del dngulo la energia potencial, que es la
energia total en el caso estdtico, vale

Emin = —mgv 4a? + b?.

Con lo visto en (5.2.6) resulta muy facil determinar que en el presente ejemplo
la frecuencia al cuadrado es

wz_g\/4(127—|—b2

- 2a2+ b2
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| El mismo pendulo con amplitud diferente

angulo phi

m "0 5 10 15 20 25 30 35 40
O tiempo

Figura 5.6: A la izquierda un péndulo simple. . A la derecha ¢ como funcién del tiempo
para diferentes amplitudes; se aprecia que los periodos del mismo péndulo son diferentes para
el caso de velocidad inicial nula pero lanzado desde dngulos iniciales $(0) = ¢ diferentes.

5.2.2. Otra vez el péndulo simple

Ya se obtuvo en (2.3.14) que la ecuacién del péndulo simple, como en la figura
5.6, es

b= Rsmd). (5.2.7)

Si esta ecuacién se multiplica por ¢, ambos lados de la ecuacién son derivadas
perfectas y se puede integrar desde un tiempo inicial t = 0 hasta t arbitrario. Si
se escoge ®(0) = by, $(0) = 0 se obtiene

$2(t) = 2?9 (cos d(t) — cos dy) - (5.2.8)

Se ha obtenido la velocidad angular ¢ como funcién del dngulo ¢. El péndulo
comienza desde el reposo con amplitud ¢ = ¢y y se mueve disminuyendo @,
pasando por el punto mas bajo que corresponde a ¢ = 0y luego llega a ¢ = —by.
En ese recorrido se cumple la mitad del periodo T.

En ese lapso % la velocidad angular ¢ es negativa por lo que se debe escribir

. /2 T
b=— fg\/m con O_tSE.

Para obtener la dependencia de ¢ en t es necesario integrar una vez mas. Se
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integra desde t = 0 hasta un valor t menor a % en el que ¢ toma el valor ¢(t)
J'd>o d‘b B 29 .
o) Veosh —cospy VR

La integral al lado izquierdo pertenece a una clases de integrales llamadas elipticas
y el resultado no puede expresarse en término de funciones elementales.

Si en la expresién anterior se escoge t = % la integral angular es desde —d@,
hasta ¢y y se tiene una relacién entre el periodo T y la amplitud de la oscilacién.

En la figura 5.6 se muestra graficamente el resultado de integrar numéricamente
la ecuacién del péndulo en tres casos que tienen el mismo valor para /3, y que
parten del reposo. Difieren en el valor de ¢(0).

En general sind = ¢ — %dﬁ + ..., pero si el péndulo tiene oscilaciones de
amplitud pequefia, el lado derecho de (5.2.7) puede aproximarse por sin ¢ ~ ¢
y la ecuacién aproximada de movimiento es

d=—2d (5.2.9)

que es la ecuacién de un oscilador arménico con frecuencia angular wy = \/g.
La solucién de esta ecuacidn entonces es muy facil de escribir.

5.2.3. Equilibrio y pequeias oscilaciones en 2D
5.2.3.1. Generalidades

En dos o tres dimensiones la situacién es algo mds complicada que en una di-
mensién pues hay mas casos posibles. En la figura 5.7 se representa una energia
potencial U(x,y) que tiene dos minimos, es decir, dos puntos de equilibrio es-
table, un minimo mdas profundo que el otro. Si esta superficie se cortara por un
plano horizontal a alguna altura E se tendria la zona en la cual el movimiento
puede darse (E > U). En la base de esta figura se puede ver las curvas de nivel
las cuales representan curvas U =constante.

Considérese, por ejemplo, la curva cerrada en torno al minimo izquierdo que
aparece en la base de la figura. Ella corresponde a un cierto valor U = E,. La
zona interior a esa curva cumple con Ey > U(7). Es decir, si la particula tiene
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energia total Eq y su posicién inicial fue dada dentro de esta zona, el movimiento
sera todo el tiempo dentro de esta zona.

Hay otro punto interesante de esta energia potencial: es un punto entre los dos
minimos y él es un maximo en la direccién X y un minimo en la direccién Y. A
tales puntos se les llama punto silla 'y son puntos de equilibrio inestables.

No se verd en general la forma del
movimiento armdnico simple en el ca-
so de una energia potencial U(x,y).
A modo de complementacién cultural
se agrega que es necesario considerar
la matriz construida con los valores
Map, = 02U/0%,0xy, la que se debe
diagonalizar y estudiar sus autovalo-
res. Puede ser conveniente ver tam-
bién el desarrollo en §5.2.3.3.

Figura 5.7: Ejemplo de la forma de una ener- Sin embargo, un caso simple ocurre
gia potencial U(x,y) con dos puntos de equilibrio

estable.

en el movimiento en dos o tres di-
mensiones de una particula unida a
un resorte ideal. En este caso, la energia potencial tiene un sélo minimo que
es igual en todas las direcciones lo que corresponde a un oscilador armdnico
tridimensional.

La ecuacién para un oscilador arménico tridimensional de largo natural nulo
ubicado en el origen es )
mr(t) = —k7¥(t). (5.2.10)

Se trata de un problema con fuerza central, por tanto, como el momento angular
respecto al centro de fuerza se conserva, el movimiento es plano, como se discutié
en la secciéon 2.5. Todo el movimiento, entonces, ocurre en un plano, el que
queda determinado por las condiciones iniciales. Conviene escoger al plano XY
coincidiendo con el plano del movimiento. En tal caso la ecuacién anterior se
separa en dos ecuaciones independientes,

mx(t) = —kx(t),
my(t) = —ky(t). (5.2.11)

Cada una de estas dos ecuaciones tiene solucidon que son mezcla de funciones
senos y cosenos vistas en el capitulo 3 con constantes determinadas por las
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condiciones iniciales,

x(t) = Aj sin(wpt) + By cos(wpt)
. (5.2.12)

y(t) = Az sin(wpt) + By cos(wypt)

donde wy = /k/m. Si se da una posicién inicial ¥y = (x¢,Yo) y una velocidad

inicial Vo = (Vx0,Vyo), se tiene cuatro condiciones para determinar a las cuatro

constantes A7 .. B;.

& Demuestre que (5.2.12) implica que la trayectoria en el plano XY es siempre
una elipse con centro en el origen.

5.2.3.2. Un sistema oscilante doble y simétrico

Normalmente una ecuacién con resorte se escribe en la forma X = —w?(x — d)
donde d es el largo natural del resorte. Esta expresion se refiere al caso en que
el origen coincide con el extremo fijo del resorte, sin embargo, si el origen se
desplaza, la ecuacién queda ¥ = —w?(x — A) y A sencillamente es la posicién
de equilibrio estable de la particula.

Figura 5.8: Dos masas unidas por un resorte y unidas a sendos resortes unidos a paredes
laterales fijas

A continuacidn se vera el caso de dos particulas que estan unidas como lo muestra
la figura 5.8: hay un resorte entre ellas y ademds resortes a cada lado unidos a
una de las particulas y a la pared.

Se vera el caso simétrico: las dos masas son iguales y los dos resortes laterales
son iguales. Se toma el origen en el punto medio entre las dos parades fijas y se
denomina las posiciones de las particulas x; y X, con respecto a ese origen. La
frecuencia angular asociada a los resortes laterales es wy y la del resorte central
es wi, por lo cual las ecuaciones son

.o 2 2
X1 :—wo(x1 +L)+w1(x2—x1—d),
X2 =—wixa—L)—wi(x;—x;—d). (5.2.13)
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Si el resorte central desaparece (w; = 0), las ecuaciones son independientes y
sefalan que el valor de equilibrio de x; es x; = —L y el de otro es x, = L y cada
una de ellas oscila con frecuencia angular wy respecto a su posicién de equilibrio.

Si los resortes laterales desaparecen (wy = 0), la diferencia de las dos ecuaciones
da una ecuacién para x = x,—x; de la forma x = —2w?(x—d), que indica que la
configuracién de equilibrio corresponde a que las particulas estén a distancia d y
las oscilaciones en torno a esa distancia sea v/2w. El factor v/2 se origina en que la
masa reducida del sistema doble sea 1 = m/2 y por tanto w? = k;/u = 2k;/m,
esto es, w = \/zw1.

Para tratar en forma mds limpia el problema planteado en (5.2.13) conviene
desplazar las variables de modo que el sistema sea homogeneo. Un poco de
algebra muestra que conviene usar

N =y dw? +Lwj
w3 + 2wy
(5.2.14)
" :y2+dw%+l_wé
w} + 2wy

por lo cual el sistema de ecuaciones toma la forma (nétese el signo menos)

d? Y Y
— =-—A 5.2.15
dt? ( Y2 ) ( Y2 ) ( )

2 2 2
_ 0 1 1
A= < @ 2:” : @ : ) . (5.2.16)

con

Interesa ver cuales son los vectores propios de A.

El primer vector propio es
= 1 | 2 2
€ = 1 con autovalor wy = Wy
y al segundo autovector es

- 1
€q = ( _] con autovalor w? = w}+2w1 .

Las letras s y a se refieren a simétrica y antisimétrica. En el primer caso las
dos particulas se mueven en fase a la izquierda y derecha manteniendo fija la
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distancia entre ellas, mientras que en el segundo se mueven siempre con veloci-
dades de igual valor pero de signo opuesto: se mueven en contrafase. Estos dos
movimientos posibles del sistema se conocen como modos normales. El concepto
de modos normales de oscilacion es muy general.

La solucién general tiene la forma

Y(t) = (cysin wgt + ¢, cos wt) € + (c3sin wat + ¢4 coswqt) €, . (5.2.17)

5.2.3.3. Otro caso de doble oscilador

Un sistema de dos osciladores acoplados reducido a su minima expresion usa
particulas de igual masa, resortes de largo natural nulo y sin peso como se ilustra
en la figura 5.9. Las ecuaciones son

X1 = —wx; + wix —x1)

(5.2.18)

Figura 5.9: Particula unida por un resorte a un punto fijo y unida por medio de otro resorte
a una segunda particula.

Se puede usar una notacién vectorial /matricial

donde X = (x1,%2) ¥

Los autovalores de A son

1 w? 1
oq:cvﬁ—f—%—i—zwllw‘z‘—kw‘]‘, oc2=w§+71—§\/4w‘2‘+w‘1‘
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y los respectivos autovectores son

2 2
wi _ ] 1 3 wy 1 1 7}
B —5t — 3V4w; + W) B +5t — 3vV4w; + w;
e = y € =
w3 w3

Si se toma resortes iguales: w; = w; = w la solucién es de la forma

2

= (55) %

y los respectivos autovectores son
€12 =

Este ejemplo se puede extender agregandole largo natural a los resortes y la
fuerza peso. En tal caso hay que hacer algo parecido a lo hecho en (5.2.14),
trasladar las variables de posicién, para volver a ecuaciones como las de (5.2.18).

La solucién, como se ha visto, es un tanto engorrosa.

5.2.3.4. \Visién general del oscilador doble

Una vez que se hace el traslado de las dos variables dindmicas la ecuacién toma

la forma )
< ] ) < ] )
dt? Y2 Y2

donde la matriz A es constante, esto es, no depende ni de las coordanadas ni del
tiempo. Si se resuelve el problema de los dos valores y los dos vectores propios
de la matriz A de 2 x 2,

(060 5c)> (OCBa eg)

se puede escribir la solucién general en la forma

Gt =) yi(t)§. (5.2.19)

j=C,B

La dependencia temporal estd solamente en las funciones escalares y;(t); los
vectores €c y € son linealmente independientes.
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Reemplazando (5.2.19) en la ecuacién inicial y haciendo uso de que los € son
autovectores de A, se obtiene que

> giE=—) ylt) e

j=C,B j=CB

y, puesto que los €; son linealmente independientes, se tiene que cumplir que
Yc(t) = —axcyc(t) yque ygp(t) = —apyg(t) que son ecuaciones que se
sabe resolver y cuya solucién general es

yj(t) = vy sin /a5 t + B cos /&5 t con ji=C,B.

La solucién final del problema es

Gt) = > (vysiny/og t+ P cos /o t) & (5.2.20)

j=C,B

que tiene la misma estructura que (5.2.17) con cuatro constantes arbitrarias que
fijan las cuatro condiciones iniciales.

Variacion: Habiendo visto los casos an-
teriores se puede abordar ejemplos que re- . resorte

sulten ser osciladores dobles tan solo en la \ \ v
aproximacién de pequenas oscilaciones.

Por ejemplo se puede considerar un sistema
de dos particulas de igual masa y unidos por
un resorte, figura 5.10, que se mueven en un
riel circunferencial de radio R en un plano
vertical en ausencia de roce. La bisectriz de
los dos vectores posicién forma un angulo «
con la vertical, y estos dos vectores forman
un angulo 23 entre si.

X

Figura 5.10: Dos particulas de igual ma-
sa unidas por un resorte deslizan en un riel
circunferencial.

5.3. Oscilador forzado

5.3.1. La ecuacion del oscilador forzado

En variadas ocasiones una particula que se encuentra cerca de un punto de equi-
librio estable es forzada externamente. El movimiento que resulta es en general
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complejo dependiendo del tipo de fuerza externa que actia y de la amplitud de
ésta. Si la amplitud de la fuerza no es muy grande, la particula se alejara poco
del punto de equilibrio estable, pudiéndose aplicar el formalismo de pequefias
oscilaciones. La fuerza externa puede ser de muchos tipos, pero un caso particu-
larmente interesante corresponde al caso en que ésta depende explicitamente del
tiempo. Un ejemplo cotidiano se da con un temblor que hace vibrar a los edificios
en torno a su posicién de equilibrio.

Considérese una particula de masa m en una dimensién que se mueve bajo la
accion de una fuerza conservativa que viene de una energia potencial U el cual
tiene un punto de equilibrio estable en x., mas una fuerza que depende del tiempo
pero no de la posicién F.(t). Cerca del punto de equilibrio estable, la ecuacién
de movimiento es

mx = —k(x — x¢) + Fe(t)

d*u
k=("— .
( dx? )X_Xe

Como el movimiento natural (sin forzamiento) de la particula es arménico, resulta
natural estudiar el caso en que la fuerza externa también es armédnica (sinusoidal).
Se dird que la fuerza externa se puede escribir como F.(t) = kQ sin(wt), donde
Q mide la amplitud de la fuerza y w es la frecuencia angular de la misma, que no
necesariamente coincide con la frecuencia angular de las pequenas oscilaciones.

donde

La ecuacidon de movimiento que resulta es
mx = —k [x(t) — Q sin(wt)] (5.3.1)

donde por simplicidad se puso x, = 0. Si x, # 0, basta con hacer el cambio de
variables y(t) = x(t) — x, para obtener la ecuacién anterior.

5.3.2. Resonancia y batido

Este tipo de ecuacién lineal inhomogénea tiene la siguiente propiedad.
Si dos funciones X(t) y x(t) la satisfacen, entonces su diferencia,

y(t) = x(t) — x(t) (5.3.2)
satisface la correspondiente ecuacién homogénea

my(t) = —ky(t) (5.3.3)
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cuya solucién, como ya sabemos, es de la forma y(t) = A sin(wgt)+B cos(wy t)
donde wy = /k/m.
A continuacién se verd que existe una solucién de (5.3.1), que se denominard
x(t), que tiene la forma

x(t) = D sinwt (5.3.4)

siempre y cuando D tenga un valor muy preciso. Puesto que X = —w? D sin wt,
al exigir que se satisfaga (5.3.1) se deduce que

w?Q
D=2 5.3.5
wj — w? ( )
y la solucién x(t) general es x =y + X,
w§ Q
x(t) = oot sin wt + A sin(wpt) + B cos(wg t) . (5.3.6)
2_

El primer término de la solucién tiene frecuencia angular w asociada a la forzante
y tiene coeficiente fijo, mientras que el resto tiene la frecuencia w, asociada al
sistema masa-resorte (m, k). Se tiene un resonancia cuando la frecuencia w es
muy cercana a la frecuencia wy.

La superposicion de dos soluciones con distinta frecuencia puede producir el
fendmeno de batido que se ilustra en la figura 5.4: las funciones se suman y
restan sucesivamente, produciendo una funcién con una envolvente de periodo
mucho mas largo que las funciones que lo componen.

Esta solucidn tiene una propiedad muy especial. El punto oscilante puede llegar a
alejarse bastante de su posicién de reposo debido al primer término en (5.3.6). Si
se comienza a variar lentamente la frecuencia angular w de la forzante acercando

2
w a wy, el coeficiente wzogz crece indefinidamente, permitiendo que la amplitud
7
2
. . ./ . ;. . w 7 .
de las oscilaciones también crezca sin limite. La amplitud wzogz del término
7

resonante cambia de signo cuando se pasa de w < Wy a W > Wy.

En un sistema real este proceso tiene un limite porque, si bien para pequeias
oscilaciones (amplitud pequefia) un sistema puede comportarse como aquel que
se ha estado describiendo, para amplitudes mds grandes la ley de fuerza se hace
notoriamente diferente y el sistema deja de comportarse en forma puramente
elastica.
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En particular, si a la solucién (5.3.6) se le impone las condiciones genéricas:
x(0) =% y x(0) = vy, las constantes A y B se determinan y toman la forma

2 2 2
ws(vo— Qw) — wvy . w )
X = Xp cos wot + o(vo Qz ) 5 Osmwot—l—inozsmwt.
wo(w§ — w?) ws — W
Si se toma el limite w — w, se obtiene
Vo . Q..
X = Xg €08 Wot + — sin wot + — (sin woet — wot cos wyt) (5.3.7)

Wy 2

que es idéntica a la solucién que se obtiene de resolver la ecuacién inicial re-
emplazando primero w por wy. La solucién (5.3.7) muestra en detalle la forma
como la solucién es, a la larga, dominada por el término

% wot cos wot

que diverge en el tiempo.

El movimiento descrito por (5.3.6) es una primera forma de ver un fenémeno de
enorme importancia practica llamado resonancia. Cuando la frecuencia de una
forzante w coincide (o es muy parecida) a la frecuencia natural wy del sistema, se
produce una resonancia. Desde el punto de vista meramente matemdtico (5.3.6)
es divergente si w — wyp. En la prictica, como se discutirda mas adelante, el
sistema oscila mucho mds fuertemente.

5.3.3. Ejemplos en la practica

Este fendmeno se puede ver en numerosos ejemplos de la vida cotidiana.

o Cuando el sonido de un motor acelerando llega a una ventana el vidrio suele
vibrar fuertemente. Esto se debe a que el panel de vidrio de esa ventana
tiene una frecuencia natural de vibracién y el ruido que llega a través del
aire (ondas de compresién) actiia como forzante. La frecuencia del motor
va variando, porque esta acelerando, y en alglin momento coincide con la
frecuencia del panel y se produce una resonancia.

o El movimiento de cabeceo de un barco tiene una frecuencia natural de
oscilacion. Si el barco se ve enfrentado a un oleaje suave que tiene la
misma frecuencia, puede llegar a cabecear tan fuerte que podria hundirse.
Hundimiento en dia claro y tranquilo.

53. OSCILADOR FORZADO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 143

o Por lo compleja que es la estructura de un edificio, esta tiene varias frecuen-
cias naturales de vibraciéon. Si ocurriera que la frecuencia de un temblor
coincide con alguna de las frecuencias naturales del edificio este se puede
llegar a romper. Técnicas actuales permiten que esto no ocurra.

o En un camino irregular no muy duro las ruedas de los automéviles rebotan y
luego golpean fuertemente al camino. La repeticién de este proceso termina
haciendo una superficie ondulada bastante regular que se conoce como
calamina. Los vehiculos que transitan sobre un camino calaminado pueden
entrar en resonancia y deben cambiar de velocidad para evitar los efectos
de vibracién tan fuerte.

5.3.4. Un ejemplo sencillo

Un ejemplo mecdanico simple que presenta forzamiento ocurre en un sistema
como el que ilustra la Fig. 5.11: un resorte unidimensional de largo natural nulo
y en ausencia de gravedad, cuyo extremo A oscila en torno al origen: xA(t) =
Q sin(wt) con frecuencia angular w, en general, distinta a wy = y/k/m.

El resultado efectivo es que aparece un nuevo A
término de fuerza en la ecuaciéon de movimiento, . /
una fuerza oscilante que se denominara forzante. W\_.

La ecuaciéon de movimiento es

]

X
} i 1 —
mx = —k (x(t) —xa(t)) O 2\(1) X0 X(t)

Al reemplazar el movimiento del extremo se ob- Figura 5.11: E/ punto A se mue-
tiene ve oscilando en torno al origen:
xa = Qsin(wt).

mx = —k (x(t) — Q sin(wt)) (5.3.8)

que es la ecuacidn ya vista del oscilador arménico forzado.

5.4. Oscilador amortiguado

Como se vio en las secciones anteriores, le dindmica de una particula que esta
cerca de un punto de equilibrio estable puede presentar un movimiento oscilatorio
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armdnico con una frecuencia bien caracteristica. Si, ademas de las fuerzas con-
servativas que dan lugar a la energia potencial que presenta el punto de equilibrio
estable, hay roce viscoso se puede tener oscilaciones amortiguadas y también pue-
de no oscilar. Como se sabe, el roce viscoso tiende a frenar a las particulas y por
lo tanto a disminuirle su energia. Si una particula comienza su movimiento cerca
de un punto de equilibrio estable x. y ademds hay roce viscoso parece natural
esperar que haya oscilaciones en torno a X, y al mismo tiempo que disminuya su
energia, manteniéndose siempre cerca del punto de equilibrio. La situacién real
es mas complicada pudiendo no haber oscilaciones del todo pero, como se vera,
la particula se mantiene cerca del punto de equilibrio.

En lo que sigue, el efecto del entorno inmediato al punto de equilibrio se describe
con si la particula estuviese unida a un resorte. Se comienza con la ecuacién que
describe una particula de masa m en el extremo de un resorte de largo natural
X0, con efecto de la gravedad se tiene

mX = —k(X — xo) — cX + mg.

Al hacer en la ecuacidén anterior el cambio de variable

X=x4+Db con bzxo+%
la ecuacién de movimienmto se reduce a la forma
mx(t) = —kx(t) —cx(t)
o equivalentemente
(1) + n% x(t) + wlx(t) =0 (5.4.1)

donde

d*u k
k=|— 2=
( dx? )x—xe—o Y o m

y se ha escogido el origen en la posicién de equilibrio (x. = 0). Nuevamente, si
no fuese asi, un cambio de variable permite obtener la ecuacién (5.4.1).

Para resolver este tipo de ecuaciones primero se plantea la ecuaciéon algebraica
2 c 2 e
Z~ + -z + Wy, cuyas raices son

c c \?2
)
2m 2m “o
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que pueden ser complejas. En efecto, la naturaleza de las soluciones de (5.4.1)

depende del signo de
2
A= (%) — w?. (5.4.2)

Caso A > 0: Este caso, denominado caso sobreamortiguado, la solucién se
puede escribir en general en la forma

2
x(t)=[Are V(55) —|—Aze (%) et (5.4.3)

El factor exponencial que estd fuera del paréntesis domina y la funcién x(t)
decrece exponencialmente cuando el tiempo crece. Las constantes A; y A, se
determinan cuando se conoce las condiciones iniciales. Compruebe que se cumple
que
— X0 X0 Vo
Ay =3+ +

4myvA T 2VA?

5.4.4

A — X0 _ CXo _ Vo ( )
2 =2 4mvVA 2VA C

A pesar de su nombre, este sistema no oscila porque el efecto de la amortiguacién
es suficientemente fuerte.

Caso A < 0: En este caso los efectos de la amortigacién son menos intensos y
el sistema oscila. La solucién puede escribirse practicamente en la misma forma

que antes
2
x(t)=(Are loata) +Aze fryei=(ax) et

pero como la solucién debe ser real para que ten-
ga sentido, las constantes A; y A, deben ser com-
plejas de modo que el término dentro del parénte-

I\

x(t)

En efecto, al exigir que x = x* para todo t se
deduce que A; = Aj. Para hacer explicita esta
propiedad se cambia de notacidn,

tiempo

Figura 5.12: Las oscilaciones de
un oscilador amortiguado van de-

2 creciendo con el tiempo, (5.4.5).
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de lo que resulta

x(t) =De 7wt cos (t w3 — (ﬁ)z + [3) (5.4.5)

solucién que esta representada en la figura 5.12.

Se aprecia que la frecuencia angular de oscilacidn en este sistema es

C 2
2
We = 1/ w2 — ( ) 5.4.6
0 \2m (54.6)
que es una frecuencia menor que wy. Si el coeficiente de viscosidad ¢ aumenta
la frecuencia w, disminuye aun mds, es decir el periodo de oscilaciéon T = fu—"
Cc

aumenta siI ¢ aumenta.

En este caso las dos constantes que deben ser fijadas una vez que se tiene las
condiciones iniciales son D y 3. Se logra demostrar que

1 .
x = (xo cosh(we t) + — (ﬁ . ) sinh(wct)) e (5.4.7)
We \ W, 2mw,

que en el limite en que w, = 0 deviene

CXo _ct
Xlim = (Xo+ (Vo+ —) t) e m .,
2m

5.5. Oscilador forzado y amortiguado

Finalmente, se considera el caso general de una particula que se mueve cerca
de un punto de equilibrio estable, donde ademas hay roce viscoso y una fuerza
externa periddica. La ecuacién que describe este movimiento es

mx(t) = —kx(t) —cx(t) + kQ sin wt
que se escribe equivalentemente como
(1) + % x(t) + w?x(t) = w2 Q sin wt . (5.5.1)

El dltimo término es el que describe a la forzante periddica.
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Tal como se comenté en la seccién 5.3 estas ecuaciones lineales inhomogéneas
tienen una solucidn general que se obtiene de la solucién general de la correspon-
diente ecuacién homogénea (en este caso la del oscilador amortiguado sin forzar)
mas una solucién particular de la ecuacién inhomogénea.

Puesto que ya se conoce la solucién general del oscilador amortiguado sin forzar
solo resta calcular una solucién de la ecuacién inhomogénea (5.5.1). Esta serd
obtenida a partir de suponer que existe una solucién x(t) de la forma

x(t) = Asin(wt—293) (5.5.2)
= A (sinwtcosd

—coswtsind) .

De donde es directo obtener que

x(t) = A w (coswtcosd + sin wtsin d)
(5.5.3)
x(t) = —A w? (sinwtcosd — coswtsind)

En lo que sigue, en lugar de usar c, se
va a usar un pardmetro ¢, que por defi-
nicién es
cw
= — 5.5.4
9= (5.5.4)

para describir el amortiguamiento.

Al reemplazar estas expresiones en
(5.5.1) se obtiene una ecuacién que se
factoriza en dos partes, una proporcional
a cos wt y otra proporcional a sinwt. Figura 5.13: La amplitud A(w), dada en
Puesto que esta ecuacién debe ser vali- (5.5.7) de un.oscilador de frecuencia natu-
da para todo tiempo, cada una de estas ral wo, amortiguado y forzado por una fuer-

d deb la ind di za periddica con frecuencia w (la forzante)
Os partes debe ser nula independiente- o1 para diversos valores del pardametro

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

mente y se obtiene de amortiguacion q un maximo (resonancia)
enw = w, (definido en (5.5.8)). La ampli-

q cosd = (w(z) _ wz) sind , tud es presentada como funcién de w/wy.
wiQ =A [(w§— w?) cosd+ qsind] . (5.5.5)
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De la primera de estas ecuaciones se despeja inmediatamente que

tand =

y por lo tanto
q Wy —w
V(@ —ad) + ¢ V(@ —ad) + ¢

Si el coeficiente de roce viscoso ¢ se anula, es decir, ¢ = 0, entonces el seno se
anula y el coseno vale 1.

sind = , cosd =

(5.5.6)

25

0 50 100 150 200

Figura 5.14: La funcién x(t) de un oscilador de frecuencia natural wo, amortiguado y forzado
por una fuerza periddica con frecuencia w (la forzante) muestra un comportamiento inicial
transitorio, pudiendo haber batido en la etapa inicial.

De (5.5.5) resulta (comparar con (5.3.5))

L w3Q
(w% — wz) cosd + q sin d
- w5 Q (5.5.7)
\/(wé — w?)2 + ¢g?
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y ahora se ve que el primer término en el denominador es siempre positivo tal
como el segundo término. Mienstras menor sea el amortiguamiento mayor es la
amplitud A.

De aqui que la amplitud A nunca es divergente. Su forma, como funcién de w,
se muestra en la figura 5.13. La funcién A tiene un maximo cuando

w?=w?=wi-2 (%ﬂ)z . (5.5.8)

Esto contrasta con lo que ocurre con el oscilador forzado sin amortiguacién donde
la amplitud que resulta matemdaticamente es divergente en la resonancia.

El valor de A en el punto w = w, es

A= LoQm o (5.5.9)
c 2 c?
Wo — Iz

que diverge en el caso de un oscilador forzado y no amortiguado, es decir, cuando
c—0.

La solucién general de la ecuacién del oscilador forzado y amortiguado se expresa
como la solucién general de la ecuacién homogénea mas la solucién particular
recién obtenida. Suponiendo que no hay sobreamortiguacidn esta solucién es

x(t) = D cos t\/w§—<%>z+ﬁ exp [—ﬁt]

wiQ
V(@ — w22+ (22)°

+ sin(wt—29) . (5.5.10)

La primera parte de esta expresion, que proviene de la ecuacién lineal homogénea
(oscilador no forzado), decrece con el tiempo en forma exponencial. De aqui es
claro que a tiempos largos la solucién que domina sin competencia es la parte
proporcional a sin(wt — ). A largo plazo la forzante impone totalmente la
frecuencia de oscilacién.
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5.6.

5.1 Una particula P de masa m que puede moverse
solo a lo largo de la recta L esta sometida a
la fuerza de dos resortes, uno fijo al punto A
y el otro al punto B. Los puntos A y B estan
a ambos lados de la recta L sobre una misma
recta perpendicular a L y a distancia d como
indica la figura. Estos dos resortes de constan-
tes elasticas ka = 2k y kg = k tienen largos

52

53

Problemas

naturales 3d y 2d respectivamente.

El sistema de poleas sin roce que describe
la figura tiene una masa colgante m; a la
izquierda y la masa total al centro es m,.
Dé a este sistema una geometria sencilla
para la situacion de equilibrio. Encuentre
la frecuencia de las pequefas oscilaciones
en torno a ese punto.

Considere una particula de masa m que
esta apoyada sobre un resorte de cons-
tante kK y largo natural 1y, bajo la accion
de la gravedad. El punto B de donde se
sostiene el resorte se encuentra ent =0
al nivel de la mesa.

a) Encuentre la altura de equilibrio de la
masa.

b) Ent =0, cuando la masa esta quieta
y en la posicion de equilibrio, el punto B
comienza a oscilar verticalmente.

El movimiento de B puede ser descrito como 7g(t) = Apsin(wt)j. En-
cuentre la ecuacion que describe el movimiento de la masa.

) Resuelva la ecuacion de movimiento para las condiciones iniciales dadas.

d) Manteniendo la amplitud A, fija, considere que la frecuencia w es menor
que la frecuencia de resonancia.  jCudl es la frecuencia maxima para que la

masa nunca choque con la mesa?

2k,3d

k,2d

k, lo

5.6. PROBLEMAS
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5.4 Se tiene un péndulo plano que consta de un hilo
de largo D que tiene una particula puntual de
masa m en su extremo inferior. Pero no es un
péndulo comiin porque su origen superior esta
en el punto de contacto entre dos circunferen-
cias de radio R, como lo muestra la figura.
Cuando el péndulo oscila se enrolla un poco en
forma alternada en las dos

circunferencias, de modo que su largo instantaneo no es D sino (D —R ¢)
y su centro instantdneo de giro es el punto P de tangencia (ver figura).

a) Obtenga las ecuaciones escalares de movimiento, una de ellas sirve para
determinar la tension del hilo y la otra da la dinamica.

b) Escriba la energia cinética, K(¢, d)) y la energia gravitacional U ().

c) Demuestre que la exigencia de conservacién de la energia mecdnica,
dE/dt = 0, conduce a la ecuacion interesante de movimiento.

d) Escriba la ecuacién asociada a pequerias oscilaciones.

5.5 Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve bajo
la accion de la fuerza

F=b (x(y’ +2)t+y (¢ +2)7+z(x +yH)K)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la energia po-
tencial U(x,y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el origen.
c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vy, determine la
rapidez en un punto cualquiera (x1,Y1,21).

5.6 Un cubo de arista de largo b esta apoyada en la parte mas alta de un cilindro
horizontal fijo de radio R (ver figura). El contacto es perfectamente rugoso
(no hay deslizamiento).

a) Determine la relacién entre R y b para que b
el cubo esté en equilibrio estable a pequefas b
oscilaciones. Considere que toda la masa del
cubo estd concentrada en su centro geométrico.

b) Calcule el valor de la funcién de energia po-
tencial U = —a/x+b?/x?* en el punto de equi-
librio x.;
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¢) Calcule los puntos de retorno cuando la energia total es E = (1 —
€2) U(x.); haga una expansion de estos valores de las posiciones de re-
torno al mas bajo orden no trivial en €. Determine el periodo T de estas
oscilaciones en la aproximacion ya usada.
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Fuerzas centrales y planetas

6.1. La barrera centrifuga y
la energia potencial efectiva U*

6.1.1. Nocién de barrera centrifuga

Ba Frera Centrﬂ:uga es una nocién que puede ser comprendida

a partir de la conservacion del momento angular. Aparece naturalmente cuando
la fuerza total es central con centro en O. En forma poco precisa se puede decir
que el momento angular {» es proporcional a la distancia R de la particula al
centro O y también es proporcional a la velocidad angular, {» ~ Rd). Puesto
que {p es constante, si R esta decreciendo, cl) tiene que ir creciendo en la misma
proporcion. La aceleracién centripeta, por otro lado, es an ~ v2/R ~ R?2, es
decir, a, crece también. En otras palabras, para disminuir R se necesita cada
vez una mayor fuerza hacia el centro (centripeta), lo que se siente como si se
estuviera contrarrestando una barrera que expulsa del centro: centrifuga.

Cuando la fuerza total es central, proveniente de una energia potencial U(r),
F=—VU=——¢% (6.1.1)

momento angular se conserva y el movimiento es plano. En tal caso se puede
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describir todo el movimiento usando coordenadas polares: (1, ¢)

r =17
V = it +1dd (6.1.2)
@ = (F-rd?) ¢+ (20 1) b

= d +dy (6.1.3)

El momento angular con respecto al centro de fuerzas, que se sabe que se con-
serva en el caso de fuerza central, es

(=mixv=mrdk. (6.1.4)

Se denominara { al coeficiente que multiplica a K,

Figura 6.1: A la izquierda el potencial del oscilador arménico U = k (r — Dy)?/2 que se
anula en v = Dy y la energia potencial efectiva U* asociada al problema unidimensional. A la
derecha se compara la funcion U con U* en el caso del potencial gravitacional. El potencial
gravitacional U es infinitamente negativo en el origen y crece asintéticamente a cero. La
energia potencial efectiva U* diverge a +o0 en el origen, para cierto v se anula, pasa a valores
negativos, llega a un minimo y luego crece acercandose cada vez mds a U.

t=mr*d (6.1.5)

iendo central la fuerza total, la aceleracién d, tiene que ser cero, lo que equi-
Siend tral la fi total, | I ot q lo que eq
vale a
. . 1d S
0=2ib+r1dh = —— (mr d))

T dt
que es cierto porque el momento angular es constante. Usando la definicién de
{ dada mas arriba se puede hacer el reemplazo

= t (6.1.6)

mr?
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Esta es la velocidad angular expresada como funcién del radio.

La energia mecanica total del sistema es E = K+ U donde K = %m (1"2 + rzd)2>

que ahora se puede escribir, gracias a (6.1.6), en la forma

m., 2

Epmt = —
MT Zr +2mr2

El primer término es la contribucidén a la energia cinética del movimiento radial y
el segundo es la contribucidn a la energia cinética debida a la velocidad angular ¢.

+U(r). (6.1.7)

La componente radial de la ecuacién de movimiento en el caso actual puede
escribirse en la forma ma, = —dU/dr:

m(i‘— ¢ ): ad (6.1.8)

m?2 13 dr

que se reescribe en la forma

. d @ d

que puede ser deducida directamente de (6.1.7) imponiendo dEyt/dt = 0. En
(6.1.9) se ha usado
€2
= — 1.1
uw=u+ PRy (6.1.10)

La ecuacién que define el problema para 7(t) es (6.1.9) recordando que la de-
pendencia de ¢ en 1 estd dada en (6.1.6).

Lo notable es que la ecuacién de movimiento (6.1.9) es equivalente a la ecuacién
de movimiento de una particula en el eje X con energia potencial U* = A /x? +
U(x), siempre que en ambos casos se tome la misma funcién Uy A = {2/(2m)
y se utilice que x > 0.

Se ha demostrado las siguientes propiedades del movimiento de un cuerpo de
masa m bajo el efecto de una fuerza total central de la forma (4.4.14):

- du y .
» La fuerza es conservativa y es —% 7, donde U(r) es la funcién energia
potencial.

= Hay momento angular conservado implicando que el movimiento es plano.
Queda ligada la velocidad angular con el radio r por medio de (6.1.6).
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= La ecuaciéon de movimiento, que es en un plano, se reduce a la ecuacién
tan solo para v(t), es decir, se convierte en el problema unidimensional
(6.1.9).

» Esta ecuacién es matematicamente equivalente a la ecuacién de un mo-
vimiento unidimensional, solo que en lugar de tener a U(r) como energia
potencial, juega este papel la funcién energia potencial efectiva U*,

QZ
— .11
2mr? (6 )

barrera centrifuga

Al dltimo término en U* se le conoce como barrera centrifuga.

Para el importante caso gravitacional definido con (4.4.20) la energia potencial
efectiva tiene un minimo. Mds precisamente, si U* = —2 + % entonces U* es
minimo en 19 = 2b/a.

Ejemplo. Una particula libre es un caso trivial de “fuerza central”: F=0 y puede
tomarse U = 0. Sin embargo U* no es nulo. Nada malo hay en ilustrar este caso
con el movimiento descrito en (1.2.7) y la figura 1.2 en §1.2, ¥ = bJ + Tt .

Este movimiento también puede ser descrito utilizando coordenadas (r(t), ¢(t)):
x =Vvt=7rsin¢ yy=>b=r1cosd. De la figura 1.2 debiera resultar obvio
que si la particula inicia su movimiento desde una posicién bien a la derecha, la
variable r(t) ird disminuyendo con el tiempo, alcanzard un minimo r = b y luego
r(t) comenzara a crecer, de modo que si el movimiento es visto solamente desde
el punto de la variable 1 pareciera que ha habido un bote a distancia b en una
barrera centrifuga para comenzar a alejarse.

De la definicién de las coordenadas usadas se deduce que

) ) . Vo cosd
T =1V sin P b=——-
T
de donde es inmediato calcular que
. , mvjcos® b _ mv; L d ¢
mr=mvydcosd = 3 TR
T T - mr dr2mr

Es decir, el simple movimiento con velocidad uniforme vyt de una particula libre
puede ser visto como un movimiento bajo los efectos de una barrera centrifuga. <«
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6.1.2. Orbitas circunferenciales

La energia cinética expresada con las coordenadas polares (1, d) es
m m /. ;
me2 _m (rz+rz¢z>
2
€2

.2
™+
2mr?

2
m
= 112
3 (6.1.12)

En el segundo paso se reemplazé la velocidad angular ¢ por la expresién ya vista,

(6.1.6), en términos de £.

Una érbita es circunferencial cuando su velocidad radial es constantemente nu-
la, es decir, cuando tanto ¥ = 0 como T = 0. Esto dltimo implica que debe
encontrarse un radio r = 1. tal que dU*/dr =0

du-
— =0. 1.1
7 =0 (6.1.13)

Si se resuelve (6.1.13) se deduce un valor particular = 1. el que depende
paramétricamente del valor £. Este es el radio de la érbita circunferencial.

La energia cinética en el caso de la drbita circunferencial se reduce a

€2
2mr?

Korbita circunf = (6114)
Puede verse que esta ultima expresidn coincide con la expresion del término que
se agrega a U para formar U*, es decir, la barrera centrifuga.

Conociendo el valor de la energia cinética y de la energia potencial, la energia
mecanica total, en el caso de una drbita circunferencial de radio 1., es K+ U y

estd dada por
€2
E =

+ U(re) . (6.1.15)

C

Cuando se conoce el valor del momento angular £, ella esta totalmente determi-
nada por el radio ..

Ejemplo. Si se toma el caso gravitacional U = —GMm/r la solucién de (6.1.13)
arroja
€2
= ———— 6.1.16
T GMm2 (6.1.16)
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Aqui se puede apreciar que las oOrbitas planetarias circunferenciales tienen un
radio que estd dado por su momento angular £. Pero tal vez una forma mas
satisfactoria de decir lo mismo se logra recordando que éste es un movimiento
circunferencial con velocidad angular uniforme w = ¢ = ¢/(mr2) de donde

GcM\ "3

que no depende de la masa m del planeta sino tan solo de su velocidad angular.
Con este valor la energia total es

G*M?m3

E= 202

(6.1.18)

Los satélites geocéntricos son satélites alrededor de la Tierra, en el plano ecua-
torial, que tienen una velocidad angular igual a la velocidad angular de la Tierra.
Para un observador en la Tierra el satélite parece estar detenido. Estas son las
orbitas que usan los satélites de comunicaciones. «

Las pequenas oscilaciones de 7(t) en torno a una drbita circunferencial con un
momento angular £ fijo se obtiene de (5.2.4) usando como energia potencial
efectiva del caso gravitacional,

GMm 2
u=—
T + 2mr?
Su segunda derivada con respecto a r es U*" = —2GMm/r® + 3¢2/mr*. Si

se reemplaza { = mr’w (donde w = ¢ es la velocidad angular del satélite), el
altimo término ya no depende de 1. Si, seguidamente, se reemplaza r por su valor
dado en (6.1.17), se obtiene que la frecuencia de estas pequefas oscilaciones de
T en torno al valor 1. es

Wpeq. osc. = W

Esto significa que el tiempo que tarda el valor de r en tomar dos veces conse-
cutivas su valor minimo coincide con el tiempo que tarda el satélite en dar una
vuelta, lo que implica que la 6rbita r(¢) es cerrada.

& Calcule a qué distancia del centro de la Tierra debe estar un satélite para
que sea geoestacionario. Compruebe que estan a decenas de miles de kilémetros.
Los satélites mds usuales (que no son geoestacionarios) estan a pocos cientos de
kilometros sobre la superficie de la Tierra.
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& Sila fuerza total sobre un cuerpo es F=Kkr*f+ av x ¥, jcémo varia la
energia mecdnica total con el tiempo? (k, a y « son constantes conocidas).
6.1.3. Integraciéon numérica a la Verlet

A continuacién se muestra la forma de integrar numéricamente ecuaciones de
movimiento usando el algoritmo de Verlet.

6.1.3.1. Integrancion de la ecuacion radial

Si se tiene una funcién continua y diferenciable r(t) se la puede desarrollar en
serie

dr h? d’r h® d3r ht d*r
t+h) = t h—(t — — (t — — (t — — (t
ritth) = r+hF U+ 7 U+ g U+ e W+
dr h? d*r h® d3r ht d*r
t—h) = Tt)—h—t)+ =5 t)— — == () + o= — () +...
rt=h) = -h g Ut m W Wt g e
Si ambas expresiones se suman y se les resta 2r(t) se obtiene
2 dr 4
r(t—l—h)—Zr(t)—l—r(t—h):h@—F(’)(h)
por lo cual
2 t+h)—2r(t t—h
dr _ rle+h) = 2rlt) +l )+(9(h2) (6.1.19)

dat2 h2

de modo que la ecuacién (6.1.9) se puede escribir en forma aproximada como

t+h)—2r(t t—h u
h? dr r=r(t)
o, equivalentemente,
2
r(t+h) =2r(t)—r(t—h) — n (@) + O(hY) (6.1.21)
m \ dr r—r(t)

Esta es una forma de tener el valor de r en t + h si se conoce los dos valores
anteriores: T(t) y r(t — h).
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Si el eje tiempo se divide en pequenos intervalos At = h, t = 0,t = h,t =
2h,...,t =kh,... y se usa la notacién

re = 1(kh) (6.1.22)
entonces (6.1.21) se puede reescribir

h? du
Ty+1 = ZTk —Tk1+— — (6123)
m dr |,

que se puede iterar, por ejemplo, dando como datos iniciales (r(0), v(0)) con
los que se define

ro=7(0), 71 =7(0)+hv(0) (6.1.24)
6.1.3.2. Integrancion de las ecuaciones para x(t) e y(t))

Puesto que el movimiento con fuerza central es plano, la ecuacién de movimiento
escrita con las coordenadas cartesianas del plano es

d? ou ou
el )(\ AN — [ AT
M- (4 + ) <1ax+lay)
que se reduce a dos ecuaciones escalares,
mx — —ﬂ my — _%
oo’ v= oy

Ya que el potencial es tan solo funcién de 1, las derivadas

ou/ox = (dU/dr)(or/ox) = (x/r) U’ ou/oy = (y/m)u’
por lo cual
mk = —> U mij=—2 U
T T

En forma discreta estas ecuaciones aproximadas son

x(t+h) —2x(t) +x(t—h) _@ du
h2 () \dr )y
YL+ =2y +y(t—h) _  y(t) /U
h? r(t) \dr /)
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void Inicializa()//se define el "a" del potencial y las condic. iniciales
{double vx,vy; // es crucial escoger condiciones iniciales apropiadas
cont = 0; // su valor es dos veces el numero de vueltas

epsilon= 0.01; // Si epsilon=0 se tiene orbita circunferencial

a = 2.3;// el potencial es r elevado a la potencia a (a>-2)

Ba2 = Bxa*a;

x[0] = 1.0;// PONER VALOR A GUSTO: particula comienza sobre eje X

VX = 0.0;// componente Vx = 0

y[0] = 0.0;// coordenada Y nula

vy = (1.0+epsilon)*sqrt(Ba2)*x[0];//epsilon=0 ==> orb.circunferencial
x[1] = x[0] + h*vx;

y[11 = y[0] + hx*vy;

}
void Verlet() // aqui se define la fuerza
{double xx,yy,r,rq,ax,ay;

XX = x[1];

vy = yl[1];

r = sqrt(xx*xx + yy*yy);

rq = Ba2*exp((a-2.0)*log(r)); // = (a"2)*Bxr~(a-2)
ax = —XX*rq;

ay = Tyy*rq;

x[2] = 2.0*xx - x[0] + h2*ax;

y[21 = 2.0%yy - y[0] + h2xay;

if ( y[11/y[2]1<0) cont++;

}

void Itera()

{int k; double r;

k = 0;

do // la instruccion fprintf escribe en el archivo
{fprintf (archivo,"%9.6f %9.6f %9.6f %9.6f\n",

hxk,x[1],y[1],atan(y[1]1/x[1]1));

Verlet(); // ejecuta rutina Verlet

k++;

x[0] = x[1];

y[0] = yl[1];

x[1] = =x[2];

y[11 = yl[2];

r = sqrt(x[l]*x[1]+y[1]*y[1]) //calcula r

}while(k<largo && r<8.0 && cont<22);//r<8 para evitar orbitas muy excentricas
if (k>=largo)
{ printf("\nYa se hicieron %d iteraciones: r(final) = %f.\n",k,r);
printf ("Se espera que pase por un rMin %f

veces por vuelta.\n",sqrt(a+2.0));
}
else if (r>8) printf("\nSe fue demasiado lejos: r=Jf

(con %d iteraciomnes)\n\n",r,k);

printf ("\n\nLa particula alcanzo a dar %d vueltas",cont/2);

Figura 6.2: Lo central del algoritmo de Verlet para U = aBr® escrito en lenguaje C.
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Se ha omitido escribir O(h*) al lado derecho de estas expresiones.

Resulta conveniente referirse a las cantidades evaluadas en los instante discretos
t = 0, h,2h,3h,..kh,.. con el subindice respectivo, Por ejemplo, en lugar de
escribir x(kh) se usard xi. Con esta notacién las dos ecuaciones se pueden
escribir

Xirl = 2%+ X x (dU 2
h? N rk(dr)k+0(h)’

Ykl — 2Yx + Yk Yy (dU 2
e ) .

h2 T (dr k+0( )

Esta vez se usa separadamente el algoritmo de Verlet para cada una de las dos
coordenadas

Xk du
= 2 — X —h= = 1.2
Xk+1 Xk Xk—1 h e (dT)k y (6 5)
du
= Jyp—u —R2¥E () 6.1.26
Y+l Yk — Yx—1 ™ <dr)k ( )

Nétese que el error, que no se ha escrito, es O(h*). El uso del algoritmo de Verlet
en esta forma da directamente las coordenadas (xi, yx) que permiten dibujar
la érbita que resulta de las condiciones iniciales que se escoja. El uso de este
algoritmo en la préctica escrito en lenguaje C se muestra en la figura (6.2).

6.1.4. Ecuacion de Binet

Si se considera la ecuacién genérica con fuerza central

mr = F(r)#
y se la escribe en coordenadas polares, reemplazando ¢ = # se obtiene
€2
mi = — +F(r). (6.1.27)
mr

El método de Binet consiste en reemplazar esta ecuacién para r(t) por una
ecuacion que considera tan solo la dependencia de 1 en el dngulo, r(¢). La razén
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para hacer esto es que es mas facil resolver la ecuacidn resultante que la ecuacién
original. Para obtener la dependencia en ¢ se hace uso de la regla de la cadena

dg _dd dg _

.
it datap P9
En lo que sigue la prima indica derivada con respecto al angulo polar ¢,
d
=0
d¢
con lo cual
. (7
b= - —
mr
e ¢ /Y 2 [ 2r? (6:1.28)
’ :am(ﬁ) T\ B
A continuacién se define la funcién
w(¢) = —
1)
de modo que
v = v = W + 2
w2 owrows
Si se hace estos reemplazos en (6.1.27) se obtiene
m

que es la ecuacion de Binet.

6.2. Planetas y todo eso

6.2.1. La ecuacion de la é6rbita y su integral

Ya se sabe que la ecuacién de movimiento reducida a la ecuacién sélo para r(t) es

GMm 2
— +—.
T2 mr3

m¥ = (6.2.1)
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Al reemplazar lo obtenido en §6.1.4 en (6.2.1) resulta la ecuacién de Binet para
el caso gravitacional

GMm?
w'+w= —a (6.2.2)
que es un tipo de ecuacién que ya se conoce, como por ejemplo: mx = —kx +
mg. Su solucién general es,
GMm?

w(p) = A cos (P +9d) + (6.2.3)

2
donde A y 0 son las dos constantes de integracién. Siempre se puede escoger el
eje a partir del cual se mide ¢ de tal modo que & = 0 que es lo que se hace a
partir de ahora. Tal eleccién corresponde a cdnicas orientadas en forma simétrica
con respecto al cambio y — —y.

Puesto que el inverso de w es 1, (6.2.3) implica que

eZ
() GMm? (6.2.4)

- AL :
T+ &z cos ¢

Antes de continuar se hace un repaso de la forma cémo se puede escribir una
cdnica.

6.2.2. Conicas

A continuacién se va a demostrar que 1(¢) dado por

R

r(@) = 1+ ecosd

(6.2.5)

define diversas cdnicas seglin el valor de la excentricidad e. El pardmetro R define
la escala de longitud de la cénica.

Si la ecuacién (6.2.5) se escribe en la forma r+ercos @ = R o equivalentemente
como x? +y? = (R — ex)? donde se ha usado

x =1 cosd y=rsind (6.2.6)

se obtiene
(1—e)x*+2eRx+y*=R? (6.2.7)
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que es una de las formas conocidas para describir cénicas. Sabido es que todo
polinomio cuadratico Poli(x,y) = O representa una cénica en el plano XY.

Si en (6.2.7) se hace el desplazamiento, vélido tan solo si e? # 1,

eR
X=X——— 6.2.8
o (6.2.8)
la ecuaciéon puede ser reescrita como
22 2
X Y
Tt =1 (6.2.9)
(1—e2)2 1—e?

Esta forma describe elipses e hipérbolas centradas en el origen. Si e? < 1 esta
es facilmente reconocible como la ecuacién de una elipse. En particular, si e =0
se obtiene una circunferencia. Los casos e’ > 1 corresponden a hipérbolas. La
ecuacién (6.2.7) en cambio deja a uno de los focos de la cénica en el origen.

6.2.2.1. Elipses: e’ < 1

Una elipse es una curva que se caracteriza
porque la suma L; + L, de las distancia de A
cualquier punto P de la elipse a dos puntos |
especiales llamados focos, vale siempre lo
mismo. Estos dos focos estdn en el interior
de la elipse sobre su eje mayor. El caso par-
ticular en que los dos focos se funden en un
solo punto da una circunferencia.

2a
En la forma original descrita en (6.2.7) esta
es una elipse con uno de sus focos en el
origen y tiene sus radios minimo y maximo
sobre el eje X. Se tomara el caso e > 0.

Figura 6.3: Una elipse tiene dos focos,
un didmetro mayor y uno menor.

El drea A de la elipse planetaria se calcula de

21 T 2 2 2
T TR
A= dp | dp = —dp = ———5 6.2.10
[, (Jypae) ao=[ T oo =750 (6210
donde se ha usado que
R
r=——.
1+ ecosd
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Pero se sabe que A = 7tab donde a es el semieje mayor y b es el semieje menor.
Para ¢ = 0 se obtiene 1,;, Yy para ¢ = 71 se tiene Ty ax

R A R
T+e’ R

Tmin =

(6.2.11)

El semieje mayor es sencillamente a = %(rmin + Tmax). Conocido a y el drea es
trivial obtener b. Los semiejes mayor y menor resultan ser

R b (6.2.12)

Ti-er Vi—e

Se comprueba que (6.2.10) corresponde a mab.

a

6.2.2.2. Hipérbolas: ¢’ > 1

Una hipérbola es una cénica disconexa que consta de dos ramas. Al igual que
en el caso de una elipse, hay dos puntos especiales llamados focos. Esta vez la
diferencia de las distancias: |L; — L[| entre cualquier punto P de la hipérbola y
los dos focos es una constante. Las hipérbolas son curvas infinitas que tienden, a
grandes distancia, a coincidir con dos rectas llamadas las asintotas. La distancia
entre ambos focos es 2e R /(e* — 1). La menor distancia entre las dos ramas de
una hipérbola es 2R /(e* — 1).

6.2.2.3. Parabola: e? =1

Una parabola tiene un solo punto llamado foco, el cual estd sobre el tinico eje de
simetria de la curva. La distancia entre el punto de maxima curvatura y el foco
es 'R.

Si en un punto P de la pardbola se traza la recta hasta el foco y la paralela al
eje de simetria, la bisectriz es perpendicular a la tangente a la pardbola. Esta
propiedad es la que hace tan dtiles los espejos parabdlicos para hacer desde focos
de linterna hasta telescopios y antenas.

El caso > = 1 debe ser analizado antes de dividir por e — 1. Por ejemplo de
(6.2.7) se tiene con e = +1

Yy =R*+2Rx (6.2.13)

que son ecuaciones para dos parabolas.
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6.2.3. EIl caso planetario

Puesto que se sabe la forma de describir las cénicas, se puede identificar
B 2 o A (2
- GMm?’  GMm?

A continuacién se ve la relacién entre A, la energia total E y el momento angu-
lar £.

R (6.2.14)

excentri- radio medio de la

cidad e 6rbita [103xKm]
Mercurio 0.206 0.58
Venus 0.007 1.08
Tierra 0.017 1.50
Marte 0.093 2.28
Ceres (planeta enano) 0.078 4.55
Jupiter 0.048 7.78
Saturno 0.056 14.27
Urano 0.047 28.89
Neptuno 0.008 44.98
Plutén 0.249 59.00
Cometa Sedna 0.857 vuelve cada 11400 afios
Cometa Halley 0.967 vuelve cada 75.3 afios

Cuadro 6.1: Los planetas y otros objetos. Una drbita cincunferencial tendria excentricidad
nula, y e = 1 implica pardbola. Las excentricidades de sus orbitas y el radio medio de las
respectivas orbitas. Las dos tltimas apariciones del cometa Halley fueron el 20 de abril de 1910
y el 9 de febrero de 1986. La proxima sera a mediados de 2061, cuando sera mucho mejor visto
que en 1986. El primer registro seguro del paso del cometa Halley es de China, el afio -240.

La energia esta dada por
E— %vz 4 Ug(r) (6.2.15)
pero de (6.1.2) y luego de (6.1.28)

. ¢?
VE=i2 p 12 = — (TZ + r’2> (6.2.16)
mer
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se obtiene

£ = 2n€12r4 (’”ZJFTM)_GI\rdm
_ % (W2+w'2)—Gme.

Al reemplazar la forma explicita de la funcién w se obtiene

c_ LA m (GMm)’
2m 2

2 ;

lo que permite establecer que A depende de E y { en la forma

A GMm [ 2Ee
2 (GMm)2m

No es de interés considerar la raiz negativa.

De todo lo anterior se reconoce que

e 0 o [, 2Ee
- GMm2”’ N (GM)Zm3 ’

(6.2.17)

(6.2.18)

(6.2.19)

(6.2.20)

Si se reemplaza el valor (6.1.18) de la energia de una érbita circunferencial se

comprueba que e = 0. Los demds casos:
para elipses, e<1 yentonces E <O
para pardbolas, e=1 1y entonces E =0

para hipérbola, e > 1 1y entonces E >0

Conviene tener presente las siguientes relaciones

R R
1‘((1))_1—|—ecosc])’ Ti_1ZFe
ademas
= e e_T+—T— {=mr,v, =mr_v
~ GMm2’ T4 T T

(6.2.21)

(6.2.22)
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Ejemplo. Desde una distancia 1y del centro de fuerza se lanza un satélite con
velocidad Vi, perpendicular al vector posicién inicial Ty. La energia y el momento
angular estan dados por

m , GMm

E—ZVO - y eZmT‘oVo.
0

El caso limite es el de la pardbola, es decir, el caso con E =0,
Vi =V =2GM/7.

Si vo < vp la dOrbita es una elipse. Para el caso particular vp = /GM /1y se
obtiene una circunferencia. Para vy > vp la érbita es una hipérbola. «

Ejemplo. Se tiene dos satélites artificiales de igual masa m, S; en drbita circun-
ferencial de radio Ry y S, con drbita eliptica tal que Thin = Ro ¥ Tmax = 8Rp.
Estan sincronizados de modo que cuando S, llega a su punto de radio minimo
choca son S; y se acoplan formando un satélite S3 de masa 2m. ;jCudles son
las caracterisitcas de la érbita de S37 En lo que sigue se debe tomar en cuenta
que el momento angular en los puntos de minima y maxima distancia (r_ y 7
respectivamente) son iguales: mr v, = mr_v_

S; tiene e; = 0 y Ry = Ry. Su momento angular, ver (6.2.20), es {} =
GMm?R, = m?R3v4 por lo cual vi = /GM/R,.

Para S, se tiene dos relaciones R;/(1 —e;) =8Ry y R2/(1+ e;) = Ry de donde
se deduce que e; = 7/9 y que R, = 16R/9. Con esto el momento angular de
S, satisface (3 = GMm?16R,/9 que ademds debe valer m?R3v? lo que implica
que la velocidad de S, en el punto mds cercano es v_ = (4/3)1/GM/R,.

Al chocar se forma el satélite S; y en ese choque se debe conservar el mo-
mentum: p; + p2 = P3, esto es m(vy +v_) = 2mv; lo que implica que v; =
(7/6)y/GM/R,. También puede deducirse que e3 = 13/36y que . = 49R/23.

6.2.4. La tercera ley de Kepler

De la segunda ley de Kepler, (2.5.5), se desprende que el periodo T del movi-
miento planetario se relaciona al drea de la elipse, S = 7tab,

2mS  2mmab  2mm R?

=== = (1T—e2)32
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pero se sabe que > = GMm?R. Calculando T? se puede reemplazar {? por la
relacidn recién escrita, resultando
T2 _ 4 a’

GM

que es la tercera ley de Kepler expresada con el semieje mayor, a, esto es, el
cuociente

T2 4r?

a3 GM
es comun a todos los planetas.
Ejemplo. Dos satélites de la Tierra, S; y S;, cada uno de masa m, estdn des-
cribiendo drbitas cerradas en un mismo plano y en el mismo sentido. S; estd
en una drbita circunferencial de radio Ry y S, estd en una drbita eliptica carac-
terizada por Tmin = Ry ¥ Tmax = 8Ro. En un cierto instante ambos satélites se
acoplan (la duracién del proceso de acoplamiento se supone nulo y la energia no
se conserva) formando un satélite compuesto S;. Los datos son, la masa M de
la Tierra, la masa m de cada satélite, el radio Ry y, la constante universal G. Se
quiere obtener (a) los momentos angulares £; y {; en funcién de los datos; (b) la
energia cinética que adquiere S en el momento del acoplamiento y (c) los radios
minimo y maximo de la drbita de Ss.

Solucioén: En el punto comin de ambas 6rbitas, los satélites estdn a distancia
Ry del centro de la Tierra con velocidades Vi; y V; perpendiculares al radio. Los
momentos angulares de los satélites en ese instante tienen magnitud {; = mRyv,
y £, = mRyv, respectivamente. Por otro lado sabemos que para S, su érbita
rZ(d)) = 14—5#54) con rZ((b = 0) = Tmin = Ro y rZ((b = 7-[) = Tmax = 8Ry, lo que
da dos ecuaciones para las dos incégnitas R; y e. Se obtiene

~16R, 7

9 75

R,

2
pero como se sabe que R, = ﬁzmz se deduce que £, = 4?’“\/GMRO pero ya se

tenia otra expresiéon para {,, entonces v, = %‘ %. En forma similar, pero mu-

cho mas facil, se puede obtener que v; = %. Estas son las velocidades de los

satélites precisamente en el instante anterior a que se acoplen. Como el momen-
tum (y también el momento angular) se conservan en el acoplamiento, se obtiene

que vz = %(W +v,) = %,/% y ciertamente {3 = (2m)Royvz = %W/GMRO_
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Con v; se determina la energia cinética de S3. La energia potencial en esa po-

. GM(2 ; : , [
sicion es Uz = —%. Asi se obtiene que la energia mecanica total de S3 es
E; = —%. Esta es la energia mecanica total de S; desde el acoplamiento en

adelante. Para un satélite en sus puntos de radio maximo y minimo se cumple
que Eiora = U*, ya que 7 = 0 en esos puntos. Para conocer estos radios basta
con resolver
5 GM(2m)
dmr? T
La dnica incdgnita en esta ecuacién es r. La ecuacién arroja dos soluciones. Una
es la conocida solucién v = Ry. La otra es

=E;.

49
T = Thax = gRo %2,]3]20
masa [Kg] distancias [m]
Sol 1 1,9910% :
Tierra 5,97 10% dst =1,49610"
Luna 7,3510% drp = 3,844 108

Cuadro 6.2: Valores aproximados de las masas y las distancias ST y TL.

Al calcular, por ejemplo, el periodo de la érbira terrestre se debe usar G My =
1,33410%° y el valor dst dado en el cuandro (6.2). El resultado es 3,16 107 se-
gundos, que corresponde a un afio. Se deja anotado que la tierra tarda 365,25636
dias solares en dar una vuelta alrededor del sol.

La tierra completa una vuelta alrededor del sol luego de 365 dias, 6
horas, 9 minutos y 10 segundos. Cada dia es levemente mas largo que
el anterior de modo que cada 600 mil afios los dias son un segundo
mds largos.

6.2.5. Sobre materia oscura

Si una érbita es circunfenrencial, esto es, e = 0 las ecuaciones (6.2.11) establecen
que el radio T = T¢eunf €5 R, que seglin (6.2.20) es

¢? 2 v GM
Teircunf = — circunf Ycircunf rcunf = 6.2.23
circunf GMmz GM = Veircun Tcircunf ( )
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Los planetas, que tienen érbitas muy cercanas a ser circunferencias, ver el cuadro
6.1, obedecen esta ley: el cuadrado velocidad decrece como el inverso de la
distancia al centro de fuerza: V2 !

circunf Teircunf "

En 1922 el holandés J. Kapteyn sugirié la presencia de lo que llamé materia
oscura al observar que la velocidad de las estrellas en una galaxia no obedecian
la ley anterior. En 1933 el astrofisico suizo F. Zwicky, estudiando el cimulo Coma
determind que éste tenia una masa unas 400 veces mayor que la masa que se
podia estimar por lo que era visible. Sigueron muchos estudios mas que apoyaban
la existencia de un tipo desconocido de materia que no emite luz. Vera Rubin
determiné en 1980 que la mayoria de las galaxias contienen alrededor de seis

veces mdas materia que aquella que es visible.

Aunque la materia oscura no ha sido observada, su existencia y propiedades
se infieren de los efectos gravitacionales que afecta el movimiento de la luz y
la materia ordinaria. Influencia el comportamiento y estructura del universo a
grades escalas, la formacién de galaxias y afecta la radiaciéon de microondas de
de fondo del universo.

El modelo estandar de cosmologia indica que el total de la masa-energia del uni-
verso contiene alrededor de un 4.9 % de materia ordinaria, un 26.9 % de materia
oscura y un 68.3 % de energia oscura. Asi, las componentes oscuras constituyen
el 84.5% del total de la masa, mientras que la suma de la masa oscura y la
energia oscura constituyen el 95.1 % del total de masa-energia del universo.

La mayor parte de la materia ordinaria en el universo tampoco se ve. Las estrellas
que se ven y el gas dentro de las galaxias y cimulos pemiten dar cuenta de menos
del 10 % de la contribucién de materia ordinaria a la densidad de masa-energia
del universo. La hipdtesis mas ampliamente aceptada relativa a materia oscura
es que esta compuesta de particulas masivas que tienen una tenue interaccién a
través de gravedad e interacciones débiles. La hipdtesis relativa a materia oscular
juega hoy un papel central en el modelamiento de la formacién de la estructura
el universo y en la explicacién de las anisotropias en la radiacién césmica de
microondas de fondo. Todas estas evidencias sugieren que las galaxias, cimulos
de galaxias y el universo como un todo contienen muchisimo mds de lo que se
puede ver por medio de ondas electromagnéticas. Y sin embago aun no se ha
identificado ni una sola particula de materia oscura.
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6.3.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Problemas

Determine la fuerza F que implica la funcion de energia potencial

Uz%(r—B)r

donde B es una constante positiva. jEn qué situacion realista se puede
tener una fuerza como esta?’

Considere una particula que se mueve en la region x > 0 bajo la influencia
de la fuerza que proviene de la energia potencial U(x) = % (1 + axz)
con Uy > 0. Encuentre puntos de equilibrio y discuta la estabilidad de
ellos.

Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve bajo
la accion de la fuerza

F=b (x (Y +2)0+y (xX* + 295+ z (x> +y?) ﬁ)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la energia po-
tencial U(x,y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el origen.
c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vy, determine la
rapidez en un punto cualquiera (x1,Y1,21).

Un satélite artificial tiene una distancia maxima y minima a la superficie
terrestre de R y 3R, siendo R el radio de la Tierra. Determine el periodo
de rotacion en funcion de la masa de la Tierra y de su radio. Suponga
que en el momento en que el satélite esta en su punto mas bajo se activa
su sistema de propulsion que lo deja en érbita circunferencial. jCual es el
periodo de esta nueva orbita?

Una particula P estd sometida a la fuerza central dada por

6 12
F(r)=—12B (a— - a—) #

17 T3

donde B y a son constantes positivas conocidas. Si ésta es la tnica fuerza
sobre P determine, a) cudl es la rapidez minima que debe tener P en
T = a para que la particula pueda escapar sin retorno; b) cudl es la
distancia maxima (o minima) entre P y el centro de fuerzas si P se estd
moviendo radialmente de tal modo que pasa por v = a con una rapidez
que es la mitad de la encontrada en la pregunta anterior.
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6.6 Un satélite esta describiendo una orbita circunferencial de radio R alrede-
dor de la Tierra. En cierto momento los cohetes del satélite se encienden
brevemente ddndole una aceleracion puramente tangencial. Si el periodo
de la nueva orbita es % del periodo que tenia antes, determine la rapidez
de la nave cuando pasa por el punto en que se encuentra mas alejada de
la Tierra (apogeo).

6.7 Un satélite es colocado en drbita alrededor de la Tierra desde una altura de
600 Km sobre la superficie con una velocidad inicial de 30 mil kilometros
por hora, paralela a la superficie terrestre. Suponiendo que el radio de la
Tierra es de 6378 kilometros y su masa es de 5976x10** Kg, determine
la excentricidad de la drbita y la velocidad del satélite en su apogeo.

6.8 Desde muy lejos y con rapidez v, se dispara una particula de masa m contra
un blanco que esta definido como un campo de fuerza central repulsiva de
magnitud A m/r?. La recta en la que la particula inicia su movimiento
pasa a distancia b del centro de fuerza. Calcule la distancia v* minima que
logra tener la particula con el centro de fuerza.

6.9 Si Ry es el radio de la Tierra y una nave espacial gira en torno a la Tierra
en orbita eliptica de radio minimo 8R, y radio maximo 16R,. Para regresar
a la Tierra procede como sigue: en t = 0 se encuentra en su apogeo
(ra = 16R,). Al llegar a su perigeo (rg = 8Ry) enciende sus cohetes por
un instante para frenar tangencialmente quedando en una drbita eliptica
con radios maximo y minimo: 8Ry y 4Ry. Tan pronto alcanza por primera
vez v = 4R, nuevamente frena de igual manera quedando en una tercera
oOrbita eliptica caracterizada por 4R, y 2Ry. Finalmente, la primera vez que
se encuentra en v = 2R, frena para estar el una drbita [2R,, R/ con lo que
logra terminar su mision. Obtenga las variaciones de energia cinética cada
vez que frena y obtenga el tiempo que tarda en llegar a la Tierra.

6.10 Un satélite esta en orbita circunferencial de radio vy sometida a una fuerza
central que implica la funcién de energia potencial U(r) = —k/r. En un
instante recibe un impacto que produce un cambio en la direccion de la
velocidad, sin cambiar su magnitud. El cambio de direccion es en un angulo
1t/3. Determine las distancias minima y maxima que el satélite pasa del
centro de fuerzas en su nueva orbita.
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Capitulo 7

Movimiento relativo

7.1. Cinematica relativa

7.1.1. Fuerzas y seudofuerzas

Las fuerzas que se han estudiado hasta ahora son: las de contacto,

que abarcan fuerza normal, roce estatico, roce deslizante, roce viscoso, tension,
eldsticas y gravitacional. Y se podria agregar fuerzas eléctricas, magnéticas, nu-
cleares y unas pocas mas.

Se conocen pocas fuerzas independientes en la naturaleza y de ellas sélo se tiene
acceso directo a las fuerzas gravitacionales y electromagnéticas. Se deja afuera
las fuerzas nucleares y subnucleares que sélo se pueden observar en laboratorios
muy especializados.

Casi todas las fuerzas mencionadas en el primer parrafo son consecuencias de
las interacciones electromagnéticas entre las moléculas que componen la materia.
Tan sélo la gravitacion es una fuerza aparte. Todas las fuerzas de contacto se de-
ben a las fuerzas intermoleculares que ocurren en el contacto. La tensién en una
cuerda, por ejemplo, es una fuerza que se debe a la cohesidn electromagnética
entre las moléculas que constituyen la cuerda. Otro ejemplo es la fuerza eldsti-
ca que ejerce un resorte: se debe a las fuerzas intermoleculares que tratan de
mantener el orden en que estan las moléculas en el sélido.

No hay mds fuerzas en los sistema de referencias que se denominan inerciales. Sin
embargo, la experiencia en un vehiculo que aumenta o disminuye rapidamente su
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velocidad permite percibir una fuerza que no estd entre las anteriores. El pasajero
también siente una fuerza cuando el vehiculo toma una curva a cierta velocidad.
Estas fuerzas son propias de los sistemas de referencias no inerciales. Ellas no se
deben a fuerzas moleculares o gravitacionales, sino a que el sistema de referencia
no tiene una velocidad uniforme.

En un sistema de referencia no inercial ya no vale la ley

Ftot
propias de sistemas inerciales

md=F
La aceleracion definida con respecto a un sistema de referencia no inercial obedece
una ley mds complicada y en este capitulo se describe esta nueva ley y sus usos.

7.1.2. Sistemas de referencia y su relacion

Siempre un sistema de referencia serd descrito por su origen de coordenadas y por
ejes cartesianos asociados a él. No importa qué sistema de coordenadas se use
(cartesianas, cilindricas, esféricas u otras), un
sistema de referencia estd definido por su origen
O vy sus ejes cartesianos X, Y, Z. Por definicién
los ejes cartesianos X, Y, Z son fijos en el sistema
de referencia en el cual se definen. Lo mismo se
puede decir de los asociados vectores unitarios
@ 3 K.
Si los ejes X', Y'; Z' de un sistema de referencia
Figura 7.1: Dos sistemas de refe- S’ estan rotando con respecto a los ejes X, Y, Z
rencia cuyos origenes de coordena- de un sistema S, entonces, por ejemplo, el vector
das se conectan por el vector R(t). & asociado al eje Z' de S’ cambia en el tiempo
Una réplica paralela del sistema S’, . .
pero con su origen en O gira, en ON respecto al sistema S pero, como ya se dijo,
torno a este origen con velocidad . N0 cambia con respecto a S’. Formalmente esto
se expresa

T T
% #0 pero, por definicidn, % =0

S S’

[lustrandose asi que las derivadas temporales calculadas en sistemas de referencia
distintos pueden ser diferentes.

Para definir la relacidén entre un sistema de referencia S y otro S’ se utilizan dos
vectores:
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- el vector R(t) que va desde el origen de S al origen de S’ y
- el vector Q(t) que es la velocidad angular de la orientacion de los ejes {X', Y, Z'}
de S’ con respecto a la orientacién de los ejes {X,Y, Z} de S.

Una buena forma de comprender el significado de Q se logra considerando una
réplica de los ejes {X',Y’, Z'} que se obtiene por traslacién paralela de los ejes de
S’ hasta O, El vector Q es la velocidad angular de estos ejes, representados con
lineas a trazos en la figura 7.1, con respecto a los ejes de S.

Ejemplo. Se puede tener ejes fijos a una mesa (sistema S). El sistema S’ puede
ser un libro que es movido en circulos sobre la mesa manteniendo sus aristas
siempre paralelas a las de la mesa. En tal caso Q=0 porque los ejes de S’ no
rotan con respecto a los ejes de S. El movimiento circular del libro es descrito
por R(t).

Una notacién compacta es
(S,S") ~ [R(t), Q(t)] (7.1.1)

Los vectores R y Q estan definidos en S. Por otro lado, desde S’ los ejes de S
rotan en —Q)(t) y la posicién de O con respecto a O" es —R(t). Entonces

(S',S) ~ [—R(t), —Q ()]

7.1.3. Derivadas de vectores en distintos sistemas de refe-
rencia

7.1.3.1. Derivada de un vector unitario

Sea una funcién vectorial g(t) de magnitud constante que, sin pérdida de gene-
ralidad, se puede definir unitaria:

b(t) - b(t) =1 (7.1.2)

lo que implica que

B(t)-b(t) = 0. (7.1.3)
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Para un valor fijo de t se puede considerar el plano que definen b(t) y b(t). En
este plano se puede escoger una base (1,7) de tal modo que se puede escribir

b = {cos a(t) +7sin o(t)
(7.1.4)
b = (—Asinalt)+cosax(t)) &
y es trivial ver que se satisface (7.1.3). La velocidad angular de b en este instante

t claramente tiene magnitud « y apunta perpendicular al plano en que estan los
vectores Ty 7, por lo tanto es Q = &k, por lo cual es inmediato comprobar que

b=0xb. (7.1.5)

7.1.3.2. La derivada del vector posicidon en dos sistemas de referencia

Sea un sistema de referencia S en el cual se ha
escogido vectores base (1) ,_;,; y un sistema de
referencia S’ con base Wa)a:1,z,3 que se desplaza
y rota con respecto al primero. De la figura (7.2)
se ve que T = R-+7". Al derivar esta relacién con
respecto al tiempo se tiene

dr L dr’
-] =R - 7.1.6
. (&)~ (&), mo
Figura 7.2: Posicién de un mis-

mo punto P desde el sistema de pero (dr’/dt)s cambia porque no es constante
’Efzrencl’ar S y desde otro ' q“el en su propio sistema de referencia S’ y cambia
se desplaza y rota con respecto a por lo ya descrito en (7.1.5), dando

primero.
g g}
(%) = (‘%) LOXT(T.1T)
S N

TR+ 40 x7. (7.1.8)

de donde resulta que

La expresién (7.1.7) puede ser generalizada a otras cantidades vectoriales escri-

biéndose . .
dB dB > o
=) === 1.
(dt>s (dt)ymxg (719
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donde g(t) es alguna cantidad fisica de naturaleza vectorial.

AFIRMACION: Si (So,S]) ~ [ﬁ],ﬁo]] Vi (S],Sz) ~ [ﬁz,ﬁ]z] se puede afirmar
que (So, S2) ~ [Ry + Rz, Qo2 = Qo1 + Q1,]. En palabras: si la velocidad angular
de S; es Qg con respecto a Sy y la velocidad angular de S, es Q;, con respecto

a S; entonces la velocidad angular de S, con respecto a S es
(5_02 = ﬁo] —+ ﬁ]z (7.1.10)

Lo anterior se puede resumir diciendo que las velocidades angulares relativas se
suman vectorialmente.

Para demostrar esto se hace uso de (7.1.9) con B una variable vectorial cualquiera

dB dB . a
So S

dB . .
= [ = Qy x B 7.1.11
(dt>5 + OZX ( )

2

pero también es cierto que

dB dB . .
=2 == a
(&) (a) +OnxB
S S,

Si esta dltima relacidn se reemplaza en la primera y el resultado se compara con
la segunda relacién se concluye (7.1.10).

7.2. Velocidad y aceleracion en un sistema no
inercial

La férmula general (7.1.9) serd utilizada para relacionar la cinematica descrita
desde dos sistemas de referencia diferentes.

Considérese la descripcion del movimiento de un punto P visto desde los sistemas
de referencia S y S’ que tienen una velocidad angular relativa Q). La posicién de
P es ¥(t) con respecto a S y es 7/(t) con respecto a S’ y la relacién entre ambos

vectores posicion es .
T(t)=R({t)+7'(1) (7.2.1)

El vector R es el que va desde O a O'.
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P Directamente de (7.1.9) se obtiene que

=1(t .
(dr ( )) — V() + O(t) x (1) (7.2.2)
r(t r'(t) dat /g
Combinando las dos dltimas relaciones se deduce
R(t o’
o que

Figura 7.3: El punto movil P es V() =R+V(0)+ Q1) x (1) (7.23)

visto desde un sistema de referen- . ., .
cia S con origen en O y desde un Al tomar la derivada de la relaciéon anterior con

sistema de referencia S’ con ori- respecto al tiempo en el sistema S se debe calcu-
gen en O’ tal que R es el vector |ar primero
posicién de O' con respecto a O. FY 4’

; / Y Y =
Los ejes de S. rotan con respecto _ + 0O xv' (7.2.4)
a S con velocidad angular Q. dt /¢ dt /o,

El primer término de la derecha es la aceleracién @’ en S’. La derivada del
segundo término del lado derecho de (7.2.3) es

dAx#))  (daQ = (a7
<7dt ) - (E) ),
S ) S
- ﬁx?'+ﬁx(\7'+(éxw)> (7.2.5)

donde se usé (7.2.2) para escribir el (ltimo paréntesis. De todo lo anterior la
aceleracién resulta ser

« - ()
dt /

_ R (WY (40X

B dt / dt

= R4+a' +0xvV+0x7+Qxv +Q x (ﬁ x?’)
que se puede ordenar para obtener

&':&—ﬁ—ﬁx(ﬁx?’)—2ﬁx§’—ﬁx?’. (7.2.6)

De los cinco términos del lado derecho, el tercero, —Q x (.6. X F’), se llama

aceleracién centrifuga y el cuarto, —2 Q x V', se llama aceleracién de Coriolis y
el ultimo se llama aceleracion transversal.
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7.3. La ecuacion de movimiento en un sistema
de referencia no inercial

La ecuacién de Newton m a = F, valida en el sistema de referencia inercial S,
toma en el sistema de referencia arbitrario S’, la forma

Al

ma@ =F—mR—mQ x (ﬁ X F’) —2mOQxvV —mQx¥ . (7.31)
El primer término a la derecha es la fuerza total que se tiene en el sistema de
referencia inercial S. A cada uno de los cuatro términos restantes a la derecha
se les suele llamar seudofuerzas. De ellos, aquel que es cuadratico en Qesla
seudofuerza centrifuga y el que sigue es la seudofuerza de Coriolis. El dltimo
término se denomina seudofuerza transversal.

—mQ x (ﬁ x ') fuerza centrifuga
—2mQ x v’ fuerza de Coriolis

—mQ x 7' fuerza transversal

La designacién “seudofuerzas” no es universal. También se usa las expresiones
b M - - " i 1 " i M M "
fuerzas ficticias”, “fuerzas de d' Alembert” o “fuerzas inerciales” .

En un sentido estricto la Tierra no es un sistema inercial y se verd algunos
ejemplos que muestran los consecuentes efectos asociados a las seudofuerzas.
Sin embargo para muchos otros fenémenos los efectos noinerciales de la Tierra
son tan pequeios que es razonable despreciarlos.

El sistema de referencia S’ de un ascensor al que se le acaban de cortar los cables

es no inercial. Cae a lo largo del eje Z con aceleracién R= g. Respecto al edificio
S no hay rotacién, esto es, Q=0 por lo que la ecuacién de movimiento de un
objeto P soltado dentro del ascensor S’ que caees md’' =mg—mg =0, es
decir, P se mueve con velocidad v’ uniforme. En S’ el cuerpo flota libremente. «

Ejemplo 1. Normalmente una plomada es un péndulo en reposo y sirve para
determinar la direccidn vertical: la direccion de la tensiéon, péndulo en reposo,
define la vertical. En el caso de un vehiculo S’, representado en la figura 7.4, con
aceleracién horizontal constante dzﬁ/dr2 = d = a?, con respecto a un suelo S
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_a inercial, la masa en el extremo del hilo de un
péndulo en reposo, con respecto al vehiculo,
estd sometida a las fuerzas: tensién T del

hilo y a su propio peso, mg = —mg K. La
OR®) ONG) ecuacién (7.3.1), tomando en cuenta que
"=0sereduceaT=—m (§g—a).

Figura 7.4: En el interior de un carro ) ) B
con aceleracién constante @ hay un pén- Es decir, la plomada determina una ‘“ver-

dulo en reposo con respecto al carro. tical” que apunta en diagonal hacia atrds

si a > 0. Si alguien camina hacia adelante
dentro del vehiculo tendra la sensacién de estar subiendo por un plano inclinado
caracterizado por una pendiente « tal que tan x = a/g. «

Considérese un sistema S’ de ejes coordenados con
origen en el centro del Sol y tal que un satélite
(puede ser la Tierra) estd siempre sobre el eje X'.

Este sistema S’ estd rotando a la velocidad angular
d) del satélite. Esta vez Q = d)ﬁ mientras que
R = 0 todo el tiempo. Entonces 7/ = x”\’ pero
. es natural llamar v a X/, por lo cual ¥/ = r?/,
e v/ =11T'y d’ =1/, es decir, por eleccién de las
Figura 7.5: Se puede descri- coordenadas en el sistema S’ la aceleracién sélo
bir el movimiento de un planeta apunta en la direccién del eje X,'.
desde dos sistemas de referencias
centrados en el Sol. Uno de ellos
es inercial y el otro gira de modo d

que el planeta estd siempre sobre  my 1’ = ]_fgrawit +m d)z 1 — ma ((b 1»2> /)\’ .
el eje X’ r dt
(7.3.2)

Al igualar separadamente los coeficientes de los dos vectores unitarios se obtiene

Trabajando la ecuacién (7.3.1) se obtiene que

que 5 (cb T ) = 0, es decir, md)rz = { es constante y la ecuacién de movimiento

en S’ se reduce a

GMm 0 d GMm ¢
mi = — + ——— (= 7.3.3
2 mr3 dr T 2mr? ( )
Asi se ha obtenido la ecuaciéon de movimiento unidimensional de una particula
sometida a una energia potencial — GMm + 2er que contiene la energia potencial

gravitacional y al energia potencial asoaada a la seudofuerza centrifuga. «
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Ejemplo 2. La figura 7.6 representa un aro que gira con velocidad angular
Q en torno a un eje vertical que pasa por el centro del aro. El aro barre una
superficie esférica. Una particula puede moverse a lo largo del aro sin ningln
tipo de roce. Para escribir la ecuacién de movimiento se usard el sistema de
referencia no inercial que gira solidariamente con el aro y en este sistema se
escoge coordenadas polares en la forma que se muestra en la figura. Puesto que
tanto la velocidad angular como g son verticales, se escriben en forma similar:

g=g (?cos@—@sine) ,

ﬁ:Q(é\sine—?cose). -0

Para el caso presente la ecuacién (7.3.1) debe ser
considerada con el vector R nulo. La ecuacién de
movimiento completa tiene una componente a lo lar-
go de T que solo sirve para determinar el valor de la
normal y tiene otra componente a lo largo de 0 que
es la que mas interesa. La posicion de la particula
en S’ estd dada por ¥’ = R? y las derivadas de los
vectores unitarios son

$=00, 0=-07%. (7.3.4)
Figura 7.6: Aro gira en torno
a diametro vertical con velo-
cidad angular constante. Una
particula puede deslizar por él.

Puesto que ¥/ = R7 se obtiene que
v =R6O, @' =R (é@—éz?) .

Con estas expresiones se puede comprobar, por ejemplo, que tanto QO como g
son constantes. La seudofuerza centrifuga se puede calcular y resulta ser

—m G x (G xF') =mQ*Rsin (7 sin6+ 0 cos 6) (7.3.5)

y la seudofuerza de Coriolis apunta en la direccidn Kk, perpendicular al plano del
aro, por lo que sélo contribuye a la determinacién de la normal.

Las fuerzas y seudofuerzas (7.3.1) que tienen componente a lo largo de 0 son el
peso y la seudofuerza centrifuga por lo que la ecuacién queda

mRO = —mg sin® + m Q*R sin O cos O (7.3.6)
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Figura 7.7: Forma del pozo definido en (7.3.7) en los casos en que el punto asociado a © = 0
es inestable o estable.

que puede ser vista como un problema con energia potencial U,
2

RQ
U=mgR (

49
ya que —dU/d(RO) da la fuerza que aparece a la derecha en la ecuacién de
movimiento (7.3.6). Si 6 = O la fuerza se anula, es decir, es un punto de
equilibrio, pero jes estable? La fuerza también se anularia si se cumpliera que

9
R Q?

cos(20) — cos 6) (7.3.7)

cosO =

pero esta relacién no puede ser cierta bajo cualquier condicién porque es necesario
que el lado derecho sea menor que 1. Es decir, aparece un segundo punto de
equilibrio cuando se cumple

o> 9.

~

El resto del ejemplo puede ser desarrollado como trabajo personal. Se deja como
ejercicio demostrar que 8 = 0 es estable cuando la desigualdad anterior no
se cumple, mientras que el segundo punto de equilibrio es estable cuando esta
desigualdad si se cumple.

Ejemplo 3. Se considera una particula que se puede mover en una circunfe-
rencia de radio R que estad en un plano vertical. El centro O’ de la circunferencia
rota en torno al origen O vy la distancia entre O y O es R. Se escoge los ejes X
y X' verticales hacia abajo como se aprecia en la figura B.2 de modo que

g=g7, ﬁ:_—o-/l\/)
7 =Rp, V' =Rodp, d =Rdd—RP*p. (7.3.8)
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El vector desde @ a @ es R = Ry
R=0O xR=-ROK’

de donde

—

R—=0 x R = —RQ%"

Las fuerzas cuya suma es el término F en (7.3.1) son
la suma del peso y la normal:

]_:)ngl\,—N]ﬁ—Nzﬁ/.

Figura 7.8: El sistema de

Es facil demostrar que referencia tiene origen en O
o P N y O, que rota en torno a O
feentit = MO Rsing 77, (7-3-9) dibujando una circunferencia

FCoriolis _ Zm_QR(i) cos b R ) (7.3.10) horizontal es el origen de S'.

La aceleracién a’ explicitada en (B.3.1) tiene componentes a lo largo de p y de
AN ., . . .y N

¢®. Puede comprobarse que la ecuacién de movimiento en la direccién ¢ resulta
ser

mR = —mgsin ¢ + mRQ? cos d + mMQ?Rsind cos ¢ . (7.3.11)

Esta ecuacién garantiza que la energia

E= %mRZd)z +U(d) (7.3.12)
donde 5
U =—mgR (cos b+ % (sin b+ % sin? d))) (7.3.13)

se mantiene constante. Con el parametro adimensional
= RQ?/
Y= g

se puede caracterizar diversos tipos de soluciones.

Ejemplo 4. Una vara de largo Ry gira en un plano horizontal con un extremo
fijo a velocidad angular constante Q. Al extremo movil de la vara estd unido
un resorte de largo natural nulo cuyo otro extremo tiene una particula de masa
m. El sistema masa-resorte tiene frecuencia natural w y se cumple w > Q.
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Lo que hace menos trivial este problema es que el punto fijo del resorte estd
fijo al sistema no inercial S’ y a distancia Ry del eje de rotacién (y se escoge
como origen de S’), a lo largo del eje X'. Se escoge el eje Z en la direccién de la
velocidad angular, el eje X' se escoge radial al movimiento e Y’ en la direccién
®. La ecuacién de movimiento (dividida por m) es

XT+97 =—-w? (¥T+y'9)
+RQM— 2k x (kK x (¥4 +y' %)) (7.3.14)
=20k x (Vi T+V,9).

Aunque no se ha puesto primas, todos los vectores unitarios corresponden a los
ejes de S’. El primer término a la derecha proviene de la fuerza arménica (resorte),

el segundo es el que proviene de —mR, los términos tercero y cuarto provienen de
las seudofuerzas centrifuga y de Coriolis respectivamente. La ecuacidn se reduce
a dos ecuaciones escalares

% = ReQ?— (w2 — Q)X +207, § =—(w?— 0y —20x. (7.3.15)

Existe una solucién estatica trivial que corresponde a y’(t) =0, X' =0y x' =0
que arroja un valor xj de X/,

. ReQ?

Xy = ————— i es estable?

7.4. Nave espacial con anillo que rota

Para hacer largos viajes espaciales es conveniente que los astronautas vivan en un
ambiente que simule la gravedad terrestre. Esto se logra con una nave que tenga
al menos una parte en forma de gran anillo que esté rotando con la velocidad
angular apropiada.

Considérese una nave que, como por ejemplo la de la figura 7.9, se mueve en
el espacio interestelar con velocidad uniforme, esto es con dzﬁ/dt2 =0, y tiene
una parte con forma de gran anillo de radio 1y como la que se describe en la
figura 7.10. El anillo gira con velocidad angular Q perpendicular al plano de la
figura.
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Se denomina X Y a los ejes cartesianos en el sis-
tema inercial y ejes X' Y’ los ejes fijos a cada
anillo que rotan. Ambos sistemas de ejes tienen
su origen en el centro de giro del anillo. La velo-
cidad angular del anillos con respecto al sistema
de referencia inercial, es QO=0%k

Sobre un cuerpo soltado muy cerca del suelo no
esta actuando fuerza real alguna. La ecuacién de
movimiento (7.3.1) para este caso es

X = Q% (7.4.1)
y numéricamente se desea que ésta sea la acele-
racion de gravedad terrestre, es decir, el diseiio
tiene la condicién

Q’rg=g. (7.4.2)
Puede verse que si 1y es de algo menos de un
kildémetro entonces la nave debe girar aproxima-
damente dando una vuelta por minuto. Un cuerpo
que se mueve por el “corredor central” de la nave
mantiene p = 1y constante (p = 0) y tanto la
seudofuerza centrifuga como la de Coriolis apun-
tan radialmente:

ﬁcentrof + ﬁCoriolis - mQrO <2d) + Q) 6

y puede hacerse cero. La ecuacién de movimiento
completa tiene aceleracion y fuerzas solo en la
direccién P, incluyendo la normal N = —Np, y
es

—N 4+ mQr, (2¢ + Q)
N =mro (b + Q)2

—m (rocbz) =
=

Sin embargo, si se deja caer un cuerpo desde el

Figura 7.9: Nave espacial con
parte toroidal que rota en torno a
su eje principal para simular grave-
dad .

Y Y

-
e}

techo

suelo

Figura 7.10: La nave tiene gran
anillo (toroide se seccién rectangu-
lar) que rota. El radio desde el cen-
tro al suelo es vy y hay un “techo”
a altura h del suelo, como lo mues-
tra la figura.

Figura 7.11: Se suelta una
particula desde el punto A del te-
cho y “cae” hasta el suelo.

“techo” de la nave, se puede deducir que la caida no es vertical (radial).
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Ejemplo. Desde un punto A del techo de la nave se suelta una particula P,
en reposo con respecto a la nave. En el suelo, vertical bajo A estd el punto B,
figura 7.11. La particula P golpea al suelo en el punto A’ en el instante en que el
punto B ha llegado a la posicién B’. j Cudl es el largo del arco A’B’? Sea 1 es la
distancia del centro al suelo y 17 la distancia del centro al techo. En el sistema de
referencia inercial el cuerpo P en “reposo” en A tiene velocidad v = Qry y sale
tangencial a la circunferencia de radio 1 hasta llegar a distancia 1, del centro (el

suelo). Esa cuerda tiene largo /15 — 14, por lo que tarda t = /13 — 12/(Qry).

El dngulo o = AOA’ satisface cos pa = :—(‘) o, equivalmentemente tan p =

\/T5 —13/71. En el tiempo transcurrido, el punto B llega a B’ y el dngulo BOB’
es Qt:

72
AVAI ]

d)B:Qt: :tan(bA-

T

Si se define b = % el arco A’B’ al mds bajo orden en & es

2\/ZT'0 3/2
Té .

Usando 1y = 1000m y h = 1y — 11 = 10m se obtiene que este arco es de casi
96cm.

7.5. Efectos de la rotacion de la Tierra

7.5.1. Cuestiones generales

La Tierra tiene un movimiento bastante complejo: (a) gira en torno al Sol, movi-
miento que se suele llamar “de traslacién” ; (b) gira sobre si misma; (c) su eje de
rotacién tiene un movimiento de precesién con un periodo de casi 28 siglos (el
eje barre un cono de apertura de 47°) y (d) el eje también tiene un movimiento
de nutacién con periodo de 18,6 afios. Este ultimo es un movimiento del eje
definiendo un movimiento cénico que a su vez oscila.

Considerando un plano alejado de la Tierra, paralelo al plano de su érbita eliptica,
el eje de rotacién de la Tierra forma un dngulo de 23° con la normal a ese
plano y el movimento de precesidn dibujaria una circunferencia es ese plano. El
movimiento de nutacién determina que sea una “circunferencia ondulada”.
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El efecto que tienen esos movimientos en la calidad
de sistema no inercial de la Tierra en experimentos
que se hacen a escala humana son despreciables ex-
cepto por el movimiento de rotacién de la Tierra en
torno a su propio eje. En lo que sigue, por tanto,
se supondra que existe un sistema inercial S fijo al
centro de la Tierra y un sistema no inercial, también
fijo al centro de la Tierra, tan solo que este ultimo
tiene ejes fijos a la Tierra, girando con ella.

Asi el sistema S’ = {0, (X, Y, Z)}, fijo a la Tierra, Figura 7.12: Coordenadas
rota con velocidad angular Q constante con respecto ©sfeéricas sobre la superficie de
al sistema inercial S = {O, (X,Y,Z)}. En tal caso fa Tierra.

R=0 y Z' = Z, entonces O = OK. Los vectores posicién, velocidad y acele-
racion de un cuerpo P en la Tierra son, como siempre,

"= zKk+pp
"= ik+pp+pdd (7.5.1)

"= iﬁ+(b —pdsz) ﬁ+(2€>d>+pdi> b

<l =y

ST}

donde p es la distancia desde el eje de rotacidon de la Tierra al punto mévil P
y el dngulo ¢ define el meridiano en el cual esta P, es decir, es la coordenada
cilindrica ¢ de P con respecto al eje X’ fijo al sistema noinercial S’.

Se considerard a la Tierra como un sistema con velocidad angular QO constante
con respecto a un eje fijo, que une al polo norte con el polo sur, la velocidad
angular de la Tierra es aproximadamente

Q1 ~7 x 107 =0,00007 [radianes/segundos] .
El radio de la Tierra es Ry ~ 6,37 x 10°m.
Las dnicas seudofuerzas en S’ (descritas en coordenadas cilindricas) son
ﬁcentrif - sz P 6) ffCorioIis =2mQ (pd) 6 - p a\)) . (752>

La aceleracién centrifuga en el ecuador es R1Q2 = 0,03 -1,
T ) seg

La velocidad angular de la Tierra alrededor del Sol es Qs ~ 2 x 1077 [radia-
nes/segundo].
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Todo el andlisis se hard como si la Tierra estuviese aislada de toda influencia
externa y su centro puede ser considerado fijo en un sistema de referencia inercial.
En particular se despreciara los efectos que pudieran provenir de la rotacién de
la Tierra alrededor del Sol, los que son muy pequenos.

El vector radial desde el centro de la Tierra y el vector unitario, tangencial a la
superficie esférica y hacia el Sur, expresados en la base de vectores asociados a
coordenadas cilindricas, son
AN AN
S zk + pp 6— zp — pﬁ

NeErh NeErh

N Y 1/ . Y . ./
El vector ¢ comin a coordenadas cilindricas y esféricas apunta en direccién Este.

Se analizard los efectos de la rotacion de la Tierra sobre un cuerpo que se mueve
cerca de la superficie de ella, es decir, se toma g con valor fijo. La fuerza total
sobre este cuerpo, entonces, es

Frotel = £+ m g (7.5.3)

donde f es la suma de las fuerzas reales: de resorte, de roce, de viscosidad etc
excepto el peso que se ha escrito en forma explicita.

La ecuacién de movimiento del cuerpo es
m&’:Fijg—mﬁx(ﬁx?’)—ZmﬁxV’. (7.5.4)

La fuerza centrifuga: Si se analiza el término centrifugo se vera que es una
fuerza perpendicular al eje de la Tierra, apunta hacia afuera y depende de la
latitud, es decir, depende del angulo © de coordenadas esféricas. Esta fuerza solo
depende de la posicién en la Tierra del objeto y resulta natural sumarla con el
término de peso produciendo:

glocal = g—ﬁX<QXF/)

= 9% |8 __?)op (7.5.5)

que define la aceleracion de gravedad que efectivamente actla en ese lugar.
Notese que local NO apunta hacia el centro de la Tierra debido a la aceleracién
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centrifuga. En particular, por tanto, una plomada apunta hacia el centro de la
Tierra tan solo en el Ecuador y en los Polos. A la aceleracién de gravedad se le
agrega un vector en la direcciéon p que es perpendicular al eje de rotacién de la
Tierra. El denominador /z% 4 p? puede ser aproximado al valor R, del radio de
la Tierra.

& De lo anterior justifique que la superficie del agua en la desembocadura del
rio Mississippi esta mas distante del centro de la Tierra que su superficie varios
kilémetros “rio arriba”.

& Calcule, para un punto a nivel del mar, la razén entre el valor de la aceleracion
centrifuga en el ecuador, debido a la rotacion de la Tierra sobre su eje, y la
aceleracion de gravedad.

& Compruebe que al comparar numéricamente los dos términos que hay en el
gran paréntesis redondo en (7.5.5), el primero es mds de 200 veces mds grande
que el segundo.

La fuerza de Coriolis: La fuerza de Coriolis es Fogriois = —2m Q x v'. La
Tierra gira hacia el Este, por lo que la regla de la mano derecha da que Q apunta
del polo Sur al polo Norte. La expresidn para esta fuerza en coordenadas esféricas
es

Feoriolic = 2mQ (”r\r’ci) sin?0+01'psinOcosd — b {i"sine +1'0 cos@}) .

Los vectores unitarios apuntan: T hacia arriba, 0 hacia el Sur y c/l\) hacia el Este.

Cuerpo que sube: Este es un casoenelcual t>0,0=0y ¢ =0y la fuerza
de Coriolis se reduce a
¢ (—2mQ71'sin 0)

que es una fuerza que apunta hacia el Oeste. Por ejemplo, el aire que se calienta
en contacto con el suelo caliente en las zonas tropicales sube y la fuerza de
Coriolis hace que se desvie hacia el Oeste. En todo el globo, los vientos que
dominan en el Ecuador van hacia el Oeste. Si, por el contrario, se deja caer un
cuerpo desde el reposo, la fuerza de Coriolis lo desvia hacia el Este.

Combinada con el efecto sobre los aires que en latitudes polares se enfrian y
bajan se obtiene el efecto neto que los vientos y océanos en zonas de tamano
continental tienden a tener un movimiento rotatorio que es (mirado en un mapa)
tipo punteros de un reloj en el hemisferio Norte y en el sentido contrario en el
hemisferio Sur. Ejemplo: la corriente de Humbolt. El efecto sobre costas Oeste es
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Figura 7.13: La fuerza de Coriolis es la principal responsable del sentido de las corrientes
marinas dominantes en los grandes océanos. En el hemisferio norte giran como los punteros
de un reloj, y en el hemisferio sur lo hacen en sentido contrario.

que acercandose al trépico los aires son cada vez mas secos y de ahi la existencia
del desierto de Atacama, el de California y el de Namibia.

Cuerpo que se mueve hacia el Sur: Este es un caso en el cual + =0, 8 > 0
y & =0y la fuerza de Coriolis se reduce a

) (—ZmQr 'O cos 9)

que apunta hacia el Oeste en el hemisferio Norte (0 < 71/2) y apunta hacia el
Este en el hemisferio Sur (/2 < © < 7). En torno a una maxima de presién
los vientos en el hemisferio Sur tienden a girar contra los punteros del reloj.
Esto refuerza el efecto ya dicho en torno a los aires que suben o bajan y que
determinan los vientos y corrientes marinas dominantes.

Por ejemplo, el tren que va de Santiago a Concepcidn se apoya més en el riel Este. Las aguas
del Nilo, que en el hemisferio Norte fluyen hacia el Norte (9 < 0), sienten una fuerza hacia el
Este por lo que esa rivera es levemente mds alta.

Cuerpo que se mueve hacia el Este: Este esuncasoenelcualt=0,0=0
y & > 0y la fuerza de Coriolis se reduce a una expresién que se escribe en forma
muy sencilla en coordenadas cilindricas

2mQdpp.
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Esta fuerza es paralela a la fuerza centrifuga y aumenta o disminuye el efecto de
la centrifuga segin el signo de ¢. En efecto, un cuerpo que se mueve horizon-
talmente de Oeste a Este experimenta una fuerza de Coriolis paralela a la fuerza
centrifuga. Si se mueve de Este a Oeste estas dos fuerzas son antiparalelas.

© De todo lo anterior se puede comprender que Buenos Aires tiene
clima hdmedo y Santiago tiene clima seco.

& TOmese un sistema de referencia S’ con origen en el centro O de la Tierra 'y
que gira solidariamente con ella, y otro sistema S con el mismo origen pero que
no gira. Si un cuerpo, en reposo con respecto a la Tierra S’, es soltado desde una
altura h del suelo, tiene un momento angular en S que es { = (Ry+h)? Q donde
Ry es la distancia desde O hasta el suelo. Se sabe que { se conserva porque solo
esta actuando una fuerza central, pero h va cambiando a medida que el cuerpo
cae, por tanto la velocidad angular del cuerpo, visto desde S, también va a ir
cambiando para poder conservar el valor de £. Analice desde este punto de vista
en qué direccion se desvia de la vertical el movimiento a media que cae (norte,
sur, este, oeste).

© PENDULO DE FoucAuLT: El siguiente problema es sélo para quie-
nes les atrae hacer anélisis prolijos y complejos. Ya se sabe que un péndulo
plano es un péndulo que oscila en un plano fijo. Este resultado, sin em-
bargo, es vélido tan solo en un sistema de referencia inercial. La Tierra al
girar, sin embargo, hace que el movimiento sea diferente. Un caso trivial
de analizar es el de un péndulo oscilando justo en el polo Sur. El péndulo
mantiene su plano fijo mientras el terreno bajo el péndulo gira en torno al
eje que pasa justo por el punto fijo en el extremo superior del hilo. Para
alguien parado junto al péndulo le va a parecer que el plano del péndulo
va girando (es la Tierra y no el péndulo quien gira) y completa una vuel-
ta completa en 24 horas. Analice el caso de un péndulo en Santiago y
compruebe que el plano del péndulo hace un giro completo en un tiempo
T = 2m/(Q cos 0) donde Q) es la velocidad angular de la Tierray T —0
expresado en grados es la latitud de Santiago. Un péndulo suficientemen-
te estable que permita observar este fendmeno se denomina péndulo de
Foucault.
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7.5.2. Desviacion en caida libre

Consideremos un cuerpo en reposo que, en el Ecuador, es dejado caer desde una
altura h de la superficie de la Tierra. La figura 7.14 muestra el plano ecuatorial
y los ejes cartesianos del sistema S’ que gira solidariamente con la Tierra.

Si S tiene sus ejes centrados en el centro de
la Tierra, se tiene que R = RO de donde
R = RQ) y R = —RQ%* = RQ?%’, que es
despreciable. Se ha identificado p = —j’. Des-
preciando la fuerza centrifuga, la ecuacién de
movimiento es

Figura 7.14: Plano del ecuador y NIV Y
ejes del sistema S'. X+ = ¢’ — 20K x (X1 +195)

y las condiciones iniciales son x'(0) = 0, X'(0) =0, y'(0) =0, y’(0) = 0. La

ecuacidn se separa en

X o= 20v,
i = g—20%.

De la primera se obtiene X' = 2Qy’ que se reemplaza en la segunda, lo que da
§'=g-40°y ~g.

Tanto este dltimo término como también la correccidén a la aceleracién de gra-
vedad son de orden Q? y las despreciamos, por lo cual iy’ = gt y finalmente

yotg, = = 2
2777 g

que es muy conocido. Regresando a X’ = 2Qy’ = Qgt? se obtiene

3/2
. Qg [2n\”
X =—|— .
3 \g
Si una particula se lanza desde una altura de unos 60 metros la desviacién x es
casi un milimetro.
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7.5.3. Aproximacion al péndulo de Foucault

Se desea estudiar el efecto de la fuerza de Coriolis sobre el movimiento de un
péndulo plano en cualquier punto de la Tierra. En un sistema inercial la ecuacién
se reduce a la forma Rdﬁ = —gsin @, pero si la amplitud de oscilacién es pequeiia,
el factor sin ¢ se puede aproximar a ¢ de modo que la ecuacién se reduce a la
de un oscilador horizontal simple.

En el caso actual se estudiard el efecto de la fuerza de Coriolis sobre el movimiento
de un oscilador horizontal simple. La ecuacidn es

mr = —k¥ —2mQ x 7. (7.5.6)
t
resorte Q
VA / \
en plano XZ
A oY
0] A
_~P
@ X

Figura 7.15: Un péndulo de pequefia amplitud puede ser aproximado a un oscilador horizontal
con frecuencia caracteristica w = /g/R. La velocidad angular Q ests, por definicion, en el
plano XZ y forma un dngulo A con el eje X. El resorte estd en el plano horizontal XY y define
la direccién p.

En la figura 7.15 se representa un plano horizontal local y ejes cartesianos tales
que Z es el eje vertical local, mientras que X e Y son ejes en el plano. Tal como
lo sugiere la figura, en el plano XY se usa coordanadas polares. El eje X se escoge
en el plano que definen Z y el vector Q de la velocidad angular de la Tierra y A
es el angulo entre Q y X de modo que

Q =KsinA+ (pcosd — $sin ) cosA. (7.5.7)

Se supondrd ademads que la frecuencia w del oscilador es mucho mds grande

que Q,
w > Q. (7.5.8)

Se desea estudiar el efecto de la fuerza de Coriolis sobre el movimiento de un
péndulo plano en cualquier punto de la Tierra. En un sistema inercial la ecuacién
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se reduce a la forma Rp = —gsin ¢, pero si la amplitud de oscilacidn es pequeia,
el factor sin ¢ se puede aproximar a ¢ de modo que la ecuacién se reduce a la
de un oscilador horizontal simple.

De la ecuacién vectorial completa se extrae la ecuacién a lo largo de p que no

. . V2 . . .- 7 N
presenta sino la descripcién de las oscilaciones y de la ecuacién a lo largo de ¢
se obtiene el giro de la direccién de oscilacién. La ecuacién que resulta es

20b 4+ pd 4+ 2pQsinA =0. (7.5.9)

Para proseguir se hace las siguientes hipétesis:
p oscila con frecuencia w, esto es, p x w
¢ varfa debido a Q por lo que ¢ x Q (**)
lo anterior sugiere que d) x Q?

Se hace razonable, a la luz de (7.5.8), despreciar el término pd que hay en
(7.5.9). Se despeja entonces que

b =—QsinA (7.5.10)

que es consistente con (**).

Puesto que el oscilador oscila en forma simétrica con respecto al origen, se con-
sidera que su periodo de precesién corresponde a haber rotado 180°, esto es

7T 7T
Tplrecesion = 5 = OsinA

(7.5.11)

Por otro lado el periodo de rotacién de la Tierra es Trierra = 71/Q = un dia, se
despeja que QO = 27t/(24 horas) lo que determina que

24 horas
Tprecesion = m .

(7.5.12)
La precesion es de 12 horas en el polo y va aumentando al ir hacia el Ecuador,

donde diverge, esto es, no hay precesion.

7.5.4. En plano XY barra 2 gira en extremo de barra 1 que
gira

Como se ilustra en la figura 7.16 una barra de largo Ry gira con velocidad angular
Q); en torno al origen de un sistema inercial S;. En el otro extremo de la barra hay
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Figura 7.16: Barra de largo Ry gira con velocidad angular Q1 y en su extremo tiene barra
de largo R, que gira, con respecto a la primera barra, con velocidad angular Q.

otra barra de largo R; que gira, con respecto a la barra anterior, con velocidad
angular Q;. Se pide la tensién de la segunda barra usando el lenguaje de distintos
sistemas de referencia. Aparte del sistema de referencia S; inercial, la figura
adjunta muestra el sistema S’ que tiene origen comin con S pero cuyo eje X' es
solidario con la primera barra.

S: R=0, Q=0k
=R +Rp’ = V=R = a =—-RQ}p’

-

Feentit = —mQK x (Q-liz x (RiY + Ryp")) = mQ7 (R + Ryp’)
Feoriois = —2mOQik x RyQyd’ = 2mQ; Q,R,p”

con lo que la ecuacidon de movimiento es

—mRzﬂéﬁl = ﬁ+ mw% (R1/l\/ + sz)\/) + 2mQ1Q2R26’ .

S: R=Rip, Q=0.

Se define los vectores

ﬁ1 =Ry (Tcos Ot +7sin Q;t)
R; =R; (T cos Qyt +97sin Q,t) ,
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donde
T =Tcos Ot +7sin Ot
7" =%cos Ot —Tsin Oit,

En S: la posicién de P es ¥ = R; + R, esto es,

T = R;(TcosQit +7sin Qit) + Ry (Teos(Qq + Qy)t +75sin(Q; + Qy)t)
V. = RiQ; (—Tsin Qit +7cos Q;t)

+R2 (O + Qy) (—Tsin(Qq + Qz)t +5cos(Qr + Qr)1)
d = —RiQ}(AcosQt+7sin Qrt)

—Ry(Q + Q;)? Bcos(Qq + Qy)t +7sin(Qr + Q,)t)
= —OQIR; — (O + 0,)%R;.

En S’ El vector relativo R es nulo y la velocidad angular de S’ es Qk;

T RV + R, (Tcos Oyt +7sin Q,t)

o/

& Determine las seudofuerzas de este caso.

7.6. Problemas

7.1 Una vara con un extremo en un punto O fijo al sistema inercial S, gira con
velocidad angular constante Q) en torno a O en el plano XY de S.

El otro extremo de la vara de largo R, es

el punto O'. Se pide escribir la ecuacion ' A
de movimiento (7.3.1) para el punto ma-
sivo P, masa m, que gira, en torno a O’ P
con velocidad uniforme ﬁz con respecto R]f

a la vara, como lo indica la figura. (a) /\‘Qz
Obtenga la ecuacion de movimiento de P 0’

en el sistema de referencia S’ centrado

en O’ y que mantiene sus ejes paralelos a

los del sistema inercial S; (b) idem para el (o /
sistema S"”, también centrado en O pero

con sus ejes girando de tal modo que P siempre estd sobre el eje X".
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7.2 Dos particulas de masa m, unidas por un alambre rigido de masa des-
preciable y largo R, pueden moverse a lo largo del interior de un tubo.
El tubo esta girando barriendo un plano horizontal con velocidad angular
constante w.
a) Decida si la posicion simétrica (las particu- |
las en reposo y a igual distancia del centro de.
giro) es estable o no. b) Si el punto medio ‘
del alambre ahora es colocado a una pequenia
distancia d del centro de giro ; Qué rapidez,

con respecto del tubo, tiene el sistema cuando esa distancia crece hasta
el valor R? ¢c) Compare la energia inicial y final del movimiento anterior y
comente.

7.3 En dos dimensiones la posicion de O' siempre puede escribirse como R =
R(t) (Tcos d +9sin §) donde ¢ = & (t). Se escoge ' en la direccion de

—

R, es decir, por definicion R = R’]V . Es tal caso la velocidad angular Q,
apunta en la direccion perpendicular al plano y su magnitud es & donde
cosx =7 7. Determine Q) en general. Luego especialice su resultado al
caso d = wt yR =Ry exp[B wt], donde B es una constante cualquiera.

7.4 Un anillo de masa m se puede mover solo a lo largo de un vara que tiene un
extremo fijo O y gira, en el plano XY del sistema inercial S, con velocidad
angular Q. El anillo estd unido a un resorte (enrollado a lo largo de la
vara), de largo natural py y constante eldstica k. Escriba la ecuacion de
movimiento del anillo en el sistema S’ que gira junto a la vara (la vara es
el eje X'), obtenga su punto de equilibrio y las pequefias oscilaciones en
torno a él.

7.5 Una vara gira en un plano con velocidad angular constante Q= 0ok
barriendo un plano fijo. Una cuenta de collar de masa m puede deslizar
por la vara. El contacto cuenta-vara se caracteriza por los coeficientes de
roce W ¥ Wq. No hay gravedad. Si S es un sistema de referencia inercial
fijo al plano de giro y S’ es un sistema de referencia noinercial cuyo eje
X' coincide todo el tiempo con la vara, determine (a) la fuerza centrifuga
y de Coriolis que acttian sobre la cuenta en el sistema de referencia S'.
(b) Obtenga la ecuacion de movimiento de la cuenta y la ecuacion que
determina la fuerza normal. Decida bajo qué condiciones (si es que hay
alguna) la cuenta podria estar estdtica con respecto a la vara. (c) Resuelva
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la ecuacién de movimiento suponiendo que en el instante t = 0 la cuenta
parte del centro de giro con rapidez vy, con respecto a la vara.

7.6 Se tiene una cuia de angulo «, oscilando horizontalmente tal que 00 =
x = Asin wt. Sobre la cara inclinada de la cuia, a altura h sobre el eje
X, hay un cuerpo de masa m que tiene, con la superficie inclinada, un
coeficiente de roce estatico |L. Se da como dato que si la cufia no oscilara
el cuerpo no deslizaria. Si se conoce A, se pide una condicion sobre w para
que el cuerpo no se mueva con respecto a la cufa.
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Capitulo 8

Sistemas de particulas y dinamica
de cuerpos rigidos

8.1. Repaso

En §2.2 se presenté una serie de conceptos para el caso de un sistemas de
particulas. EI momento angular de estos sistemas fue presentado en §2.3.1 vy la
energia cinética de sistemas fue vista en §4.3. Un sistema de dos particulas fue
visto especialmente en §2.4.

8.1.1. Centro de masa G y posiciones con respecto a G

En la seccién §2.2 se dio algunas de las definiciones basicas necesarias para
describir sistemas de muchas particulas. Entre ellos, la masa total del sistema y
la posicién y velocidad del centro de masa G,

N N N
= 1 - 1
M = E my, RG = M E maFa) VG = M E ma\_;a . (811)
k=1 a=1 a=1

El centro de masa tiene como ecuacién de movimiento

dVe

M
dt

N
— Ftal  donde  Frotel — Z o (8.1.2)
a=1

201
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G y se demostrd que la fuerza F¥°'! es |a suma de
las fuerzas externas sobre el sistema.

La posicién de la particula a se puede descompo-
ner seguin
Te = Rg + pa.- (8.1.3)

8.1.2. Momento angular

Figura 8.1: G es el centro de ma-
sa, ﬁG es la posicion de G y pq es
el vector posicion de la particula a
desde G.

En §2.2 también se definié el momento angular
total del sistema y se vié que obedece la ecuacién

% =) Fax £ (8.1.4)

a

Hasta aqui se ha trabajado sélo con un sistema inercial S.

También se define el momento angular con respecto a centro de masa G
eG = Z maﬁa X \_;a
a
= ) Mafa X Pa (8.1.5)
a

y el momento angular de la masa total ubicada en el centro de masa
-G - -
eo = MRG X VG (816)

de modo que se cumple que

—

lo=1lp +105. (8.1.7)

La dindmica de EG se obtiene a p_artir de la derivada EG =) MgPq X 5a y hacer

uso de que MqPq = MqFq —MgRg. El primer término es la fuerza total F, sobre
la particula a mientras que el segundo, al sumar sobre a, se anula porque queda

(Do MaPa) X Re por lo cual

lo=Tc=) fuaxFa. (8.1.8)

a
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Todo esto fue visto en el capitulo 2. También se vié que
F?O = ﬁG X Z'fTiXt—f—Zﬁa X fZXt
a a
= T +7 (8.1.9)
de modo que también
5 G
lo =75 (8.1.10)

8.2.

8.2.1. Generalidades

Por el momento se supondrd
que se tiene un sistema rigido
que consta de N masas puntua-
les, m, con posiciones T, con
respecto al sistema S y con po-
siciones T,' en el sistema S’.
El sistema es rigido en el sen-
tido que las distancias entre las
particulas se mantienen fijas.

Si se designa R al vector que va
desde O al origen O’ se tiene
que

debido a que v, = 0 porque
las a, por definicién, estdn en
reposo en S’.

También se define el sistema de
referencia S” que tiene el origen
en el mismo punto O que S’,

Momento angular y matriz de inercia

Figura 8.2: Sistema inercial S con origen en O y dos
sistemas con origen en el punto O’ fijo al sistema mévil:
S’y S”. S’, tiene ejes que se mueven solidariamente
con el sistema extendido, por lo tanto girando con ve-
locidad angular Q con respecto a S, mientras que S”'
mantiene sus ejes paralelos a los de S.

a

fa
la

O

Figura 8.3: Relacién entre los distintos vectores que
se usa. O es un punto fijo en el laboratorio, O estd
fijo al sistema rigido, G es el centro de masa y a es un
punto fijo al sistema rigido.

pero que mantiene sus ejes paralelos a los del sistema S, y por lo tanto Q" =0.
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Relaciones similares pero usando S’ en lugar de S’ son

—

fa=R+7." = Vo=R+7," (8.2.2)

ya que la velocidad angular Q)" asociada a S” es cero. Comparando (8.2.1) con
(8.2.2) es claro que
Vo' =0 x 1, (8.2.3)
De (8.2.1) se desprende que
EO: Zamaﬁxﬁ+zamaﬁx(ﬁx?a’)—kzamaﬂ’xﬁ (8.2.4)
+ZamaFa’><<ﬁxFa’). o

En el segundo y tercer término del lado derecho hay factores que no dependen
del indice a, por lo que pueden ser factorizados fuera de la suma y las sumas
quedan reducidas a ) m,T,’ que no es sino MR¢’, donde R’ es la posicion
del centro de masa del sistema en el sistema S’, de modo que

lp = Zmﬁxﬁ—kMﬁx (ﬁ X ﬁG’>+MﬁG’xﬁ+ZmaFa’ X (ﬁ X Fa’) )

~~

(+)
(8.2.5)

El dltimo término puede ser reducido a una forma de gran interés.

Se comienza haciendo uso de la identidad vectorial dx (bx¢) =d-c b—d-b C:

(%) :Z mq (ra’zﬁ—ﬁl’-ﬁ?ﬂ') .

a

Tomando la i-ésima componente de la expresidon anterior y usando que

Fa,'Q: E raj,Qj

j=1
: 1
se tiene

N 3
()i=) > mg (ra 28 — r;ir;]) =Y 190 (8.2.6)

LEl simbolo &i; se denomina delta de Kroneckery vale cero si i # j y vale +1 cuando i = j.
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. . . / . . .
donde la matriz de inercia Ig-) del sistema con respecto al origen O’ se define por

N
Ig.)’ = Z Mg (rgzéﬁ — r’airilj> . (8.2.7)
a=1
Con esto el momento angular del sistema con respecto al origen O de S es
lo = MR x R+ MR x (G x Ro') + MRe/ x 419G, (82.)

El formalismo estd disefiado para que la matriz de inercia siempre sea calculada
en el sistema S’ fijo al cuerpo. De este modo, suponiendo que el cuerpo es rigido,
la matriz de inercia no depende del tiempo.

En el caso de un objeto cuya geometria cambie en el tiempo la matriz de inercia
puede ser variable.

8.2.2. Elcaso O =G

En el caso @' = G se cumple que el vector Rg’ = 0 mientras que 7' = p, vy el
vector R = Rg. El momento angular se escribe

_»(9 = Mﬁ(; X \7(; + EG (829)

donde
lc=1°0Q. (8.2.10)
Puesto que {p» = To se tiene que

MRg x Rg +1°Q = 7. (8.2.11)

Se estd suponiendo que la matriz de inercia no depende del tiempo.

8.2.3. Sistema rigido con punto P fijo en S

En este caso es conveniente escoger P = = O’ por lo que R=0y (8.2.8) se
simplifica a
6 =1Q. (8.2.12)
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La expresién (8.2.12) permite ver que en general el momento angular no es
paralelo a la velocidad angular y se tiene que
=" = 1"Q=7. (8.2.13)

En el caso particular en que la velocidad angular es proporcional a uno de los
autovectores de I” los vectores {p y Q si son paralelos.

8.3. La estructura de una matriz de inercia

8.3.1. Su forma matricial

Las matrices de inercia en el caso de sistemas de muchos puntos masivos tiene

la forma tipica
N

Iij = Z Mg (T’azéi]' — rairaj) . (831)
a=1

Por ejemplo

I = Z mo (1l —x3) = Zma(yﬁ +z2)

y los tres elementos diagonales son:

I =Y maly2+2z2)
Ly =) ma(z2+x%) (8.3.2)
I3 =)  ma(x}+yl)

La matriz de inercia en forma matricial es

yaz + Za2 _Xaya —XaZa
| = Z Mg “XaYa  Za+ X2 —YaZa (8.3.3)
a —XaZa —YaZa Xaz + yaz

que es real y simétrica. Se vera también que sus autovalores son nonegativos.
Los tres autovalores de | se denominan los momentos de inercia principales del
sistema mientras que los autovectores definen los ejes principales.

Si se trata de una distribucidn continua de masa la matriz de inercia se define
como sigue

I = [A(F) (85 —xx) ds caso lineal
Iy = [off) (1”2 0ij —Xin) dS caso laminar (8.3.4)
Ij = [p(F) (rFoy—xx) dV caso volumétrico
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0 mas econdmicamente
Iij = J (T‘z 61]' — XiX]') dm (835)

donde el elemento de masa dm es producto de la densidad de masa por el
elemento de linea, superificie o volumen segiin lo que corresponda,

Ads,
dm =< odS, (8.3.6)
pdV.
El caso de I€ es
Pyt + 00 kP —PxP:
—PxPz _py Pz pxz + pyz

El centro de masa en estos casos continuos es una integral de ﬁ? multiplicado
por la densidad que corresponda y se integra sobre todo el cuerpo,

Rg = % JF dm. (8.3.8)

La matriz de inercia es aditiva: La definicién de matriz de inercia, (8.3.1),
contiene N sumandos, uno por cada particula del sistema. En algunos casos
puede ser (til separar a un sistema rigido en dos sistemas con Ny y N; particulas
cada uno, N = N; + N; y en tal caso la matriz de inercia se puede separar en
dos, una con indices a que toma N; valores y la otra que toma el resto de los
valores. La matriz de inercia del sistema completo no es mas que la suma de las
dos matrices de inercia parciales,

F= " + I (8.3.9)

De la misma manera, la matriz de inercia de un sistema continuo puede definirse
integrando separadamente volimenes escogidos del cuerpo en cuestion.
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8.3.2. Teorema de Steiner

Si I” es la matriz de inercia con respecto a ciertos ejes con origen en un punto P,
se vera su relacién con la matriz de inercia con respecto al sistema con centro de
masa G y ejes paralelos a los anteriores. La relacidn entre los vectores posicién
es

—

Te = Rg + Pa con

Y merd = ) mg (pf1 + RE + 2f. - ﬁ(;)
= ) mep}+ MR

mientras que

D o MaXaiXgy = D o Ma (PaiPej + RaiPej + PaiRaj + RaiRej)

=2 o MaPaiPaj + MRGiRg;

lo que determina, al reemplazar en la definicién de las matrices de inercia (todas
de la forma (8.3.1)), que

Ij = Ij + M (Rg8; — RaiRg) teorema de Steiner  (8.3.10)
donde
I =Y ma (%85 — Paiaj) (8.3.11)

y ﬁG es el vector ﬁ

Si se usa la notacién Rg = (X,Y, Z) el teorema de Steiner toma la forma

pay2 + paz2 —PaxPay —PaxPaz
I¥ = Za Mg —PaxPay paz2 + paxz —PayPaz
—PaxPaz —PayPaz pax2 + pay2
(8.3.12)
Y2+27Z2 XY -Xz
+M [ XY Z2+X?  -YZ
—XZ -YZ  X?+Y?

EJERCICIO: Escriba la relacién (8.3.10) para dos puntos Py y P, y reste ambas
relaciones. Vea que obtiene una relacién entre 1”7 e 172,
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8.3.3. Dos ejemplos para desarrollar

(a) En el primero caso se trata de una vara de largo h, (0 < z < h) con
densidad variable A = 3Mz?/h3. La matriz de inercia de esta vara, con respecto
a su extremo P resulta ser

; 3 0 0
Ivara inhom. — M O % 0 . (8313)
0O 0 O

(b) Demuestre que la matriz de inercia del cono de la
figura 8.4 es

- 0
=M 20o5 R4 3 (8.3.14)
5 s 9 . 3.
0 0 o
Los dos primeros términos diagonales son iguales porque
las direcciones X e Y pueden ser rotadas sin que nada 7
cambie.

Figura 8.4: Un cono
con Vértice en P, altu-
ra h y radio basal R. El
angulo de apertura del
cono es © = arctan X.

El el limite R — O se recupera la matriz de inercia de
una vara dada en (8.3.13) porque, efectivamente, el cono
tiene, a altura z, una masa

~ 3MZ?

3 dz.

dm
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8.4. Energia cinética y la matriz de inercia

8.4.1. General

Utilizando la descomposicién (8.2.1) ¥, = R+ ¥,/ la energia cinética del
sistema se puede escribir

K = %Zmavi

En el segundo término se puede aislar ), m 7, = MRg’ donde Rg’ es la posi-
cién del centro de masa en el sistema S’. El dltimo término puede ser reescrito:

St , . ] = - 2
tltimo término = 7 ;ma (Q X Tq )

= zZmJa’ Qx7,’
1 =
= EZmC‘Q To! X Vg
1. -
= EQ-QO/
12 o =
= EQ-IO Q (8.4.1)
Se usé que B B
lo =19 Q. (8.4.2)
Con lo anterior
1. . Lo o 1~ 5 =
KZEMRerMR-QxRG’Jer-IO Q. (8.4.3)
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Dos casos especiales:

a) Si O’ = G se tiene que ﬁG’:Oyﬁ:ﬁG por lo que

1 1 <1 1

K=-MVE+-Q-1°Q=-MV} g . 8.4.4

263 FRSACIIP R (8.44)

b) Si el sistema tiene punto fijo P en S se escoge P = O = O’ con lo cual
R=0y

1 — —

K=-Q:-1"Q=-0 0. 8.4.5

5 5Ot (8.4.5)

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular Q

que se le dé al sistema, y puesto que K > O entonces la matriz I” es

positiva semidefinida. Como ademds es simétrica esto implica que I” es

diagonalizable y sus autovalores son nonegativos. Ellos se denominan los
momentos de inercia principales del sistema rigido.

Los ejes X' Y' Z' del sistema solidario S”, tal que I” sea diagonal, se llaman
los ejes principales del sistema de particulas. Los vectores a lo largo de tales
ejes son autovectores de lp.

8.5. Dinamica y ejemplos

8.5.1. Las ecuaciones basicas

Las leyes necesarias para resolver la dindmica de cuerpos rigidos son las del
movimiento del centro de masa y la dinamica de BO y de EG

E@ = Mﬁ@ X \7@ + EG EG = |Gﬁ )
dzo . — ext dEG _ = ext
Gt T FTED UL LA SPERY
M 1+ o= &R =
K = — 2 _Q.|GQ M — Ftot
2 Vets at? )

En algunos casos conviene utilizar conservacion de energia mecanica.
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8.5.2. Péndulo cénico doble

8.5.2.1. Descripcion en sistema S’

Considérese un péndulo cénico doble como el de la figura 8.5. Se trata de dos
masas My y M, que estan en los extremos de una barra de largo b +c. La barra
gira en torno al eje Z con velocidad angular Q = OK manteniendo un angulo
0 fijo con el eje Z. El sistema S’ tiene Z' = Z y X'Y’ son ejes horizontales tal
como los del sistema inercial pero rotan con la misma velocidad angular QO que
el péndulo, de modo que los vectores 77 y T, siempre estan en el plano X'Z y son

| = {bsin0+Kkbcoso,
¥, =— ?csind—Kkccos0

expresados con los vectores base asociados a S’. En esta base se obtiene, de
(8.3.3), que

(mb% + myc?) cos? 0 0 —(myb?% + myc?) sin 0 cos O
I’ = 0 myb? + m,c? 0
—(m1b% + myc?) sin 6 cos O 0 (M b2 + myc?) sin? 0

mientras que Q = QK. Se determina entonces que

—cos 0
Gp=1"0 = O (mb?+myc?)sind 0
sin O
(8.5.2)
= Q(mb?+ myc?)sind (’Esin@ —1' cos 6) .

Si se -expresa 1’ en la base del sistema inercial se obtiene
que {p varia en el tiempo. En efecto 1/ = = Tcos Ot +
Jsin Qt.

Figura 8.5: Un péndulo

conico doble. La proyeccion 8.5.2.2. Descripcién en el sistema S”

de la barra al plano horizon-

tal que pasa por P define  Ahora se describira lo mismo pero usando, por un lado,

la direccion de vector acom- . . . . . . o
pafiante ¥ la matriz de inercia descrita en el sistema referencia S”.

Este sistema S” se define de modo que su eje Z” coin-
cida con la direccidén de la barra del péndulo y se escoje el eje X” en el plano
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ZZ". La matriz de inercia de la barra con dos masas en sus extremos es particu-
larmente sencilla en el sistema S” porque las coordenadas de las dos masas son
' =(0,0,b) y ;" =(0,0,—c) lo que da la matriz de inercia

m;b? + m,c? 0 0
I’ = 0 my b? + TTLzC2 0
0 0 0

La matriz de inercia que se definié con respecto
a los ejes de S’ es correcta pero conduce a una
descripcién mas complicada. En la base de S” la
velocidad angular es

—sin©
Q=0 (ﬁ”cose—f”sine):Q 0
cos 0 Figura 8.6: Vista lateral del
con lo cual el momento angular es péndulo doble.
) myb? + myc? 0 0 —Qsin®
tp = 0 mb? 4+ myc? 0 0 ,
0 0 0 QcosH
—Q sin 8(mb? + myc?)
= 0 ,
0
= —Q (myb® 4+ myc?)sin6 17 (8.5.3)

expresion que es equivalente a (8.5.2).

Si se desea que la Unica fuerza externa que ejerza torque desde P sea el peso,
entonces () debe tener un valor muy preciso. Para determinar () se exige que

EP == ’FP.
De (8.5.3), y puesto que (‘?tl)s =Qx? = Q3" cos O se tiene que
I = —Q? (my b + mzcz) sin 0 cos 0 3”.

Por otro lado, puesto que g = —gfz =g (”f” sin © — K” cos 9) por lo que

T = (Myb —myc)sin0 g7”.
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Asi, se obtiene que la condicién para que el péndulo sea cénico es

(myc —myb)g
(myb? + myc?) cos 0

QF =

Pareciera que el numerador pudiera ser negativo, pero se puede ver que tal situa-
cién es inestable. En efecto, para que este sistema sea estable el centro de masa
G, que esta en la recta que une a las dos masas, tiene que estar debajo de P.

8.5.3. Una semicircunferencia con densidad lineal uniforme

En el sistema que ilustra la figura 8.7 la densidad de masa lineal es unifor-

me, A = R—“;lr donde R es el radio de la semicircunferencia. Se toma como P

el centro de curvatura por lo que el vector que sefhala los puntos de la curva

esT =R (ﬁ’ cos ¢ +1' sin d)) donde & = —m/2...¢/2. El elemento de arco
es ds = Rdd, por lo que

~ dm=Ads=XRdp=N2d¢

—» 1M .
R = MFJR (Tz’cosd) +1sind) do),
2R
Vzv - ?ﬁ,)
~ 0,64RK .

Figura 8.7: Semicircunferencia

de radio R y masa M. Puesto que ¥ = R (ﬁ’ cos ¢ + 7' sin d)) entonces

x =Rsinp, y=0y z=Rcosd. La matriz [rzéi]- — xixj} es
R? cos? ¢ 0 —RZsindcosd
0 R? 0
—R%sindpcosdp O R?sin? ¢

de donde sigue que

R? cos® ¢ 0 —R’sindcosd )
I’ = J 0 R? 0 M do = MTR
—R%sindpcosdp O RZsin® ¢ T

o o =
o N O
—_ O O

Si este sistema es un péndulo que oscila en torno al eje Y =Y estonces Q = &7’
donde « es el angulo que forma Z' con el eje vertical Z (que en este ejemplo
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apunta hacia abajo). El momento angular en tal caso es
lp = 1”0 = MR?*&7.
Por otro lado el torque es

2R ¢,
s

2MgR

T=MRgx§=M xg(ﬁ'cosoc—’f’sinoc):— sin &

que permite obtener que
. 2g .
X =——-sinx.
mR
Con todo lo anterior también puede resolverse en forma semejante el caso en que

el arco oscila en torno al eje X’ = X, lo que lleva a un resultado parecido.

8.5.4. Rodando pendiente abajo

La figura 8.8 ilustra un cuerpo de radio R, masa M y momento de inercia IS con
respecto al eje horizontal, rodando sin deslizar por una pendiente de inclinacién «.
La fuerza causante del torque que hace
que el cuerpo ruede es el peso; el torque
resultante es Mgsin o R.

El momento angular es { = I w donde
w es la velocidad angular con que rueda
el cuerpo y C es el punto de contacto
con la superficie inclinada. Pero el mo-
mento de inercia I¢ puede ser expresado
en términos del momento de inercia IS,
I¢ = I6 + MR2. Con esto la ecuacién
dindmica del movimiento es

a

Figura 8.8: Cuerpo rueda por una pendiente
de inclinacién «.

Mgsina R =10 =1 ¢ = (I° + MR?) ¢ (8.5.4)
de donde se obtiene que la aceleracién angular del cuerpo sea la contante

RMg sin

W . (8.5.5)

$ =

Este resultado es valido para esferas, cilindros, discos y otros cuerpos que puedan
rodar. En cada caso debe tomarse el momento de inercia I que corresponda.
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8.5.5. Sistema oscilante sin punto fijo

Se plantea estudiar el movimiento oscilatorio de un arco como el de la figura 8.9,
de densidad lineal de masa uniforme, masa total M y radio Ry. En la figura el arco
tiene contacto con la horizontal en el punto B y estd inclinado en un dngulo ¢
con respecto a su posicion de equilibrio estatico. En el equilibrio estatico ¢ =0,

Figura 8.9: Un alambre semicircular se mantiene en un plano vertical oscilando de tal modo
que su punto central C se levanta (como en esta figura), desciende, haciendo contacto en O
y luego levantandose por el otro lado.

y C coincide tanto con O como con B. Ya se ha visto que la matriz de inercia
del arco es

, /1 0 0
|‘9’:M2R° 0 20
0 0 1

cuando se escribe con respecto a las direcciones X'Y'Z'. En su oscilacién el arco
rota con velocidad angular

El vector posicién de O desde el sistema inercial con ejes (7, K) y origen en O es
R=00 = —Ry(p1+K).

Por otro lado la posicién del centro de masa desde O’ es

. 2R,
Rg' = =2k’
¢ Tt
(8.5.6)
2R,

= — (ﬁcosd) —|—/1\Sind)) .
T
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En (8.4.3) se vio cémo escribir la energia cinética en un caso como el actual,

en términos de R, R, ﬁG’, o) y de 19, Los tres sumandos en (8.4.3) seran
denominados K, K; y K3 respectivamente. Es facil determinarlos

1 , MR2
Ki = =MR3?, K, = ——2

_ MR;,
2 o -

2
bt (857)

La energia potencial gravitacional depende de la masa, la posicién de G y de g,

d‘)2 cos §, Kz

Uu=-M (ﬁ+ﬁg’> - (gk) = —MRg (1 +§[cosd))

que tiene un minimo en ¢ = 0 como era de esperar.

Se debe exigir que la energia total: E = K+ U sea constante, es decir dE/dt =0,
lo que conduce a

gsin ¢

T
Ry 4+ ¢“sind =0.

(t—2cosd) p +

Para oscilaciones pequefias tanto ¢ como ¢ son chicos y la ecuacién puede
aproximarse a

. — g
b (ﬂ—z)Ro(b

que implica pequenas oscilaciones con frecuencia

9

©= (7t —2)Ro

en torno a ¢ = 0.

8.5.6. Disco que rueda en un circulo sobre un plano

Como lo ilustra la figura 8.10 se tiene un eje perpendicular a un plano horizontal
y de este eje nace, a altura R sobre el plano, un brazo horizontal de largo L, en
la direccién del eje Z', y en cuyo extremo hay un disco de radio R.

El disco tiene densidad uniforme, masa total M y gira en torno a su eje Z' con
una velocidad angular dada ;. Puesto que no desliza sobre el plano, ademds
gira en torno al eje vertical con velocidad angular @, totalmente determinada
por la anterior. Se desea determinar el momento angular del disco.
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Se escoge coordenadas polares, con lo cual
T

— - ~
CU]Zk(U], Wy = —) Wy

lo que determina que la velocidad angular
total del disco sea

0
_(_i = ﬁ/(kh —/J\/wz = —Wy . (858)
w1

Figura 8.10: Una rueda gira sobre un
plano sin resbalar. Su eje mantiene un

punto fijo sobre el eje Z. . . .
El punto material C del disco que en el ins-

tante actual estd apoyado sobre el plano tiene velocidad nula en ese instan-
te, pero, porque es parte de un sistema rigido con punto fijo, tiene que valer
Ve = Q X T¢, esto es,

= R
0=0x7c=(Kw —Jwy) x (LK —R}) = wr=—w.

L
Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del disco, IS,
a la que hay que agregar la matriz [R?8;; — RR;], donde R = (0,0, L),
100 100
MR?
Vo = 1 01 0 |+ML*[ 010
0 0 2 000
M 412+ R? 0 0
= T 0 412 +R* 0 (8.5.9)
0 0 2R?

y se la va a multiplicar por (O y como matriz de inercia se va a usar directamente
(8.5.9). Entonces £ = lyiscoQQ se escribe

o (AR O 0 0
(= 7 0 4124 R* 0 —Xwy
0 0 2R w;
0
- % —(412 4+ R?) R,
2R2w1
MR A1+ R2
- 4“" <12’2R—j'+) . (8.5.10)
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8.5.7. Trompo invertido en movimiento cénico

Se considera un trompo que consiste en un
brazo de largo L = PG que nace de un punto
P en cuyo extremo hay un disco de densidad
uniforme, radio R y masa M que rota en torno
al eje Z' de la figura con velocidad angular
da magnitud w;. Esto es Rg = —LK usan-
do la base asociada al sistema {P; X', Y, Z’}
de la figura 8.11. Excepcionalmente se estd
considerando un sistema S’ que no rota con el
disco. Esto es posible debido a Is simetria del
disco.

El brazo mantendrd un angulo fijo 8 con la
vertical. En cada instante el disco estd giran- Figura 8.11: Un disco gira en torno
do con velocidad angular @ con respecto a aun ejedelargoL. El otro extremo del
. . . I BT I !
un sistema fijo al brazo, pero el brazo mismo ¢ €std on/ al punto P. El sistema S
.. . .. - tiene eje Z' que coincide con el brazo
esta girando, barriendo una superficie cénica, d N
] = ) e largo L y el eje Y’ esta en el plano
con una velocidad angular w; en torno al eje  ge 7/ y /a vertical.

vertical. Estas velocidades se e@resan en la forma
w; = Wq

@, zwz(ﬁ’cosﬁ—f—/j\’sinﬁ) =

Q =¥K(w;+ w;cos0) +JA’wZ sin® .
Este movimiento es posible tan solo si w; y w; satisfacen una condicién que se
deduce mas adelante. En general el angulo 6 no es constante y el movimiento
del trompo es mas complicado.
La matriz de inercia I” = [Lzéi]- —RiRj] + 1€ hace uso de la forma explisita de I
y de R = (0,0, —L). Expresada con respecto al sistema S’ = (P : X, Y, Z') es

M 412 + R? 0 0
I” = T 0 4124+R?2 0
0 0 2R?
por lo que el momento angular lp=1"Q es
= % [(41% + R?) w,sin0 7' + 2R? (wy + wycos0) K] . (8.5.11)

En esta expresion todas las cantidades son constantes en el sistema de referencia

inercial excepto por dos vectores unitarios asociados a S’, de modo que {p se
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calcula sencillamente haciendo un producto cruz con la velocidad angular del
sistema S’, esto es, W;:

Ep = Gy xlp = M [ZR2 (w7 + wycos0) w,sin® — (41_2 + Rz) w?3 sin 0 cos 6} 7

4
que debe igualarse al torque que produce el peso
T = Mﬁ(; X g
= M(—LK) x (—q) (E’ cosB 479 sin 0)
= —MgLsin67 . (8.5.12)

Finalmente puede escribirse

M 2 2y,002 o 2 . .

7T [—(41_ + R7) w3 sin 0 cos 0 + 2R (w + w; cos B) w; sin 9] = —MgLsin 0
(8.5.13)

que es la relacién que satisfacen w; y w; cuando el trompo tiene un movimiento

cénico. Nétese que si se cambia el signo de w; y de w; la ecuacién no cambia.

Esta ecuacién implica que el caso w;, = 0 es posible tan solo si 6 = 0, lo que es

intuitivo.

Suponiendo que 0 # 0 la ecuacidn anterior se puede reescribir en la forma

R? 1
(Z — Lz) w3 cos 0 + §R2w1w2 +gL=0. (8.5.14)
A continuacién un par de casos especiales.
El caso 0 = 71/2
2Lg
Wiy = —F .
El caso L =0
2w1
cos = ———.
w>

Notese que para pasar de (8.5.13) a (8.5.14) se elimind un factor global sin ,
lo que supone que O # 0. Sin embargo si en (8.5.13) se impone que w; = 0 se
desprende que necesariamente 6 = 0.

El caso w; = 0: En este caso el disco no gira sobre su propio eje y el problema
se reduce al de un péndulo cénico estandar. Se puede comprobar que se obtiene
un resultado equivalente al visto en (2.3.10).
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8.6. Momento de inercia Ip; y aplicaciones

8.6.1. EI concepto

Si se define i como el vector unitario que en cada instante apunta en la direccién
de Q, es decir,

O=01
entonces : 1
EQzﬁ- I = 3 IF O? (8.6.1)
donde el escalar I} es
F=Aa-1"1. (8.6.2)

I} es el momento de inercia relativo al eje que pasa por P
y tiene direccién fi, (P, fi). Por componentes es

P 2 (= 2
Iy = Z Ma (ra —(Fa- 1) ) : (8.6.3) Figura 8.12: Existe

una sencilla relacion en-

tre los momento de iner-

cia con respecto al pun-
1)) to fijo P y al centro de
gravedad G.

Es atil notar que
(FxA)- (FxA) = 7-
_ 7. a -
- (¥ f)? (8.6.4)

lo que permite ver que otra forma de escribir el momento de inercia I es

=) ma(fox i) (Fax i) =) my(fa x ). (8.6.5)

La ecuacidn dindmica asociada es la ecuacidn escalar

IEQ =T, donde T, es el torque proyectado a la direccién i :  T-fi. (8.6.6)

8.6.2. Nuevamente el teorema de Steiner

Si G es el centro de masa, el que se supone que no estd en el eje (P,f1), se puede
relacionar los momentos de inercia I} y IS donde el segundo se define relativo a
un eje (G, fi) con la misma direccién fi.
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Si se denota por T, la posicién de m, desde Py p, la
posicién desde G, y Rg es el vector de P a G

Ty = Rg + Pa.-
A partir de (8.6.5) se obtiene que
I = Zma(Fa x n)?
a

Figura 8.13: La matriz con — Z Mq(Pa x A)* + Z ma(ﬁG x fi)?
respecto a un eje paralelo al -
eje X' que para por el pun-

to P +2) mq(Rg x ) - (Pa x ). (8.6.7)

La dltima de las sumatorias se anula debido a (2.3.36) lo que finalmente conduce a
. 2
r=15+M (RG X ﬁ) . (8.6.8)

Si G estuviese sobre el eje (P,fi), entonces Rg x i =0 y ambos momentos de
inercia resultarian iguales.

EJERCICIO: Escriba la relacién (8.6.8) para dos puntos Py y P, (ejes paralelos)
y reste ambas relaciones. Vea que obtiene una relacién entre Ig‘ e Iff.

8.6.3. Ejemplos

De la matriz de inercia del cilindro con respecto a su centro de masa, 1S, ;. se
obtiene directamente que
1
I§ = zMR2 (8.6.9)
R? h?
G G
S o= If = 8.6.10
= e =m () (86.10)

donde R es el radio del cilindro y h su altura.

Para calcular la matriz con respecto a un eje paralelo al eje X’ que pasa por

el punto P se debe calcular Rg x fi con A = 7’ y Rg = —LK/, con lo cual
RG x i = —[1’ obteniéndose
R? h?
I =I1+ML*=M —+1%).
' vt (4 + 12 +
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En el limite de un disco (h — 0) resulta

. R?
/l\)/dISCO _ Ig + MLZ -M (Z + LZ) .

8.6.3.1. Algunos péndulos con cilindros

En el caso en que el eje que pasa por P es en la direccion 7, i =7y R ></j\: Lk

por lo que
R? h?
P 2
I?,—M<4 +12+L).

En el caso particular es un disco que gira en torno a un eje horizontal tangente
al disco (L = R) resulta
5

I;,disw = L—‘MR2 eje horizontal tangente al disco . (8.6.11)

Figura 8.14: Se considera también un cilindro cuyo eje es horizontal y un punto P que
estd a distancia L sobre G. Se estudia el caso en que el eje de rotacién es paralelo al eje Y’
(perpendicular al eje del cilindro, representado en el dibujo izquierdo) y el caso en que el eje
de rotacion sea paralelo al eje del cilindro, representado en la figura de la derecha. En ambos
casos el vector que va de P a G es R=—I1".

8.6.3.2. Caso especial
En el caso fi = K se obtiene

RZ
Ir, =M <7 + LZ)
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de donde puede verse el caso particular de un disco oscilando en su propio plano
en torno a un punto en su perimetro (R = L) que arroja

- 3 .. , .
Ig,d'scc’ = Z_IMRZ punto fijo en el perimetro del disco.

8.6.3.3. Un circulo como péndulo

La dindmica en casos como los anteriores, en los cuales la direccion del eje fi de

rotacién estd fija se obtiene una ecuacién escalar a partir de {p = Tp. Primero

Ep‘ﬁ =fi- EP
=f-1"A Q
=IO
por lo cual .
eP‘ﬁ = Tp‘ﬁ = ’FP ‘i, (8612)

eje del

circulo\‘

P Y!
4 -
R
z’
G
X
X'

Figura 8.15: Lamina circular que se mueve como un péndulo en torno a un eje que estd en
el plano del circulo y pasa por un punto P en su perimetro. Los ejes X' e Y' de S’ son solidarios
al circulo y este gira en torno a'Y'.

En el caso representado en la figura 8.15 ya se vio algo mds arriba, en (8.6.11),

que If 95 = 2MR? de modo que el momento angular es
5 .
lpy = ZMRZ d.

Por otro lado el torque del peso es
Ty =1’ x (Mg) (¥’ cos ¢ + k'sin ) -7 = —MgRsin $
por lo cual

y 4
d)__ g

= ﬁsind).

8.6. MOMENTO DE INERCIA I,, o Y APLICACIONES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 225

8.7.

8.1

8.2

8.3

8.4

Problemas

Una placa cuadrada de lado a y masa total M puede
hilo a

girar libremente en torno a un eje perpendicular al
plano de la figura y que pasa por su vértice P (ver-
figura). Inicialmente el cuadrado estd sujeto por un

hilo horizontal como indica la figura. P

(a) Obtenga la tension del hilo. (b) Si el hilo se corta obtenga la velocidad
angular maxima que puede alcanzar el sistema. (c) Obtenga la frecuencia
de pequenas oscilaciones en torno a su posicion de equilibrio.

Sobre un plano horizontal estd apoyado un aro (su plano es vertical) de
radio R y masa despreciable. El aro tiene soldada una barra uniforme de
masa m y largo R que va desde el centro del aro hasta un punto P en
su perimetro. El sistema se libera desde el reposo con la barra en posicion
horizontal. (a) Determine la magnitud minima que debe tener el coeficiente
de roce estatico entre el aro y la plataforma para que el aro ruede sin
resbalar desde la posicion inicial; (b) estudie el movimiento en el caso en
que el roce con el suelo sea nulo. Describa cualitativamente el movimiento
del centro de masa del sistema y calcule la velocidad angular maxima que
experimenta el sistema.

(a) Considere una barra rigida de masa des-
preciable que tiene N masas m a distancia a
entre ellas. La barra esta apoyada en el suelo
e inicialmente en posicion vertical. Estudie el
movimiento de la barra cuando ella es leve-
mente desviada de esa posicion. Suponga que
el roce estatico con el suelo es suficiente para
que el punto de apoyo nunca deslice. jExiste
algun momento en que el punto de apoyo se

despega del suelo?
Estudie ademas el limite simultaneo N — oo, a — 0, m — 0 tal que

permanecen fijas las cantidades R=Na y M = Nm.

(b) Resuelva ahora el caso anterior con una sola variante: el sistema tiene
dos masas diferentes m; y m; en los extremos de la barra. Responda las
mismas preguntas que antes excepto, naturalmente, la del limite.

Una escalera de masa M y largo L esta apoyada en el suelo y en una pared
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vertical formado un angulo o« con la pared. El coeficiente de roce estatico
entre la escalera y las superficies de apoyo es W, lo que permite que la
escalera esté estatica. Si una persona (puntual) de masa m comienza a
subir la escalera muy lentamente, calcule hasta qué posicion puede llegar
antes que la escalera comience a deslizar.

8.5 Una placa rectangular de masa M, lados a y b
y espesor despreciable se hace girar con veloci-
dad angular constante )y por un eje que pasa
por la diagonal del rectangulo. EI movimien- )
to ocurre en ausencia de gravedad. Determine
las fuerzas que ejercen los soportes en cada
extremo del eje. Comente.

8.6 Sistema: un disco de densidad uniforme, radio
R y masa M y un eje de masa despreciable
que une un punto fijo de un plano horizontal
con el centro del disco. El disco gira apoyado
en el plano horizontal. (a) Determine el mo-
mento angular. (b) Determine el torque total
que actua sobre el disco.

8.7 Una barra de largo L y masa M y densidad
lineal uniforme, puede girar libremente sobre g
un eje horizontal colocado en uno de sus ex- ~N m M
tremos. En el punto medio de la barra se en- J
cuentra un anillo de masa m que tiene un co-
eficiente de roce estatico | con la barra.

Si el sistema se libera desde el reposo con la barra en posicion horizontal,
se observa que el anillo comienza a deslizar cuando la barra forma un
angulo /4 con la horizontal. Determine (a) el momento de inercia del
sistema antes que el anillo comience a deslizar, (b) la velocidad angular y
aceleracion angular de la barra en el instante en que el anillo va a comenzar
a deslizar, (c) la fuerza que ejerce sobre la barra el punto de apoyo.
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Capitulo 9

Ecuaciones de Euler-Lagrange

9.1. Principio de Hamilton

El prInCIpIO de Haml|t0n afirma que un sistema evolu-

ciona siguiendo un camino que hace que su integral de accion sea estacionaria:
un maximo o un minimo.

Para comprender la frase anterior se debe aprender qué se quiere decir con ca-
mino, qué es la integral de accion y qué se varia para determinar maximos o
minimos. Un papel central jugard la nocién del lagrangeano L asociado al siste-

ma'

Este principio establece, en forma muy general, que la evolucién de un sistema
fisico se determina por medio de un principio variacional, el cual se basa en
el lagrangeano, apropiado a cada sistema. Esta funcién L contiene informacién
sobre las variables del sistema y las fuerzas que actiian sobre él.

La idea, que se impuso entre la segunda mitad del siglo XVIII y primeros afios
del siglo XIX, fue que la evolucién de un sistema puede obtenerse minimizando
una integral, llamada la integral de accion, cuyo integrando, en casos sencillos,
es la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial.

LEs una funcién que permite obtener las ecuaciones de evolucién de un sistma mecdnico.
Su nombre es en honor a Giuseppe Lodovico Lagrangia, posteriormente conocido como Joseph
Louis Lagrange (1736-1813).

227



228 Patricio Cordero S.

9.1.1. Coordenadas generalizadas

Para describir un sistema de N particulas que evoluciona tridimensionalmente, se
necesita en principio un conjunto de 3N coordenadas x4;(t), con a =1,2,...N
y i=1,2,3. Sin embargo se puede requerir menos.

Por ejemplo, en el caso de un péndulo esférico de largo R, se tiene N = 1,
se necesita sélo los dngulos esféricos O(t) y ¢(t). Aunque el movimiento es
tridimensional, esto es, hay tres coordenadas (x,y,z), existe una condicién

Vx2+y2+22—R=0 (9.1.1)

que reduce el nimero de coordenadas necesarias de tres a dos.

En lo que sigue se quiere describir un sistema de N particulas puntuales para las
cuales se necesita, en lugar de las 3N coordenadas X, tan solo de n coordenadas
s debido a que existen algunas restricciones. A estas (s se las llama coordenadas
generalizadas y no tienen porqué describir longitudes, por ejemplo pueden ser
angulos. El ndmero n es lo que se denomina nidmero de grados de libertad del
sistema.

Asi, en el caso del péndulo esférico mencionado mas arriba, existen solo dos
coordenadas generalizada que normalmente se escoge que sean q;(t) = $(t) y
qz2(t) = 6(t). En este ejemplo hay, entonces, sélo dos grado de libertad.

Por lo dicho, la evolucién de un sistema de N particulas se describe por un
conjunto de n coordenadas generalizadas qs(t) cons =1,2,...n, conn < 3N.
Suele denotarse  (t) al conjunto ordenado q;(t), q2(t), ..., gn(t),

Ef(t) = (q1(t)>q2(t))“-)qn(t)) . (9'1'2)

9.1.2. Funcional de accién s[q] y el lagrangeano L (a(t), a(t),t)

El principio de Hamilton? establece que la evolucién dindmica de un sistema con
N coordenadas generalizadas desde un estado inicial ¢(t;) hasta un estado final
Gr(t2) corresponde a un extremo (minimo, maximo o punto estacionario) del
funcional de accion.

2William Rowan Hamilton (1805-1865) fue un fisico y matemitico irlandés que hizo impor-
tantes contribuciones en mecanica clédsica, dptica y algebra.
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La condicién de extremo se expresa matematicamente en la forma

oS
500 0 (9.1.3)
que, en mas detalle, significa que se deben satisfacer las n condiciones
S S S
Sqi(t) 7 8qa(t) T 7T 8aa(t)
Genéricamente se define el funcional de accién por medio de la integral
t
51q] ZLZ L(d(v, d),t) at (9.1.4)
1

de la funcién L ((T, ﬁ(t),t), llamada /agrangeano. Si el lagrangeano no depende

explisitamente en el tiempo, L (cT(t), ﬁ(t)) se dice que se trata de un sistema
auténomo.
Mas adelante se vera la forma de construir la funcién L ((T (t), cT(t),t) asocia-

da al sistema que se desee estudiar. Por el momento baste decir que interesa
saber para qué funcién vectorial especifica g (t) el funcional de accién S[q] es
extremo. Ese q (t) particular define la evolucién del sistema en el tiempo.

9.1.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange

A continuacién se verd las condiciones que debe cumplir el lagrangeano L para
que la integral de accién S, definida en el intervalo temporal (t;, t;), sea extrema.
Tales condiciones se denominan ecuaciones de Euler-Lagrange.

Sea q (t) la solucién que se busca, es decir, S [] es un valor extremo. En (9.1.4)
se usa como argumento un G’(t) = q(t) + €(t) donde €(t) es una pequefa
perturbacion que se anula en los extremos,

E(t) = €(t2) = 0. (9.1.5)

A continuacién se usa 0S = S[G+¢€]—S [q] que, en mas detalle, se puede escribir
en la forma

8S = r [L(cT+E, q+ ¢, t)—L(q, q, t)} dt

tH

1) .
— J [E-a—EjLE-%} dt + O(g%). (9.1.6)
t aq aq
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Como se indica, se ha hecho una expansién hasta primer orden en € = 67 .

Puesto que

d [ﬁ aL} . oL . d {aL}
| =€-—+¢ — 1,
o4 dt

i | og 0d
el dltimo término en el integrando que aparece en (9.1.6) puede ser reemplazado
por una derivada total y otro término. La integral del término con la derivada
total & [€~ ﬂ} puede calcularse trivialmente y es cero debido a (9.1.5), por

dt oF
lo que se concluye que

t2 oL d oL

t 0 dtaqg

El principio de Hamilton exige que &S sea cero para cualquier perturbacién g(t)
que cumpla (9.1.5), esto es, se exige que G(t) sea un punto estacionario de la
integral de accién S, lo que sélo se satisface si

d oL oL
—— — — =0. 9.1.8
dt 0q oq ( )

Las anteriores son las ecuaciones de Euler-Lagrange. En forma mds bésica se
escribe una ecuacién por cada valor del indice s,

doaL oL
dtdq, 0qs’

con s=1,2,...n. (9.1.9)

En la ecuacién (9.1.7) los ¢5(t) son los dq;s(t).

Pequeio ejemplo. Témese el caso de la clase de funciones q(t) continuas y diferen-
ciales tales que q(a) = cy q(b) = d. Se plantea encontrar la funcién q(t) particular
de esta clase, tal que el funcional S(q) que describe el largo, en el plano (q,t), desde el
punto (a,c) hasta (b, d) sea minimo. En un arco infinitesimal el arco es la hipotenusa
del tridngulo con cateto paralelo al eje X =t de largo dt y cateto paralelo al eje Y = q
da largo q(t) dt, esto es

b

S(q) —J 1+ @2(t) dt

a
por lo que L = /1+ @2(t), implicando que 0L/dq = O mientras que 0L/0q =
q/+/1+ g2(t) con lo que se obtiene que la ecuacién de Euler-Lagrange se reduce a
%q =0, esto es, el largo total se minimiza cuando q es constante lo que, da

_ad—bc+(c—d)t
q(t) = s

cuando se impone las condiciones de los extremos: resulta una recta.
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9.2. Lagrangeano para las ecuaciones de Newton

Para un sistema conservativo de N particulas en 3D el lagrangeano para las
ecuaciones de Newton es de la forma

L=K-U (9.2.1)
donde :
5 52 >
K(ra) = z % MmgTq y U= U(T'a) (922)

y los ¥, en principio representan 3N coordenadas cartesianas reales. Los términos
de (9.1.9) separadamente resultan ser

daL_daK_m% oL  ou

dtor. dtoay, ele VY -

0T, 0T,

y las ecuaciones (9.1.8) implican las ecuaciones de Newton

. ou
a _’a - T 3= - 9.2.3
mgT or. ( )
Pero en el caso que existan restricciones de la forma
fﬁ(?],...,?3N)=O, 621,...3N—TL (924)

se debe resolver las ecuaciones respetando tales restricciones. En particular, se
debe tomar en cuenta que el sistema tiene solo n variables dindmicas indepen-
dientes: hay 3N variables y sobre ellas hay 3N — n condiciones (9.2.4), lo que
implica que hay tan solo n grados de libertad.

Formalmente lo que suele hacerse es incorporar 3N —n nuevas variables Ag con
lo cual

L=K—U+)> Agfp. (9.2.5)
g

Puesto que no hay términos 7\5 las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a los
Ag son las mismas condiciones (9.2.4).

Se supondra que estas restricciones son tales que se pueden expresar en la forma

T_:(1 :Fa(qh-")qn;t)- (926)
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Tales restricciones se denominan holonémicas.

Si una restriccion se expresa en forma de una desigualdad se llama no holonémica.
Un ejemplo sencillo es el de una particula P que, efectos de la gravedad, desliza
por la superficie de una esfera. Para t = 0, P estd en la clspide e inicia un
movimiento holonémico: x* 4+ z> = R?. En un instante t, la particula P pierde
contanto con la superficie para caer con el movimento parabolico de su caida libre:
el movimento pasa a ser un movimiento no holonémico que satisface x*+z> > R?.
No se estudiard los casos no holonémicos.

Cuando la restriccion es holonémica puede resultar conveniente plantear un nuevo
lagrangeano que surge del L original eliminando las variables 7, en favor de las
variables qs con lo cual se obtiene un lagrangeano

— 5 1 = — -2 —
L(d, q) =§;us(q) s —u(q) (9.2.7)
sin restricciones. Las ecuaciones ahora son
d oL oL
—_—— = 2.
atdq, ~ g, (6-28)

En esta formulacién, el término que aparece a la derecha se denomina la “fuerza
generalizada”.

9.2.1. Pequenos ejemplos

Ejemplo 1. Para un oscilador arménico unidimensional K = %mﬁcz y U= 1zkxz
de modo que L = %micz — %kx2 por lo cual

oL ) oL K
— =mx, — =—kx
ox Tdx

que conduce a la ecuacién de movimiento mx = —kx.

Ejemplo 2. El caso del péndulo plano plano se plantea originalmente con K =
= (5{2 +gz) y la energia potencial es U = —mgy vy la restriccién x* +y* = R?,
esto es

1
L= 7m (x* +y*) + mgy, con la restriccién x> +y? =R%. (9.2.9)

9.2. LAGRANGEANO PARA LAS ECUACIONES DE NEWTON Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 233

Sin embargo es mejor hacer el reemplazo x = Rsinq, y = Rcosq, con lo que
se garantiza que la restriccion se satisface y se tiene

1
L= EmRZq2 — mgRcosq. (9.2.10)
La tnica ecuacion de Euler-Lagrange es
mR2§ = —mgRsing = §= —%sinq . (9.2.11)

Obsérvese que la fuerza generalizada en este ejemplo es
0
F = “3q (—mgRcos q) = —mgRsin q

la que no tiene dimensiones de fuerza. La razén es que q no tiene dimensiones
de longitud.

Ejemplo 3. Las ecuaciones de movimiento de un cuerpo sometido tan solo a la
fuerza central que tiene asociada la energia potencial U(r) se pueden obtener a
partir de

L= % (fz 41207 + 12 sin? 0 452) —ufr). (9.2.12)

Puesto que L no depende de ¢ sino tan solo de ¢ se obtiene que

oL . constante

% = constante — ¢ = {, es constante

mrlsin? 0

el resto es sencillo.

9.2.2. Ejemplo: particula deslizando en superficie cénica

Para el caso de una particula deslizando en una superficie conica conviene plantear
el problema en coordenadas esféricas con 8 = cte. En tal caso la velocidad es

V =1+ rdPsin O

por lo que las energias cinética K y potencial U son

K= % (1'"2 + 2 sin’ 9) , U = mgrcos6 (9.2.13)
de donde m '
L==2 (fz + 12 sin? e) — mgrcos0. (9.2.14)
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La ecuacién de Euler-Lagrange para la variable r resulta

ser
¥ =rdp?sin®0 — gcosH. (9.2.15)
9 Puesto que L no depende de ¢ sino tan solo de d)
8/T es inmediato plantear que % = {, donde {, es una
constante, lo que da
Figura 9.1: Particula des- I

liza por el interior de una mr2d> sin? 0 = L, = (]) = (9.2.16)

. 2 ¢in?
superficie conica. mrsin” 6
Se puede comprobar que {, es la proyeccion del mo-
mento angular al eje Z. Si se reemplaza esta expresién para ¢ en (9.2.15) se
obtiene
€2
. z
T=-——"5——gcosH (9.2.17)
m2r3 sin? 0
que no puede ser integrada analiticamente aunque tiene una solucién particular
en que T =T, es constante y se determina de
3
3 _ ez
Te= 3 — .
m#g cos O sin“ 0

9.2.3. Método lagrangeano para el péndulo esférico

En coordenadas esféricas la velocidad es
V=1 +rdbsin0d + rod

lo que permite escribir la energia cinética de un péndulo esférico de largo R
(r = R es constante, T = 0) en la forma K = 1sz2 (92 +sin’0 d)2> de modo

que la forma estandar L = K — U, el lagrangeano en coordenadas esféricas para
el péndulo esférico es

2 . .
L= % (92 +sin? 0 d)z) + mgRcos 6. (9.2.18)

Ya que en L aparece ¢ pero no aparece ¢ se tiene que

O RZsin?o d (9.2.19)

oo
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es una constante de movimiento, esto es, ¢ sin?® no cambia en el tiempo y
depende tan solo de las condiciones iniciales. A esta constante la denominare-

mos A
A

sin’ 0
No es dificil darse cuenta que esta cantidad es proporcional a la componente Z
del momento angular, que, en efecto, es una cantidad conservada.

dsinf0 =\ = = (9.2.20)

La ecuacidn asociada a la variable O es

0+ % sin® — $p?sin @ cos® =0 (9.2.21)
que, usando (9.2.36), da
6+ Jsino—n2 %% g (9.2.22)
R sint@ o

Puede apreciarse lo sencillo que ha sido llegar a esta ecuacién que describe el
movimiento mas general del péndulo esférico.

9.2.4. Ejemplo: péndulo que nace en barra que rota

Como puede apreciarse en la figura 9.2, se tiene
una barra OA, de largo R que gira en un plano
vertical con velocidad angular constante w. De
su extremo A nace una barra ideal rigida de largo
b en cuyo extremo B tiene una particula puntual
de masa m. Se designara (x,y) a las coordenadas
de la particula en B.

Llamando ¢ (y que vale w t) al dngulo que forma
OA con el egje Xy « al dngulo que forma la barra
AB con la vertical se puede comprobar que
Figura 9.2: Una barra OA gira
g g

x = Rcosd +bsina con velocidad angular uniforme w
y de su extremo A nace un péndulo
que tiene particula de masa m en
) o o su extremo B.
las que constituyen restricciones holonémicas. El
sistema tiene un solo grado de libertad el cual es descrito por el dngulo «. La

energia cinética es K = %m (x* +U?) y la energia potencial es U = mgy.

Yy = Rsindp —bcosax
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La componente x de la velocidad se puede calcular como sigue y en forma similar
se calcula y,

L WL
Y oo
—Rw sin ¢ + b cos x

Yy = Rwcos¢ + basina
lo que lleva a determinar que Ky U son

K = %n (R?w? + b*a’ + 2Rbwasin(x — wt))

U = mg(Rsind —bcosa) .

De L = K — U se obtiene que

oL
e mb (&Rw cos(ax — wt) —gsina) , (9.2.23)
oL . .
— = mb (Rwsin(x — wt) + ba) ,
ox
4O b (6Rw cos(a— wt) + bi) (9.2.24)
Ttaq — ™Mb (aRwcos(a &) . 2.

Viéndose que se producen cancelaciones que arrojan como ecuacién de movi-

miento R
&= o wleos(a— wt) —%sinoc. (9.2.25)

9.2.5. Ejemplo: caso con dos masas

En el caso de la figura 9.3 se tiene un bloque de masa m; con coordenada x; y
una masa my, coordenadas (x2,Yz), en el extremo de una barra de largo R que

nace en la particula 1. Se puede plantear inicialmente que
mp ., mz ., )
K= TX] —+ 7 (Xz +yz)

y la Unica energia potencial es

V =mgy; se debe entender que Yy, <0
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con la restriccién A
(x2 —x1)2 +y5 =R? (9.2.26)

para garantizar que la barra tenga largo fijo.

Para satisfacer automdticamente la restriccién conviene re-
emplazar {x1,x2,Yz} por {X, d} donde X es la coordenada
horizontal del centro de masa,

MX =myx; + my Xy, M=m +m, Figura 9.3: De un

bloque de masa m,
pende, mediante un
hilo de largo R, una

de modo que

x; = X— ma Rsin ¢ particula de masa
M my.

X, = X+ % Rsin ¢

Y, = —Rcos¢ (9.2.27)

con lo que el lagrangeano queda tan solo en términos de {X, ¢} y sus derivadas,

M. RZ 102 .
[ =My meRim rmasinid o o cosd (9.2.28)
2 2 M
Puesto que % =0, la variable X(t), que da la posicién X del centro de masa,

describe un movimiento con velocidad uniforme determinada por las condiciones
iniciales.
La ecuacién de Euler-Lagrange para el dngulo ¢(t) resulta un tanto complicada.
Pero si se hace la aproximacién de dngulos pequefios se obtiene una ecuacién de
oscilador armdnico,
Mg
my R

$ ~ ¢. (9.2.20)

9.2.6. Ejemplo visto en §2.2.1.1
Esta vez basta saber que

vi = D? (& sin® o + w? cos” «) v3 = D?&* cos? o (9.2.30)
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para poder escribir el lagrangeano

L= %DZ (&* + w? cos® &) + mgD cos o« (9.2.31)
por lo que
oL oL
3% = mD?%é, Py —mD?w? sin & cos o + mgD cos « (9.2.32)

de donde la ecuacién de Euler-Lagrange (ecuacién de movimiento) es

& = —w?sin acos & + %sinoc (9.2.33)

que es el resultado (2.2.13) obtenido con bastante mas esfuerzo.

9.2.7. Ejemplo: péndulo cénico perturbado
En coordenadas esféricas la velocidad es
V=14 rdsin 0 + 168

lo que que permite escribir la energia cinética de un péndulo esférico de largo
R (= 1t =0)en la forma K = mTRZ éz—f—sinzGci)z), de modo que la forma
estandar L = K —V, el lagrangeano en coordenadas esféricas para el péndulo
esférico es

_ mR?

L= 5 (92 + sin” 0 d)z) +mgRcos 0. (9.2.34)

Puesto que en L aparece ¢ pero no aparece ¢ se tiene que

oL :
— =mR%sin’ 0 ¢ (9.2.35)
od

es una constante de movimiento, esto es, ¢ sin?® no cambia en el tiempo y
depende tan solo de las condiciones iniciales. Se denominard w a esta constante

bsinf0=w = = (9.2.36)

sin” 0

No es dificil darse cuenta que esta cantidad es la componente Z del momento
angular, que, en efecto, es una cantidad conservada.
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Como ya se vio, la ecuacidén asociada a la variable 0 es

0+ % sin® — ¢ sin B cos® = 0 (9.2.37)
que, usando (9.2.36) da (ver (9.2.22))
g . , cos 0
04 =sinB — =0. 9.2.38
+ g sin w5, ( )

Puede apreciarse lo sencillo que ha sido llegar a esta ecuacién que describe la
dindmica del angulo 8 en el movimiento mas general del péndulo esférico.

Caso particular 1: el péndulo plano. Si se toma el caso en que & = ¢y es
constante por lo que necesariamente w = 0y la ecuacién es la conocida ecuacién
para el péndulo plano:

6+ % §in® =0, (9.2.39)

Caso particular 2: el péndulo cénico. Este es un caso en que 0 = 0, es
una constante. En tal caso la velocidad angular del péndulo es constante y vale

p— = — ——— 9.2.40
¢ = b0 sin? 0, \/ R cos 0, ( )

lo que determina que la constante w valga

g .2
=,/ — 0, . 241
w =/ R cos 0 sin” 0, (9 )

Caso particular 3, péndulo casi cénico. Esta vez se supondra que el mo-
vimiento es muy cercano al movimiento cénico, de modo que

0(t) = 0, + 5(t) (9.2.42)

donde la funcién 6(t) es muy pequefia. Esto se reemplaza en la ecuacién maes-
tra (9.2.22) y se hace uso de las aproximaciones

sin(0) & sin 0y + & cos Oy cos(0) ~ cos(0y) — dsin(Hy)
con lo que se obtiene
5+ df (1+3cos?0) §=0 (9.2.43)
que es la ecuacién de oscilador armdnico que admite una solucién
O(t) = §pcos Ot con Q = b, \/m
viéndose que el angulo 0 oscila con frecuencia angular Q) en torno al valor 6,
0 ~ 0y + Oy cos Ot. (9.2.44)
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La magnitud angular de tales oscilaciones en torno al valor 6,
es 0p. La Unica restriccion sobre §y es que sea suficientemente
pequeno para que las aproximaciones utilizadas sean validas.

m 9.2.8. EIl péndulo doble plano

Un hilo de largo d; nace en un punto fijo O. En su otro

m extremo tiene una particula de masa my y de esta particula

_ _ nace un hilo de largo d; en cuyo otro extremo se tiene una

Eﬁltjorafio'ﬁa?ee Z: particula de masa m;. Todo el sistema, ver figura 9.4, oscila
péndulo doble. en un plano vertical fijo. El lagrangeano del sistema es

myo o, My

L=— —

2T

Se hace el cambio de variables x; = d;sin©;,y; = —d; cos0;, x, = d;sin0; +

d;sin0;, y, = —d; cos 0 — d; cos 0; con lo cual

sz + mygy; + mygy; (9.2.45)

XH = d]é] cot 61 y g] = d]é] sin 61
Xé = d]@] cot 61 + dz@z COS 62, gz = d]@] sin 61 + dz@z sin 62

Con lo cual el lagrangeano L = K — U se escribe

1 . . . .
L= [m1d$e%+mz (c1$e%+dgeg+2d1dze1ezcos(e1 —ez))}

+(my + my)gd; cos 07 + m,gd; cos 6, (9.2.46)

9.2.9. Ejemplo sencillo con cuerpo rigido

Una forma sencilla de obtener las ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido
consiste en obtener primero su energia cinética y potencial para luego hacer uso
de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

El movimiento de un cuerpo rigido, ya descrito en el capitulo 8, tiene a lo mds
seis grados de libertad: tres se refieren a traslacién y pueden estar indicados por
el movimiento del centro de masa, esto es, descrito por ﬁG(t) y otros tres que
pueden asociarse a la velocidad angular ﬁ(t) del cuerpo. Pero en los casos en que
el cuerpo tiene un punto fijo a un sistema inercial no hay dindmica de traslacién
no trivial y tan solo interesa estudiar la velocidad angular del cuerpo.
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Considérese el caso de un alambre semicircunfe- g 3
rencial, figura 9.5, que puede oscilar en torno a o \

su centro de curvatura. Para obtener la energia o >
cinética se toma en cuenta que la velocidad tan- 5 ST Y
gencial de cualquier elemento de masa dm es \g,_ P
o . . _ M
v = R&, mientras que dm = ?dd), de modo
que
1 (Ve M MR? | X
K=- (R&)* —dp = — &2 v
2 /2t T 2 _
_ Figura 9.5: Alambre semicircun-
mientras que ferencial que oscila debido a su
/24 M IMaR propio peso.
U:gJ Rcosdp—dod = 9 CoS &
/24« T
esto es,
MR? 2MgR
L= Tocz — g COS X .

Se puede ver que la ecuacién de Euler-Lagrange en este caso es (2.3.50).

0.2.10. Péndulo con resorte

Se considera el caso de un péndulo, como en la figura 9.6, que
consta de una particula de masa m que estd en el extremo

de un resorte de largo natural b y constante eldstica k. En k,b
un instante cualquiera el resorte tiene largo b+ x y forma un ¢
angulo ¢ con la vertical. La energia cinética es
m.2 242 :
K= > (X +(b+x)d ) Figura 9.6: E/ sis-

tema es un péndulo
cuyo largo es varia-

) k , ble debido a que “el
V =—-mg(b+x) cosPp + Pl X hilo” es un resorte de

mientras que la energia potencial es

. largo natural b,
esto es, el lagrangeano del sistema es

L= % (xz +(b+ x)zd)z) +mg(b +x)cos b — %‘xz (9.2.47)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen de este lagrangeano utilizando las
ecuaciones de Euler-Lagrange.
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9.2.11. Método lagrangeano en caso de cilindro rodando
pendiente abajo

Se considera el ejemplo visto en §8.8 en que
/ﬁ(k un cilindro de radio R y momento de iner-
cia I rueda pendiente abajo por un plano
\ inclinado que forma un angulo 6 con la ho-
X rizontal. Aunque sea trivial se usard tanto la
coordenada x como el dngulo ¢ aceptado

0 la restriccién holonémica

Figura 9.7: Cilindro de radio R rueda sin
deslizar por plano inclinado.

f(x,d) =x—Rp =0 (9.2.48)
El lagrangeano en este caso es

I.
L— %‘8 +5¢% + mgxsin® + A (x — R¢) (9.2.49)

Puesto que 0L /0x = mx se obtiene que

aot _ mx oL _ mgsin0 + A
dtox 0 ax o
por lo que
mX = mgsin 0 + A (9.2.50)
mientras que
d oL - oL
dtog ¢ GBI
lleva a que
Idp = —RA (9.2.51)

Las ecuaciones (9.2.50), (9.2.51), junto a la segunda derivada de (9.2.48) con-
ducen a

_ gsin®
~ 1+1I/(mR?)’

gsind L LU PP

Rb =3 +1I/(mR?)’ 1+ mR%/I

%
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9.2.12. Particula cargada en presencia de campo electro-
magnético

Considérese el lagrangeano de particula de carga eléctrica e y masa m en pre-
sencia de un campos eléctrico y magnético,

L:%my%—auﬁﬂ+ev.ﬁﬁ¢) (9.2.53)
donde U es el potencial eléctrico y A es una cantidad llamada el potencial
vectorial. Estas cantidades se relacionan a los campos eléctrico E y magnético B
por medio de
A
a )
Se puede demostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange en este caso son

E=-VU- B=VxA. (9.2.54)

mr=¢ek +evxB.

En el caso particular en que hay tan solo campo magnético, por lo cual U es
nulo, quedando solo A, la ecuaciéon de movimiento se reduce a

mr=evxB

que tiene la peculiaridad de tener al lado derecho una fuerza que depende de la
velocidad y sin embargo la energia cinética del sistema se conserva. En efecto,
si la dltima ecuacién es multiplicada por Vv = T el lado derecho se anula y queda
que

Si el campo magnético es uniforme, B = ]§0 la trayectoria de la particula es una
hélice de paso y radio constantes que se apoya en una superficie cilindrica cuyo
eje es paralelo a Bo. Nota marginal: cuando se estudie electromagnetismo se vera
que esta particula de carga eléctrica e emite radiacidén electromagnética que la
frena, esto es, en el caso real la energia cinética no se conserva.
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9.2.13. Y aun otros ejemplos

e Una particula cayendo por su propio peso por curva helicoidal de paso h y radio
R del cilindro.

Puesto que v = (R} — hK) ¢ se tiene que

m

L
2

(R*+h?) ¢* — mghd. (9.2.55)

e Particula restringida a moverse en el plano vertical XZ sobre la curva z = G(x):

_m 12\ .2
L= (1+G )x mgG(x). (9.2.56)

9.3. Problemas

9.1 Se tiene una polea una rueda ideal sin masa ni roces con eje horizontal fijo
en cuyo perimetro se apoya un hilo. En los extremos del hilo cuelgan sendas
particulas de masas m; y m; conmy < m,. Determine el lagrangeano L del
sistema teniendo como datos las dos masas y la aceleracion de gravedad,
obtenga las ecuaciones de movimiento y la aceleracion con que desciende
la masa m,;.

9.2 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un péndulo esférico.

9.3 Ecuaciones para el péndulo doble plano: una particula de masa m; pende
de un hilo de largo R;. El otro extremo de este hilo esta fijo a un punto
P. De la particula nace otro hilo de largo R, en cuyo extremo hay una
particula de masa m,. Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange en el caso
en que el movimiento ocurre en un plano fijo.

9.4 Escriba el lagrangeano de un sistema vertical suelo-resorte (kq, d; )-particu-
la (my )-resorte (ky, d;)- particula (m;) en presencia de gravedad.

9.5 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un cilidro de radio R, largo
h que rueda sin deslizar por un plano inclinado (dngulo o).
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Apéndice A

Operadores V (nabla) en
coordenadas curvilineas

A.1. Gradiente, divergencia, rotor y laplaciano
En coordenadas cartesianas el operador diferencial “nabla”, V, se define como
V=1—+5—+k (A.1.1)

Las coordenadas cilindricas (p, ¢, z) se definen por su relacién con las coordena-
das cartesiabas (x,y,z) por

= pcosd,
= psind, (A.1.2)
z = z.

y las coordenadas esféricas (r, 0, ¢) se definen por las relaciones

X = 71sin0 cos,
= 71sin0 sind, (A.1.3)
z = Tcos0.

En base a estas coordenadas se define los operadores: gradiente V, divergencia
V-, rotor Vx y laplaciano V2 en la tabla que sigue.
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gradiente

divergencia

rotor

laplaciano

cilindricas esféricas
A0 L 90 (o 50 4 82 b o
pap+ pa¢+ﬁaz Tar—i_raﬁ—{_rsineaq)
10(pAp) | 10A4 A, | 1 3(r?A;) 1 d(sinBAg) |, 0Ay
p 0p p 0 + oz 2 or + T5in 0 00 + op
Af(10A, 6A¢, E aSineAd) __ 0Ag
p (p b 2z )T Tsing 20 0 ) T
2~ (0Ap DA, ) 0A, _ 0(rsin6Agy)
d) ( 0z op ) + Tsin 0 od or +
kK [(3(PAy)  03A $ (3(rAe) _ 3A,
p dp [l T or 00
12 (42 129 (23
P Op (pap T T2 or (1‘ ar) +
122 4 22 1 0 (in@l
7362 T 2z TZsin0 00 2(sm eae) +
1 d
12 sinZ 0 02

A.1. GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTOR Y LAPLACIANO
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Apéndice B
Movimiento relativo

En lo que sigue se usard la nocién de diferenciales tales como dx o
df. Por ejemplo la funcién f evaluada es x + dx, f(x + dx), puede
también escribirse f(x+dx) ~ f(x)+% dx lo que también se expresa
en la forma df = % dx.

B.1. Area barrida y velocidad angular

Si se tiene una funcidn vectorial D(t), ella barre un “drea”
dS en un lapso dt que se expresa en la forma

.D(t+dt)

dS = =D(t) x D(t + dt)

—

(t) x

Q

N =N =

5(t) + D (t) dt)

~—~ T

' Bt) x D). (B.1.1)

Q

M|

Por otro lado la magnitud dS se puede expresar como el drea Figura B.1: £
del sector de circulo de radio |D|| cuando se ha barrido un srea que barre D(t)

pequeno angulo de, cuando esta funcién
vectorial barre un

pequeio angulo do.

1 -
ds = E||D(t)||2 do.
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Puesto que ||dS|| =|dS| se obtiene que

IB(t) x D) dt = |B(1)] de

y como la magnitud de la velocidad angular es wp = do/dt y su direccién

corresponde a la del vector 5(t) X 6(’(), se obtiene que

(B.1.2)

Si se hace el producto cruz de cada miembro de esta igualdad con D se obtiene
. - db D-9_
Wp xD=——-—Z44D, (B.1.3)
dt |D|?
En particular, si D es de magnitud constante entonces necesariamente

D - (dD/dt) =0.

Esto es lo que resulta, por ejemplo, si D es un vector unitario.

B.2. Derivada temporal segun el sistema de re-
ferencia

B.2.1. Derivada de un vector cualquiera

Si se tiene una cantidad vectorial dependiente del tiempo: g(t), ella expresada
en un sistema de referencia S’ es

B(t) = bi(t)4 + ba(t)]’ + b3 (t) k' (B.2.1)

donde los vectores [?’,/j\’,fz’] son una base ortonormal fija en S’. Al calcular la
derivada (dB/dt)s en el sistema de referencia S usando la expresién (B.2.1) se

obtiene
dB db; ., ai’
— = —17 — I B.2.2
() -(Gee)s (0 (5),+)- we2
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. , . . — AN ,
El primer paréntesis es la derivada de B cuando la base [1’,5",k’] no varfa, en
otras palabras, es la derivada de B en el sistema S’. Haciendo uso de (B.1.3) las
derivadas en el segundo paréntesis son iguales a O x 1,... de modo que

dB dB L
=2 == . B.2.
<dt>5 (dt>5’+QXB ( 3)

B.2.2. Derivada del vector posicion

Considerando dos sistemas de referencia S S’ cuyos origenes son O y O’ res-
pectivamente, y se denomina R al vector (9(9 de modo que ¥ =71+ R y

RGO

pero de (B.2.3) se sabe que
dt /¢ dat /o

V' 4+Qx7. (B.2.6)

O

T (B.2.5)

por lo cual

A
+

B.2.3. Derivada del vector velocidad
Puesto que la aceleracién d es la derivada del vector velocidad se tiene que
o (dﬁ)
a = |+
dt /

o dv’
= R+(d\jc) +Q>< +O_><( ?’/dt)s. (B.2.7)
S

El segundo término del lado derecho es (ddit/)s = (%)S, +Q xV y el segundo

factor del dltimo término es (dr’/dt)s = ¥/+Q x¥'. Haciendo estos reemplazos
v’

en (B.2.7) se despeja d’ = (), obteniéndose

-/ g

a :6—R—ﬁ><(ﬁx?’)—ZﬁxG’—ﬁx?’. (B.2.8)
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B.2.4. La ecuacion de movimiento en un sistema no iner-
cial

Si en la expresién (B.2.8) multiplicada por la masa de la particula se supone
que el sistema de referencia S es inercial, se cumple que ma = F. En general el
sistema de referencia S’ no lo es, y de la expresién (B.2.8) se obtiene

m&’zﬁ—mﬁ—mﬁx(ﬁx?’)—Zmﬁxﬁ’—mﬁx?’. (B.2.9)

Los términos segundo tercero y cuarto del lado derecho de esta relacion tiene
nombres propios:

—mQ x (Q x 7/) fuerza centrifuga,
—2mQ x v’ fuerza de Coriolis,
—mQ x 1’ fuerza transversal.

Esto es, en S’ el producto de la masa m por la aceleracién @’ es igual a la suma
de una serie de términos. El primero es la fuerza F que se tiene en A. El segundo
se debe a la aceleracién de S, el tercero y cuarto se llaman fuerza centrifuga,
el fuerza de Coriolis respectivamente. El (ltimo término de denomina em fuerza
transversal.

Veamos una situacién muy sencilla: en un sistema inercial S se tiene un disco
horizontal rotando en torno a su eje vertical (esto es, el eje es paralelo a §), que
es el eje Z en las coordenadas de S. A lo largo de un radio del disco desliza una
particula P. El disco estd fijo a un sistema no inercial S’ cuyo origen coincide
con el de S y adem3s el radio define la direccién del eje X' de §’, esto es, en el
sistema S’ la particula P se mueve en linea recta. Sea r(t) la distancia entre el
origen comun de los dos sistemas de referencia. Las seudofuerzas sobre P que
aparecen en S’ son:

—

feentrifuga = —MOK x (QK x 7(t)) = mQ?r(t)1
feoiolis = —2mQK x (Ft)? = —2mQi(t)5’.  (B.2.10)

En este ejemplo la fuerza transversal es nula porque () es constante.

Se observa que feentrifuga @punta hacia afuera como es de esperar y fcoriolis trata
de sacar a la particula de su movimiento puramente radial.
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B.3. Ejemplo

Se considera una particula que se puede mover en una circunferencia de radio R
que estd en un plano vertical. El centro O’ de la circunferencia rota en torno al
origen O y la distancia entre O y O’ es R. Se escoge los ejes X y X' verticales
hacia abajo como se aprecia en la figura B.2 de modo que

7' =Rp, V' =R, @' =RPH—RP*p.  (B.3.1)
El vector desde @ a @ es R = R/j\’ y
R=0xR=—-ROR',

de donde
- N

R=0 x R = —RQ%

Las fuerzas cuya suma es el término F en (B.2.9) son
la suma del peso y la normal:

]_:)ngl\,—N]ﬁ—Nzﬁl.

Es facil demostrar que

—

feentrit = MQ’Rsind j’ (B.3.2)
feoriois = 2mQRbcosd K'. (B.3.3)

Figura B.2: EI sistema de
referencia tiene origen en O,
que rota en torno a O dibu-
La aceleracién @’ explicitada en (B.3.1) tiene compo- jando una circunferencia hori-
nentes a lo largo de p y de $. Puede comprobarse que Zontal es el origen de S'.

la ecuacién de movimiento en la direccién ¢ resulta

ser

mR = —mgsin ¢ + mRQ? cos ¢ + mQ?Rsind cos ¢ . (B.3.4)
Esta ecuacién garantiza que la energia

E= %mchbz + U(d) (B.3.5)
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donde RO? ]
U =—mgR <cos ¢ + 9 <sin o+ ] sin? d))) (B.3.6)

se mantiene constante. Con el parametro adimensional
= RQ?/
Y= g

se puede caracterizar diversos tipos de soluciones.
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Apéndice C
Elementos de relatividad

Version 0

No es parte del programa, tal solo para curiosos'.

C.1. Telon de fondo

ILas primeras ecuaciones relativistas, e

sentido que tiene este capitulo, fueron las ecuaciones para el campo electro-
magnético (E, B). Ellas fueron escritas por J.C. Maxwell en los primeros afios de
la década de 1860, casi veinte afios antes que naciera Einstein.

Para poder comprender qué se quiere decir con la afirmacidon anterior es necesario
explicar primero el significado del calificativo “relativista” y luego explicar cémo
fue posible que Maxwell aparentemente se adelantara al tiempo.

El concepto de la relatividad del movimiento era conocida desde el renacimiento.
Galileo lo explica muy bien en el siguiente parrafo:

Enciérrate con algun amigo en la cabina principal bajo cubierta de
un gran barco y ten ahi, contigo algunas moscas, mariposas y otros
pequenos animales voladores. Ten una gran pecera con algunos peces
en ella y cuelga un recipiente que gotee lentamente en otro recipiente
que se ubica bajo el primero. Con el barco detenido, observa cuida-
dosamente cémo los pequefios animales vuelan con igual velocidad

LCurioso: inclinado a aprender lo que no conoce.
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en todas direcciones de la cabina. Los peces nadan indiferentemente
en todas las direcciones; las gotas caen sobre el recipiente abajo; y,
lanzandole algtin objeto a tu amigo, se necesita igual esfuerzo para
lanzarlo en una direccion o en otra si las distancias son iguales. Sal-
tando a pies juntos alcanzas igual distancia en todas las direcciones.
Cuando hayas observado todas estas cosas cuidadosamente (aunque
no cabe duda que mientras el barco esta detenido todo debe suceder
asi), deja que el barco vaya a cualquier velocidad que desees, con
tal que el movimiento sea uniforme y no se balancee en un sentido
u otro. Descubrirds que no hay el mds minimo cambio en todos los
fendmenos nombrados y no podras, a partir de ninguno de ellos, decir
si el barco se mueve o estd en reposo. Saltando (a piés juntos) al-
canzaras las mismas distancias que antes, no habra diferencias entre
las distancias alcanzadas saltando hacia proa o popa aun si el barco
se esta moviendo muy rdpido a pesar de que el suelo bajo tus piés se
esta moviendo en direccion opuesta a tu salto. Para lanzarle objetos
a tu amigo no necesitards mas esfuerzo si él esta mas hacia proa
0 popa. Las gotas caerdn al recipiente de abajo, sin desvio alguno
hacia la popa, aun cuando mientras las gotas estan en el aire el barco
avanza varios palmos. Los peces en la pecera seguirdn nadando con
no mas esfuerzo hacia la proa que hacia la popa y alcanzardn con
igual facilidad la comida que se les coloque en cualquier pared de la
pecera. Finalmente las mariposas y las moscas continuaran volando
indiferentemente en cualquier direccién. “DIALOGOS SOBRE LOS
DOS SISTEMAS DEL UNIVERSO", Galileo Galilei.

Para dos sistemas de referencia con ejes cartesianos paralelos y que tienen velo-
cidad relativa en la direccién X, como en la figura C.1, las coordenadas de un
mismo hecho puntual e instantdneo P se relacionan por

!/

X =x—vt

[
2‘, :i’ (C.1.1)
t =t.

En cada sistema el movimiento de un mismo objeto es descrito por

v _ = 4’
Mae M

=F (C.1.2)
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ya que t = t' y porque, debido a (C.1.1) las aceleraciones también son las
mismas.

—

X X~

Figura C.1: Si dos sistemas de referencia inerciales con ejes cartesianos paralelos se mueven
con velocidad relativa v en la direccidn de los ejes X y X', la relatividad de Galileo establece que
las coordenadas espaciotemporales en S y S’ de un evento P se relacionan segiin: X' = x —vt,
Y=y 7=z t=t

Es decir, las leyes de comportamiento de los objetos fisicos son las mismas en un
laboratorio en reposo (tierra firme) que en un laboratorio en movimiento rectilineo
y uniforme (cabina del barco). Pero si las leyes son las mismas y somos incapaces
de hacer un experimento internamente en cualquiera de estos laboratorios que
nos indique el estado de movimiento de éste, jpor qué llamarle a uno de éstos el
laboratorio en reposo?

En el caso de barco y tierra firme parece natural decir que este Ultimo es un
sistema privilegiado, pero si se considera dos naves espaciales, con sus cohetes
apagados, y se cruzan en el espacio interestelar no hay forma de decidir cual se
mueve, o si se mueven ambas, ni tampoco a qué velocidad se mueven. Lo (nico
que es posible medir es la velocidad relativa entre ambas naves.

No puede introducirse en fisica un concepto de movimiento absoluto, el movi-
miento relativo es el (nico que puede detectarse: la Tierra respecto al Sol, la
Luna respecto a la Tierra, el tren respecto a la Tierra, el barco respecto al agua
etc. Las estrellas estan demasiado distantes para servir de punto de referencia vy,
por lo demds, ellas se mueven entre si.

El principio de relatividad de Galileo esta presente en la Mecanica que se utiliza
para comprender todos los movimientos a escala humana, es decir, la Mecénica de
Newton. Sin embargo, en aquella época y la que le siguid no parecié satisfactorio
que el movimiento tuviese un significado puramente relativo y asi fue como se
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inventé un concepto metafisico extrano: el Espacio Absoluto. Se pensaba que
de algiin modo aun no conocido se podria establecer un método de medir la
velocidad absoluta, /a velocidad con respecto al Espacio.

Antes de que se supiera que las estrellas se mueven se creyd, por ejemplo, que las
estrellas servirian como el marco de referencia para definir Movimiento Absoluto.
Se verad que tales ideas de espacio y movimiento absoluto no solo no lograron
nunca un asidero real, sino que ademas fueron abolidas de la fisica.

C.2. Primeros pasos

Los primeros intentos de medir velocidades absolutas se hicieron utilizando la luz.
Para comprender estos esfuerzos consideremos primero dos fendmenos simples y
faciles de entender.

1. Si se monta en un tren dos cafiones iguales, uno apuntando en la direccién
del movimiento del tren y el otro candn orientado en la direccidén opuesta
(ver la figura C.2) se notard que las velocidades de las balas con respecto
al terreno circundante son Vien +V Y Vien — V, siendo v la velocidad de la
bala con respecto al candén. Es decir, la velocidad detectada de las balas
depende del movimiento de la fuente emisora (el sistema tren—cafidn)

2. Silo que se mide ahora es la velocidad del sonido proveniente de uno de los
canones, medida en un cerro delante del tren y otro cerro detrds del tren,
el resultado es que la velocidad del sonido no depende la fuente emisora
(cafion) pero si depende de la velocidad del viento.

—

Figura C.2: La velocidad de las balas con respecto a un observador en tierra firme depende
de la velocidad de la fuente emisora, esto es, los cafiones, pero es fija con respecto a los
canones. La velocidad del sonido con respecto a observadores en tierra firme, en cambio, no
depende de la velocidad de la fuente emisora. Ella es fija con respecto al aire.
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En el primer ejemplo la velocidad de la bala es tnica con respecto al canén. En
el segundo ejemplo la velocidad del sonido es (nica con respecto al aire, o sea,
con respecto al medio en el cual se propaga el sonido, ya que el sonido es un
fendmeno de vibracién del medio en el cual se transmite.

En relacién a la luz se plantearon las posibilidades no excluyentes de considerar:
(a) que su velocidad es fija con respecto a un medio, que se denominé “eter”
, que llenaria todos los espacios interestelares asi como también los intersticios
dentro de la materia; (b) que su velocidad depende de la velocidad de la fuente
emisora (como ocurre con la bala de cafidn) con respecto al “eter”. La idea del
eter domind y los primeros intentos de medir la velocidad de la luz con respecto
al eter fueron hechas por Fizeau (Fizeau, H. (1851), Sur les hypotheses relatives
a I'éther lumineux, et sur une expérience qui parait démontrer que le mouvement
des corps change la vitesse a laquelle la lumiére se propage dans leur intérieu,
Comptes Rendus 33: 349-355).

El proximo paso que interesa mencionar es el desarrollo de la electricidad vy el
magnetismo. Originalmente y desde la antigiiedad, se conocian los fenémenos
eléctricos: chispas, atraccion electrostatica etc. El estudio de las piedras magnéti-
cas parece haber comenzado en Europa por el siglo XVI (Gilbert). Pero el estudio
sistematico de ambos tipos de fendmenos se inicié en el siglo XVII. Un gran ade-
lanto se consiguié con el invento de Volta de las pilas eléctricas (c.1800), ya
que las pilas permitieron estudiar corrientes eléctricas. Los estudios de muchos
precursores llevaron a Oersted y Faraday a descubrir y sistematizar la estrecha
relacion entre electricidad y magnetismo, estudios que culminaron con la formu-
lacién, de parte de J.C. Maxwell, de la teoria del electromagnetismo alrededor de
1860. Esta teoria se sintetiza en la famosas ecuaciones de Maxwell mencionadas
al comienzo. Entre otras cosas, esta nueva y gran teoria permitié comprender
que la /uz no es sino un caso particular de ondas electromagnéticas.

Cuando se hizo un estudio tedrico de las ecuaciones del electromagnetismo se
obtuvo que ellas no satisfacen el principio de relatividad de Galileo, (C.1.1).

Esto venia a apoyar la idea de que la electrodindmica no es la misma en un labo-
ratorio en Reposo Absoluto que en otro que estd en movimiento y, en particular,
hacia importante poder medir la velocidad de la luz con respecto al “eter”. Para
poder medir el efecto de la velocidad del laboratorio sobre la velocidad de la luz
se debia tener un laboratorio muy veloz, ya que

c=2,9979 x 10° Km/seg .
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La velocidad mas alta de que se disponia era la velocidad de la Tierra en su
orbita

vr =~ 30 Km/seg .
La velocidad de la luz es 10 mil veces mayor que la velocidad de la Tierra con
respecto a su Orbita.

Entre 1881 y 1887 se llevaron a cabo experimentos que tenian sobrada capacidad
para detectar, en caso que fuese cierto, que la velocidad de la luz no era la misma
en la direcciéon del movimienmto de la Tierra que en la direccién perpendicular.
Inicialmente Michelson anuncié haber detectado el fenémeno pero H. Lorentz
mostrd en 1886 que aquellos experimentos no eran concluyentes. Michelson con-
tinué haciendo mediciones junto a Moreley. Hoy puede decirse que Michelson y
Moreley no detectaron efecto alguno y jamas ha sido observado en experimentos
muchisimo mas refinados llevados a cabo con posterioridad.

En 1881 J.J. Thomson en su articulo On the effects produced by the motion of
electrified bodies, Phil. Mag. 11: 229 establecié que las particulas cargadas son
mas dificiles de poner en movimiento, sugiriendo que tienen una masa electro-
magnética aparte de su masa mecanica.

Por distintas motivaciones comenzé a estudiarse variaciones de las transforma-
ciones de la relatividad galileana, (C.1.1). La primera es de W. Voigt en 1887.
O. Heaviside determiné en 1881 que la masa no tan solo cambia porque la
particula tiene carga sino también porque tiene velocidad. Ademas obtuvo que el
campo electrostatico disminuye en la direccién del movimiento relativo. En 1889
Fitzgerald sugirié que todos los cuerpos se contraen en la direccién del movi-
miento (simultdneamente y en forma independiente esto fue afirmado también
por H. Lorentz) y afirma que esto seria lo que explicaria el resultado negativo de
los experimentos de Michelson y Morley.

En 1895 Lorentz escribié una versién aproximada de ecuaciones alternativas a las
(C.1.1). Resalta de ellas que el tiempo del evento P en el sistema de referencia
S’ no es el mismo que el tiempo t del mismo evento en el sistema de referencia
S sino que t' =t — vx/c?, donce v es la velocidad de S’ con respecto a S y esa
velocidad es paralela a los ejes X y X'. Voigt ya habia dicho algo semejante pero
Lorentz no conocia tal resultado.

Ese mismo afio H. Poincaré defiende la teoria de Lorentz ya que, argumenta,
aunque tiene defectos, es la que estd mas de explicar el conjunto de fenémenos
perturbadores que se tenia, tales como el experimendo de Fizeau, la validez de las
ecuaciones del electromagnetismo en cualquier sistema de referencia inercial y el

C2. PRIMEROS PASOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 259

experimento negativo de Michelson-Moreley. Con fuerza Poincaré afirma que no
hay movimientos absolutos, que tan solo los movimientos relativos (entre siste-
mas de referencia inerciales) son observables (publicado en la revista L Eclairage
électrique). Nétese la coincidencia entre esta afirmacién y el enunciado del propio
Galileo citada al comienzo.

En 1897 Larmor perfecciona la forma aproximada dada por Lorentz dos afios
antes y entrega una perspectiva fisica novedosa a estas transformaciones. En
1899 Lorentz escribié transformaciones aun mejores.

En 1898 Poincaré establece que “La simultaneidad de dos eventos, o el orden en
que suceden, la igualdad de dos duraciones, deben ser definidas de tal modo que
el enunciado de las leyes fisicas tenga la forma mas sencilla posible.” (Publicado
en la revista Revue de métaphysique et de morale).

En 1900 W. Wien supuso que la masa de una particula se debe tnicamente a
efectos electromagnéticos y dié argumentos para fundamentar que m = %, esto

es, E = 2mc?.

Experimentos hechos por W. Kaufman entre 1901 y 1903 confirman que la masa
depende de la velocidad.

En 1902 aparece el libro de Poincaré “Ciencia e hipdtesis’ donde, entre otras
cosas, medita sobre la relatividad del espacio, tiempo y simultaneidad; afirma
que el principio de relatidad en el sentido que los movimientos absolutos son
indetectables y sugiere la posible inexistencia del eter. También habla sobre geo-
metrias no euclideanas.

En mayo de 1904 Lorentz hace una formulacién de la electrodindmica que, sin
aproximaciones, es vélida en cualquier sistema de referencia inercial (aparecié
en los Proceedings of the Royal Academy of Amsterdam) siempre y cuando no
se use las transformciones galileanas (C.1.1) sino que las transformaciones de

Lorentz
X =v(x—vt) donde y=1/y/1—V2/c?
Yy =y
v (C.2.1)

xv

/
t =y(t—1%3).
También cree que la masa es tan solo de naturaleza electromagnética.

De las transformaciones anteriores se puede demostrar que si se tiene tres siste-
mas de referencia, todos con velocidad relativa en una direcciéon comtn (el eje
X de cada cual) y Sy se mueve con velocidad vy con respecto a Sy, mientras que
S, se mueve con velocidad v; con respecto a Sy, entonces la velocidad de S, con
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respecto a Sy es

Vi +Vv
v — @ . (C.2.2)

Notese que si v; 0 v, es la velocidad de la luz, se obtiene que v = c.

Poincaré, dando una confencia en St. Louis, EEUU, en septiembre de 1904,
define el nuevo principio de relatividad de acuerdo al cual todas las leyes fisicas
deben ser las mismas en cualquier sistema de referencia inercial. También explica
porqué en la nueva mecanica (por formularse) tiene que ser imposible sobrepasar
la velocidad de la luz y hace notar que existen dificultades con el principio de
accién y reaccion y con el principio de conservacién de la masa. Por conservacién
de la masa se entiende que un sistema compuesto tiene una masa total igual a
la suma de las masas de sus partes.

Albert Einstein, un desconocido joven de 26 afios, envid en junio para ser publica-
do, su articulo “Zur Elektrodynamik bewegter Korper” (Sobre la electrodinamica
de cuerpos en movimiento) que apareci6 en septiembre de 1905. Si se mira las
férmulas centrales que ahi aparecen puede decirse que no hay nada nuevo, pe-
ro la forma de obtenerlas y la visiéon que da es radicalmente diferente a todo
lo dicho antes. En pocas pdginas obtiene lo que sus predecesores obtuvieron
en largas y complejas deducciones hechas a lo largo de anos. Pone a nivel de
hipdtesis centrales el Principio de Relatividad y que la velocidad de la luz es la
misma en cualquier sistema de referencia. A partir de estas hipdtesis deduce las
transformaciones de Lorentz, la formulacién de la electrodindmica y la relatividad
especial.

En el articulo de septiembre Einstein da, para la energia cinética, la expresién

2 ]
V2
Vi— a2

Se deja como ejercio demostrar que si se expande en potencias de v/c los primeros
Lrmi ~ 1 2 3m 4 S5m ,,6 35m ,,8

términos son K ~ STV + 55V ea VUt eV e

En un articulo publicado en noviembre de 1905 Einstein afirma que cuando un

cuerpo pierde energia (por radiacién o calor) hay un decremento de su masa,

Am = E/c?. Este resultado lo condujo a su famosa relacién que establece que

la energfa asociada a una cantidad m de masa: E = mc?, la energia en resposo.

K =mc —1]. (C.2.3)

En 1906 M. Planck describe la formulacién de Einstein, corrige un pequeho error
en el articulo seminal de Einstein y define, por primera vez, el momentum relati-
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vista. Ese mismo aio Einstein establece que la energia tiene inercia. Por ejemplo,
la energia del campo electrostatico del electrén, es parcialmente responsable de
la inercia (masa) del electrén.

Einstein, en 1907, vuelve a deducir la relaciéon masa-energia, postula que la masa
inercial y la que aparece en la ley universal de gravitacién son la misma y de aqui
concluye que toda energia es atraida por el campo gravitacional y en particular los
rayos de luz tienen que ser desviados por la gravitacién (Einstein, A. (1907), Uber
das Relativitatsprinzip und die aus demselben gezogenen Folgerungen, Jahrbuch
der Radioaktivitat und Elektronik 4: 411-462).

Siguiendo una idea de Poincaré, H. Minkowski hizo una formulacién tetradimen-
sional de la relatividad (agregando el producto de la velocidad de la luz por el
tiempo, ¢ t, como la cuarta dimensién). En particular, formuld las ecuaciones de
la electrodinamica de Maxwell en este lenguaje. No logrd, sin embargo, llevar a
este lenguaje la ley universal de gravitacion.

C.3. Relatividad y curvatura del espacio

Con las transformaciones de Lorentz y los conceptos que introdujo Einstein en
1905 las ideas de espacio y tiempo se mezclan de modo que, por ejemplo, la
idea de simultaneidad deja de tener un significado absoluto. Hecho esto se tuvo
una nueva mecdnica (mecanica relativista) y una electrodindmica con ecuaciones
bédsicas que toman la misma forma en cualquier sistema de referencia inercial.
En este nuevo marco no hay mencién especial de la idea de masa.

En 1907 Einstein amplié el principio de relatividad. Si hasta aqui se referia a
sistemas de referencia con movimiento uniforme, ahora lo extiende a sistemas
de referencia en caida libre. Por ejemplo, en una nave intergaldctica (esto es,
lejos de toda influencia gravitacional) acelerando con gravedad g se tendrd la
misma fisica (valen las mismas ecuaciones) que en un punto de la Tierra donde
la aceleracién de gravedad local es g. Trabajando con estas ideas, Einstein fue
poco a poco concibiendo lo que a fines de 1915 culmind con su presentacién de
su Relatividad General. En esta teoria se hizo inescapable la nocién de que la
masa y energia curvan al espacio en torno suyo. La gravitaciéon es un efecto de
tal curvatura. Einstein presenté ecuaciones muy dificiles, aun hoy dia, y trabajé
en algunas soluciones aproximadas de ellas.

Muy poco después, en 1916, Karl Schwarzschild pudo encontrar la primera so-
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lucién analitica cerrada de las ecuaciones de Einstein. Esa solucion mostré la
posibilidad de que existieran agujeros negros: una zona del espacio en el cual
la gravitacién es tan intensa que nada puede escapar, ni siquiera la luz. Estos
agujeros negros pueden atraer y “tragarse” a objetos cercanos. El proceso en que
un agujero negro estd por absorber un nuevos objetos, este Gltimo se calienta
enormamente, lo que implica gran cantidad de radiaciéon que es emitida en to-
das direcciones y puede ser captada desde la Tierra. Si un agujero puede tragar
objetos pero no puede emitir energia alguna implica que su masa solo puede
crecer.

A comienzos de 2016 se detectd por primera vez ondas gravitacionales luego de
algo mas de dos décadas de buscarlas experimental. La prediccién de tales ondas
surgié a mediados de febrero de 1916 en un intercambio de cartas entre Einstein
y Karl Schwarzschild. Este dltimo murié muy pocos meses después.

En base a la fisica cudntica, cuyo desarrollé alcanzé una primera cispide en torno
a 1925, Stephen Hawking en 1974 construyé argumentos que indican que un
agujero negro si puede radiar energia y de esta manera su masa puede disminuir.

C.4. Los postulados de 1905 y algo mas

Los postulados que planted Einstein se basan en el concepto de sistema inercial:
un sistema de referencia libre de fuerzas externas en el cual un cuerpo dejado
libre se mueve con velocidad constante. Se supone ademas que la velocidad
relativa entre dos sistemas inerciales es independiente del tiempo. Los postulados
principales entonces son:

PI: Las leyes fisicas toman la misma forma en todos los sistemas inerciales
(covariancia).

P2: La velocidad de la luz es la misma en cualquier sistema inercial, independiente
del movimiento de la fuente luminosa relativa al observador.

P3: El espacio es homogéneo e isétropo. El tiempo es homogéneo.
Es necesario comprender estos postulados y eso toma un cierto esfuerzo.

La relatividad no fue aceptada facilmente. Se reconoce hoy dia que fue solo al
final de la primera guerra mundial (1918) que ella fue universalmente aceptada
por la comunidad cientifica. Este es un fendmeno muy explicable. La mecani-
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ca de Newton ya llevaba tanto tiempo como una teoria aceptada, riquisima y
archicomprobada que no era facil convencer a muchos que habia algo superior.
Ocurre normalmente que haya resistencia al cambio y la relatividad tuvo mucha
resistencia. Por muchos anos fue atacada y rechazada por la mayoria de los fisi-
cos. Pero ese conservadurismo no solo se refleja como reaccién contra el cambio
ya hecho sino ademas se refleja en el hecho que el cambio no fue propuesto
por quienes tuvieron practicamente todos los elementos para darse cuenta que
se imponia una nueva concepcidon de la naturaleza. Sobre esto ha opinado un
gran fisico, P.A.M. Dirac. En su discurso de aceptacién del premio Oppenheimer
en 1970 dijo: “Cualquiera que haya estudiado relatividad se habra seguramente
preguntado por qué Lorentz obtuvo exitosamente las ecuaciones correctas nece-
sarias para construir la relatividad del espacio y el tiempo pero simplemente no
fue capaz de dar el dltimo paso. Hizo todo el trabajo duro, todas las matematicas
necesarias, pero no fue capaz de ir mas alld de eso y ustedes se preguntaran ;j Por
qué? " ... “Creo que fue detenido por sus temores, una especie de inhibicion.
Estaba realmente atemorizado de aventurarse en tierras totalmente nuevas, de
cuestionar ideas que habian sido aceptadas desde tiempos inmemoriales. Prefirio
permanecer en el terreno solido de sus matematicas. Mientras se mantuviera ahi
su posicion era irrebatible’ ... “Se necesité toda la audacia de Einstein y varios
anos para dar el paso adelante y decir que el espacio y el tiempo estan conecta-
dos. Lo que hoy nos parece un paso pequeiio fué muy dificil para las personas de
esos tiempos' .

P3 no es un postulado propio de la relatividad. También es parte de la fisica
prerelativista, tanto la mecanica como el electromagnetismo. P1 era valido para
la mecanica de Newton si se usa transformaciones de coordenadas de Galileo
y también es valido para las ecuaciones de Maxwell si se usa las transforma-
ciones de Lorentz. El postulado novedoso es P2, el cual implica que deben ser
las transformaciones de Lorentz las que deben usarse siempre para transformar
coordenadas u otras cantidades fisicas de un sistema de referencia a otro.

El primer paso hacia una comprensién de la teoria de la relatividad hace necesario
un detenido anélisis de las transformaciones de Lorentz. Lo primero que se nota
y sorprende es que el tiempo no es el mismo en ambos sistemas de referencia
(sistemas que se designaran Sy S;,). El tiempo no es aquel absoluto que se pensé
en toda época anterior. El tiempo depende del observador y dos observadores
en movimiento relativo, S; y S,, pueden obtener resultados sorprendentemente
distintos. Por ejemplo, se vera mas adelante que lo que es simultdneo en un
sistema de referencia no tiene por qué serlo en el otro. Tampoco las longitudes
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son absolutas. El espacio y el tiempo dejan de ser conceptos separados e inde-
pendientes para fundirse en un concepto superior, que, a falta de mejor palabra,
se denomina el espacio-tiempo.

Figura C.3: Chispas a y b ocurren en el origen X1 = 0 del sistema Sy separadas por un
intervalo Ty. Chispas ¢ y d ocurren en el origen X = 0 del sistema S, separadas por un
intervalo T,. Para el observador en Sy las chispas a y ¢ son simultaneas, lo mismo que las
chispasb y d, de modo que para S, las chispas c y d también estdn separadas por un intervalo
Ty. Para Sy las chispas ¢ y d ocurren en lugares diferentes que tienen coordenadas x. y Xq
respectivamente.  Chispas c y d ocurren en el origen X, = 0 del sistema S, separadas por un
intervalo T,. Pero segiin S; ¢ no es simultanea con la chispa a de la figura a la izquierda sino
que con la chispa e. Asi, segtin S, la chispa c es simultdnea a e lo mismo que d es simulatanea
af. Peroe y f ocurren en lugares distintos de coordenadas x. y x¢ segiin sistema de referencia

Sz.

Un suceso es algo (por ejemplo una chispa) que ocurre en un lugar y en un
instante. A cada suceso le corresponde un Unico punto en las figura C.3. Lo
interesante es comparar distancias y separaciones temporales entre los mismos
sucesos observados desde S; y S;. Ambos sistemas basan sus observaciones en
un “suceso patrén” O (el origen en la figura) a partir del cual se miden distancia
y tiempos. La geometria de la figura es tal que:

e Dos sucesos que estan sobre una misma linea paralela al eje X; son simultdneos
seglin S7 y si estan sobre una misma linea paralela al eje X; son simultdneos segtin

Sy.

e Dos sucesos que estan en una misma paralela al eje t; (al eje t;) ocurren “en
el mismo lugar” segtin S; (segtn S;).

e Dos chispas de luz que ocurren en el mismo lugar pero en instantes distintos
(intervalo Ty) segin S; aparecen ocurriendo con un intervalo T, segin S,.
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el 112

Figura C.4: Las posiciones extremas de una vara en reposo en el sistema S, son medidas
simultdneamente (en t = 0 segiin S;) obteniéndose una longitud A,. Segiin S¢ esta vara se
estd moviendo y al medir las posiciones de sus extremos simultaneamente segtin S1 se obtiene
una longitud Ay que es menor. Las posiciones extremas de una vara en reposo en el sistema S
son medidas simultdneamente (en t = 0 segtin S1) obteniéndose una longitud By. Segtin S;
esta vara se esta moviendo y al medir las posiciones de sus extremos simultaneamente segtin
S, se obtiene una longitud B, que es menor.

e Una vara de longitud A, en reposo en S, y otra de longitud B; en reposo en
S1 parecen mas cortas para el otro observador. La primera parece de longitud A4
para S; y la segunda se observa de longitud B; en S;.

C.5. llustraciones

C.5.1. Vida media y particulas veloces

La radiacién césmica sobre la atmdsfera, a unos 60 kildmetors de altura, produce
mesones L practicamente a la velocidad de la luz. Estas son particulas inestables
con vida media de To = 1,5107° segundos, esto es, si inicialmente hay N, de
ellas, un tiempo t después quedan N = N, 2 %™ Estas particulas tardan en
llegar a la superficie un tiempo que aproximadamente es h/c = 60 x 10°cm/3 x
10'%cm /seg ~ 2 x 10~*seg lo que equivale a unas 133 vidas medias Ty. Un célculo
ingenuo entonces nos dice que llegaria a Tierra aproximadamente una fraccién
27133 = 107% de las particulas creadas arriba. Lo que se observa, sin embargo,
es que llega aproximadamente un octavo de todas las creadas a 60 kilémetros de
altura. La razén es que en el factor 27t/ dicho arriba, t = T es el tiempo que
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transcurre en el reloj de las propias particulas. Si tal factor se quiere escribir en
términos del tiempo del observador en Tierra, debe escribirse 2-t/(vyo)  Pyesto
que t =2 x 10~* y que el exponente es —t/(yTy) = —3, entonces se deduce que
133/y = 3 de donde resulta 1 — 3 ~ 2,5 x 107*, es decir, en efecto la velocidad
de las particulas es practicamente la de la luz.

C.5.2. Efecto Doppler

Un frente plano de onda electromagnética propagdndose en la direccién X se
describe con una funcién de w (t — x/c). Aunque aqui no se explicard porqué,
esta cantidad debe ser invariante a transformaciones de Lorentz, es decir,

w’ (t’— X?/) =w (t— %) . (C.5.1)

Reemplazando al lado izquierdo los valores de t' y x’ se obtiene una expresién
factorizable, uno de cuyos factores es (t — x/c) que se simplifica con el mismo
factor a la derecha. Resulta directo, entonces, despejar la frecuencia angular w’
en términos de los datos en el sistema S,

/o 1_6

C.5.3. Los aparatos GPS

Existe un sistema especial de 24 satélites que giran a unos 26 mil Km del centro
de la Tierra, y que dan una vuelta completa aproximadamente cada 12 horas,
que estdn sincronizados de tal modo que siempre al menos cuatro de ellos esté
sobre el horizonte en cualquier punto de la Tierra. La velocidad de ellos es de casi
4000 [m/s]. Cada uno de estos satélites tiene un reloj atémico con una precision
de una mil millonésima de segundo (10~s). Por un sistema de triangulacién un
aparato especial, llamado GPS, detecta a por lo menos cuatro satélites y es capaz
de dar la posicidn de si mismo con una presiciéon de pocos metros. Para lograr
tal precision el reloj del aparato GPS debe a su vez tener una precisién del orden
de cien millonésimas de segundo (107%s).

Volviendo a la figura C.3, si S; es uno de estos satélites, mientras que S, es el
aparato GPS que llevamos con nosotros, y a y b son “tics” consecutivos en el
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reloj de uno de los satélites (el tiempo entre estos “tics” en el satélite es Ty), el
GPS detecta un intervalo T, entre ellos, como si el reloj del satélite anduviese
mas lento.

La velocidad de la luz es aproximadamente ¢ = 3 x 103 m/s y la velocidad de un
satélite es v =4 x 10> m/s. Si se hace un calculo segtin las transformaciones de
Lorentz se obtiene que el reloj de cada satélite se debiera atrasar, con respecto
a un reloj acd abajo, alrededor de 7 millonésimas de segundo. Sin embargo se
adelantan!

En el problema de los satélites no tan solo hay que tomar en cuenta los efectos
de la Relatividad Especial que describen las transformaciones de Lorentz, sino
también los efectos del campo gravitacional. Para hacer esto se debe saber algo
sobre Relatividad General. El efecto combinado de las transformaciones de Lo-
rentz y de la curvatura del espacio debido a la Tierra (que afecta mas al aparato
en Tierra que al satélite), determina que el reloj del satélite se adelante 38 mi-
llonésimas de segundo por dia. Esto puede parecer tan pequefio que no merece
ser tomado en cuenta, pero el efecto acumulativo harfa indtil los aparatos GPS
por ejemplo para la aviacién comercial.

Lo que se quiere es que un GPS sepa interpretar la hora que indica cada satélite.
Para hacer eso correctamente esta disenado para hacer las correcciones relativis-
tas necesarias. Sin relatividad los aparatos GPS no podrian haber sido concebidos

C.6. Formalizaciéon de Relatividad Especial

C.6.1. Transformaciones de Lorentz en 141 dimensiones

Figura C.5: Dos sistemas de referencia inerciales con ejes cartesianos paralelos se mue-
ven con velocidad relativa v en la direccion de los ejes X y X'.

Ya en la ecuacién (C.2.1) se vié la forma que toma una transformacién de Lorentz.
Si se considera los sistemas de referencia S y S’ representados en la figura C.5,
las transformaciones de Galileo que ligan a ambos sistemas en ambos sentidos
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son
x =x+vt
x =x-—vt.

Sin embargo la experiencia que se fue acumulando, y en especial los resultados
de Michelson y Morley, llevaron a suponer que ni el tiempo ni el espacio son
absolutos, de modo que a las transformaciones anteriores se debia agregar que
se estaba suponiendo que t' = t. Este es el cuadro que debia cambiar en tal
forma que ademas se pudiera agregar que la velocidad de la luz es la misma en
todos los sistemas de referencia sin importar si existe una velocidad relativa entre
fuente y receptor.

Reemplacemos las ecuaciones anteriores por

oax =x+vt
oax’ =x—vt

para determinar o exigiendo que la velocidad de la luz sea la misma en ambos
sistemas de referencia.

La segunda ecuacién implica que X' = (x — vt)/«x, lo que se reemplaza en la
primera, la que reordenada da
2
(t_1 o X)
v

(x —vt).

t =

y ya se sabe que X' =

RI=RI[=

Diferenciando estas ecuaciones se tiene

dt’ =
dx =

(at— = ax)
(dx —vdt)

RI=R[—=

Definiendo V' = dx//dt’ y V = dx/dt, el cuociente dx’/dt’ de las expreciones
de mas arriba permiten obtener

dx —vdt
V= —
dt — =22 dx
que conduce a
V—v
V, == m . (061)
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Se postula que si V = c, la expresién anterior tiene que arrojar V' = c. Algebra
elemenental lleva a obtener que

oc2:1—(3)2:1—f52.

c
Definiendo
B con B = v (C.6.2)
VS = - 6.
el resultado final que se tiene es que
X =y (x*—Bx)
(C.6.3)
X = v (x—px°)
donde
x° = ct. (C.6.4)
La ecuacién (C.6.1) se escribe entonces
V—
V= (C.6.5)
e

Las ecuaciones (C.6.3) son las transformaciones de Lorentz ya mencionadas en
este capitulo y ahora obtenidas de la exigencia que la velocidad de la luz sea la
misma en ambos sistemas de referencia.

Para poder asegurar que (C.6.3) implica que c tiene el mismo valor en cual-
quier sistema de referencia se debe asegurar que la composiciéon de dos trans-
formaciones de Lorentz es también una transformacién de Lorentz. Para lograr
ésto se define el angulo hiperbdlico O tal que

cosh® =y, sinh 0 = Bvy. (C.6.6)

Es directo demostra que esto es consistente en el sentido que cosh? 6 —sinh? 6 =
v? (1—p?%) = 1. La transformacién de Lorentz obtenida algo mas arriba se puede

escribir
x°"\ ([ cosh® —sinh© x0 (C.6.7)
x" )]  \ —sinh® cosh® x ) e
. ., . 2
Una notable propiedad de la transformacién es que la cantidad s? = x%" — x? es
. N . 2 2
la misma en cualquier sistema de referencia, esto es, x°’ —x"? = x0T 2,
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Hay que exigir que el producto de dos matrices como la recién definida de por
resultado otra matriz de las mismas. En efecto, es facil comprobar que

cosh®;  —sinh6; coshB, —sinh®,\ [ cosh(0;+6;) —sinh(6; +62)
—sinh 07  cosh 0, —sinh 0, cosh®, )/  \ —sinh(07 +60,) cosh(6; +05)

Se destaca que en esta seccién se ha obtenido que para describir un suceso se
debe dar, con respecto al sistema inercial S que se requiera, tanto su posicidn
espacial como el tiempo asociado al suceso en ese sistema de referencia. En 1+1
dimensiones esto es

(x°, x) (C.6.8)

y en general es

X = x" %) = (x% x, y, z) = (X% 7). (C.6.9)
El espacio de 143 dimensiones que se usa en relatividad se llama espacio de
Minkowski y las transofrmaciones de Lorentz en 143 dimensiones permiten de-
mostrar que el intervalo

2 =X —x? — yr -z (C.6.10)

es invariante, es decir, tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia.
Estos objetos de cuatro componentes como (x°, x', x?,x*) a menudo se los llama

cuadrivectores para subrayar que tienen cuatro componentes.

Los intervalos se clasifican segiin el signo de s?,

s> 0 intervalo tipo tiempo
s> =0 intervalo tipo luz (C.6.11)
s < 0 intervalo tipo espacio

y se dice que el intervalo entre dos sucesos que diferen por AX°, Ax, Ay, Az es
As? = A — AXE — Ay? — AZ.

Se demuestra que si dos sucesos estan separados por un intervalo tipo tiempo,
existe un sistema de referencia S en el cual esos dos sucesos estan en el mismo
lugar, esto es, en S se cumple Ax? + Ayz +AZ =0 y si dos sucesos que estan
separados por un intervalo tipo espacio, entonces existe un sistema de referencia
S en el cual esos dos sucesos ocurren al mismo tiempo: en S se cumple Ax® = 0.
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Una transformacién de Lorentz muy general en 1+3 dimensiones se puede ex-
presar en la forma

0s . i 0
( ij/ ) = ( _:://[3)' SU ?;_E:Biﬁj ) (7;1 ) (C.6.12)

donde &Y vale cero si i # j y vale 1 si los dos indices son iguales, mientras que
Bt =Vi/cconi=1,2,3.

C.6.2. Tiempo propio

Si dos sefales de luz son emitidas desde el origen O
de S separadas por un intervalo t. Desde S’ ellas son
vistas separadas por un intervalo t’. Podemos recurrir
a (C.6.3) con x = 0 lo que da que t' = yt, donde

t es el intervalo en el sistema en el cual las senales

fueron emitidas (el sistema del reloj). espacio

iempo

/.

-
|

Sera de utilidad llamar tiempo propio, T, al que co-
rresponde al sistema con el reloj en reposo

tsistema mévil =Y T+ (C-6-13>

) ) ) ) Figura C.6: La hipérbola re-
Si la velocidad relativa no es uniforme entonces ' '© P :
presenta los puntos espacio-

(C.6.13) carece de sentido ya que v = v(t) y por temporales donde explotarian

lo tanto Yy = y(t). En tales casos de debe escribir bombas con el mismo T, de
tiempo de explosion, todas
dt =vydr. (C_6_14) inicializadas cuando pasaron

por el origen, pero a distintas

. . . . . velocidades.
El tiempo propio asociado a un sistema con velocidad

v no uniforme se define por
t
J 1 —v(t)?/c2dt’
0

t /
_ J a (C.6.15)
0 Yv

Supongamos veloces naves que, al pasar por el origen O de S, echan a andar un
mecanismo de relojeria que Ty segundos después detona una bomba en la nave.
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Veamos dénde estan las coordenadas (t,x) de las detonaciones de las distintas
naves, vistas desde el sistema S. La pregunta es jcudles son las coordenadas
(x°, x) de las detonaciones (x* = Ty,x' = 0)? La coordenada X’ son nulas
porque las bombas estdn en reposo en cada nave S’ y lo mas cémodo es tomar el
origen de coordenadas espaciales O’ en la posicén de la bomba. Las ecuaciones

que se tiene son

CTy = Y (XO—BX)
0 = y(x—Bx"). (C.6.16)

. , . 2 .
Con estas ecuaciones es facil demostrar que x°° — x2 = ¢? Té. Es decir, el lu-

gar geométrico en (x° x) de los puntos donde explotan las bombas segiin la
velocidad de las naves, es una hipérbola, como se aprecia en la figura C.6. Con
transformaciones de Galileo, en lugar de una hipérbola se tendria una simple linea
horizontal en x° = cTy.

C.6.3. La velocidad relativista

Ya se ha visto que la velocidad no tiene una buena ley transformacién, pero se
puede definir un cuadrivector de velocidad, u que si las tiene.

Si Q es una particula material con movimiento arbitrario. La particula Q tiene
asociado un tiempo propio definido en (C.6.15) y con tal nocién podemos definir

et _ dt dxt

dt  dt dt
dxt

= Yv at

- (W)
- (). o

A partir de esta definicién y de la relacién (C.6.5) se puede comprobar, con un
minimo de paciencia, que para la transformacién [0, 1]

v =

!/

uw=yu—pu) (C.6.18)
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que es la forma correcta en que debe trasnformar una componente espacial,
(C.6.3)b. El célculo de U? lleva a

U? = c?. (C.6.19)

Es decir, todas las cuadrivelocidades tienen “cuadrado” c¢?, incluso en el caso de
un punto Q en reposo en el sistema de referencia en que se esté calculando.

C.6.4. Momentum relativista

En mecanica no relativista se define el momentum lineal de una particula con
velocidad Vv como png = MmV. En esta seccién se buscard una cantidad de la
forma

pP="f(V3)v (C.6.20)

que se conserve en un choque eladstico. Puesto que en el limite no relativista
v/c — 0 debe coincidir con pnr entonces debe cumplirse que

£(0) =m. (C.6.21)

A continuacién se hace un andlisis (que sigue el que publicaron Lewis y Tolman?)
del choque de dos particulas a y b de igual masa. En general los momentos
iniciales son P, y Py y los finales son p,’ y pv’. Supondremos que estos cuatro
vectores son coplanares y al plano asociado lo llamaremos plano XY. Se escoge
el eje X como la interseccion entre este plano y el plano tangente al choque.
Es decir, cada particula conserva su velocidad en la direcciéon X y ellas inter-
cambian momentum en la direccién Y. Se escoge dos sistemas de referencia con
movimiento relativo en la direccién X que llamaremos S y S’. Ambos sistemas
se definen moviéndose en la direccién X con respecto al sistema centro de mo-
mento. La conservacién de la componente X del momento, entonces, sera trivial.
La informacidn interesante es en la direccién Y en la cual se intercambia mo-
mentum. Pero como ambos sistemas de referencia se definen a partir del sistema
c.m. (centro de masa), entonces el momentum total en la direccién Y es cero en
ambos antes y después del choque,

ﬁytot =0 antes y después. (C.6.22)

2G.N. Lewis and R.C. Tolman, “The principle of relativity, and non-Newtonian mechanics’
Philos. Mag. 18, 510-523 (1909).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



274 Patricio Cordero S.

S es el sistema que se mueve en la direccidn X manteniendo a la particula
a siempre sobre el eje Y, es decir, su velocidad antes y después de choque
es Vaantes = (0, W) Y Vgdespues = (0, —W). Mientras que la particula b tiene
velocidad con componente en ambos ejes, Vi antes = (V, =V tan &) Vi despues =
(v, v tan )

S’ es un sistema que también se mueve en la direcciéon X pero manteniendo a
la particula b siempre sobre el eje Y, es decir, la velocidad de b antes y después
de choque es Vi antes’ = (0, —W) Y Vadespues = (0, W). Mientras que la particu-
la b tiene velocidad con componente en ambos ejes, Vqantes = (—V,V tan o)
\7b despues, - (—\), —V tan 0()

De la cinemdtica anterior es obvio que S’ se mueve con velocidad v con respecto
a S. Puesto que Y es una direccién ortogonal al movimiento relativo, entonces

Vy / —= dy/ e d_y
a antes dt, dt,
1
- _vl(Jlantes (C623)
es decir,
w
vtanox = — (C.6.24)
Y
de aqui que

(\_;bantes)z =V V2 + V\)Z/Y2 . (0625)

Ahora se impone (C.6.22) lo que da

f(wH)w — f(v? + w?/y?) % =0 (C.6.26)
que implica que
f(v2 +w?/vy?)
—_ = y. .6.2
f(w?) Y (C-6:27)

En el limite en que w — 0O la expresién anterior es
f(v) =my (C.6.28)
y asi, finalmente se tiene que el momentum de una particula con velocidad V es

P=v,mV=mu. (C.6.29)
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Si la velocidad de la particula tiende a ¢, su momentum diverge.

Resulta natural definir entonces

pr=mu*  p’=mecy (C.6.30)
y por tanto,
P? =m?c?. (C.6.31)
Una forma de leer (C.6.29) es
p = mvV  con
m = yym= _m (C.6.32)

Lorentz, en 1904 dijo que la inercia de una particula no era sencillamente m sino

m’. Actualmente se les suele denominar masa en reposo a m y masa relativista
/

am'.

C.6.5. Energia cinética y energia

En el capitulo de trabajo y energia, en (4.1.7), se demostré que el trabajo total
da el cambio de energia cinética.

Aci se va a calcular, usando las expresiones relativistas ya vistas, el trabajo nece-
sario para llevar a una particula desde el reposo hasta tener una cierta velocidad.
Este trabajo, que aqui se calcula asociado a un desplazamiento a lo largo del eje
X, sera identificado con la energia cinética K, esto es,

dp d mv
K=|—dx=|—[— ] vdt. C.6.33
Jdt * J'dt<,/71_[5%> (0.6:33)
En la dltima expresidn se usé B, = v/c y se reemplazé dx por vdt. Hay dos
relaciones, faciles de verificar, que seran necesarias

d 1 B 1 \1 d mv mv
dt\/1-p2 /i—pr ¢’ dt\/T—p2 T—pr

De aqui que

(C.6.34)

K JLdt_Ji _me?
b a—pr Jat\(JT=p2
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Esto es
K = (y, — 1) mc?. (C.6.35)

Si v < ¢ se puede expandir en potencias de 3, y se obtiene

3mvt  5mve
e 3y

5 st qeat (C.6.36)

Einstein supuso que la energia de una particula libre es no tan solo la energia
cinética, K = (v, — 1) mc?, sino que es

E =v, mc? (C.6.37)
que, si la particula estd en reposo, es

E=mc".

C.6. FORMALIZACION DE RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Indice alfabético

aceleracién, 16
centrifuga, 180
centripeta, 32

mecanica total, 108
noconservada, 114
potencial, 107

Coriolis, 180 energia potencial efectiva, 156

tangencial, 32

caso gravitacional, 158

transversal, 180 equilibrio, 121

barrera centrifuga, 153, 156

cbnicas, 164
elipses, 165
hipérbolas, 166
parabolas, 166
centro de masa, 46, 47
caso continuo, 50
ecuacion de movimiento, 48
momento angular, 62
torque, 63
coordenadas
cartesianas, 22
cilindricas, 22
esféricas, 25, 59
intrinsecas, 31
coordenadas generalizadas, 228
coordenadas y movimiento, 22

ecuacion de Binet, 162

caso gravitacional, 164
ecuaciones de Euler-Lagrange, 230
energia

cinética, 103

277

pequenas oscilaciones, 128

excentricidad, 164

tabla de, 167

Foucault, 193
fuerza

accion y reaccién, 49
centrales: caso general, 67
centrales: conservativas, 112
conservativas, 107
contacto, 42
de Coulomb, 42
eldstica, 77
forzante, 146
gravitacional, 42
ley universal de gravitacién, 74
normal, 42
peso, 42
roce, 43

deslizante, 43

estatico, 43
roce dindmico

roce deslizante, 82
roce estatico, 81



278

Patricio Cordero S.

roce viscoso, 84
roce viscoso cuadratico, 88
roce viscoso lineal, 85
seudofuerzas, 41

fuerza centrifuga, 41
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