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Capitulo 1

Repaso y algo mas

1.1. Unidades

Normalmente usaremos unidades e.s.u.:

c 29978100 cm/s  velocidad de la luz
1,05457107%7 ergs h/2xm

e 4810710 e.s.u. carga elemental
me 9,110728 g masa electron
m, 1,67107% g masa protén

a  1/137,036 .

a 052910°%  cm  Gho=.h

Con la definicion del radio de Bohr a se cumple que

K2 ae?

2m, 2

1.2. Espacio de estados y proyectores

Tipicamente veremos problemas cuantico que tienen asociado un ope-
rador hamiltoniano H y un espacio L de estados. A menudo este espacio
se puede descomponer en la forma

L=L1QL,

9
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Por ejemplo el problema de una particula en un potencial central. Una
base de L se describe con funciones ¥ = R,,;(r) ¥4,,(0,¢). El espacio L es
de la forma

L=1LrRLy

En mecanica cuantica a los observables se les asocia operadores
hermiticos, A = AT, lo que implica que tienen autovalores reales,

Alas) =alas) s=1,...84

Si g, = 1 para todo autovalor a se dice que el espectro es no degenerado,
si no, s es el indice de degeneracion. Dos autovectores correspondientes
a distintos autovalores son necesariamente ortogonales. Si el espectro
es degenrado, siempre es posible escoger, en cada autoespacio L,, una
base ortonormal.

<as|a’s’> = Oy Oy’ (1.2.1)

La base {|as)} generan un espacio L4 en el cual, por definicion, es
completa,

Sa
ZZ las) (as| =1 (1.2.2)
a s=1

y la suma parcial sobre uno de los s define un operador proyector P, sobre
el autoespacio L, asociado al autovalor a

8a
P,= Z las) (as| (1.2.3)
s=1

Estos proyectores son hermiticos e idempotentes,

P, =P y PPy =8, P, (1.2.4)

Si el sistema esta en un estado ¥, la probabilidad, en el caso no de-
generado, de observar que A tiene el valor a es

pa=|(al¥)* = (¥la) (a|¥) (1.2.5)

En el caso degenerado tal probabilidad es

pa = 3 (Wlas) (as|¥)

s=1

= (P|P[¥) (1.2.6)

1.2. ESPACIO DE ESTADOS Y PROYECTORES Universidad de Chile
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1.3. Propiedades de la ecuacién de Schrodinger
1D

Se define el Wronskiano de dos funciones fi(x) y f>(x) como

W(fi.fo)=fifa—hf

Si W =0 en un intervalo x, entonces f; es proporcional a f, en ese inter-
valo.

Se demuestra que si fi y f» satisfacen ecuaciones

{+R) A =0

Y+ R(x)fr =0 (1.3.1)

donde las F; son continuas a pedazos, entonces

b
Wi L= [ IR0 - R fifd
Demostracion: La combinacioén (1.3.1a)x f; - (1.3.1b)x f> da

fifs — fi +(Fa—f1) fifa=0
—_

W/

lo que lleva inmediatamente a que
b b
/ W' dx = / (Fl —Fz)flfzdx. qed
a a
En el caso Fi(x) = E; —V(x) se obtiene, del resultado anterior, que

b
Wh=(E1—E) [ fifsds (13.2)

Si f1y f» son autofunciones con el mismo E se obtiene que W (a) = W (b),
es decir, W es constante. No se me ocurre como demostrar que W =0y
que, por tanto, el espectro es nodegenerado.

Sean dos soluciones (f1,E1) Y (f2,E>) de

fTHE-V()f=0

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica
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tal que E, > E; y tales que las f; son reales. Se aplica (1.3.2) escogien-
do los puntos (a,b) dos ceros consecutivos de fi. En tal caso, (1.3.2) se
reduce a

b
fzf”z = (EZ—EI)/a fifrdx

Se supondra que f, no cambia de signo en (a,b). La funcidn f; tiene
signo fijo en el intervalo, digamos f; <0, lo que implica fi(a) <0y fi(b) >0
y a su vez esto implica que el signo del lado izquierdo es igual al signo
de f,. Puesto que E; > E|, el primer factor de la derecha es positivo, y
como f; < 0, el signo del lado derecho es opuesto al de f,. Esto es una
contradiccion. Se concluye que entre dos ceros de f; siempre hay un cero

de fa.
Mientras mas nodos tiene una funcion de onda mas alta es su energia.

También convendria agregar el comportamiendo asintético de la fun-
cion de onda.

1.4. Repaso del problema estacionario de una particu-
la en un potencial central

La ecuacién de Schrdédinger en este caso conviene escribirla en coor-
denadas esféricas

h2
oY <—%V2+V(r)> W = E9(1,0,0)

y Se usa separacion de variables en la forma
¥(r,0,0) =R(r)Y(6,9)

lo que permite escribir H es la forma

b w1d/(,0d N 1H+V(>
= —_—— - — - r
2m r? or or 2m r?
donde el operador L? que aparece en el término de barrera centrifuga es

2 2 2 2
> =12+ L2+

1.4. REPASO DEL PROBLEMA ESTACIONARIO DE UNA PARTICULA EN UN POTENCIAL CENTRAL Universidad de Chile
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y los L; son
Li = &;jixj pr
que satisfacen las reglas de conmutacién de momento angular
[L,',Lj] = ihgijkLk

En MQ1 se vid que es posible diagonalizar simultaneamente L? y L, = L3
y los respectivos espectros de autovalores son

> — K({+1) con (£=0,1...

Ly — hm con m=—l,—0+1,...0 (1.4.1)

y las autofunciones son los esféricos armonicos

YEm<97 ¢)

En la ecuacion que queda para R(r) se hace el reemplazo

con lo que la ecuacion para u(r) queda

md> R(+1)
[_%W_FW—FVO’)} u(r) = Eu(r) (14.2)

y la funcién u(r) debe satisfacer

/ uWudr=1
0

Siempre se requiere que R(r) sea finita en el origen, lo que exige que
u(0)=0

Si el potencial efectivo cerca del origen esta dominado por la barrera
centrifuga, es necesario que

u(r~0)=Art!
En infinito debe comportarse en la forma
V2mEr/h

u(r~oo) =e"

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica
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1.5. Soluciones sistematicas de problemas centra-
les

La ecuacion maestra

Se planteara brevemente una forma practica de resolver la ecuacion
(1.4.2) para muchos casos. En la mayoria de ellos solo se podra resolver
el caso ¢ =0.

Se comienza planteando una ecuacion diferencial ordinaria

+p(z)—+q(z) F=0 (1.5.1)

dz?
sobre la que se hace dos cambios. El primero es un cambio de variable,
z="h(r)
y a continuacion se cambia de funcion:
F(h(r)) = u(r)

Estos cambios producen una larga ecuacion en la que aparecen derivadas
de u(r) y de k(r). Se desea que u satisfaga (1.4.2), por lo que se exige que
el coeficiente de du/dr sea nulo, lo que implica

1 h//
kK = 5 <W —ph') (1.5.2)

Al hacer uso de esta relacion en la ecuacion larga que no se ha escrito se

obtiene
3 h//2 h/2 B p/ H
7 . 2t ot 12 =
' +< P o Ty el un =0

que debemos comparar con (1.4.2) reescrita en la forma

. <2m(E—V) e<z+1)) s =0

hz r2

1.5. SOLUCIONES SISTEMATICAS DE PROBLEMAS CENTRALES Universidad de Chile
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Para sacar provecho de esto se exige que los paréntresis redondos de
ambas ecuaciones sean iguales, lo que da la relacion

3 h//2 5 h/2 B p/ W 2

ot h
ar Py o T e
2V —E)  0(0+1
L2m(V—E) LD (15.3)
h2 7'2

que llamaremos la ecuacion maestra.

Se have notar que la funcion u(r) se debe escribir
u(r) = F(h(r)) (1.5.4)

El caso confluente a modo de ejemplo

Se dejara planteado el problema especifico en que la ecuaciéon de
partida (1.5.1) sea la ecuacion hipergeométrica confluente, es decir p =

(b—2)/zy q=—a/z

PTTH) TR
En tal caso la ecuacién maestra se convierte en
3h//2 b2h12 bh/2 h/2 h/// bhlz
T W o T e
ah®> 2m(V—E) (({+1)
— =0 L.5.
h + Py + o (1.5.5)
Las funciones de esta ecuacion son i y V, los coefientes independien-
tes de r son a, b etc. La solucion general de (1.5.1) con las eleccion de
p(r) y q(r) que se ha hecho, da que la funcidén F original es la funcion
hipergeométrica confluente

1Fi(a,b,h(r))

En los problemas de nuestro interés se desea que esta funcion no crezca
mas rapido que una potencia de Ai(r). La funcion hipergeométrica con-
fluente es un polinomio tan solo si

a=-—V, v=0,1,2,...

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica
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Caso Coulombiano

Si se escoge sencillamante h=CryV = 22 ge obtiene inmediata-

mente de (1.5.2) que '

k(r) b/ZefCr/Z

e =r

lo que establece, ya que u debe anularse en el origen, que b > 0. La ecua-
cién (1.5.5) se convierte en

b(2—b)+4L(l+1) 1 b—2ac_2mZe2 B C_2+2mE _0
4r2 r\ 2 2 4 B2 )

Cada uno de los tres términos debe anularse independientemente. El
primero da dos raices para b, pero una de las raices es negativa y se
deshecha. El segundo término da una ecuacion para C. Se obtiene

2mZe? 27
b=2+2, C=—5—"2° 2
(l+1+v) an

La ultima de las ecuaciones que debe anularse dice que

= — mz?e! = _ZZE_ZL
202 (0 41+ V)2 2an?

El nUmero cuantico principal es n = v+ ¢+ 1y si se deja n fijo £ sélo puede
tomar los valores ¢ =0,1,...(n—1).

Caso Morse

Se resuelve el caso Morse para momwento anguloar nulo, ¢ = 0. Para
ello se escoge
h(r) =20e P

(con a > 0) que se reemplaza en (1.5.5) junto con colocara=—-vy ¢ =0.
Si se llama Z(r) a la expresion que se obtiene, y puesto que ella debe
ser nula, se exige que dZ/dr = 0, de donde se puede despejar dV /dr.
Si se exige que dV/dr no dependa de v se obtiene que la constante b
tiene que depender en v en la forma b = A —2v donde A es una constante
arbitraria. Es trivial integrar dV /dr lo que define V salvo por una constante,

1.5. SOLUCIONES SISTEMATICAS DE PROBLEMAS CENTRALES Universidad de Chile
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la que se escoge convenientemente para conseguir que el potencial sea
asintéticamente sea nulo

2R2 —PBr
V= _M <A _ ae*ﬁf)
2m

Para que V pueda tomar valores negativos (condicion necesaria para que
haya estados ligados) es necesario que existan valores de r para los cua-
les A/a sea mayor que ¢ P”, y esta Ultima cantidad esta siempre entre
cero y uno, entonces A tiene que ser positivo. Si se escoge, como es tra-
dicional, que el potencial sea repulsivo cerca del origen, se necesita que

A<ao

Al reemplazar V en la expresion para Z se cancelan todos los términos
que dependen de r y se puede despejar que la energia es
n*p? 2
E=——""Q2v-A+1
e )
que, como funcion de v, tiene su valor minimo, Ej cuando v = 0, y crece
monoétonamente con v mientras se satisfaga
A—1

v ——
-2

1.6. Simetrias espaciales y leyes de conservacion

Las simetrias en mecanica cuantica son operaciones que dejan in-
variante el hamiltomiano, en el sentido que dHO~' = H, pero ademas
presenvando el producto escalar. Esto ultimo requiere que las simentrias
estén descritas por operadores unitarios' ¢, ¢ = ¢!, entonces

OHO' =H

y, Si la simetria es continua, se puede considerar un operador de simetria
infinitesimalmente cercano a la unidad,

0 = 1—ido X

'Podrian ser operadores antiunitarios, pero tal posibilidad sera desdenada.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica
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donde X, es un operador hermitico que es el generador infinitesimal de

la correspondiente simetria. Es sencillo ver que lo dicho implica que el

hamiltoniano conmuta con los generadores infinitesimales de simetrias
H.X;]=0

El operador ¢ (&) lejos de la unidad se puede escribir

O — e—i&u)?

A cada simetria espacial le esta asociada una cantidad conservada X, un
observable que se conserva. El operador X asociado a estos observa-
bles juegan, por otro lado, el papel de generadores infinitesimales de la
operacion de simetria.

Ejemplo: rotacion en torno a eje 7 en angulo o
Ri(q) = e~ 1oL/ (1.6.1)

La ecuacion de Schrédinger para un sistema aislado (H independiente

del tiempo)

A Y
h—=HWY
! ot

tiene como solucién formal
Y1) = e (Hhg(y,)
= Ulty—t,)¥(t,) (1.6.2)

Esta es una ecuacion en la que aparece un operador de evolucién U (t). El
generador infinitesimal es el Hamiltoniano en el sentido que el operador
U(T) satisface

oU I

1.7. Evolucién en el tiempo

Regla de evolucion de valores medios

En lo que sigue se llamara ¥ al estado inicial del sistema y ¥(z) al
estado evolucionado en el tiempo, con lo que (1.6.2) es

Y(1)=U(t)¥ (1.7.1)

1.7. EVOLUCION EN EL TIEMPO Universidad de Chile
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El valor medio del observable A en el instante ¢ es

Aa), = (¥ ()\Al‘P( )
= ZZ (t)|Alas) (as|¥(1))

= ZZa ()]as) {as|¥(1))
= Za (t) | Pa| ¥ (1) Zapa
= Ya <‘P|UT(I>PaU(t>|‘P> (1.7.2)

Cuadro de Schrodinger y evolucion de pg
Si se denomina |Es) a los estados propios de H,
H |Es) =E |Es)
y el estado inicial se expande en la forma

= Z CEly! }E/S/> R CEs = <ES ‘IP>
E's

se obtiene el estado evolucionado ¥(¢) en forma muy sencilla, gracias a
que cada autoestado de H tiene una evolucion tan sencilla

by t)> = ZCE/S/eiiE/t/h ‘E/S/>

E's

y la probabilidad de observar E es

pE(t) = Y (B(1)|Es) (Es|¥ (1)) = ) [eks|

N N

que es independiente del tiempo. Esto ocurre precisamente porque H es
el generador de la evolucién temporal.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica
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Cuadro de Heisenberg

En esyte cuadro se define operadores asociados a los observables
que dependen del tiempo

Alt)=U"(t)AU (1) (1.7.3)
y estados que no evolucionan
Palt) = (A}, = (¥|UT (AU (1)) = (ZIA()|¥)

De (1.7.3)
dA(t) =dUTAU+UTAU

pero dU = —idtU H mientras que dU" = £ Hdt U lo que da
dA () = %dt (HUTAU U TAUH)

que se reescribe

dA(t) i
— === [AH] (1.7.4)

que es la ecuacion de Heisenberg para los observables.

1.8. Efecto del campo magnético en atomos

Efecto Zeeman ‘“normal” (sin spin)

Se vera el efecto de un campo magnético uniforme sobre el espectro
atémico.

El hamiltoniano mas sencillo para un atomo de Z electrones es

Z 2 2 2
m:2<&—@)+zi

pmy \2mTp bh<c Tbc

Para incluir el efecto de un campo electromagnético externo se hace uso
del acoplamiento minimal

— — e_’—»
p—>p+;A(r)

1.8. EFECTO DEL CAMPO MAGNETICO EN ATOMOS Universidad de Chile
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por lo cual
2 R I AU S
p-—p -l-; (A-p-l—p-A) -l—gA
Puesto que interesa describir un campo magnético uniforme, una eleccién
muy conveniente es
1
A= §8ijkBjxk
donde los B; son constantes. Se puede demostrar que en efecto

B=VxA
Por cada electron b se necesita calcular

1
Aipitpidi = ek (Bjxpi+ piBjxx)

= Bj€&jxxpi

= B-L (1.8.1)

En el pendltipo paso se uso que x; conmuta con p; porque k #i. Lo que
se acaba de obtener es
A-Pp+pp-A=B-L,
Al sumar sobre todos los electrones se obtiene —B- L.
Se deja como ejercicio demostrar que

B2
Y A*(7,) = Tz’ﬁ (1.8.2)
b b

donde r,, es la proyeccion de 7, al plano perpendicular a la direccion de

=

B.

De lo anterior se desprende que el efecto de un campo magnético uni-
forme sobre un atomo se logra agregando al hamiltoniano H, dos términos

e - - 62 9 Z 2
—B-L+_—=B") 1,
b=1

El dltimo de estos términos se desprecia porque se puede estimar que el
cuociente entre el segundo y el primer término es de orden

10°°ZB
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que es muy chico aun si el campo magnético es muy intenso B ~ 10*[Gauss].

La pequena energia ﬁﬁ-i puede ser interpretada como la suma de
las energias potenciales de los momentos magnéticos i, orbitales

— e -
Hp = _—Lb (183)

En efecto, en electrodinamica se aprende que la energia potencial de un
momento magnético [ en presencia de un campo magnético B es —[i - B
que es precisamente lo que ha aparecido como perturbacion a H.

Si se escoge el eje Z paralelo a B se tiene finalmente

B
H=Hy2 1L, (1.8.4)
2mc

Designando |[nLM) a los autoestados de Hy, el nuevo autovalor se obtiene
facilmente.

eB
H |nLM) = Ho—l—%LZ |nLM)

eB
= (EY + —mM | |nLM
(E8u-+ gt ) e
= (EY +MugB) [nLM) (1.8.5)

donde

h .
Ug = hiss magneton de Bohr
2mc

Cada nivel EY, que es 2L+ 1 veces degenerado se desdobla en 2L+ 1
niveles no degenerados. El intervalo de energia entre ellos es

AE:[.LBB

Acoplamiento spin-6rbita
El término de spin-orbita

Como se vi6 en Mecénica Cuantica |, cada electron tiene un momento
magnético [, intrinseco asociado

fie = —8e5—5 (1.8.6)

1.8. EFECTO DEL CAMPO MAGNETICO EN ATOMOS Universidad de Chile



Mecanica Cuéntica 2 23

donde 5 es el operador de spin del electron. Esta expresion difiere de
(1.8.3) en el factor g, ~ 2. Estos factores g tienen complejos origenes,

Zelectron = 2,0023192 predicho en QED
8p = 5,59 (1.8.7)
8n = — 3,83

Aun sin campo magnético externo, el momento magnético del electrén

interactiia con el campo magnético producido por la 6rbita,
A D 1
B=-VxE=—-V¥xV¢
C C

donde ¢ es el potencial eléctrico y, suponiendo que se tiene un potencial
¢ (r) central, trivialmente

Vo=9¢'"
-
La energia potencial es

-u-B = ———=5§- <—v><E)
c

Si este calculo se hubiera hecho considerando efectos relativistas se habria
obtenido un factor 1/2 extra. El resultado correcto es el acoplamiento spin-
Orbita

=N e ¢/—" —
é(r)L-s:—2m2C27L-s (1.8.8)
En el caso del atomo de hidrogeno con ¢ = —e/r se obtiene
2
e 1
5(r) = 2m2c2 13

El hamiltoniano de Pauli para un atomo de un electron es

2
HP:§—m+e¢(r)+5(r)Z-§ (1.8.9)
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Estados propios del hamiltoniano de Pauli

El hamiltoniano de Pauli ya no es invariante bajo rotaciones generadas
por los operadores L; sino que lo es bajo rotaciones generadas por los
operadores de momento angular total

J=L+7% (1.8.10)

Los estados propios de Hp pueden ahora llevar indices J y M, aparte de ¢
y s. También ya ha sido visto que

|nlsIM) = Z |nlmy, smg) (nlmy,smy |nlsJM)
M=myp+my

donde el ultimo factor de cada sumando corresponde a un coeficiente de
Clebsch-Gordan. Estos estados son triviales de construir en el caso de
spin 3.

Para el caso de s = % los estados |n¢sJM) son faciles de construir.
Se va a construir estados propios asociados al momento angular total J
partiendo del producto directo de espacio de momento angular orbital |/m)
y y de spin 3, |&).

Se sabe que

Li|tm) =hy/(—m)({l+m+1)|lm+1)
L_|tm) =n/({l+m)({—m+1)|lm—1)

Haciendo uso que el nimero cuantico magnético es aditivo, se puede ob-
tener un estado con ndmero cuantico M con la combinacion

V) —a 43 ) 1)

1

Se debe determinar los coeficientes a; para que |y) sea ademas autovalor
de J>.

De la identidad
JP=1>4+5>+L,s_ +L_s,+2Ls,

se obtiene facilmente la accién de J? sobre |y), obteniéndose una mez-
cla de dos vectores linealmente independientes, la cual debe ser igual a

1.8. EFECTO DEL CAMPO MAGNETICO EN ATOMOS Universidad de Chile
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R2J(J+1)||w). Al exigir igualdad entre los respectivos coeficientes se ob-
tiene primero que si ¢ # 0,
1
J=0+—
2

y ademas, una vez que se exige que el estado esté normalizado, resulta

1 1
b= =0+ - M
727 27 >

1 1 1
— by J0EM 12| M— -
NeTES +2‘ 2>|+>

+\/£:FM+%‘£M+%>|—>] (1.8.11)
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Capitulo 2

Simetria

2.1. Simetria y degeneracion

Simetria

El hamiltoniano H, que describe un sistema cuantico, es invariante a
la accion del operadores O, unitarios si

O.HO,' =H 2.1.1)

Si H es invariante a la accion de O,, y también a la accion de 0,, también
es trivialmente invariante a la accion de sus productos

Og, 04, Y Og, 0y,

De aqui que los operadores que dejan invariante a un hamiltoniano for-
man un grupo, al que se denomina el grupo de simetria de H y en forma
genérica se denotara G. Un ejemplo muy conocido es el caso de los ha-

miltonianos con potencial central H = % +V(r) (con p = —ihV) que son
invariantes a rotaciones espaciales y a la inversion de todas las coorde-
nadas con respecto al centro de fuerzas. El grupo que describe al conjunto
de todas esas operaciones se llama O(3), mientas que el que describe tan
solo a las rotaciones se llama SO(3). En cambio en hamiltoniano asociado
a la molécula de amonio, NHy, debiera ser invariante al grupo de transfor-
maciones discretas que dejan invariante a un tetrahedro regular.

27
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Si ¥ es una autofuncion de H con autovalor E y H es invariante a la
accion de Oy, entonces EW = HY = (HO, ') (0,¥) que implica

H (0,%) = E (0,%) (2.12)

y por lo tanto ¥, = O,%¥ también es autofuncion de H con el mismo auto-
valor.

Operadores sobre un espacio de funciones

En el contexto actual se habla de espacios de funciones (armédnicos
esféricos, polinomios de algun tipo etc.) y los operadores actiian sobre es-
tos espacios. Normalmente estos operadores son de caracter geométrico.

Sea T una transformacion de tipo geométrico que actua sobr el vector
posicién 7, ¥’ = TF. Al operador geométrico T se le asocia un operador
lineal Or que actua sobre funciones y(7) de modo que la accion de este
operador sobre y es realmente la accion sobre el argumento de la funcion
como se explica en lo que sigue. La accién da por resultado una nueva
funcién v' = Ory

v =ory(#)=yw(F) si F=Tr. (2.1.3)

es deicr, por definicidn, la funcion transformada y’ toma los mismos va-
lores en el punto imagen 7’ que la funcién original v toma en el punto

—

7

Ory(T7) = y(7) (2.1.4)

0 equivalentemente

Orvy(?) = w(T'7). (2.1.5)
Aunque la forma (2.1.5) es la mas usada debe tenerse mucho cuidado en
la forma de aplicarla ya que se presta facilmente a errores.

EJERCICIO: Repita la deduccion que sigue pero haciendo uso de (2.1.5)
en vez de (2.1.4)

Osy'(s¥) = y'(¥)
OsOry(Sr') = w(7)
OsOry(STF) = y(7)

2.1. SIMETRIA Y DEGENERACION Universidad de Chile



Mecanica Cuéntica 2 29

La primera igualdad se debe a (2.1.4), la segunda a (2.1.3) y la tercera a
la definicion de x'. Esto demuestra que la accion de OsO7 es igual, debido
a (2.1.4), ala accion de Ogsr:

OsOr = Osr (2.1.6)

Corolario de esto es que
Og-1 = (05)7 . (2.1.7)

Degeneracién

Dada una autofuncion ¥ de H de autovalor E, la accion del grupo de
simetria sobre ella engendra un autoespacio Ly de H, con autovalor E.
La dimensidn ng de este espacio es la degeneracion del autovalor de E.
Sean vy, ... y,, una base ortonormal del espacio L, esto es, el producto
escalar entre ellas da

<‘Ifi|‘Vj> = §;j
La accidén de los operadores del grupo sobre estas funciones definen ma-

trices,
O0q0; =Dji(g)9; suma implicita (2.1.8)

lo que permite tener la asociacion entre operadores del grupo G y matri-
ces de dimensién ng. Se puede comprobar que la operacion producto se
conserva:

Og,0g,¥1 = Dyj(g1)Dji(g2) Wk (2.1.9)

De esta forma las matrices D(g) definen una representacion matricial del
grupo G de simetria. Esta representacion se llama D(G). Si g — O, — D(g)
entonces

g 2 0,1=0"-D(g")=D"(g)

Estas matrices dependen de la base {y;} escogida.

Algunos conceptos sobre grupos

Grupos discretos y continuos: ejemplos: Los grupos pueden ser dividi-
dos en discretos y continuos. Entre los grupos discretos estan los grupos
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finitos. En los grupos continuos, como el grupo de rotaciones, es posi-
ble caracterizar sus elementos por los valores de unos pocos parametros
reales y continuos (e.g., los angulos de Euler en el caso de SO(3)). Si
estos parametros tienen un rango finito de variacion se dice que el gru-
po continuo es compacto. El grupo de transformaciones de Lorentz no
es compacto, porque ademas de angulos de Euler tiene parametros que
corresponden a angulos hiperbolicos. Las transformaciones propias de
Lorentz constituyen el grupo SO(3,1).

Otro grupo de mucho interés en mecanica cuantica es el grupo O(3).
Tiene una estructura muy sencilla en términos del grupo de rotaciones
SO(3). Los elementos de O(3) son a) rotaciones puras R(7i, ) o bien b)
son de la forma I R(7, ) donde I es la operacion de inversion. Esta ultima
operacion es aquella que simultdneamente cambia el signo de las tres
coordenadas: (x,y,z) — (—x,—y,—z). La inversién I conmuta con todas las
rotaciones, por lo que O(3) es el producto directo de dos grupos,

0(3) = SO0(3) x {e,I} (2.1.10)

Clases conjugadas: Dos elementos g; y g» de un grupo G son conjuga-
dos si existe un tercer elemento en el grupo tal que g; = g3g2g§1

18 = g1 =888 (2.1.11)

Puesto que ser conjugado es una relacién de equivalencia, un grupo pue-
de ser descompuesto en clases conjugadas. La clase K, de un grupo G
es el conjunto de todos los elementos g, € G que son conjugados a g,.
Naturalmente que las clases conjugadas son disjuntas y cubren al grupo.
El elemento neutro constituye una clase por si solo.

Para el grupo de rotaciones SO(3) dos elementos son conjugados si
y solo si son rotaciones en un mismo angulo «. El rétulo natural para
designar las clases conjugadas de SO(3) es o.

Las clases conjugadas de O(3) son las siguientes: a) La identidad es
una clase por si sola (como en todo grupo); b) la clase R(«) de todas
las rotaciones en angulo o sin importar la orientacion del eje de rotacion;
(hay un continuo de clases de este tipo); c) la clase que contine solo a la
inversion y finalmente d) la clase de todas las operaciones IR(a.).
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Primeras nociones sobre representaciones lineales

Representacion y fidelidad: Se tiene una representacion matricial D(G)
del grupo G con matrices de n x n Si

g —D(g)
g182 — D(g1)D(g2) = D(g182)

Algunas representaciones son fieles en el sentido que g; # g, implica
D(g1) # D(g2)- En el otro extremo, la representacion trivial es aquella que
asocia la unidad a cada elemento del grupo.

Espacio de representacion y matrices: El espacio de vectores sobre
el que actuan las matrices se llama el espacio de la representacion. Por
ejemplo, el espacio L de los arménicos esféricos Y£(0,¢) =Y (#), con ¢ fijo
ym=—{—{+1,...,¢ es un espacio de representacion del grupo SO(3).
Las matrices se construyen con la accion de las rotaciones sobre los Y.,

o (0,0,0) = (¥R (60,00, )|, )
/(Y ) (60,00, &) Y, (8,0) d cos 6 d¢

Reductibilidad: Se dice que la representancién de G sobre el espacio
L es reductible si existe un subespacio L; que es dejado invariante por la
accion del grupo. Si, por el contrario, no existe subespacio invariante, en-
tonces la representacion sobre L es irreductible. Estas representaciones
se abrevian como RR y Rl respectivamente. Se usara indices griegos (de
la parte central del alfabeto) para denotar en forma genérica las Rl de un
grupo G: D*(G).

Si las matrices D(g) de una representacion D(G) pueden ser lleva-
das todas a una forma diagonal en bloques, entonces D(G) es una RR
completamente reductible y el espacio L de la representacion puede ser
descompuesto en laforma L =@;L;, con j=1,...k, en que cada subespa-
cio L; de L es invariante y L; no contiene subespacios invariantes. Estos
subespacios son espacio de Rls de G y la representacion original puede
ser expresada como suma directa de representaciones sobre cada uno
de estos L;,

D(G) = D1(G)&...® Di(G) (2.1.12)

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica



32 PatrICIO CO I’derO S version de noviembre 2007

Cuando una RR de G se descompone en suma directa de Rls, suele
ocurrir que entre los sumandos haya representaciones D, y D, equivalen-
tes, en el sentido que, con una eleccion apropiada de las bases se haga
coincidir las matrices en ambas representaciones. La nomenclatura es tal
que se considera que tal representacion aparece al menos dos veces en
la descomposicion. Mas en general se tiene que una representacion total-
mente reductible se descompone en la forma

D(G) = @ auD*(G) (2.1.13)
u=1

donde las D*(G) son Rls del grupo y cada a, es el entero no negativos
que informa cuantas veces aparece D*(G) en la descomposicion de D(G)
y r el el numero de Rls no equivalentes que tiene G.

Para grupos finitos y grupos de Lie compactos (ver §2.2), todas las
representaciones reductibles son totalmente reductibles.

La representaciones irreductibles de SO(3) sonlas D con ¢ =0,1,.... A
las representaciones irreductibles de O(3) se les debe agregar la paridad
P = =+1 como segundo rétulo, D", Las representaciones de O(3) sobre el
espacio de los arménicos esféricos tienen paridad P = (—1)".

Representaciones unitarias: Toda representacion en base a matrices
unitarias es irreductible o bien totalmente reductible. Toda representacion
de un grupo finito o un grupo continuo compacto es equivalente a una
representacion unitaria, es decir, una en que las matrices D(g) son todas
unitarias, D7(g) = D~ !(g).

Para los grupos finitos, el nUmero de representaciones irreductibles

no equivalentes es igual al numero de clases conjugadas. No existe una
propiedad comparable para grupos continuos.

Caracteres y su ortogonalidad (producto escalar entre ellos): En ca-
da representacion D(G), las matrices asociadas a dos elementos conju-
gados tienen la misma traza ya que para matrices cualquiera, Tr(ABC) =
Tr(CAB). Se llama caracter de la clase K, a la traza

Xa =Tr[D(g4)] (2.1.14)

Condicion necesaria y suficiente para que dos representaciones D (G) y
D, (G) sean equivalentes es que tengan los mismos caracteres.
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Los caracteres de Rls obedecen relaciones de ortogonormalidad con
respecto a un producto escalar que se define como suma sobre todas las
clases conjugadas.

En el caso de grupos finitos esta relacion es
Y % () 20 = v8uv (2.1.15)
a=1

donde ¥, es el numero de elementos en la clase K, y y es el nUmero de
elementos del grupo.

En el caso de grupos continuos, se integra—usando una medida (o)
propia del grupo—siendo « los parametros que rotulan a cada clase con-
jugada. La ortogonormalidad es

[ P (@) 2 (@) du(@) = 8y 2.1.16)

EJEMPLO: Los caracteres del grupo de rotaciones SO(3) son

p _sin(20+1)3
X (R(a)) = —ng (2.1.17)
y satisfacen,
/[
% /0 2 () x2(a) (1 —cosa)da = &, (2.1.18)

No hay asterisco porque los caracteres son reales.

Determinacion de las componentes irreductibles: Se ha visto que una
representacion reductible D de un grupo G admite una descomposicion
(2.1.13). Se trata de encontrar los coefientes enteros a,. Sean y, los ca-
racteres asociados a las clases conjugadas K, de G. Ellos claramente
tienen que tener la forma

Xa = Zau?&’f
m

Si se conoce el producto escalar (¥*,x") = é,v, ellas aplica trivialmente a
la igualdad anterior y se obtiene

all = (272‘/)

Se ha usado notacién vectorial para indicar suma sobre todas las clases
conjugadas usando la medida que corresponda.
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La representacion adjunta a otra: A toda representacion matricial D(G)
se le puede asociar otra representacion, llamada adjunta a D, constituida
por las matrices traspuestas e inversas, y se la denota D,

D(g) =D"'(g) (2.1.19)

Si la representacién es unitaria, esto es D'(g) = D~!(g) para todo g, en-
tonces
D=D"=D* (2.1.20)

que son las matrices complejas conjugadas.

Dos lemas de Schur: (a) Si D* y D” son Rls de un grupo y existe una
matriz A no nula para la cual AD%(G) = D’(G)A necesariamente las dos
Rls son equivalentes. (b) Si D(G) es Rl de G y existe matriz no nula A que
conmuta con toda la representacion, A necesariamente es multiplo de la
matriz unidad.

Antes se vi6 que dos autofunciones que pueden ser conectadas por
una transformacion de simetria, ¥, = 0,%¥;,, necesariamente tienen aso-
ciado el mismo autovalor del hamiltoniano. El autoespacio que tales fun-
ciones engendra es un espacio de representacion del grupo G de simetria
y normalmente tal representacion es irreductible. En los rarisimos casos
en que esto no ocurre se habla de degeneracion accidental.

2.2. Sobre grupos y algebras de Lie

Grupo de Lie, parametros y topologia

Los grupos de Lie son grupos cuyos elementos pueden ser caracteri-
zados por parametros continuos reales, ay,...,a,. También puede haber
parametros discretos. En G la ley producto

g(a)g(b) =g(c) (2.2.1)

gueda totalmente definida por la dependencia de los ¢, en los parametros
a 'y b por medio de funciones analiticas,

cy =0 (ai,...,an; by,....,by)  obien c¢=¢(a;sb) (2.2.2)
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El entero n designa al nUmero estrictamente necesario de parametros pa-
ra caracterizar a los elementos del grupo, pero siempre hay una infinidad
de formas de parametrizar un grupo de Lie. Es convencion que, cualquiera
sea la parametrizacion de un grupo de Lie, al elemento neutro se le asocie
el punto cero del espacio de parametros, es decir, g(a; =0,...,a, =0) es
siempre el elemento neutro del grupo. Como ya se ha dicho, un grupo de
Lie se dice compacto si sus parametros varian en un rango finito, de lo
contrario es no compacto. SO(3) es compacto y SO(3,1) no es compacto.

Un grupo de Lie no enteramente trivial (es no abeliano) es el grupo
O(2) de las rotaciones en torno a un eje fijo de IR3 y las reflexiones con
respecto a planos o que contienen al eje de rotacion.

Dada una parametrizacion particular, se puede definir un espacio cu-
yos puntos tengan asociados los parametros del grupo, los que juegan el
papel de coordenadas en ese espacio. A tal espacio se le llama el espacio
topologico del grupo. Diferentes parametrizaciones de un grupo pueden
conducir a espacios algo diferentes, pero las caracteristicas topologicas
de esos espacios es siempre la misma para un mismo grupo.

Estructura local, generadores infinitesimales y algebra

Los grupos de Lie, a pesar de su depurada teoria matematica, son
definidos a partir de realizaciones muy concretas. Por ejemplo SO(N) es el
grupo de las rotaciones en Ry, SU(N) es el grupo cuya estructura definen
las matrices complejas, unitarias y determinante 1 de N x N etc. La accién
sobre un espacio particular se llama, la representacion natural del grupo.
Estas son representaciones porque definen la accion del grupo sobre un
espacio de puntos x = (x!,...,x"). La accidn del elemento g(a) sobre el
punto x se define por las funciones

= Nar,. . a) o X =f(x:a) (2.2.3)

Si en la ecuacion anterior se considera un incremento de los parametros,
a — a+da, en el lado izquierdo se tiene X’ + dx’. Por componentes esto
es
X dx) = fl(x+dx;a+da)
. 9 fi
= f/(x;a)+ (i) das
das ) a—g
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Tomando a = 0 en la relacidn anterior se obtiene

dx’ = (af ]) dag (2.2.4)
a=0

dag
La prima ha desaparecido debido a que a = 0. Esto se escribe
dx) = w°(X)das (2.2.5)

La variacion de x recién obtenida induce un cambio sobre cualquier fun-
cion F(x),

dF(X) = ——dx’/

= idasXeF(X) (2.2.6)

donde los
0

oxJ
son los generadores infinitesimales asociados al grupo G en el espacio de
las funciones F. Un teorema fundamental de la teoria de grupos de Lie
dice que los generadores infinitesimales de un grupo G se cierran bajo la
operacion de conmutacion, definiendo un algebra de Lie,

Xo = —iu/°(X) (2.2.7)

[Xp,Xs| = iChs Xz (2.2.8)

donde los coeficientes Cj; son numeros reales y se conocen como las
constantes de estructura del grupo. El algebra se define sobre el cuerpo
de los reales.

Las constantes de estructura tiene algunas propiedades interesantes,

CT

. T
poc _CO'P

CooCry +C5uClp +CpCls =0 (2.2.9)

Suv = 8vu = Acﬁac‘%
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A es una constante que se escoge. Un grupo de Lie es semisimple si y
sélo sidetg # 0. Si G es compacto siempre se puede lograr que guy = yv.

Se define la matriz g inversa de g y con ella se define el operador de
Casimir C,
g8V =81, C=g"XuX, (2.2.10)

que, se puede demostrar, conmuta con todos los generadores X, del alge-
bra. El teorema de Schur garantiza que en las Rls C es mdltiplo de la
identidad.

Un operador O, asociado a cualquier elemento del grupo puede re-
presentarse por .
Oy(q) = €% (2.2.11)

Ejemplo: SO(3)

El espacio de parametros: Se asocia a cada rotacion R(6, ¢, o) un punto
en el interior de una esfera de radio & de la manera que sigue. Los angulos
(6,¢) son angulos esféricos de siempre y se usan para definir la rotacion
de magnitud a a su alrededor,

0<06<m, 0<¢<2rm, 0<a<rm

Los puntos asociados se obtienen dibujando el radio de la esfera carac-
terizado por la direccion (6,¢) y, en este radio, se escoge el punto que
esta a distancia a del centro. De esta manera a cada punto de la esfera
solida le corresponde una Unica rotacion y a cada rotacion le corresponde
al menos un punto de la esfera. Puesto que las rotaciones (0,¢,a = &)
y (t—6,¢+ m, o0 = ) son la misma rotacion, se identifica los dos pun-
tos asociados a ellas. Como a este par de rotaciones les corresponden
puntos sobre el manto de la esfera que estan diametralmente opuestos
queda definida una topologia especial asociado a SO(3): puntos en la su-
perficie que estan diametralmente opuestos se identifican. Esto hace que
el espacio topologido de SO(3) sea doblemente conexo como se pasa a
explicar.

En la figura enterior se muestra primero tres curvas que, en el espacio
topolégico asociado a SO(3), son cerradas. La primera puede ser contra-
ida continuamente a un punto, la segunda no puede ser contraida a un
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Figura 2.1: El espacio de parametros de SO(3) es una esfera sélida donde se identifica
los puntos de la superficie que aparecen diametralmente opuestos. Hay dos clases de
curvas cerradas: las que pueden ser contraidas continuamente a un punto y las que no se
puede contraer a un punto. Esto implica que SO(3) admite “representaciones bivaluadas”:
spin semientero.

punto y la tercera nuevamente si. Esta ultima deformacion se ilustra en
los diagramas que de la segunda fila.

Se concluye que el espacio de parametros de SO(3) tiene dos tipos
de curvas cerradas no equivalentes, por esto se dice que SO(3) es doble-
mente conexo.

Generadores infinitesimales de rotaciones: A las rotaciones definidas

en el plano rs,
X" =x"cosO —x*sinf = f"(x;0)
x* =x"sin@ +x*cos 0 = f*(x;0)

se le asocia (ejercicio) el generador infinitesimal

A, 0 , 0
Xry = = (x Bxs_x er)

y, en el caso especial de SO(3), se definen los generadores infinitesimales
L; = €1 X, que satisfacen

[Li,Lj] = i&jiLx (2.2.12)

que son, salvo por un factor #, los operadores de momento angular.

2.2. SOBRE GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE Universidad de Chile



Mecanica Cuéntica 2 39

El grupo cobertor

Hay grupos de Lie con cualquier grado de conexion, incluso los hay
infinitamente conexos. Los grupos de Lie para los cuales todas las curvas
cerradas son topolégicamente equivalentes a un punto se llaman simple-
mente conexos. A todo grupo de Lie G multiplemente conexo le esta aso-
ciado un grupo G simplemente conexo que se llama el cobertor de G. Un
grupo multimplemente conexo y su cobertor pueden ser parametrizados
de tal manera que ambos tengan la misma algebra, en el sentido que las
reglas de conmutacion de sus generadores infinitesimales se satisfacen
con los mismos parametros de estructura.

El cobertor de SO(3) es el grupo SU(2) de las matrices unitarias de
2 x2:

U:(_‘Z* f) con |af*+p?*|=1 (2.2.13)

El espacio de parametros topolégicamente es la superfice tridimensional
de una hiperesfera de radio uno en R, que es simplemente conexo. El
grupo cobertor del grupo propio de Lorentz SO(3,1) es el grupo SL(2,C),
(matrices complejas de determinante 1).

EJERCICIO: Considere el grupo de matrices

e (a+7)/2 o og g —ei(@=7)/2gjp g

(@~ 2sin % e~ H(@4N)/2 cos g

Compruebe que son automaticamente de la forma (2.2.13). Encuentre los
generadores infinitesimales asociados a cada uno de los tres parametros.
Descubra que dos de ellos conducen al mismo generador. Obtenga el ter-
cer generador como el conmutador de los dos obtenidos y obtenga las
relaciones de conmutacion entre todos ellos comprobando que no se ob-
tiene otros.

EJERCICIO: A cada matriz U dada en (2.2.13) se le puede asociar una

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica



40 PatrICIO CO I’derO S version de noviembre 2007

matriz de 3 x 3

{ aZ_b*Z_bZ +a*2 i(aZ_b*2+b2_a*2) 2(ab—|—a*b*)
R=-| —i(@®+b?—b*>—a?) a®+b?+b*+a? —2i(ab—a*b*)
2 —2(a*b +ab") 2i(a*b — ab®) 2(aa* — bb*)
(2.2.14)
Compuebe que las matrices son reales y ortogonales. En efecto, son ma-
trices de la representacion natural de SO(3). Note que a la matriz —U le
corresponde la misma matriz R, es decir, el grupo SU(2) de las matrices
U recorre dos veces al grupo SO(3) de las matrices R. Suele decirse que
las representaciones fieles de SU (2) son representaciones “bivaluadas” (o
espinoriales) de SO(3). También debiera demostrarse que la ley producto
es la misma.

2.3. Producto Kronecker y reglas de selecciéon

Serie de Clebsch-Gordan

El producto Kronecker de dos representaciones de un grupo G define
una nueva representacion de G,

D?k’f’jf(g) =D{;(3)D(g)  paratodo g€ G (2.3.1)

y se denota D“*(G) = D*(G) x D*(G). Aun si las representaciones factor
son Rls, la representacion producto es, en general, reductible y su des-
composicidon se denomina serie de Clebsch-Gordan,

D" x DY =P 4", D* (2.3.2)

Las representaciones irreductibles de O(3) son las representaciones
D'F de momento angular y la serie de Clebsch-Gordan es

U+t
Dhfixphh= g phhehh (2.3.3)
{=[l,—Lo|
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Vectores y seudovectores con respecto a O(3)

El grupo O(3) actua naturalmente sobre L = R;. Se define matrices
D;;(g) que representan al grupo (son ortogonales) y ellas definen transfor-
maciones lineales en L. Tipicamente se tiene transformaciones

¥ = Dyj(g)¥

y esta es la representacion (¢ =1,P = —1) de los mas comunes vectores
usados en fisica (posicion, velocidad etc). La paridad es —1 porque los x'
cambian de signo bajo la inversion.

Consideremos el espacio de representacion formado por dos réplicas
del anteror: R3 x IR3. Es un espacio de dimensién 9 y sus elementos base
pueden ser los x'y/. La accion del grupo sobre este espacio por definicion
es

X'y = D;j(8)Dpn(g)x'y", que escribimos  M"™ = Dy, ju(g) M7

Claramente este espacio tiene subespacios invariares. El mas trivial
es el espacio unidimensional Lo de las combinaciones x'y' + x?y? 4+ x3y3
que es la traza de M. Queda un espacio de dimension 8 de las matrices
M = M —Tr(M). Cada una de estas matrices sin traza se puede separar
en una matriz simétrica y otra antisimétrica

M;j = Sij+Aij

que (ejercicio) constituyen espacios invariantes. El espacio de las matrices
antisimétricas es tridimensional y el de las matrices simétricas (y sin traza)
es de dimensién 5. Todo lo anteror corresponde a

D'l x pl = pOt g pltgp>t (2.3.4)
El espacio de las S;; puede ser visto como el de los objetos
By = &S jk

que tienen tres componentes y, bajo SO(3), transforman como vectores,
pero como tienen paridad positiva (no cambian de signo bajo una inver-
sidn), y en fisica se los llama seudovectores.

En fisica algunos seudovectores muy conocidos son el momento angu-
lar y el campo magnético. El rotor de una funcién vectorial permite definir
un seudovector.
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Reglas de seleccion
Si D* y DB son Rl de G:

1. La serie de Clebsh-Gordan de D% x D contiene a la representacion
trivial una y solo una vez.

2. La serie de Clebsch-Gordan de D* x D contiene a la representacion
trivial si y solo si D% = DB

Si G es un grupo de transformaciones lineales y unitarias sobre un
espacio de funciones y y existen operadores 7;, también sobre L, que
transforman de acuerdo a una representacion D’ (G),

0, T,0,"' = DT;

y se tiene funciones 1//1‘.‘ base de la representacion D*(G), entonces las
funciones T,-I//J‘.‘ pertenecen a un espacio de la representacion D' (G) x
D*(G).

Teorema de Wigner-Eckart: De lo anterior se desprende que los elemen-
tos de matriz
{|T v
Y il Y5

son nulos si la descomposicion de D’ (G) x D*(G) no contiene a la repre-
sentacion DY(G).

Mas adelante se vera, por ejemplo, que transiciones de un nivel a otro
de una particula en un potencial central ocurren debido a operadores de
transicion como los T; anteriores. Si al estado inicial le corresponde la Rl
(¢,(—=1)") de O(3) y a la transiciéon le corresponde (¢ = 1, P,), entonces sélo
se podra tener transiciones a estados

(E=1LR(=1)), (LPR(=1)), ((+1,P(=1)")

Si Py =+1 entonces la primera y la tercera transiciones no ocurren porque
no existen estados con esas paridades, es decir, solo se tiene

0, (=Y = (£,(=1)H (2.3.5)
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Pero si Py = —1 entonces solo se puede tener transiciones del primer y la
tercer tipo

1 {1\
(€, (=1)") —>{ E§+i—g—i§€; (2.3.6)

2.4. Elgrupode traslaciones 1D y bandas de energia

Potencial periddico

Sean T,, (a fijo y n un entero) operadores de traslacidon que actuan
sobre cualquier espacio de funciones de x en la forma

Toa f(x) = f(x+na)

Estos operadores constituyen un grupo abeliano y discreto,
TnaTma = T(n+m)a

Un representacion natural de estos operadores es

Tha = e

Si en un problema cuantico unidimensional se tiene un potencial periodico,
con periodo a
V(x)=V(x+na) n entero

entonces el hamiltoniano es invariante al grupo de traslaciones discretas
X—x+na,
H(x) =H(x+na) = T,,H(x) THZI

y esto implica que si w(x) es una autofuncién de H, con autovalor E, en-
tonces

V' (x) = Tay(x) = y(x+na)

también es una autofuncion con la misma energia. Pero como el proble-
ma es unidimensional no puede haber degeneracion, lo que implica que
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ambas funciones v’ y v tienen que ser proporcionales y la constante de
proporcionalidad tiene que ser 1, esto es

tkna

Thaw(x) =™ y(x) (2.4.1)

Por el momento k es un real arbitrario y (2.4.1) define la representacion
k del grupo de traslaciones. La unica forma de compatibilizar que y/(x+
na) = ¢*" y(x) es que w sea una funcion particular que se denomina w;:
con

Wi (x) = ug (x) &

donde la funcion u(x) es periodica de periodo «,

ur(x+a) = ug(x) (2.4.2)

A continuacion se restringe el analisis al caso en que la particula descri-
ta por el hamiltoniano vive en una caja de volumen L = Na con bordes
periddicos. En tal caso la traslacion en L = Na debe ser la indentidad,

Tna =Ty = =1
de donde kL =2xr 0 bien
2
k:%, F=0,41,42, ... (2.4.3)

Caso particular

A continuacion se considera el potencial periddico definido por

2
d &25(x—na)

V(x) =
(x) 2ma %

Entre cada nodo x, = na la particula es libre y la funcion de onda debe

tener una forma sinusoidal. Sea R, el intervalo (n—1)a<x<nay R, €l

intervalo na <x < (n+1)a. Al plantear

Ry: Yy =A,sing(x—na)+ B,cosq(x — na)
Roi1: vy =A,qsing(x— (n+1)a) +Byricosg(x— (n+ 1)a)
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la exigencia de continuidad en x = na implica
—Ay+18inga+ By 1 cosqa = By,

Este es un sistema lineal y homogéneo por lo que se debe exigir que el
determinante de los coeficientes sea nulo lo que lleva a

A
coska = — singa +cosqa (2.4.4)
2ga

Puesto que el potencial esta definido con Js, la derivada de y debe ser

A b N B O B N oW b
— —
L

Figura 2.2: El lado derecho de (2.4.4), como funcién de ¢, es una g(g) funcién oscilante decre-
ciente que arroja solucién g tan solo si |g(g)| < 1. Se ve que hay “bandas” de valores de g que son
solucioén.

discontinua y

dy |na+e 2m [ha+e€
= [ v
A
==B,
a

Si se evalua la derivada de y a ambos lados del punto na
V' (na+) =qA,.1cosqa+gBsinga
Y'(na—) =qAn
Con lo anterior se deducen
App1 = Ajycosqa+ B, (ia cosqa — sinqa)
! (2.4.5)

. A
B,11 = A,singa+B, <% s1nqa—cosqa)
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Ademas se debe exigir que y(x+a) = ¢*“y(x) lo que lleva a las relaciones
de recurrencia a

Anp1 =4y, By =€"B,

que, al ser reemplazadas en (2.4.5) se obtiene

e*k@A, = A,cosqa+B, (;—a cosga — sin qa)
e*B, = A,singa+ B, <;—a singa — cos qa)

2.4. EL GRUPO DE TRASLACIONES 1D Y BANDAS DE ENERGIA Universidad de Chile



Capitulo 3

Métodos aproximados
iIndependientes del tiempo

3.1. Método de perturbaciones en el caso no de-
generado

Planteamiento general

En esta seccidn se tratara de problemas donde el espectro de energia
es no degenerado.

Se tiene una ecuacion de Schrddinger estacionaria
H |1Pn> =E, |\Pn> (3.1.1)

que no puede ser resuelta en forma analitica pero tal que exista un caso
mas sencillo del mismo tipo que si puede ser resuelto. Supongamos que
se conoce la solucién de

Hy|®, ) = E, |®, ) (3.1.2)

y tal que
H=Hy+gV (3.1.3)

El dltimo término es la perturbacion a que es sometido Hj.

47
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Una perturbacion no es necesariamente una accion externa sobre el
sistema. Por ejemplo, el atomo se helio puede estudiarse con un H, que
es la suma de dos hamiltonianos de una carga en un campo Coulombiano,
Hy = Hy + Hyy, Y la perturbacion gV puede ser la repulsion electrostatica
entre los electrones. En el laboratorio no hay parametro fisico alguno que
pueda ser ajustado para estudiar, por ejemplo, el limite ¢ — 0. En cambio el
caso de un atomo sometido a, por ejemplo, un campo magnético externo
uniforme B, puede ser estudiado para una amplia gama de intensidades
de B, en particular campo externo nulo.

Bajo ciertas condiciones, algunas de las cuales estudiaremos, la solu-
cién de (3.1.1) puede ser expresada como una serie de potencias en g,
en torno a la solucién conocida del problema (3.1.2). No se discutira la
convergencia de las series y, mas aun, suele ocurrir que ellas sean di-
vergentes y, sin embargo, los primeros términos de la serie describan en
forma satisfactoria al sistema perturbado.

La suposicion basica es que (3.1.1) es regular en el punto g =0, en el
sentido que el limite (g — 0) de los E,(g) son los EV y los |¥,(g) ) convergen
alos |, ):

E,—~E, ¥, ->®, (3.1.4)

El método
Formalismo

Puesto que los &, forman un conjunto completo, puede hacerse la
expansion

an:JVg {q)n‘l‘zcnk(g)q)k} (3.1.5)
k#n

De (3.1.4) se desprende que
Culg=0)=0, =1 (3.1.6)
La primera de estas condiciones se escribe entonces

Cor(g) = 8Ch +8°CH + ... (3.1.7)
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y ademas se escribe formalmente
E,=E’+gE! + g?E> + ... (3.1.8)

De lo anterior se puede escribir

P, = A, {¢n+zg1¢,{} (3.1.9)
j
donde,
ol =Y Cchdr, 97 =Y Chay (3.1.10)
k#n k+#n

Existe libertad suficiente para que se pueda escoger que las correc-
ciones a &, sean ortogonales a este estado no perturbado.

Primer orden

Todo lo anterior se reemplaza en (3.1.1) y se iguala los coeficientes de
g™ para cada m. Para m = 0 se reobtiene (3.1.2). Para m = 1 se obtiene

Y G (E) —E)) @+ VD, = E P, (1er orden)
k#n

Se usa dos veces esta ecuacion. La primera vez se hace el producto es-
calar con (®,| obteniendo

gEl = (®,| gV |®,) (3.1.11)
y luego el producto escalar con (®,| (¢ # n) lo que da

(P |[V| D)

Cop =
" EO—ED

(3.1.12)

Con estos coeficientes se construye la correcién de primer orden (3.1.10)
a la funcién de onda.
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Segundo orden

La ecuacién que resulta de g* es

Hy Y Cr|®)+V Y Cuel®r)

k#n k#n
= E)Y Cr|dy)
k#n
+E, Y Ch | ) +Ey |y ) (3.1.13)
k#n

Si se hace el producto escalar con ( ®,| resulta

Y Co(@ul V@) = E;
k#n

lo que lleva a

(P V' |Py) (Pn V| Py

Ep = Y

iZn EO_E()
(| V | P,
— Z| k' |0>‘ (3.1.14)
k#n E

No es tan raro que en ejemplos de interés se obtenga que E! sea nulo,
lo que deja, en la practica a (3.1.14) como la primera correccion a los
autovalores de Hy. En tal caso.

1. Si n =0, es decir, se esta corrigiendo la energia del estado fun-
damental, entonces todas las diferencias EJ — EY son negativas y
resulta E5 < 0, es decir, la correccion da una energia fundamental
corregida mas baja que la de H,.

2. Suponiendo que todos los (k|V|n) son del mismo orden, se ve que
la suma en (3.1.14) los sumandos correspondientes a niveles E,?
cercanos a E? tienen mayor influencia.

3. Siun nivel vecino a E?, es dominante en (3.1.14), entonces la correc-
cién tendra por efecto alejar a esos dos niveles. Se habla del efecto
de “repulsién” entre niveles cercanos.
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Si (3.1.13) se contrae con (®y| (con ¢ # n) y después de CHECK

(D |V |DPn) (Pe| VD) (Pn|V[Pr) (Pe|V[Pr)

Cor = -
L B )£ (B9 ED)?

El coeficiente C2, queda indeterminado. Lo usual es determinarlo exigien-
do que |¥,) esté consistentemente normalizado hasta segundo orden, lo
que lleva a que, con 3C2, =0, se debe cumplir

1
Crzm = _§Z|Crllﬁ|2
L

que se deja como ejercicio.

Ejemplo: Helio
Consideremos el hamiltoniano

p% Ze? p% Ze e
= | = 4 72
2m N 2m 12

donde el ultimo término se toma como gV mientras que H, es la suma de
dos atomos tipo hidrégeno con carga Z. Si Ey es la energia fundamental
del atomo de hidrogeno, el autovalor de Hj, es

62

E)=27°Ey, Ep= —>
a

Se sabe que la funcién de onda del estado fundamental del “atomo de
hidrégeno” de carga Z es

1 [7\? 2
bl (D) e am

me?

3
o— L <§> e Z(ntn)/a (3.1.15)
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y se debe Ca|CU|aI’ (célculo hecho en E01_helio.mws)

El — <q> q>>

276 —2Z(r1+r)/a
7 1+r
- ¢ /e — d3r1 d3r2

62

|7 — 72

7172616 |?1 — I’2|
57
= —FEy (3.1.16)
4
El valor de E} entonces es 522213,6 = 34,0, mientras que EJ = —2 x

13,6 x 22 = —108,8. La suma de ambas cantidades da —74,8. El valor ex-
perimental es —78,975.

Usando numeros mas finos se obtiene:

Atomo Z E) E)  suma  Eegper
He 2 -108.0 33.75 -74.25 -78.6
Li™ 3 -243.5 50.50 -193.00 -197.1
Bet™™ 4 -433.0 67.50 -366.50 -370.0

Detalles del calculo Lo primero que se hace es integrar

/” sin0@do sin0@do

171 = 72| /\/ 2+ 73 —2r1ryc08 0

sobre 6. Esta integral da

1 B 2/7‘1 Si ri>nm
E(r1+r2—|r1—r2\)—{ 2/r Si o <r

El resto de las integrales son: las angulares en un integrando que ya no
tiene angulos y sobre las magnitudes r; y r, que son sencillas de hacer.
Ejemplo: efecto Stark caso no Coulombiano

Es el efecto de un campo eléctrico externo uniforme sobre un atomo
hidrogenoide (H, es una particula en un potencial central que no es el
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\/

Figura 3.1: La figura muestra el potencial Coulombiano y también la suma del potencial
Coulombiano y el término con el campo eléctrico. La linea horizontal mds baja sefiala la altu-
ra del nivel fundamental. En principio hay efecto tunel.

potencial de Coulomb). El grupo de simetria del sistema no perturbado es
O(3). El término perturbativo es

V= —¢E- 7

El campo eléctrico es tratado como una cantidad clasica, de modo que tan
solo se debe calcular elementos de matriz de 7, es decir, a V le esta aso-
ciada la representacion D=!"*=-1 Entonces es claro, por el teorema de
Wigner-Eckart que a primer orden el efecto es nulo,

E}y=—e (Ppupm| E 7 |Pugm) =0 (.1.17)

Excepto en el caso en que el potencial en Hy sea un potencial coulom-
biano, porque en tal caso los niveles tienen una degeneracion mas alta
(Cada nivel admite ¢ =0,...n—1). El caso coulombiano se analiza mas
adelante.

La figura ilustra que V es una cantidad divergente (en la figura tiende
hacia la izquierda a — y hacia la derecha a +-c). Sin embargo el efecto
tunel para campos eléctricos “normales” resulta totalmente despreciable.
En efecto, el campo eléctrico a nivel atébmico es del orden

¢~ 100Y"

a cm

Pero este hecho matematico implica que la serie perturbativa no sea con-
vergente. Las primeras correcciones, sin embargo, entragan un resultado
que describe lo que se observa.
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Correccién de primer orden

La determinacion que en (3.1.17) se obtiene cero es tan sencillo que
hay una forma mucho mas directa y facil de argumentar que E,}g. Basta
con notar que se debe calcular integrales del tipo [ |®,,|* 7 d’r. Puesto
que el integrando es impar, esta integral es nula.

El teorema de Wigner-Eckart, aplicado a este caso, dice que los ele-
mentos de matriz (n'¢'m'|V |ném) entre estados con paridad P = (—1)’ pue-
den serno nulos tansolosi ¢/ —¢=+1y P = —P.

Sin pérdida de generalidad se puede escoger que el eje Z apunte en
la direccién del campo E, en cuyo caso el problema se reduce a calcular
los elementos de matriz de z, pero [z,L;| = 0, es decir, el operador L, tam-
bién conmuta con el hamiltoniano perturbado y el nUmero cuantico m se
conserva.

Las funciones de onda son del tipo
q)ng :Rng(i‘) ng(f), ng :Pgm(COS 9>€im¢

Se debe calcular el valor medio de z = rcos 6. Estas auto funciones & tie-
nen paridad positiva o0 negativa, pero |®|?> es siempre de paridad positiva,
de modo que (®|z|P) es necesariamente nulo,

El=0

Correccién de segundo orden

La correccion de segundo orden se reduce a calcular términos no dia-
gonales

V2
0
! k#nEr(l)_Ek

y la parte fisicamente interesante del calculo es

/Ygfm,(f’) cos 0 Yy, (7)d?

Yi0(#)

Por las reglas de suma y de ortogonalidad de los esféricos armdnicos,
estas integrales solo resultan no nulas sim=m'y £ — ¢ = +1, por lo cual,
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esquematicamente
" EY, —EY
n' (#£n) 0'=0+1 “nl n't

Ejemplo: correcciones a niveles nucleares debido a repulsion
coulombiana

Se trata de estimar el valor medio de

z 2
Z(Z—1
v=Y ‘. con zz-1) sumandos
a<b Fab 2

que se plantea como

1)

Z(Z —
(Ojm V| Ojm) ~ (TEO

donde

2 & 3.3
Eoz/wjm\ — d’r,d’n,
Yab

Sin entrar en detalles nucleares la densidad p(r,,ry) = \q)jm 2 que es la
densidad de probabilidad de encontrar a un protén en 7, y a otro en 7, se
puede aproximar brutalmente a suponer primero que p(rq,rp)p(ra) p(rp)
y ademas que estas densidades individuales son uniformes dentre del
nacleo y nulas afuera

p(r):m r<R
y nula si r > R, lo que da
3Z(Z—1)¢?
En = _
0 5 R

El resultado, tomando R = 1,45 N1/3%2 tiene el 6rden de magnitud correcto.
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Ejemplo: trampa para atomos ultrafrios
El modelo

Se logra tener atomos ultrafrios T < 100uK en trampas producidas por
espectro de interferencia de un laser. Se hara un modelo muy elemental
del fenbmeno que, no siendo muy realista, describe cualitativamente bien
lo esencial de las frecuencias con que oscilan los atomos atrapados.

En un potencial periédico normal-
mente se tiene, debido a efecto tunel
entre un minimo y el siguiente, que en
lugar de haber niveles de energia aisla-
dos haya bandas. Pero en nuestro ca-
so se tendra minimos muy profundos
y suficientemente separados para que
ese efecto sea despreciable. Se consi-
derara el hamiltoniano

2

potencial V

H = g_m + Upsin® kx Figura 3.2: Potencial periédico.
donde la distancia entre un minimo y el siguiente es
27
5min = 7

Adimensionalizacion y 6rdenes de magnitud
El potencial sera aproximado a
Uokz)c2 — %Uok4x4
El coeficiente de x* define la frecuencia caracteristica ay del sistema,

2Uk?*
g = =

m

Se plantea resolver el problema de un oscilador armoénico mas una per-
turbacion V proporcional a x*,
2
p- m o2 —@k“ 4

Hy= 2 + — @ V=
0= o T 790 3
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A continuacién se hara un analisis del 6rden de magnitud de cada cada
uno de los términos, para lo cual se adimensionaliza en base a i, wy y m
definiendo distancia, momento y energia caracteristicas del sistema Hj,

h
Xe = M7 pC:\/hma)O7 EC:ha)O

que, como se sabe, se relacionan con las propiedades del estado funda-
mental del oscilador. Es facil comprobar la magnitud de cada uno de los
tres términos de energia involucrados. Los dos términos en H arrojan,

P2 1 ma)gxg 1

2mE. 2’ 2E, 2
mientras que la magnitud de V resulta

Uok*x}  Uok*h  hk* 1 2,2
3E.  3mlwy  Omwy 6 €

Pero este problema se ha planteado tal que x. < 8, que se puede reducir
a

Kxe < 1
lo que hace de V una cantidad muy pequena.
El hamiltoniano adimensional es

H:%(ﬁzmz)—m“ (3.1.18)

con !
A« = gkzxg

La parte de oscilador arménico se puede escribir como

Hy= 4V +—=

0 +2

donde . :
_ a-+ta . a—a s
e y XxX=1 5 JV:aa

NG V2
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y los autoestados normalizados |n) de Hy se pueden definir a partir del
estado fundamental |0) por

se cumple

d'lny=vn+1|n+1), aln)=+nln—1) (3.1.19)

Calculo de los corrimientos de las energias

Con lo anterior se calcula

E, =—A(n|x*n)
=% (nl(a—a")*|n)
= —% (n| (az—f—aT2 —aa’ —a'a)*|n)
—& (@ 4" =N = 1= )2 |n)
— — A (n|(@®a?? + @@+ (24 +1)2)|n)
=4 (Ila™ ) 12+ a2 ) |2 = 20+ 1)?)
= —% (6n2—|—6n—l—3)

El Ultimo paso se logré usando las propiedades (3.1.19). Los niveles co-
rregidos no estan igualmente espaciados.

3.2. Método perturbativo en el caso de espectro
degenerado

En este caso se tiene
Hy|®P ) =E,|®P ), p=1,...,N, (3.2.1)
donde p es el indice de degeneracién. Se escoge base ortonormal

(@5 18) = 81 8y (32.2)
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El autovalor E, se expande como antes y
¥, = .4 {Zapcbg +gY Y B} +}
P k#n P

y se obtiene la ecuacion

(Ho+8V) {¥p 0 |®h ) +8 Ltn Co Lp Bl ®F ) +...} =
(ER +8Ey) {Xp | P ) + 8 Cop Lo Bp P} ) + ..}

Se aisla la ecuacion con g en primer grado

Ho Y Cu Y Bol®; ) +VY op|®)

k#n p p

= E Y Cu Y Bol®} ) +E, Y ap|®F)
k#n p p

Al hacer con ella el producto escalar usando (®?| se obtiene
Y. o (@F|V|®) = ook,
P
Usando la notacion

hP = (@F|V|®F)

se llega a una ecuacion de valores propios

hét=Ela

(3.2.3)

(3.24)

(3.2.5)

la que se resuelve en la forma usual planteando la ecuacién secular

det[h—Ej1] =0

(3.2.6)

Una vez que se tiene los valores propios, también se puede obtener, salvo
por su normalizacion, los vectores propios . Lo usual es normalizarlos a

Y lap* =1
p

Un ejemplo particularmente simple resulta si 4 es diagonal como ocurre al

calcular el efecto Zeeman normal.
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El atomo de hidrogeno de Pauli
Regla de interva|OS de Landé esto se ve en MQ1

Ya se vid que el hamiltiniano de Pauli (1.8.9) que contiene un término
de acoplamiento spin-orbita, el que aca es tomado como la perturbacion
al hamiltoniano simple. En lo que sigue conviene hacer uso de la identidad

entre operadores
1

2 2 2\ _ T =2
5(J —L*—5°)=L-§

La ecuacion secular en este caso es trivial porque es diagonal. En
efecto, a primer orden, los Unicos elementos de matriz de la perturbacion

son

(nlsJM| & (r)L-5|ntsIM)
= (nl|&(r) [nl) (LsIM] # |esIM)

_ 5MJ(J—H)—E(Zz—i—l)—s(s—i—l) (3.2.7)

Los intervalos del desdoblamiento entre los subniveles consecutivos del
desdoblamento de E?, son

AEu5) = Euld , regla de intevalos de Landé

Efecto Zeeman anémalo

Se trata del caso en que se agrega al hamiltoniano de Pauli una inter-
accion con un campo magnético externo uniforme. Se debe agregar dos
términos: el acoplamiento B-6rbita ya visto: —ﬁﬁ-i y el acoplamiento
entre el spin (el momento magnético intrinseco del electrén) y el campo
magnético, —ﬁﬁﬁ. Tomando el eje Z en la direccion de B la perturbacion
es

V=——(L+2s;)
m

El hamiltoniano Hy es el de Pauli, que tiene autoestados |n,¢,s = %,J,M>
definidos en (1.8.11). Puesto que M es el autovalor de L, +s,, la perturba-
cién se separa en (L, +s;) +s,. La primera parte es trivialmente diagonal,
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es decir arroja un término proporcioanl a M &, . Lo que resta es calcular
la segunda parte:

1 1
<n,£,s:§,J,M' 1% n,ﬁ,s:E,J,M>
B 1 1
- -2 WM&+ nl,s == I, M| s, |n,l,s==,J,.M
2mc 2 2

pero de (1.8.11) se ve que debe calcularse los elementos de matriz de s,
entre (n,l,s=3,J,M'| y |n,l,s=3,J,M), es decir, entre el bra

/ 1 1 / 1 1
. I _ (R (-
+ EiM+QCH<MJ J+ £¢M+Q(\<M4J
+ eﬂ_LMqueM—l |+)—1/¢ M+l£Ml |—)
V 2 2 /A ) b

todo con un factor comun #//2(2¢+ 1). Haciendo uso que los estados de
spin son ortogonales se obtiene

y el ket

h 1 1
M
= j:—2£+ I Omm’ (3.2.8)

Agrupando los distintos resultados se obtiene la matriz diagonal asociada

av,
1 ehBM 1
0-IM ) = — [E—
"2 > 2me ( 2£+1)

El tltimo paréntesis es el factor de Landé g, /, para s = % Se puede de-
mostrar que para cualquier spin resulta

1
<n£§JM’ Vv

JU+1)—0(0+1)+s(s+1)
2J(J+1)

gs:1+
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Ejemplo: efecto Stark caso Coulombiano

Se considerard el caso n = 2. En este caso se tiene estados ({ =0,m =
0) y (¢=1,m=0,£1). Puesto que L, conmuta con el hamiltoniano per-
turbado, se puede escoger autoestados simultaneos de H y L., es decir,
los autoestados de H tienen un valor de m bien definido. De aqui que los
elementos de matriz (n¢’m’ |V|ném) son nulos salvo cuando m = m’. De
aqui que los elementos de matriz de la perturbacion usando los estados
|211) y |21 —1) solo dan no nulos en la diagonal. Tampoco se mezclan
con los dos estados con m = 0. Los estados [211) y |21 —1) tienen m en
la forma ¢ de modo que, por ejemplo, (2,1,1|z|2,1,1) no depende de m
(las exponenciales se eliminan). Trivialmente, entonces, dos de los auto-
valores de la matriz de 4 x 4 de V son iguales y valen

E|lm\:1 = _6E<27171|Z‘27171> = —eE <2717_1|Z‘2717_1>

La igualdad se produce porque los factores con m en las respectivas inte-
grales desaparecen. Es decir, hay un nivel desdoblado, asociado a |m| =1
que es dos veces degenerado.

Tan solo se pueden mezclar los estados |nfm): |200) y |210) y lo que
gueda, entonces, es la ecuacién secular

eE (200|z|200) — A eE (200|z|210)
det

0 (3.2.9)
¢E (210|2[200)  €E (210]z|210) — A

pero los elementos diagonales son nulos. La razén en el caso 200 es por-
que violan A/ = +1 y en el caso 210 porque viola paridad ya que tanto V
como 210 tienen paridad negativa. Todo esto conduce a dos autovalores
E' que corresponden a m = 0, (ver Stark-Coulomb.mws)

El_,. = +eE | (210z]200) |

En la practica, entonces, solo se debe calcular un solo elemento de matriz
y se usa

1 1 r
P = — (2 — —) ~r/2a
2007 Vam 2apP\" T a)
1 1 rcos 6
P _ —r/2a
2,1,0 5477: (2a)3/2 P e
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y se obtiene que el par de estados m =0 - m=0 I
originalmente degenerados se separan /ml=1

en dos con una diferencia de energia 4 2
1 o m=0

E, o1 = £3aellE|| 1

Figura 3.3: La figura indica las dege-

; L renaciones de los tres niveles en que
Particulas idénticas se desdobla el nivel atémico n =2 de-
bido a un campo eléctrico uniforme.
Sea H el hamiltoniano que describe
un sistema de dos particulas de igual
masa, por ejemplo,
2 2
P1 P> S5 o
— + = +V(r,7
2m  2m (71, 72)

y que, se denotara por H(1,2). Se dice que se trata de dos particulas
idénticas si el hamiltoniano es invariante al intercambio de las variables
de ambas particulas,

H =

H(1,2)=H(2,1)
En particular esto requiere que V(1,2) =V (2,1).
Si denotamos por P al operador que intercambia ambas particulas,

PH(1,2)P"'=H(2,1)=H(1,2)

se ve que P conmuta con H; P es un operador de simetria del sistema.
Sea ¥(1,2) una funcion de onda del sistema en el sentido que

9
i W(1,2) = H(1,2)¥(1,2)

Supongamos que ¥/(1,2) = P¥(1,2) = ¥(2,1) no es proporcional a
¥(1,2). En tal caso ¥’ es una nueva funcion de onda del sistema ya que
P conmuta con H. Por lo tanto, cualquier combinacion lineal de ¥ y ¥’
también es una funcion de onda del sistema. En particular, las funciones

R Py
, W, (1,2) =
V2 4(1,2) V2

que son la funcion simétrica y la funcidén antisimétrica respectivamente.

Y(1,2) =
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Un sistema de n particulas idénticas es descrito por un hamiltoniano
H(1,2,...n) que es invariante a cualquier permutacion de sus argumentos.
(Existen n! permutaciones posibles de n objetos).

Se postula que en la naturaleza existen tan solo dos tipos de particulas
en relacion al efecto de estas permutaciones:

Un sistema de n bosones idénticos es descrito por una funcién de
onda W;(1,...,n) totalmente simétrica con respecto a permutaciones de
sus argumentos,

Yy = ¥y paratoda permutacion &

Los bosones tienen spin entero.

Un sistema de n fermiones idénticos es descrito por una funcién de
onda Wr(1,...,n) totalmente antisimétrica con respecto a permutaciones
de sus argumentos,

Yr =8,2¥r paratoda permutacion &

donde 8 es la paridad de la permutacion. Los fermiones tienen spin se-
mientero.

La simetria de la funcion de onda se preserva en la evolucion temporal
porque, por definicion, los operadores &7 de permutacion conmutan con
el hamiltoniano.

Una forma muy cruda de construir funciones de onda ¥(1,...,n) simétri-
cas parte de funciones individuales yj,..., y,. Una funcién totamente
simétrica se construye sumando los productos de ellas con los argmentos
ordenados de todas las formas posibles. Por ejemplo,

¥5(1,2,3) = wi()va(2)ys(3) + vi(3)ywa(1)w3(2)+
vi(2)y2(3) w3 (1) +wi(1)wa(3)ws(2)+
viQ)w2(D)ys(3) +yi(3)wa(2) ys(1)

Se podria dar en forma similar un ejemplo de contruccién de una fun-
cidén antisimétrica, pero en este caso existe la construccion en base a los
determinantes de Slater,

vi() v() o ()
\PF(I-.-,I’I):det Wl(z) II/Z(Z) I//n(z)

ORI 0
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Los electrones son fermiones y por lo tanto un estado de n electrones
debe ser descrito por una funcién antisimétrica. Si se trata de construir
un determinante de Slater en que dos de las funciones individuales sea
iguales, se tendria que dos de las columnas de la matriz de arriba serian
iguales, lo que hace automaticamente nula a la funcién, de aqui que ahora
el principio de exclusién de Pauli de 1925 sea un corolario.

El principio de Pauli dice, entonces, que un estado atomico (n,¢ = 0)
(estado S) solo puede tener dos electrones. Por eso, por ejemplo, el car-
bono tiene una estructura

(15)*(25)°(2p)°

y en solidos resulta la nicodn de energia de Fermi.
En el caso de los bosones se tiene la nocidn de condensado de Bose

que fué observado por primera vez en 1995.
Ejemplo con efectos de spin: las valencias del atomo de nitrégeno
Algunas palabras sobre atomos

El hamiltoniano genérico que se considerara para atomos en principio
incluye dinamicamente tan solo a los electrones en las capas incompletas:

2 o2 2 .
H = Z(é)—a+¢(ra))+z<_z —0(ra) + Z _> ‘i‘Zé(”a)za‘Ea
m a b(<a) "ab a

a Ta

= Hy+Vi+VW; (3.2.10)

donde en H, aparece un potencial central ¢ que es el efecto del nucleo
y de las capas completas interiores. El término V; resta el potencial ¢ y
agrega el potencial coulombiano del electron con el nacleo. El término V,
incorpora los acoplamienbtos spin-érbita.

En atomos liviano V; > V, y en atomos muy pesados ocurre lo contra-
rio. Los primeros estan dominados por acoplamientos de los 7 individuales
para originar en L (y al mismo tiempo, debido al principio de Pauli, se aco-
plan los spines para dar un S total). Al final se considera el acoplamiento
LS debido a ;.
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En atomos livianos el nivel fundamental se determina usando las re-
glas de Hund: (a) se escoge los niveles con mayor valor de S. (b) Para un
valor fijo de S, el nivel con maximo L esta mas abajo. (c) Para Sy L fijos,
si la capa esta menos de a medio llenar, el nivel mas bajo tiene el valor
J=|L-S|, sino, tiene el valor J = L+S.

La regla (a) dice que la parte espinorial es lo mas simétrica posible y
por lo tanto la parte orbital es antisimétrica, los electrones se mantienen
distantes y la repulsién coulombiana es menor. La regla (b) permite que
la parte oOrbital tenga el maximo de I6bulos, lo que nuevamente permite
electrones mas distantes.

Los atomos pesados tienen propiedades relacionadas con que cada
electrén acopla su ¢ con su s, dando origen a un j individual, porque V, es
dominante, y finalmente se produce un acoplamiento jj que da el J total.

El caso del nitrogeno

La valencia de un atomo corresponde al valor 2J del estado en que
esta.

La configuracion base del nitrédgeno es de dos capas cerradas: 1s°2s?
mas una capa con tres electrones 2p3. El sistema puede verse como el de
tres electrones en estados individuales ¢ =1 y a eso se agrega el spin. En
total se tiene 6 funciones individuales debido a los tres posibles valores
para m multiplicado por dos debido a m; = i%. Ellas se pueden denotar:
17,17,0"7,07, —1", —1~ (en general la notacion es m™s). Con seis funcio-
nes para tres electrones se puede construir

= (2)

determinantes de Slater lo que llevaria a resolver una ecuacion secular de
20 x 20.

Se puede simplificar el problema si se sabe que en atomos livianos se
acopla primero los ¢ dando origne a un L y separadamente se acoplan
los espines dando un S. A este nivel intermedio el grupo de simetria es
SO(3)L x SU(2)s. Las representaciones de este grupo son (D*,D%) y sus
dimensiones son (2L+1) (2S+1).
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Solo secundariamente—energéticamente menos importante—se da el
acoplamiento LS para dar estados con J bien definido y el grupo de si-

metria es SU(2);.

Los 20 determinantes de Slater se clasifican en la tabla que sigue:

Msg=|-3/2 —1/2 /2 3/2
Mp =2 di d
0| d4d’d’ dsdsde dy (3.2.11)
-2 d/ d;
donde los determinantes d; son
d =171~ O+)
dy =(1717—17)
dy =(170707)
dy =170t —17)
ds =170 —17)
dg = (170" —1T)

dy =(1T0T —17)

Un 4, se obtiene del correspondiente dj invirtiendo los signos de los m, y
un d; se obtiene del correspondiente d; invirtiendo los signos de los m.

En el caso actual no hay determi-
nantes de Slater con L = 3. Para cons-
truir una funciéon con L = 3 se tendria
que usar dos funciones repetidas.

En (3.2.11) hay solo dos funciones
con My =2 (que se ha designado d,
y d}), las que difieren en Ms = £1. Se
adivina entonces que hay un subespa-
cio (L=2,5= 1), que tiene dimension
10 =(2-2+1)(25+1). Hay un solo de-
terminante con Mg = 3/2 lo que sugiere
el espacio (L=0,5 =3/2) de dimension
4. Quedan aun seis funciones que se
adivina que corresponden a (L=1,5=
1) de dimension 6.

%,
6 Py,
3/ D
220 . 10 —ZDBLé1
\ 512

S

Figura 3.4: Desdoblamiento del nivel
2p°.
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Esto muestra que el espacio de dimensidn 20 se separa en tres espa-
cios invariantes, bajo la accidén de SO(3)., x SU(2)s, de dimensiones 4, 10
y 6 como muestra la figura 3.4. Las correcciones al autovalor de energia
se obtienen en forma aproximada calculando

Ei(*D) ={1T170F|v 1t 17 0%) 3212
Ei(*S) = (170" —1H[vy[1t0t —17) (3.2.12)
Para conocer E;(*P) se debe calcular los elementos de matriz de V; con
las funciones (M, = 1,M, = 1). Esta matriz de 2 x 2 tiene autovalores
Ei1(*D) y E{(?P), lo que garantiza que su traza es la suma de estos dos
autovalores. De aqui que

Ei*P)= (1717 —1F|Vi|17 1~ —17)
+(1T0T 0|V |17 0707 — E, (D) (3-2.13)
A continuacién se debe hacer la segunda correccion correspondiente
al acoplamiento LS. Esto hace necesario contruir autofunciones |LSJ/M)
asociados a los tres subniveles ya calculados y luego, con ellos se cons-
truye matrices
(LSIM' |V, |LSIM)

la que se debe diagonalizar. Esto conduce finalmente a los cinco niveles
que aparecen a la derecha en la figura 3.4.

3.3. Método variacional

El método

Demostraremos que si H es un operador autoadjunto y se calcula el
promedio E[¥] de H con una funcién ¥ normalizable, entonces este pro-
medio es estacionario ante variaciones de ¥ si y solo si ¥ es una auto-
funcion de H y el promedio es el autovalor asociado.

Se define el promedio de H con respecto a una funcién de onda arbi-

traria ¥ como
(PIH|Y)

(P¥)
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Puesto que H es autoadjunto, E es real. La relacion anterior se puede
escribir en la forma
(W|(H—E)|¥)=0

Si se varia ¥ también cambia el promedio E,
(6W|(H—E)|Y)+(V|(H-E)|6¥) - (V[6E[¥) =0

Exigir que E[¥] esté en un punto estacionaro corresponde a 6E =0y la
ecuacion queda

(8|(H — E)|¥) + (W|(H — E)|8%) = 0 (3.3.1)

Aparte de hacer la variacion ¥ — ¥ + ¥ también puede hacerse la varia-
cion ¥ — ¥ + 8%, la que conduce a

(8P|(H—E)|¥)— (P|(H—E)|6¥)=0 (3.3.2)
lo que permite afirmar que
(6¥Y|(H—E)|¥)=0, (Y|(H—E)|6¥)=0 (3.3.3)

y como la variacion es arbiraria esta garantizado que esto se satisface tan
solo si (H—E)|¥) =0, es decir, ¥ es una autofuncion y E es un autoes-
tado.

Esta propiedad de los promedos E[¥] se utiliza para encontrar valo-
res aproximados para los valores propios a partir de usar un espacio de
funciones parametrizadas tan préximas al espacio de autofunciones como
sea posible.

Dado un hamiltoniano H, normalmente no se sabe bien cual es el es-
pacio L que expanden las desconocidas autofunciones ¥, pero argumen-
tos matematicos y fisicos suelen permitir construir una clase de funciones
¢ que expanden un espacio L' que, por lo general, es un subespacio de
L. Una modalidad consiste en darnos funciones ¢ con unos pocos para-
metros, ¢(a,b...) para calcular E[¢] que ahora es una funcion ordinaria
de estos parametros, E(a,b,...) y, en este espacio de parametros se de-
be buscar el o los puntos estacionarios para la funcion E para valores
(a,b,...). Con tales valores se tiene un ¢(a,b,...) que es una forma apro-
ximada para la funcién propia asociada.
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Ejemplo 1: el oscilador arménico unidimensional

Si se escoge como funcién de prueba sin normalizar

Y :xe*o‘x2

y se obtiene que

[ WHYdx 3io  3mw?
E p— p—
ENa) = =g~ 2m ' 3

Este promedio es extremo es o = %2 lo que permite deducir

3
E=—-hw
2

Puesto que ¥ se anula una vez, se trata del primer estado excitado del
sistema.

EJERCICIO: Escoja

y demuestre que se obtiene

V10

y sisetoma ¥ = aj_‘x4 se obtiene una solucién para el primer estado exci-
tado y resulta E| ~ 1,558%h.

Ejemplo 2: estado fundamental del He

Para el hamiltoniano ver Schiff

2 2 2 2 2

2 2
H = ﬂ_i + &_i _|_e_
2m  r 2m ri2

con el ultimo término nulo la funcién de onda exacta para el estado funda-
mental es (3.1.15) Se usara el método variacional usando ® como funcién
de prueba con Z como parametro que se deja libre. Al calcular

£y < (9IHIP)
= (@)
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se obtiene

2
E()Se— lzz_m_z}
a 8

Cuyo minimo es para Z = % ~ 1,69. La funcién 6ptima toma en cuenta que
cada electron ve un nucleo apantallado. Usando este valor de Z resulta un
Ey que se compara con el experimental

Z=2 ~ 2
E%_1 L5 —2,75%2
E; B —2,85%2

experim
E, ~ —2,904%

3.4. Moléculas. Aproximacion de Born-Oppenheimer

Reduccién del problema

La ecuaciéon de Schrodinger para una molécula puede esquematica-
mente escribirse en la forma

P2 plz,
;Z&QJF;%JFVMJFVMJFV“ Y= EY (3.4.1)

Vv

donde el primer término es la energia cinética de los nucleos, K, el segun-
do el de los electrones, K. y los términos V;; son nucleo-ndcleo, nucleo-
electron y electrén-electrdon respectivamente.

En lo que sigue se incorpora algunas suposiciones que juegan un pa-
pel central. Las escalas de tiempo de la dinamica de los nucleos y de los
electrones son muy diferentes. Para resolver la dinamica de los electro-
nes se supone que los nicleos estan quietos (los R, entran sélo como
parametros en esta etapa) y para la dinamica de los nucleos se supone
que la funcién de onda electrénica no es muy sencible al valor de los R.

Se vera que hay tres escalas de energia en este problema: las energias
de los orbitales electronicos, las energias vibracionales de la molécula y
las energias rotacionales de la molécula. Las dos ultimas escalas son pe-
quenas comparadas con la primera.
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Como primera aproximacion se supondra que los grados de libertad de
los nucleos estan congelados. El hamiltoniano de interés en esta etapa es
2
Pp

HO:;%+V(?;E> =K, +V(%R) (3.4.2)

donde los R son parametros. La ecuacién de Schrédinger es
(Ke+V(FR)) 07 (75R) = e(R) 0 (75R) (3.4.3)

De los niveles energéticos que surjan tipicamente solo interesa el mas
bajo (o unos pocos mas bajos). Las funciones ¢,f(?;§), que son funcio-
nes de muchos electrones, se construyen ortonormales. En lo que sigue
supondremos que solo se estudia el nivel & (R) mas bajo.

Una vez que se resuelve esta ecuacion (numéricamente), se procede
a variar los R para encontrar el minimo de g(R), es decir, se resuelve

Vreo(R) =0 = R=Ry (3.4.4)

Teniendo la solucidn de este problema se regresa al problema original
y las funciones ¥ se construyen en la forma

¥(#,R) =Y ®c(R) ¢ (F:R)

(e

y se remplaza en el H original,

KnY s q)cr(ﬁ) ¢8(?;E)
B . . (3.4.5)
+Yo&(R)@o(R) 95 (7:R) = EXs Po(R) 9 (7 R)

El primer término es una suma de laplacianos con respecto a las coorde-
nadas moleculares R, y se supone que los ¢ electronicos son funciones
muy suaves de ellas (al menos cuando se esta en el minimo de &), por
lo que se desprecia las derivadas Vz¢, por lo cual el primer término se
reduce a

Z(an)a) ¢(§’ = Z‘P(? (Kn®o)

o
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Con esto, la ecuacion (3.4.5) tiene un ¢5 como mero factor multiplicativo.
Si se hace el producto escalar con un ¢(§’/ se obtiene

K, ®c(R) + €)(R) @ (R) =E Y @5(R) (3.4.6)

gue es una ecuacion de Schrédinger para s nuclear y en la cual los
g (R) juegan el papel de energia potencial. En las vecindades del minimo
(3.4.4) se puede hacer la aproximacion

= (R—Ro)i(R—Ro)j( g )
0

€ (R) =~ & (Ro) + 2 aRiaRj (3.4.7)

de donde se obtiene que la primera aproximacién al movimiento nuclear
puede asimilarse al de un oscilador arménico 3n-dimensional con oscila-
ciones y rotaciones.

Ordenes de magnitud
Energias

Los g, son del mismo orden de magnitud que la energia cinética de los

electrones,
oo L(n 2
2m \ a;

donde a; = 2a. La magnitud de la energia vibracional es E;, =~ ho pero

T ( n’ ) G
(Rwal)

~ JR?2  OR2 \ 2mR? = ma

m h
O~ =

M ma;?
Evip m
€ M
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La energia de rotacién es del orden

jG+ 1D h? m
21 2Mai2 M

Erot ~ €

Puesto que ambas son energia pequenas en comparacion a la energia
electrdnica, la estructura electrénica no se ve afectada en forma importan-
te por estos fendbmenos.

Transiciones electronicas

Las transiciones entre niveles vibracionales o rotacionales si son obser-
vables.

La tipica transicion electronica es

py_he 1 (n 2
A © 2m \aq;

2 sa obtiene

mcol

Usando que a; =

8h .
A~ ——> ~ 35004
mo

que corresponde al ultravioleta.

Transiones vibracionales y rotacionales

Las transiciones vibracionales en moléculas chicas se caracteriza por
AEp ~ [ o¢ ~ % con o que A, ~ 50 Aqec Que implica el rango 10~3cm
P
que corresponde al infrarojo.
. . me 1 i i -
Las transiciones rotacionales son AE,qt ~ e ™ 2000 lo que implica lon

gitudes de onda cercanas al centimetro (microonda).
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Capitulo 4

Choque y desparramo

4.1. Choques

Generalidades

En lo que sigue la palabra particula se refierira a las mas basicas como
son los electrores, protones, neutrones.

Se dice que se tiene un “choque de dos particulas”, que se denotaran
a 'y b, se quiere decir que ellas se mueven desde un estado inicial en el
gue estan tan lejos entre si que se supone que no estan interactuando,
luego se acercan e interactuan por un tiempo finito. Lo que ocurre como
resultado de esa colision puede ser bastante complejo.

Si por ejemplo, dos electrones son lanzados uno contra el otro, tan
pronto se “sientan” uno al otro se producira una aceleracion la cual, clasi-
camente, implica radiacion electromagnética. Cuanticamente esto se des-
cribe diciendo que el estado inicial consta de dos electrones libres y el
estado final consta de dos electrones libres y algunos fotones, lo que im-
plica que la energia final acarreada por los dos electrones es menor que la
energia que traian los electrones iniciales: el choque, se dice, es inelasti-
co. El estudio estrictamente cuantico dice que la probabilidad de tener
choque elastico es finita.

Los choques entre dos particulas pueden ser mucho mas complejos
que lo recién descrito. Puede ocurruir, por ejemplo, que ninguna de las
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particulas que emerjan de la zona del choque puedan ser identificadas
con la que incidieron. Por ejemplo, puede darse que del choque de un
protén y un electrén emerjan un neutrén y un neutrino; o del choque de
dos fotones pueden aparecer un electron y un positron.

En el capitulo que aca se inicia se estudiara Unicamente choque elasti-
cos, es decir, cuando chocan a y b emergen estrictamente a y b. En tales
casos basta un hamiltoniano asociado al par (a,b) y la descripcion fisi-
ca detallada se obtiene de él. Se supondra, ademas, que el potencial de
interaccion se anula suficientemente rapido tal que satisfaga que

limrV =0 4.1.1)

r—soo

Dos cuerpos y choque elastico

Cuando dos cuerpos interactuan por medio de un potancial que tan
solo depende de la posicion relativa, el hamiltoniano del sistema

2 2
7 _ P1 P32 S o
H=2L 4+ 22 LyF —
2m1 + 21’1’Z2 * (rl 1’2)
puede ser reescrito haciendo el cambio de variables:

Fo=Re oy =Pt p

mi+my my+my

P =R— - 2_p_j

m1+mzr P2 = my—+my -P

Los dos términos de energia cinética se reducen a

P? p2 mimy
—+-— donde M= =
oM 2m My, M=
con lo cual H se convierte en
. P2 p2
H=—+-"—1vV({#
ot T TV

y es facil comprobar que los nuevos pares conjugados son (7 7) y (R,P).
De aqui que H es separable en la parte trivial que describe el movimiento
libre del centro de masa y el problema del movimiento relativo descrito por

2
p —
H=—+V
2m+ (7)
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lo que lleva a utilizar la expresion, choque de una particula de masa m
contra un potencial con centro en el origen.

Si bien el fendmeno de choque es intrinsecamente un fenomeno tem-
poral: existe un antes, un durante y un después, es posible hacer una
descripcion atemporal. La razon de esto es que el problema proviene de
resolver la ecuacion de Schrodinger la cual es lineal y homogénea. Esto
implica que si la solucion ¥(7,t) se expande en modos

W / ¢y (7) dE

el problema se reduce a estudiar el comportamiento de cada componente
vy y el tiempo desaparece del formalismo.

En lugar de usar E como indice de los modos se usa k, y la notacién
es

2mE 2mV (¥)
k=\—— U=——->— 4.1.2
P 2 ( )
y la ecuacién de Schrddinger que interesa se puede escribir
(VP+iR)y=Uy (4.1.3)

La forma asintética (r ~ =) de las soluciones a la ecuacién anterior son
soluciones a la ecuacién en que se desprecia la interaccion U

(V24+&)y=0 (4.1.4)

Esta ecuacion admite soluciones de la forma

e:l:zk~r

gue se reconocen como ondas planas. También admite soluciones (r # 0)
de la forma

1 ..
- e:l:lkr
r

que son ondas esféricas.
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Densidad de flujo, ondas planas y esféricas

La densidad de flujo (corriente de probabilidad) en mecanica cuantica
se define por

~.
I

. P pY\"
V" —¥Y+|— | ¥
2m +<2m)

h
= — (P"'V¥— (V¥")V¥)
2im
7]

Y (\p*_,vw) 4.1.5)

m l

Onda plana: Una onda plana se describe simplemente por

Yplana = eik.?
y su asociado densidad flujo es
- h -
j=—k
m

Onda esférica: En la descripcion de la forma como la funcidén de onda se
desparrama luego de chocar en un potencial de corto alcance cuyo centro
esta en el origen, se logra utilizando superposicion de ondas esféricas.
Una onda esférica genérica depende tan solo de la coordenada radial r y

tiene la forma
e:l:ikr

Yesf =

Es directo comprobar que la densidad de flujo que implica e €S
j=+—= (4.1.6)
El factor »—2 asegura que el flujo radial total sea constante

Joad = / dQ j(F) -7 4.1.7)

4.1. CHOQUES Universidad de Chile



Mecanica Cuéntica 2 79

Puesto que k es positivo, el signo de este flujo esta dado por el signo +
en (4.1.6) directamente indica si se trata de una onda radial emergente la
zona r chico o si es incidente.

En el tratamiento que sigue el interés estara en las ondas radiales
emergentes por lo que se utilizara ondas esféricas con signo positivo en

el exponente
eikr

r

Seccidn eficaz

La descripcion que sigue
se basa en que se tiene una
onda estacionaria de la cual
se separa la parte plana in-
cidente de la parte esférca
emergente. La parte plana .
se caracteriza por un vector flujo blanco
de onda ?i cuya direccion se incidente
hgce coincidir con el eje Z, Figura 4.1: El haz incidente es desparramado por
etkiT — pikz. Agregando la on- €l blanco. Interesa relacionar la corriente que incide

da esférica se tiene en un elemento de area do con la que emerge por
un angulo sélido 4Q.
ikr

el'k“rfk(e,q))e7 (4.1.8)

donde f; es lo que se llama la amplitud de scattering.

El andlisis que sigue se limita a casos con fuerzas blanco-proyectil de
alcance finito. Se excluye el caso Coulombiano.

La seccidn eficaz diferencial se obtiene de igualar el flujo incidente que
pasa por una seccion efectiva do,

- hk
ljinlldo = —
m

con el flujo que emerge a una gran distancia r del blanco, en un elemento
de angulo sélido dQ, debido a la componente radial

k1 ok

||j:'ad|| rzd-Q' = |fk|2r
2
mr m

| fil
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de donde se obtiene que la seccion eficaz diferencial es

do
o fil? (4.1.9)

4.2. Autoestados de colision

Se desea encontrar soluciones con energia positiva del problema es-
tacionario HY = EW para un hamiltoniano

2

p R
H="—+V
5 TV ()

donde el potencial se anula suficientemente rapido para r grande.
El problema es encontrar las soluciones de desparramo de

(VP+i)P=UY (4.2.1)

[2mE N 2m_
k= 5 U(”):?V(V)

Pero como se quiere resolver casos con potencial de corto alcance se su-
pondra que en el remoto pasado (r ~ —) la particula proyectil esta libre y

-

puede ser descrita por una onda plana ¢*”. La ecuacion (4.2.1) puede ser
convertida en una ecuacion integral recurriendo a una funcion de Green
Gy tal que

con

(V2 +K&%) Go(F) = 8(7) (4.2.2)
La ecuacion integral, conocida como ecuacion de Lipmann-Schwinger, es
V() = @o(F)+ [ &7 GolF—F)UF)P() (4.2.3)

donde @, satisface la ecuacién homogénea (particula libre)
(V2+K2) Do (F) =0 (4.2.4)

La eleccion de @y y de G, depende de las condiciones de borde que se
imponga. Puesto que se desea que el haz incidente sea una onda plana
se comienza estableciendo que

Dy = £PriT/M — ok T
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La ecuacion (4.2.3) es llamada ecuacion de Helmholtz y puede ser
resuelta usando funciones de Green.

Determinacion de Gy

En lugar de hacer una integracion que da con G, se propone que hay

dos soluciones de la forma ,
ej:lkr
o

-
y se procede a demostrar que esto es cierto y determinaremos «. Se parte
sabiendo que

1
V2 = —478(7)
r
y se aplica el Laplaciacio a la funcion propuesta, que es

2 ikr ) 1 ) 1
o <—e+elkrv2_+zvelkr‘v_)
r r r

El Laplaciano de una funcién f(r) que depende tan solo de res 2f"/r+ f”.
De aqui que los tres términos anteriores sean

% (%ikeikr . k2€ikr)
+ aekr (—4md (7))
— 2ikae*r L
p

El primer término de la primera linea se cancela con la tercera linea v,
sumando todo, se ha obtinido que
aeikr .
(V2 4+#?) ——— = —4na §(7)
r
Si se escoge a = —ﬁ se obtiene la ecuacion (4.2.2). Puesto que se habria
obtenido lo mismo usando ¢~*" se obtiene las dos soluciones indepen-
dientes que deben existir
L 1 ej:ikr

GF=—— 4.2.5
0 A r ( )
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Onda emergente

Puesto que sdélo se desea incluir tan solo y una componente de onda
esférica emergente se usa G obteniéndose

wir) = L [ CuEere) @)
S \r)y=e" —— r r 2.
k; 41 ||r—r’||

Interesa estudiar la forma asintotica,
es decir, a una distancia »r mucho mayor
al tamano D de la zona de interaccion
|7|| > D. A tales distancias se cumple
que

|7 =7 ~r—7-7
gue permite escribir una expresion sim-
plificada para G*,

D

eKIF=7'| . , ,
Figura 4.2: Se debe considerar dis-
CAm|[F—7| tancias mucho mayores que el tama no

de la zona de interaccién.

donde se ha definido k, = k#. Con lo an-
terior se obtiene una solucién con la forma dada en (4.1.8):

\PJr(;:) _ ei}r? 1 /d3/ 71krU(—»/)\P+(—*/)elkr
ki n 4r

ki r

7o - > e
= 5T f ki k) — (4.2.7)

Esta es la forma asintética (r ~ ) de la funcion de onda estacionaria, ya
que el problema es independiente del tiempo. Es decir, esta funcion de
onda describe un estado en que siempre hay un haz incidente y siempre
hay ondas emergentes y todo se superpone.

En la expresion anterior el primer término es exp[ikrcos6] y en el se-
gundo, el coeficiente f depende de la magnitud k y del angulo entre k;
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y ks = k7, que es 0, lo que permite reescribir la expresién anterior en la
forma
) eikr
w;:a”m9+ﬂwy7- (4.2.8)

4.3. Aproximacion de Born

Se esta viendo procesos de desparramo elastico de una particula con-
tra un blanco de masa infinita, representada por un potencial de alcance
finito: el potencial decrece a grandes distancias mas rapido que r—2. Se
esta suponiendo que incide una onda plana y que emergen ondas esféri-
cas.

Formalmente el problema es descrito en forma asintotica por (4.2.7),
que equivale a decir que la amplitud de desparramo es

- = 1 gy
(k) == [ e W UE) W) (43.1)

Primer orden

La primera aproximaciéon de Born consiste en reeplazar el factor ¥*
que aparece en el integrando del lado derecho en (4.2.7) por la onda plana
incidente. Esto corresponde a suponer que el desparramo es débil, esto
es, si el potencial es pequeno en comparacion con la energia incidente, lo
que conduce a

- 1 o
filkiks) = _E/d%/e—z(kx—ki).r U(?’)
| R 2m ~
- _E (Q) _W (q)
m g —
= 5@ 432)

G=ks—ki (4.33)
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y como la magnitud de ambos vectores de onda es k, la magnitud de g es

0
g=Vk+k—2k2cosf = 2ksin -

La expresion (4.3.2) es conocida como la primera aproximacion de
Born a la amplitud de desparramo. Establece que a primer orden la am-
plitud de desparramo es proporcional a la transformada de Fourier del po-
tencial evaluado para el vector de onda g que describe el intercambiado
(proporcional al momentum intercambiado).

El calculo hecho hasta este orden es confiable para potenciales débiles
y energias mas bien grandes.

Ejemplo: con potencial de Yukawa

El potencial de Yukawa, que puede corresponde a un caso de inter-
acciones mesonicas fuertes, o bien a un caso de potencial coulombiano
apantallado, es
VAV /Yo

r

V(7) = e

De aqui que

o e MY
V(g) = legez/d3 L
.

o 1 _
= 27erZzez/ dr/ dcos@r e iareosd p—ur
0 -1

AnZ1Zpe* [
_ Ihaee / singre " dr
q 0

471'212262
4> +u?

lo que conduce a
f 2mZiZe? 1
1 hz C]2+,u2

(4.3.4)
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La seccidn eficaz diferencial, como se vio en
(4.1.9) esta dada por | f|2. Para escribir esta expre-
sion hacemos epr|C|ta la dependencia de f1 en el
angulo entre ki y ks que se esconde en ¢, cOmMo
muestra la figura. Lo que se tiene entonces es

2\ 2 .
do 1f1(8)) = (2’"2122" > ! Figura 4.3: Relacion
dQ n* [2k2(1—cosB) +pu2)* entre los tres vectores
- <2m2122e2> 2 1 que se define.
n 4k sin® § + p?] ?

(4.3.5)

De aqui es un ejercicio trivial obtener la seccidn
eficaz total.

El limite coulombiano

Al tomar el limite u — 0 se obtiene el potencial de Coulomb y la seccién
eficaz diferencial tiende a

dG_ 1 212262 2 1 (436)
dQ - 16 E Sin4g o

donde E = (7k)?/2m. Esta es exactamente la amplitud clasica dada por
Rutherford y también es la seccidn eficaz diferencial cuantica exacta del
caso Coulombiano. Esta expresion implica una seccion eficaz total infinita.

Con potencial central

En el contexto de la primera aproximaciéon de Born se sabe que f; =
2ﬂth( 4) y que la seccion eficaz total es

_ " i@
ot = 5 [ 42 [V(@)

Si el potencial es central, entonces la transformada de Fourier del po-
tencial puede ser reducida y resulta ser tan solo una funcién del escalar
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q,

<t

oo 1 _
(@) = 27r/ rzdr/ dcos e 4Oy ()
0 -1

oo 2 M
= 2717/ rdr SlnC‘”’V(r)
0 qr

4 o
= _ﬂ/ singr V(r)rdr (4.3.7)
q Jo

La seccion eficaz total en el caso actual es

2 1 5
Ciot = 2T / V(g)|“ dcos@
tot a2t | V(9)]

sin embargo, como g = 2k sing, se puede demostrar que
dcosf = k_qz dq

con lo cual

m2

T it 2

De aqui se puede obtener propiedades de oo+ para choques de altas
energias. Si el alcance del potencial es a, es decir V(r) es despreciable
para distancias del origen mayores que a, entonces su transformada de
Fourier V(q) es apreciable tan solo en una region g < é que implica

Otot

%
/0 V(q)12 g dg 43.8)

.0 < 1
sSin — -

2 7 2ka

que es la zona con angulo 6 muy chico. Es decir, el desparramo a altas
energias se limita a angulos pequenos, en un cono caracterizado por

1
0~ —
ka

Para energias altas la expresion (4.3.8) puede aproximarse integrando
hasta infinito

m2 S 5
Otot = W/O |V(C])‘ qdq (439)

4.3. APROXIMACION DE BORN Universidad de Chile
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4.4. Ondas parciales

La ecuacion de partida

Cuando el potencial es central la funcion de onda se puede separar en
la forma
W =R(r)Y(#) (4.4.1)

gue conduce a la ecuacion radial

2 2d ((l+1) 2m B
(W - > +h—2(E—V(r))>R—O (4.4.2)

Ondas esféricas en el caso libre

En el remoto pasado y en el remoto futuro la particula es libre. Si en
la ecuacion anterior se pone V =0y k> =2mE/I* y r = p /k, la ecuacion
queda

> 2d ((+1)
e D L R

Por cada valor de ¢ existen dos soluciones independientes, la funcidn
esférica de Bessel, j,, y la funcidon esférica de Neumann, ny,

jep) =(-p)' (11)‘@

pdp p
N (4.4.4)
np) ==(-p) (545 ) 2
Sus comportamientos asintoticos son
| ¢>p—=0 | (<p—eo
i) | whme | Lsin(p—tx/2) was)
nip) |  —E5HE | —Lcos(p—tn/2)
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En las vecindades del origen j, es regular y n, diverge como p ‘1.
Dos propiedades utiles de los j, son
djp)  L+1 dje-1(p) -1

dp = 0 Jetje-1, dp = 5 Jo—1—Je (4.4.6)

Los j, forman un buen conjunto

< . T
/0 jilkr) ol )P ke = = 8(r 1)

<. . / 2 _i )
/0 Je(kr) jo(k'r)r dr—2k25(k k)

por lo que funciones propias de H, L* y L,

pueden ser d-normalizadas y constituyen un conjunto completo.

Esto es, la funcion radial solucién del caso libre es la solucién regular
en el origen

R(r) = jo(kr)

cuya forma asintética segun (4.4.5) es

1 , .
Rg(l") ~ _% [efl(krfﬁn/Z) . el(krffﬂr/Z)] (4.4.8)

Si se estudia el flujo de probabilidad de estos dos sumando se puede ver
que son ondas esféricas que entran (el primer término) y que salen.

Ondas planas

Otro conjunto de funciones de onda para el caso libre son las ondas
planas

D (F) ~ 7

que también satisface relaciones de conjunto completo 6-ortonormal.

4.4. ONDAS PARCIALES Universidad de Chile
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Estas funciones pueden escribirse en términos de la base anterior
(4.4.7). Lo haremos para el caso en que el vector k es paralelo al eje
Z, es decir, se encontrara los coeficientes ¢, en la expansion

eikz — eikrcos@ — eipu — Z ngg(p)Pe(u) (449)
(=0

Entran solo los Y;,,— porque esta funcion no depende de ¢. Momentanea-
mente se esta usando la abreviacion p = kry u = cos 6.

En lo que sigue se determinan los coeficientes ¢,. Derivando la expan-
sién anterior con respecto a p y usando la propiedad
djy - T2 l+1 |
dp = 2£+1M*1 2£+1J£+1

que viene de (4.4.6) se obtiene

o Cjo—1 =L+ 1)je
ipu _
iue EE ¢y Y Py(u) (4.4.10)

Por otro lado se mutiplica (4.4.9) por iu y se hace uso de la propiedad de

los P;:
U4+ 1) P +LPy

ubPy(u) = T
que conduce a
o ) (1) Py +LP
iueP* = ZZCg]g
o 20+1
o (Leetjeor | (C+T1)epijen
_ : 11 p
’;( 20—1 T 20+3 ‘

Comparando esta ultima expresion con (4.4.10) e igualando los coeficien-
tes de los j,_; por un lado y de los j,. por el otro se obtiene relaciones
de recurrencia que coinciden y son

2041
Y R

y cuya solucion es
co=20+1)i¢ (4.4.11)
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Por lo cual

o5}

e =Y (20+1)i" jo(kr) P(cos) (4.4.12)
=0
donde se ha usado que ¢y = 1 ya que en el limite » — 0 la suma se reduce
al término ¢ = 0 (porque los j, o< r’ y Py(u) = 1) y todo el lado derecho vale
1, lo mismo que el lado izquierdo.

Sera de utilidad escribir la forma asintotica (r ~ «) de esta expresion.
Para lograrlo basta con reemplazar j,(kr) por su forma asintotica

Jo(kr) = 2 sin(kr—¢n/2)

—_ 21ikr (efi(krfﬁn/Z) _ ei(krfﬁn/2)>

esto es ) )
i€ (e—lA . elA)
—2ikr

s

R Y (2041) Py(cos 0) (4.4.13)

(=0
donde A = kr — ¢z /2. La onda plana ha quedado expresada como una
superposicion de ondas esféricas que entran y que salen. El flujo total es
nulo.

Efecto del potencial

La parte radial en el caso del problema completo (V # 0) debe tener
asintoticamente (r ~ «) una forma del tipo

R(p) NAgjg(kr)—l—Bgng(kr) 4.4.14)

Si el potencial fuese nulo, la solucion n, singular en el origen estaria to-
talmente excluida. Por esto, el coeficiente By, comparado con A, es una
medida del efecto del potencial. Asi se entiende que la cantidad §;, deno-
minada desplazamiento de fase de desparramo, definida por

By

tan 9y = ) (4.4.15)

1

juega un papel interesante. Se anula si el potencial es nulo. Entonces,
para r muy grande

Rg(kr) ~ dg (COS 5g jg —sin 55 ng)

4.4. ONDAS PARCIALES Universidad de Chile
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dy : 1 . 1
~ Y <cos Oy sin(kr — ij) + sin &y cos(kr — ij))

d 1
~ k—i (sin (kr— iﬁﬂf-l- 5g))
de ([ —i(A+8) +i(A+6g)>
“Dikr (e ¢
dee™ 1 2i8, iA
Dikr <e e e )

d —idy ) )
R s

donde se ha usado la abreviacion S;(k) = ¢>9k),

Aclarado esto se puede escribir la forma asintética de la funcion de
onda que incluye el efecto del potencial tomando como modelo el caso
sin potencial dado en (4.4.13)

o .0

i
Y=) (20+1
Zz)( + )—Zikr

(e—"A - Sg(k)eiA> Py(cos ) (4.4.16)

A esta expresion se le suma y resta la onda plana aprovechando la forma
asintotica (4.4.13). La condicion de borde exige que los términos propor-
cionales a ¢4 deben desaparacer (no hay ondas esféricas incidentes), lo
que determina que d; = ¢'%. Por otro lado, se hace uso de

. 1 .
elA =_ elkr
l€

Con lo que da finalmente la funcion desparramada es

) oo -1 ikr
|} U Z(2€+1) w&(cose) ¢ (4.4.17)
=0 2ik r
fo(k)

El corchete es la funcion f(6).
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Seccion eficaz total y teorema éptico

Puesto que la seccion eficaz diferencial es 43 = |£(0)|?, la seccion

eficaz total se obtiene integrando sobre el angulo sélido,

oo = [1f(6)Fan

— /dQ

X [i (20'+1) f: (k) Py(cos 9)]

=0

= 4wy (20+1)|f(6)
l

i (2041) fo(k) Py(cos 9)]
(=0

4
- k—fz(zz+ 1) sin? &
/

Esto es 4
T )
Ciot = 13 ;(2“ 1) sin? & (4.4.18)
En la deduccion anterior se hizo uso de
[ Pitcos0) Bufcos6) g s
1{ COS = U
v(cos ) Py(c 201

Ademas se tiene la siguiente propiedad conocida como teorema dptico

¢ sin §
3(0=0) = Y(20+1)3 (T)

L
= %Z(Zﬁ—i— 1) sin® &
L

k
= — Giot 4.4.19)
41

Esta propiedad proviene del hecho que la seccion eficaz total describe
la remocion de flujo del haz incidente. Tal remocion tan solo puede pro-
venir de la interferencia destructiva y ésta solo puede ocurrir entre el haz
incidente y el haz difundido hacia adelante (6 = 0).
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Suele hablarse de secciones eficaces parciales

¥ 5

=z (20 + 1) sin” &, (k)

Oy

Choque y parametro de impacto

La probabilidad de encontrar a la particula ceca del origen en el rango
(r,r+dr),entorno a 6,¢) en un
angulo sélido dQ es

Ro(r) Y0 (6,9)|° P drdQ
pero R,(r ~ 0) ~ j,(kr) por lo cual se debe considerar la funcion
r (je(kr))?
cuyo comportamiento para p = kr ~0 es

4

: P
JelP) ™~ Zr
Se puede demostrar que la
probabilidad es muy pequena A
desde el origen y hasta L
VEIl+1) nme L
bylk) = Yr———S — =~
k nk  p

que, clasicamente, es el parame-
treo de impacto. De aqui que la

probabilidad ,
Figura 4.4: Se tiene el plano de incidencia y el
72 (jg(kl’))z an(go7 o) drdQ parametro de impacto b.

de encontrar a una particula en el intervalo (r,r+dr) y en dQ sea muy
pequena cerca del origen.

Supongamos que V (r > rg) = 0. En tal caso si by(k) > ry la particula no
ve al potencial. El potencial tiene efecto tan solo si ¢ es menor, de modo

que se cumpla

1
% gmax(gmax‘i‘ 1) <7
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Si la energia es grande, k es grande y tipicamente /..« €s enorme. La
expansion en ¢ no resulta muy util.

En resumen, si el parametro de impacto es mucho mayor que el alcan-
ce del potencial el efecto del potencial es despreciable: no hay desparra-
mo digno de mencion.

El analisis que se ha hecho en ondas parciales es util tan solo en el
caso en que unas pocas ondas parciales contribuyen al problema.

Casos con absorcion

Es normal, en experimentos de choque y desparramo en que el blanco
se excite o emerja una particula adicional etc. En tales casos se dice que
el choque es inelastico y el formalismo es muy parecido solo que debe
usarse

Se(k) = ny (k) W

0<nk) <1

lo que hace que el flujo saliente sea menor que el entrante. La onda parcial
fy ahora es

Se(k) =1 me(k)e?™® —1
2ik 2ik
(k) sin28; (k) I 1 —1nycos2dy
2k 2k

folk) =

(4.4.20)

y la seccion eficaz del choque elastico, que ahora es tan solo una parte
del fendmeno completo, es

Oclast = 4”2(2€+1)’f€(k)’2
14

= 4m) (20+1)
l

1+1n7 —2npcos 25,
452

(4.4.21)

También hay una seccion eficaz del proceso inelastico. Ya que no se va a
especificar qué es el resto del proceso sblo es posible definir la seccion
efical inelastica total, que es la que describe la pérdica de flujo.
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La estructura de la funcién de onda, tal como esta escrita en (4.4.16)
indica que los flujos esféricos que entran y salen por cada valor de ¢ son

hk 4w
m (2k)?’

47
(2k)?

fik
—18,(k)[?
m\z()|

respectivamente, de modo que el flujo neto que se pierde por cada valor

de / es o
T
s} (1— |n7(k)]?)

Si este flujo se divide por el flujo incidente % y se suma sobre / se tiene
la seccion eficaz inelastica,

el = k—’tz ;(2£+ 1) (1-n2(k)) (4.4.22)

La seccion eficaz total resulta ser
Otot — Oelast + Oinel

— k—ﬂ;Z(ZZ—i—l) (1+n42—2n500525€—|—1_n£2)
J4

= i—fZ(zH 1) (1—nfcos28) (4.4.23)
L

Si, por otro lado, se calcula la parte imaginaria de f(0) dada en (4.4.20)
se obtiene

- 2
3f(0) = Y(20+1) ”‘2%85‘
V4
k
arx

Otot (4424)

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica



96 Patricio Cordero S. version de noviembre 2007

4.4. ONDAS PARCIALES Universidad de Chile



Capitulo 5

Perturbaciones dependientes del
tiempo

5.1. Formalismo

Primeras consideraciones

Se va a considerar un sistema descrito por
H = Hy+gV(#1)

donde la parte dependiente del tiempo es no nula sélo a partir de ¢ > 0.
Se supondra que el problema asociado a H, se ha resuelto,

Hy®, = E, P,

Se plantea resolver
ihd, ¥ = (Hy+ gV )¥ (5.1.1)

En todo este capitulo se supone que la perturbacion es pequena de
modo que sea apropiado trabajar tan solo hasta primer orden y que los
estados estacionarios de Hj siguen siendo los apropiados. Se supone
que V(t < 0) =0, por lo que el estado inicial ¥(r = 0) puede ser un estado
propio de Hy, pero la evolucion es comandada por H. Las preguntas cen-
trales son: (a) cual es la probabilidad que en ¢ el sistema se encuentre
en un estado ®,, (propio de Hy) si tal estado esta en el discreto y (b) la

97
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probabilidad que el sistema esté en un rango de estados del continuo en
un tiempo ¢.

Mas adelante se va a suponer que el estado incial del sistema es un
autoestado ®, de Hy. La presencia de la perturbacion V hace que el sis-
tema no se quede en este estado y, en principio, existe una probabilidad
no trivial de que en un tiempo ¢ posterior el sistema se encuantre en otro
estado de H,.

Formalmente la solucién buscada se expande en la base de los esta-
dos de Hy,

Y=Y Cut)e B, (5.1.2)
exigiendo que se cumpla que
YlG@)P=1
Es directo obtener que
(D |¥) = C(1) e Emt /M (5.1.3)

Interesa estudiar la probabilidad de transicion de que el sistema esté en
el estado ®,, en el instante 1: P,(¢),

Pu(t) = [(@n|¥(0))* = |Cun(1) (5.1.4)

Reemplazando (5.1.2) en (5.1.1) se obtiene al lado izquierdo
. iE, >
ih; (Cn - %c) e Ent/hp,

mientras que el lado derecho es

Y CiEne B/, 1+ Y Cu gV (1)e Bt/ e,

El segundo término del lado izquierdo se cancela con el primer término
del lado derecho. A continuacion se hace el producto escalar con (®,,|
obteniéndose

ihCp =g Y Cy(t) & En—Edt/y, (5.1.5)

5.1. FORMALISMO Universidad de Chile
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A partir de ahora se usara la notacion
_E,—E, { >0  absorcion

Omn =~ <0  emisidon

Hasta aqui el formalismo es exacto en la medida que la suma sobre los
estados &, se considere formal, ya que la suma sobre la parte continua
del espectro de energia debe expresarse como una integral.

Expansidn perturbativa

Si V es realmente una perturbacion, es natural esperar que exista una
expansion

Calt) = Y 8" Cy(1) (5.1.6)
k=0
Para los dos 6rdenes mas bajos se obtiene

C? = 0 los Y son constantes
(5.1.7)
inC,, = Y Cle' ™ Vyu(t)

Si se compara (5.1.5) con (5.1.7), teniendo en cuanta que C? es constante,
se observa que al lado derecho se ha reemplazado C,(t) por C?, que cor-
responde a la mas brutal de las aproximaciones vy, por cierto, no puede
esperarse que ella valga para tiempos arbitrariamente grandes.

Para trabajar calculando tan sélo hasta C! la convergencia debe ser
muy fuerte, lo que requiere que

|Vinp| < 1O (5.1.8)

Si el estado inicial es ¥(0) = ®, se toma
Ca(t=0)=8,p, Cp(0)=0

y en particular en la expansién la constante C? vale Onp- EN resumen, si
Y(0) =,
=4,

inC}, =o'V, ©-19)
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La integracion de la ecuacion anterior da
.
Ch(r) =~ / oty (i) di' (5.1.10)
0
con lo que se puede escribir

. i r / .
(1) e B/, — LY /0 dm'y, (i) di' e @, 5.1.11)

En esta aproximacion hasta primer orden, en que se supone que el es-
tado final ®,, es diferente al estado inicial ®,, el coeficiente Cy,(¢) esta da-
do por la suma de C? +C!, pero C% =0 por lo que

Cn(t)=~CL(r), cuando m#p

5.2. Probabilidad de transicion

Considérese que el sistema inicialmente esta en un estado
lP(l‘ = O) =¥,i= CI)p

y evoluciona. Independiente de cualquier esquema de calculo, la proba-
bilidad de transicion a un estado final ®,, es |(®,,|¥(:))|* y, de (5.1.2), se
obtiene que esta probabilidad esta dada por

Py = [P (1)) > = |Cu(t) (5.2.1)

En el esquema de aproximacion actual, para que en el instante 7 el

sistema se encuentre en un estado ®,, (m # p) esta dada por
Pon =~ |CL(0)[ (5.2.2)

que es

1 2

m & P (5.2.3)

r. ’
P, /O 'Ot Vo (8 dt’

Nota: se habla de probabilidad de transicion tan solo si se transita de
un estado discreto a otro. Si el continuo esta involucrado es necesario
usar el concepto de densidad de probabilidad de transicion.

5.2. PROBABILIDAD DE TRANSICION Universidad de Chile
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5.3. Resonancias

En lo que sigue se supone que V(¢) tiene una forma muy sencilla,

V(t) = V.cost+iVssinot
Ve+Vs Ve =V _;

C‘zi' selwt—f— 62 Sefm)t
Se ve que si ® =0, V(t) =V, = cte, de ahi que Vy,, = V,;,6mp- En lo que
sigue se tomara

(5.3.1)

c s c _ s
V _ Vmp + Vmp it VmP VmP —iot
mp e

2 2
— Ampel(l)l‘ _f_Bmpe*la)t

En el calculo de (5.2.3) se debe calcular
r . /
%z/a%ﬂwwmﬂ
0

t . , t ,
_ Amp A ez(w+a>m,,)t dt/-l—Bmp A ez(a)m,,—w)t dr’

B ei(wm,,+a>)t -1 2 ei(a)m,,—w)t |
S i(Onp + @) " i(Opnp — @)

Esto permite escribir, para este caso, la expresion (5.1.10), en la forma
i ei(wm,,+w)t -1 ei(a)m,,—w)t -1
clt)y=——App—————— +Bpp————— 53.2
n(t) h( " iy + 0) B i(@pp — ©) (5-3.2)

que muestra que hay resonancias para o = +w,,,. En cada caso (signo
® ~ +w,,;, 0 el otro), un término es muy grande y el otro se hace despre-
ciable. Se vera que ellas ocurren tan solo si ®,, esta en el discreto.

Elcaso w =0

En el limite =0, la integral 1, anterior se reduce a

eia)m,,t -1
IO = Vmp.i
1Wpmp
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por lo que
; 2
Fup = K2 io
mp
2
20 —i ] t/2
_ |Vmp| e zwm,,t/z_ezwm,,/
n? iOp
2 2 Wppl
_ |Vinp|” sin” =
hz Omp 2
(%)
2.2 o2 Ompl

(5.3.3)

que muestra oscilaciones entre los estados ®, y ®,, aun cuando en este
caso la perturbacion es independiente del tiempo.

La funcion sinc(x) = % es muy oscilante y para |x| grande decrece
como 1/|x|. Usando la aproximacion en que sinc(x) es pequena salvo que
|x| < 7 se ve que Py, es pequena salvo que

27h
|EP _Em| 5 T

En particular, para r — o solo puede haber transiciones entre estados de
igual energia. Para ¢ finito es posible tener cambios AE siempre que

AEAt <h

La probabilidad de transicidén sin cambio de energia es

Vinp 212

donde se us6 que sinc(0) = 1.

5.3. RESONANCIAS Universidad de Chile
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Caso con estado final en el discreto

Ahora se tomara V. = 0. Se puede
analizar separadamente

0= Wpyp >0, 0~ —0y, >0

En el primer caso hay absorcion de
energia y el sistema se excita, en el
segundo hay emision y el sistema se
desexcita. Se analiza el primer caso, ya
que el segundo tiene un analisis entéra-
mente analogo.

En lo que sigue se supondra que

Figura 5.1: La figura muestra B, co-
mo funcién de o y del tiempo.El maxi-

S=w-— a)mp < wmp mo central ocurre en @ = Wpp.

016

En (5.8.2) se puede despreciar el

término en que las frecuencias se su- | 1
man y se obtiene ]
v e*%& <e%6t—e’%51> oos | |
Crln(t> ~ }’i.lp 00s ]
Zlh 5 0.04 - B
. o Ot
_ Vmpe—%&smT ]
4 a4
2h g ,

2

de donde se obtiene que Figura 5.2: La figura muestra la for-
ma de la probabilidad P,, como fun-

2 . . P
B ‘Vmp‘ t* (sin(81/2) 2 cion de @ cuando no se bota el término
Pom = 4h2 5t/2 (5:3:5) con la suma de las frecuencias. Hay

Maximos para @ = £ wy,.
que tiene un marcado maximo en w =
Onp, donde la probabilidad vale

‘VmP‘z 2
41> !

El valor para el maximo recién definido no tiene sentido sino cuando
este valor esté muy por debajo de la unidad, lo que pone una cota en ¢,

1< (5.3.6)

[Vin |
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El ancho de este maximo se puede estimar de considerar que P,,, tiene
Sus primeros ceros vecinosaé =0e€en o = 47”’.

Si no se hubiese despreciado el término que tenia la suma de frecuen-
cias se habria obtenido una figura con dos maximos laterales de la forma
de la figura adjunta, ellos para w = +w,,,. Para que la aproximacion usa-
da tenga sentido, estos dos maximos tienen que estar bien separados. El
ancho es del orden de 47/t de modo que se debe requerir que

47 4w
- L Opp =~ O = > o (5.3.7)

Es decir, la aproximacion es valida tan solo si el potencial ha actuado por
un tiempo claramente mayor a 4/, es decir, la perturbacidén haya tenido
tiempo para oscilar muchas veces.

Al unir ambas desiguandades, (5.3.6) y (5.3.7) se obtiene la exigencia
h®| > V|

que es (5.1.8).

Numéricamente

En la figura adjunta se representa el
maddulo cuadrado de la funcién
eila+o)r 1 Lilog—o) _

+

Clzao

°

(En la figura se tomé wy =5y ap = 15)
Se aprecia que hay un lapso inicial en
el cual la funcion es pequena y no da
senales de las dos resonancias.

Después de ese lapso inicial se dis-
tinguen claramente dos maximos domi-
nantes centrados en o = +ay

El anélisis hecho en clases dice que Figura 5.3: El médulo del cuadrado
el ancho de cada pico es aproximada- de |a funcién C!.
manete 47” y la distancia entre los dos

o

=

My Pr 1 1Py

=

o

vl
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maximos es 2ay. Para distinguirlos es necesario que 27/t < ay, es de-
cir, tan solo para t > 27/ ay se logra distinguirlo en forma separada. En el
caso de la figura esto significa t > 2 4.

Por otro lado se debe exigir que la probabilidad sea mucho menor que
la unidad, lo que requiere r < 1/ap que en el caso de la figura significa
t < 10.

Caso con estado final en el continuo

En el caso en que el estado ®,, esta en el conti-
nuo | (®,,[¥(¢))|? es una densidad de probabilidad.
Para definir una probabilidad se debe recurrir al m
concepto de densidad de estados en torno a ®,,. === _A_ -==-

Caso especial muy sencillo

P . p
Se analizara primero un caso muy particular en !

que el estado final, después de la interaccion con Figura 5.4: Transicion
un potencial V (7), sea el de una particula libre (Co- ge un estado del discreto
mo en una ionizacion), a otro en en continuo.

- 1 i/
171 ) = Vi = G /

2
y la energia final es E; = 5—’” Se debe considerar la contribuciéon de todos

-
los estados finales con s dentro de un angulo sélido dQ y con la energia
dentro de un estrecho rango dE.

La probabilidad de tener un estado final en el dominio descrito es
5P(Frt) = [ dpl(BI¥@)P
S

donde D es el domino que restringe el momentum final a un estrecho
angulo sdlido. La suma toma la forma [d3p(..) por la normalizacion de los
estados |p), ya que [|p)d’p(p| es el operador unidad.

En lo que sigue se hara la sustitucion
d>p=p*dpdQ
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que se quiere poner en la forma
p(E)dEdQ
donde p(E) es la densidad de estados finales.
En el caso particular que se estudia

2

E:p_ N dE:pdp:\/ZmEdp

m m m
por lo cual
2 de
dp = (2mE =mV2mE dE
p~dp = (2mE) TomE Y
viéndose que la densidad de estados finales es
p(E)=mv2mE

por lo que

SP(Fi) = | dQdEp(E) (P I¥(0) (538)

Caso general

Genéricamente el estado final tipico es designado por parametros con-
tinuos «, la energia final es E,, y los estados estan §-normalizados

(oot = Sper

El sistema ha evolucionado desde un estado inicial a un ¥(r) y se desea
conocer la probabilidad de encontralo en algin estado de un dominio Dy
de los parametros «. El elemento de probabilidad es

OP(ay,t) / da|(a|¥(1)))?

Se hace un cambio de variable de integracion, tal como en el caso anterior,
para singularizar a la energia como una de las variables

{o} —{E,B}

da=p(B,E)dBdE

5P(a.1) / dBdEp(B.E) |(B.EN(1))] (5.3.9)
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Regla de oro de Fermi

En (5.3.9), ¥(¢) es la funcion de estado normalizada en el instante ¢.
Supondremos que el estado inicial ®, pertece al discreto de Hy y en lugar
de escribir §P(oir,1) usaremos la notacion 6P(®,, ay,t) para subrayar que
se parte desde ®,,.

Se puede usar un potencial sinusoidal como en (5.3.1) o, mejor aun,
un potencial constante, para usar (5.3.4). De esa expresion se tiene que

. E-E, 172
Sin Tt ]

B ENO)P = 5 [(B.EWVI@)] |

y la probabilidad de transicién es

. E-E, 12
Sin Tt ]

ap@,,,af,t):% / aBaEp(BE)x [(B.EWI®) | =5

BedBrEEOE

oo <in2 .
Se hace notar que ﬁ Jo. 5® do = 1 lo que permite ver que

sin?a@

Ii =6(w
patd a w? (@)

Si el término [ ]* en la forma [ sinwi]? = L sin® or = mr —L sin r ~
ntd(w) =2nht §(E —E,). Es decir, para  suficientemente grande, el término
[1> se comporta como 27t 78(E — E,,) mientras que p(B,E) |(B,E V| v
tiene una variacidon suave con E, lo que permite suponerla constante den-

tro del rango en que []* ~ &(), lo que conduce a
2
= 56Br2m1p(By,Ey = Ep) |(By.Er = Ep|V|®y)|

=0 E, ¢ 6B
La probabilidad por unidad de tiempo se define como

6P(<I>p,ocf,t)

d
5W<q)[77af) = E5P<q)[77afvt)

y la densidad de probabilidad de transicion por unidad de tiempo y de
intervalo By es

oW
w(®y, o) = 5B;
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lo que da la regla de oro de Fermi

w(D,, 00) = = }(ﬁf,Ef E,[V|®,)|* p(Bs.Es = Ep) (5.3.10)
Si en lugar de considerar un potencial constante se hubiese usado el
el potencial sinusoidal en el caso resonante, el resultado habria sido
2
W(D,, ) = 7” (B Ep = Ep+ 1o [V|®,)|* p(By, Ef = Ep + o) (5.3.11)

de modo que ya no esta la restriccion a que la energia final coincida con
la inicial.

5.4. Interaccion de un atomo con una onda elec-
tromagnética

Probabilidad de transicién

Consideraremos el hamiltoniano
1 /., e-n2 N
H=o(5+54) + V() (5.4.1)
2m c

y se supondra que la contribucion A2 tiene efectos despreciable, por lo que
nuestra perturbamon VesV=:= A 7. Si se escoge el gauge V-A =0 se

tiene que A-p=j-A. Se escrlbe
A=A (7) e + Ay (F) e

el primer término representa emision y el segundo absorcion.
Lejos de la fuente A, satisface

de donde
Ao(?) = Koot 12=2 (5.4.2)
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Por eleccion de gauge k- Ao = 0.
Los campos son
(1A _iw g o
c ot c
V x A =ik x Age'k7) (5.4.3)

el
I

ool
I

y la densidad de energia es

1 2 2_(92;" i
Q(E+B)_2nc2 0°70

Si el sistema esta en una caja de volumen ¥ la energia en ella, y que se
identifica con la energia de N fotones de frecuencia o, es

1
g/cﬂr(E%rBz) =

Si se denota por ¢ al vector de polarizacion, Ay = Ayé se tiene que & -k = 0.
De (5.4.2) y (5.4.4) se concluye que en el caso de absorcion

w0V
27c?

|Ao|| = Nho (5.4.4)

g ik T—0r) (5.4.5)

mientras que para emision QED dice que

2ncA(N+Dh .
TCC( + ) gefl(k-r

—ot)
e (5.4.6)

A=
La interaccion que se agrega a Hy es V = -2 A - p y que ahora puede

mc
ser escrita mas explicitamente en la forma

vo % 2mch i)
mc 0y 4

2-p

Esta energia potencial se reemplaza en el célculo de C!, dando

] 2 Zh T A 4 A 4]
Cii(t):_ml—ih / Z); <q)m‘ezk.r8~ﬁ‘¢p>/0dt/em/h
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donde A = E, — E) + ho. La Gltima integral vale £e™/?sin4. Al calcular
(CL)? el ultimo factor contribuye con algo muy parecido a una delta de

Dirac: 4 A
t
7 sin’ =~ 278 (E,, — E) + ho)

por lo que la probabilidad P,_,, = |C}, 2

2 2

que conduce a la probabilidad por unidad de tiempo

dP, 2me?
Wpom = 22" =2z (@,

dt 7 mlhoV
Esta es la probabilidad de transicion, por unidad de tiempo, de que un
atomo pase del estado ®, a ®,, emitiendo un fotdn de energia hw. La §
de Dirac asegura que la energia se conserva. Pero realmente la energia
del foton no especifica en forma Unica el estado del foton porque solo se
puede afirmar que al fotén se lo detecta en un intervalo (k,k 4+ Ak) con

1| ~ 2y la tasa de transicion realmente es

—ik-7

e g-p

2
c1>,,>‘ 8(E) — E9+ho)

Rpﬁm = ZWpﬁm
Ak Ikl=e/c

Notese que aqui lo que se suma son las probabilidades. A continuacion se
hara esta suma, lo cual requiere de calculos previos, porque se necesita
la densidad de estado.

En (5.4.5) y (5.4.6) se escribi6 parte del potencial vectorial. Mas fina-
mente y sin a los detalles se puede escribir A en la forma

- a .7 =
AP t) = — k7= 4 e
donde para simplificar el calculo se supondra que V representa un volimen
cubico de arista L, V = L3 con condiciones de borde periddicas. En tal caso
de debe exigir que

o 27n;
t=1 j=xyz = kj= LJ
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donde los n; son enteros no negativos. El elemento de volumen en el
espacio de de vector de onda es

2 3
Ph= (L) dnedn,dn,
L y

mientras que

2we [
C:T ny+n

fan

De lo anterior

Rp—)m = /d3n Wp—)m

L 3
_ <E) / &3k Wi

4 3
- G / B Wom (5.4.7)

pero g =hw/c,

2
PPg=dQq dg = dQ (h—“’) ndo

C C

Al integrar sobre d(hw) la delta exige que @ tome un unico valor

E)—E),
h

Wy =

Reemplazando la forma explicita de W y se obtiene

2

oW | 1 —ikFp =
Rpom = /dQ | (®n|e 25| @,) (5.4.8)
Los elementos de matriz de transicion
Se desea calcular en forma aproximada
<q>m )e_’%'?é‘ - ﬁ) q),,> (5.4.9)
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Si se usa una funcion de onda hidrogenoide

3/2
P = b (g) e~2r/a, a= h

mco

se obtiene que el p ~ Zmca es decir

3h
2meZo

&-p~Zmco yaque r

. 2 . ,
El valor medio de ;’—mVZ, que tiene que ser del orden de la energia de
transicion, niw resulta ser

1
hao ~ 5mc2 (Za)? = k=—~—(Za)?

de donde se obtiene que

kr ~ %Zoc (5.4.10)

de modo que si Za < 1 no hay grandes oscilaciones y el elemento de
matriz (5.4.9) es del mismo orden que & p es decir Zmca. Ademas, de
(5.4.10) con Za < 1 es razonable usar a expansion

e~k = Zn: (;?n (k-7)" (5.4.11)

Transiones dipolares y superiores

Al mas bajo orden el elemento de matriz es

()~ (®ule-5Pp)
®,)

dF

~ e (D, |—

" < dt

im , i

- & (Pu|[H,7)| D))

im(Ep — Ep) . ,
Tpg.<q)m|r|q)p>

imay € - (@ [F|Pp) (5.4.12)

Q

Q

Q
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Si este elemento de matriz es no nulo se tiene una transicion dipolar
eléctrica.

La proxima contribucidn en la expansion (5.4.11) proviene del elemen-
to de matriz de .
&-pk-7

que puede ser reescrito restando y sumando la cantidad %e-?ﬁ Ny
R S BN L7

- 1 A _’—» -
—e-?ﬁ-k)—l-E(e-pk-r-i-e-

!
~L

Conviene ver que

de modo que

N N C TIPS W B L
&-pk-7= <k><8> ~(r><p)—l—§ <S-pk-r—|—8~rp-k>

El primer término puede asociarse con L-B ya que k x &€ ~V x A = B
y 7 x p < L. Se denomina término dipolar magnético y se debe calcular el
elemento de matriz de un seudovector Ly o< & ix;py.

El segundo término a la derecha es un término llamado de cuadrupolo
eléctrico. Se debe calcular elementos de matriz de un tensor simétrico:
DiXj —|—pjx,-.

De aqui surgen las reglas de seleccion propias de cada tipo de trasi-
cion.

5.5. Resonancia magnética

El problema original

Se considerara el efecto de un campo magnético uniforme y contante
mas un campo magneético trasversal y oscilante sobre un dipolo magnético

1.
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Los unicos grados de libertad que se considera son los del momento
magnetico i = yJ del sistema y a él se aplica primero un campo magnético
estatico, 7 = k. El hamiltoniano a orden cero es sencillamente

Hy =—[i-H#
= _Y%Jz
= —hQJ,
donde Q es la frecuencia de Larmor, hQ = y.7%.

Se agrega el efecto de un débil campo magnético trasversal variable
de frecuenca o
V(t) = —2ghQJ, cos wt

con g < 1. Para atacar este problema se va a reescribir V() en la forma
de una suma de dos términos V; +V, y se atacara el problema asociado
a Hy = Hy+V;. Se argumentara que este sistema tiene una resonancia y
que el efecto de V, cerca de la resonancia es despreciable.

Para reescribir V| se le suma y resta un término proporcional a J, sin @z,
lo que permite escribir a V .como suma de dos términos

V= —ghQ[(Jecosot —Jysinot) + (Jycos r +Jysin or)]

= WVi+W

Estos dos potenciales V, difieren tan solo en el signo de w, es decir,
Vz(a)) = Vl(—a)).

Solucién cerrada a parte del problema

Se vera que el problema asociado a H; = Hy+ V; puede ser resuelto
en forma cerrada. En lugar de escribir H, en la forma

Hy = —hQ(J;+g(Jycoswt — Jysinwt))

se define .
R = ¢ i@t (5.5.1)

con lo cual
Jycos ot — Jysinwt = R' JxR
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que reduce la ecuacién de Schrédinger a la forma

W= —0Q (JZ + gRTJxR) P (5.5.2)
Definiendo
lPR =RVY
se comprueba que
i¥r = 0J;¥r— QR (J,+gRJR)¥
= 0J;¥r— Q(J;¥r+8J:¥r)
= ((m - Q)Jz _gQJx) Yr

El paso de W a W puede ser visto como el cambio del sistema de refe-
rencia de laboratorio a us sistema de referencia que gira con velocidad
angular @ acompanando al campo magnético variable.

Se ha obtenido que el generador de evolucion temporal de ¥ no de-
pende del tiempo lo que hace trivial integrar la ultima ecuacion

Yi = o (0 Q) L—eQ) ]ty

Puesto que ¥ = R" W, la solucion para el problema H; es

@ = Rt emill0-Q)k—sl1 g,

En el exponente de la segunda exponencial hay una combinacion lineal
de generadores de rotaciones, por lo tanto esta exponencial representa
una rotacion en torno a algun eje 74 y de angulo Wt en torno a dicho eje.
Si se define 7 = isin¢ 4+ kcos ¢ se cumple que

WJT-i=W(J.cosd+Jcsing)
que se exige que sea (0 — Q) J, — gQJy, lo que implica

S W2: w_QZ 292
Y ( )" +8

tan¢g =
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sing = — 8
V(0 —Q)?+¢2Q?

0—Q
cosp =
VRO

Si define el operador
T — o~ Wi
la solucién W al problema H; puede ser escrita en forma muy compacta
W(t) =R () T(Wt) ¥

(5.5.3)
Se deja como ejercicio introducir, a partir de este punto, la interaccion
V, como perturbacion.

Probabilidades de transicion en el caso de spin %

En esta subsection se identifica

J=

| Ql

y se supone que el estado inicial ¥y es un estado propio de Hy, es decir,
de J.. Este se caracteriza por la tercera compomente de spinm (m = i%).

En lo que sigue se determina la probabilidad de encontrar al sistema
en un estado m’ un tiempo ¢ después.
En el caso actual de spin % el operador T es

T — e iWtho

—cosWt 'WIAGinWt
TS i osiiyy

Wt
=c0s - — i(0,c08¢ + Oy sin¢@) sin —

Wi Wi e b cin Wi
_ [ cos3 zcosd);/ltn 5 WlSln¢51n 2
—isin ¢ sin 2 cos 5L +icos ¢ sin 5
5.5. RESONANCIA MAGNETICA
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La amplitud de probabilidad de trancién del sistema a un estado final
caracterizado por m’ es el elemento de matriz (m' |¥(z)). Se supondra que
¥y es |m) con lo cual la amplitud de la probabilidad es

(
Para calcular las probabilidades p(m’,m;t) de transicion se debe tomar el
modulo cuadrado de lo anterior, lo que elimina a la exponencial como .

Sélo es necesario calcular los modulos cuadrados de los elementos de
matriz de la matriz asociada a T que fue escrita mas arriba:

11\ o (Wt
py (ii’:':i’t) = sin“ ¢sin (7)
1 1 Wt Wt
pi (:I:E,:I:E;t) = |cos (7) Ficos¢sin (7)
Usando las expresiones para las funciones de ¢

:I:1 1't = g70° sin’ Wi
Py\F2 72" T o o2t g2 2

11 g2Q? o, (Wt
to ki) = 1- —
p%( 272 ) ©Q-02+g202™" \ 2

Puesto que g es muy pequeno, cuando o — Q el efecto de la perturbacion
WglJ, llega a ser muy grande, y, en el limite, con ancho gQ (es muy angosta
con g muy chico).

R (wr) T(Wt) ) m> — ™ O (i | T (Wr)|m)

2

(5.5.4)

Si el problema hubiese sido tratado con el formalismo de perturbacio-
nes se obtiene un resultado que, cerca de la resonancia, es muy malo.

5.6. El cuadro de interaccion
Definicion

Existe una forma algo mas avanzada de abordar el caso de una pertur-
bacién dependiente del tiempo. Se supone que se conoce las soluciones
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asociadas a un Hy independiente del tiempo y se estudia el problema aso-
ciado a
H = Hy+ Hin (t)

Para hacer esto se define varios operadores de evolucion. Si la evolucion
de la funcién de onda del problema asociado a H es es U(¢) de modo que

y(t)=U() wo
y, puesto que ifid; v = Hy es necesario que U satisfaga
U = —%HU
Se define ademas
Uo(t) = e Mot/ Uy = —%H()Uo

y se define, para todo operador A(r) del cuadro de Schrddinger , un ope-
rador en el cuadro de interaccion por

Al(1) = U§ (A1) Uo(1)
y ademas (ya no se escribe mas la dependencia temporal)
v =Ujy =UjUw

La ecuacion tipo Schroédinger para esta nueva funcién de onda es

d_,  duj L dU
= = gy U=
l
= —EUS(H—HO)U‘I/
_ il
= hjfll/

donde se ha definido en hamiltoniano de interaccién en el cuadro de in-
teraccion por
— gyl
A =HL = U Hint Uo
De todo esto resulta natural definir el operador de evolucion en el cuadro

de interaccion por
Ulity=uju
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ya que
' (1) = U (1) wo
También es facil demostrar que

du?! '
—= —%%U’ (5.6.1)

Coneccion con formalismo elemental

Si se escribe

= ZCS(I>CI)11

La funcidon de onda el entcuadro de interaccion consecuentemente es

v o= Ugyi(e)
Y.Ca(1) Ug®n

Y CS(r) /e,
Y i@
desde se ha definido C’ tal que
Calt) = Cy(r)e =

y de aqui que
=Y cl)e B,

gue es la expresion (5.1.2) con la que se comenzo.

Serie perturbativa de Dyson

La ecuacion (5.6.1) para U’ es equivalente a la ecuacion integral

_1——/% YUt
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donde se ha usado la condicion U’(0) = 1. Esta ecuacién integral puede
ser vista como una ecuacion telescopica que da origen a una serie

. ¢ o\ 2 ¢ ¢
l—i/ ji”(t')dt/—i—(—i) /%”(t’)/ A" dt" dt’ + ...
hJo h 0 0

El término de segundo orden en la serie de arriba es
una doble integral que, en el plano ('), se hace
sobre la zona achurada de la figura adjunta. Se hace

' t
R——
notar que siempre, en este dominio se cumple ¢’ > ¢". \\\\\% |

t
Dyson hace notar que las dos integrales se pueden \
hacer en todo el rango desde 0 hasta ¢ siempre que % :
los dos factores .7# estén ordenados con el factor que %
tiene el mayor argumento ¢ a la izquierda. Es lo que !

se denomina el producto temporalmente ordenado de
Dyson:

tH

v

7

Figura 5.5: Domi-
nios para la integra-
) A (1) q cion.

. 1 15) cuanao ¢ > 1
A (1) A (1)} = { A (1) (11) cuando r, > 1,

Usando este producto de Dyson el término de segundo orden puede es-
cribirte en la forma

%<_%)2 /0 t /0 T A e de!

y se puede demostrar que el n-ésimo término se puede escribir en la forma

%<—%)n/ot.../0tT{%”(t1)...%(tn)}dtl...dtn

La suma de todos estos término se llama la serie de Dyson.

Probabilidad de transicién

En el contexto anterior se estudia a continuacién la probabilidad de
transicion desde un estado inicial ¥, que es propio de H, a un estado
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®d,, un tiempo ¢ despues: P,,(t). Bien se sabe que esta probabilidad se
expresa en general en la forma
2
Pom = ‘<q)m‘qﬂ(t)>‘
= (D, |[U ()| @,)] (5.6.2)
— [0, HCh A Co [

donde
i t
cl, = 7/0 (@ | 2(t)| @) dt’

. 2 t t/
Go = (5) [ [ a0 @alorrrniay)

Se debe destacar que las probabilidades de transicion (5.6.2) se calcu-
lan con dos ingredientes: los estados |®,) del hamiltoniano libre y con el
operador hamiltoniano de intereaccién en el cuadro de interaccion: 7 (r).

La contribucion de segundo orden

En la expresion para C]%m se intercala un factor unidad usando que los
®, son un conjunto completo ¥, |®,) (P,|. Ademas los factores 7(¢) se
reescriben usando su definicién 7 = UgHintUo lo que da

N\ 2 ¢ ¢
2 ! / 1" i@t i@npt”
Com = (h)Z/Odt/odte et x
n

<q)m }Hint(t/) ‘ q)n> <q)n }Hint(t”) ‘ q)p>

La transicién p — m aparece mediada por estados n. Un ejemplo notable
es la transicion, prohibida a primer orden en el atmo de hidrégen, 1s — 2s.

Se se considera un H;,; oscilante:

Hine = hy e
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se puede hacer las integrales temporales y se obtiene dos términos

Z 1 { Am"P (ei(a)mprm)t - 1)

=~ Wpp — O | Opp — 20

4B (oo ) } (5.63)

El primero de los dos sumandos es resonante cuando o = %wmp
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Capitulo 6

Ecuaciones Relativistas

6.1. El primer paso

A partir de la ecuacion de Schrodinger se demuestra que

ap -

con -
- l
— * T *V - V *
P=vY. = (VY —yVY)
donde p es la densidad de probabilidad de presencia y j es el flujo de
densidad de probabilidad. Se destaca que
p>0
Al pasar a relatividad se espera que p ~ j° de modo que j* sea un
cuadrivector que satisfaga
duj*=0, con j°>0

pero esto no es trivial.

NOTACION:
(ct,x,y,2) (x9,x!, %%, x3)
d/dx* = oy
o; =V (6.1.1)
—iho, — p jojo!
ihdy = (ih/c)d; ~ p°
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Para una particula libre la notacién es
E
po=—=+VpP+m?c? (6.1.2)
C

En relatividad, una particula libre satisface

p* = pupt = (mc)?

de donde se escribe

(1238 +12V?) ¢ = (mc)?¢

- -

Gl

Definiendo
la ecuacion anterior queda
mc

(O+p) ¢=0, p=-—

u tiene dimension inversa de longitud.
Si se define

h
M= 5 (97— 09H9")

se comprueba que se satisface d, j* = 0 pero no se desprende que j¥>o0.
En efecto

.0 _ i * _ *
J = e (‘P P — ¢ )
puede ser negativo. La presencia de lo que parece ser una densidad de

probabilidad que puede ser negativa inhibié el uso de la ecuacion de Klein-
Gordon!.

Si dos funciones [y g satisfacen: la ecuacion de Klein-Gordon
(93 — V2 +m?) F =0 entonces la cantidad U

U= [ (@)~ f(2ng) dF

es independiente del tiempo.

10skar Klein y Walter Gordon, ambos suecos
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6.2. Acoplamiento minimal

En el caso de particulas norelativistas de spin % existe una forma dife-
rente de incorporar el acoplamiento minimal. Se comienza con el término

y en él se hace el reemplazo minimal,

-\ 2
L, €A e, (., - -
=|\p+— | +—0 (pXA—i—AXp)
c c
— 2

L, eA eh_, -
= p-i-? +—0-B

donde se hizo uso de que p = —ihV y que

(BXA+Axp)f =—ihtVx(Af)—ihAxVf
= —ih(fVXA—AXVf+AxVf)
= —ihBf

—

2
Incorporando el factor 1/2m se obtiene que ﬁ <6~ <ﬁ+ @>) da ori-

C
gen a
— 2
1 A ho o
Hz—(p—l—e—) +-"5.B
m

i=-Y%35 §=_5

por lo que el ultimo término puede ser escrito

e , =
—5-B
mc
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Por otro lado la primera parte del hamiltoniano H es

1 e-\2 p2 e - o 2
= —A) = —<*-A A-*) O(A
2m<p+c 2m+2mc P-A+Ap)+OA7)

para el caso de un campo magnético uniforme se puede escoger

1
A= EgijkBjxk B, =cte
con lo cual 1
piAi+Aipi = 5€ji (Bjpix + Bjxipi)
= 3B €jki 2xkpi

=B-L
con lo que ahora
2
p e = (7 2
H=2 —B-(L 2)
2m+2mc T

El factor 2 junto a 5 corresponde al factor giromagnético ya conocido.

6.3. Ecuacion de Dirac

Justificacion

De la relacion E? /c* — p? = (mc)? se puede escribir la ecuacion de onda

(£-55) (E+0:5) 0= mos
C C

donde ¢ es un objeto de dos componentes y
E —ihcdy,  p— —ihV
Se define

o = ¢
oR = i(ihao—iha-V) or

mc
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Tomando esta definicion y la ecuacion de onda se obtiene

(ihdy — ihG - V) oL = mc ¢k

(indy + ihG - V) o8 = mec oL (6.3.1)

Si estas ecuaciones se suman y se restan y se define
va=0"+90"  yp=9¢F—o"

se obtiene que el par de ecuaciones se puede escribir como una sola
ecuacion para un objeto de cuatro componentes,

idy iV (v _ [ w
< —ihG -V —ihdy ) < s ) —mC( Vs (63.2)

Se define las matrices de Dirac de 4 x 4

o 1 0 P 0 O;
r=(o ) 7= (%T)
con lo que la ecuacién finalmente toma la forma
(ih7030 + ih)/c?i) Y =mcy

que es la ecuacién de Dirac que se escribe

(iY"0u—n)w=0 (6.3.3)

Propiedades de las matrices de Dirac
El anticonmutador de las matrices y da el g" de relatividad
{r, v} =2¢"
y todas estas matrices tienen traza nula
Try =0

Sobre hermiticidad

Y=y, Y=y

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica




128 PatrICIO CO I’derO S version de noviembre 2007

pero

=7, engeneral: A=yA™y
'}/02:17 72:_1

(7’#“#)2 = aay
Se define y5 por
w=irrer=(1 )
y su propiedad principal es
{r, 7"} =0

Ademas
YsT =%, 7’52 =1

La cuadridensidad de corriente
La ecuacion de Dirac “daga” es
0 :vﬁ(4¢”§ﬁ—u)w
, <
— v (~iP P P )
=
=w(ﬂw8u—u)
La cuadricorriente definida por
M=y, v=vy'y
tiene diversas propiedades de interés.

M=y Py
=y PP Py
=yry
— M
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Con lo anterior se puede ver que
, = _
It = (W‘ ] u) V4V (rHouy) =0

y ademas
P =y =yl >0

El hamiltoniano y sus propiedades

Si la ecuacion de Dirac se multiplica por la izquierda por 7° resulta
0 = (ido+ Y’y —¥'u) w
ihdy = (—ihc@ -V +Bmc*) y
donde se ha definido las matrices

a-?1-( 20 ) By

o

De esta notacién se ve que el hamiltoniano de Dirac para una particula
libre es
H=cd-p+Pmc* (6.3.4)

A continuacion se demuestra que H no es invariante a meras rotacio-
nes espaciales
[H,L|] =[c&- p+Bmc* x*p>—x*p?] término B
= cai[p',x?|p* — cal[p, x*]p*>  no contribuye
= —ihc (a2p3 — Oc3p2)
= —ihc(a x p)'
Puesto que H no conmuta con L, el problema de separacion de variables
cuando hay un potencial central requiere un estudio mas cuidadoso.
Si se calcula el conmutador de H con la matriz

se observa primero que

. 2] =0, 15,2 =0
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por lo cual . .
[H7ZJ] = [Caﬁﬁazj] )
= c[YSZ"ﬁ}Z{]
=cyp' [, Y]
= cysp 2iglik gk
= 2ic8kijakpi_
=2ic (& x p)’
esto es, .
H, Ei] = ihctt X p
De aqui que
[H7ﬂ =0
donde "
J=L+=%
+ 2

El hamiltoniano de Dirac tiene la simetria SU(2) generada por los J' ante-

riores.

Propiedades de las soluciones
La ecuacion en reposo

En reposo la ecuacion de Dirac es

d
iha—zf = )/Omc2 74
que admite cuatro soluciones estacionarias independientes
1 0
o 0 —imc®t/h . 1 —imc?t/h
Vi=1 o€ ) V2= | €
0 0
0 0
. 0 +imc-2[/h . 0 +imc2t/h
=1 |e ) Va=1| o | €
0 1
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Los signos en las exponenciales se deben a los signos en la diagonal de
0. Las dos dltimas son soluciones de energia negativa. Mas adelante se
las reinterpreta como estados de antiparticulas de energia positiva.

Inversion de paridad

El efecto de la inversion 7 — —7 en (6.3.1) es que la ecuacion para ¢~ la
satisface ¢* y viceversa. Suponiendo que estas funciones son invariantes
a inversion se obtiene que la inversion tiene por efecto

g/; - ffy . (6.3.5)

gue es equivalente a decir que el efecto de la inversion es

y(7t) — I///<?7t) =y(-7.t)= '}/OI//(?J) (6.3.6)

Covariancia

Se debe exigir que la ecuacion de Dirac transforme correctamente para
que sea valida en cualquier sistema de referencia. Si se denomina A a
la transformacidén de Lorentz genérica, sobre el espacio de Minkowski,
x" = Ax, se debe buscar las matrices S(A), representacion del grupo de
Lorentz en el espacio de los espinores YV, tales que

x = X =Ax
6.3.7
i) = V) =S (©3:7)

donde la propiedad fundamental de los A es
Ay¥ Ao =&Y (6.3.8)

y la ecuacion de Dirac en el sistema de referencia “prima” debe tener la
misma forma:

(79— 1) ¥ () = 0
De (6.3.7)
aﬂ - Av‘ua\//

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica



132 PatrICIO CO I’derO S version de noviembre 2007

El problema de encontrar los S(A) se reducird a encontrar los generadores
infinitesimales de estas transformaciones espinoriales.

Por definicién, las matrices S(A)—representacion del grupo de Lorentz
sobre el espacio de los espinores y—son tales que

STHAW (Ax) = y(x) (6.3.9)

Lo anterior se reemplaza en (6.3.3), y se multiplica por la izquierda por
S(A)
0 = (S>y*AYud) ) S —p) W' (X)
= (is?"usl/\vu o' — .u) y'(x)
~———
y se exige que el producto marcado sea v", es decir, los ¥ deben trans-
formar de acuerdo al grupo de Lorentz:

STIyVs =AY y* (6.3.10)

El reto es encontrar estos S, pero en realidad basta con encontrarlos muy
cerca de la identidad. Formalmente se escribe que un AY, muy cerca de
la identidad en de la forma

Av’u = 5’1\[ +8v’u
De esto y (6.3.8) se deduce que
ey=—€" & Eeu=—&y

Estos € son seis parametros, y son los seis parametros del grupo de Lo-
rentz.

S tiene que poder escribirse con estos mismos parametros en forma
exponenciada y para el caso infinitesimal es

§=1-0ue""

donde los o,y son matrices de 4 x 4 por determinar.
La ecuacion (6.3.10) toma la forma
— 1% (YW 0up — 0apy’) = €Vu V"
= %Saﬁ O 8upt" — Sgg,uocyu)
-1

— 1e%8 (8415 — )10

6.3. ECUACION DE DIRAC Universidad de Chile



Mecanica Cuéntica 2 133

En ambos casos se tiene un objeto antisimétrico multiplicando al € por lo
que esos objetos pueden ser identificados. Resulta

17", Oap] =20 (8475 — 85 70

Se puede demostrar que la solucion a esta exigencia es

i
Oap = 7 Yo V]

Esto concluye el problema, ahora se conoce los S(A).
Algunas propiedades:

n YY) =Sy(x) = V()=v(KS
donde S = Y579°.
" Gap = Oap
m §=5"1
= Yty = ALY
La ultima propiedad dice que wy*y es un cuadrivector ordinario.

Del hecho que 95 anticonmuta con todos los y* se desprende que ¥
conmuta con los oy, y por tanto

SlS =%

Esto es cierto siempre que S esté generado por los oy, lo que implica
que S es parte del grupo propio de Lorentz. Pero hasta llegar a (6.3.10) no
se supuso que la transfornmacién de Lorentz tuviese que ser propia. En
particular, (6.3.10) tiene que ser valida si la transformacion es una simple
inversion espacial: A=1y S = ;. En este caso (6.3.10) puede ser reescrita

en la forma
Sl_l (Y()??) Sy = (,},07_?)
de donde se concluye que
S, S =7

De aqui que
VY es un seudoescalar.
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Soluciones de la ecuacién de Dirac libre
Si la ecuacion de Dirac
iy —n)y =0

se multiplica desde la izquierda por (zy’L ds +u) se obtiene la ecuacién de
Klein-Gordon
lo que hace esperar que haya soluciones tipo onda plana

v = uf(p)e e/ £==l

con po = ++/p? +m2c? siempre. Para que esta funcién satisfaga la ecua-
cion de Dirac es necesario que el espinor u(p) satisfaga,

(wp' —emc) uf(p) =0

El caso € = —1 corresponde a las “soluciones con energia negativa” ya
mencionadas en §6.3 y deberan ser reinterpretadas. Puesto que p?> > 0
(tipo tiempo) los dos tipos de solucidon, de energia (positiva o negativa)
permanecen como tales bajo el grupo de Lorentz.

Para distinguir a los espinores por su signo de energia se define

_epYyy+me
N 2mc

A*(P)
Propiedades:
Ag(l_j)ug (P) = Oeer us(l_j)
AT+A =1
A* (ﬁ)Ae (ﬁ) = A° (5)688’
A°(p) = A°(P)
Se ve que Af es un proyector.
Es necesario aun otro indice para caracterizar las cuatro soluciones

independientes que existen. Se define

_ A%
(S) — 1 7’57 Sy

5 con s'p,=0, & s*°=—1

(]
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El cuadrivector s tiene que ver con m; = i%. Es fundamental que satisfaga
[A®(P),E(s)] =0

para poder tener autoespinores uf(p) propios de los Ay de E.

El rol de s es el de distinguir la tercera componente del spin. En el
sistema en reposo se lo define de modo que cuando p = (mc,0,0,0), s =
(0,0,0,£1). Esto es, 5 se escoge a lo largo del eje Z, tal como L, y S.. En
tal sistema de referencia £(+1) es diagonal y

diagZ(1) = (1,0,0,1),  diagE(—1) = (0,1,1,0)

Propiedades generales:

6]
I
(x]
(x|
I
M

que muestran que E es un proyector se lo usa para darle a los espinores
el indice extra que se necesita:

[x]

(s)us = Oyu’ aqui s=+

Normalizacién de espinores u(p)

El hamiltoniandocde Dirac satisface H' = H lo que asegura que los
valores medios u' H u son reales. Lo natural entonces es normalizar fijando
el valor de uf(p)u(p), pero sabemos que u'u = @y’u es la componente
temporal de un cuadrivector, de modo que suele normalizarse en la forma

e = o 8190
Ug (8,p)u(€ 7p)s’ - m—c5ss’ ce! (6311)

pero aca se usara

!

1S (B) ut (P) = €8,y 8ee (6.3.12)

porque es una normalizacion propiamente escalar.
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El limite norelativista de la ecuacion de Dirac con campo elec-
tromagnético externo

En la ecuacion de Dirac,
(iy"oy —p)y=0

se hace el reemplazo
e
ihdy, — ihdy, +-Ay
C

de donde . o, e
ihd;=—p' — —p'+-A;=—p'— -A'
C C

< Ya > —0

[Z:]

Se supondra que v = y(7)eE/" con lo cual iidy = E/c. En tal caso la
segunda de las ecuaciones da

con lo que se obtiene
ihdo+£dg—me  —G-(p+4A)
G- <ﬁ+ gﬁ) — —ihdy— £Ag—mc

C

E —
<___5A0—mc) vo+6- (54 5A) ya=0 (6.3.13)
C (6

De aqui se despeja yp y se reemplaza en la primera ecuacion, obte-
niéndose

E o L -
<—+EAo—mc) l//A—G~(p+EA)
c ¢ c

c - -

G- (p

e -
- . —A p—
E +eAy+ mc? +c JYa =0

Para seguir se hard el reemplazo E = Ep, +mc?,

Enr+ eAO
2mc?

E +eAg +mc? = 2mc? +En +eAg = 2mc? <1 +

de donde se ve que

c 1 _ EncteAg
E 4+ eAg+ mc? ~ 2mc2 2mc?
y que, en lo que sigue, se reemplaza por 1/(2mc?) con lo que se obtiene

(6-(p+cd)

2m

(Enr +€Aq) Wa — va=0
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Ya se ha visto que la fracccion en el dltimo término se reduce a
1 e-\2 eh -
- *——A) —~—-G-B
2m (p c 2mc?
con lo cual finalmente la ecuacién es
— g_) 2
(p + EA> eh

+ 6'§+€AO Ya = Enr Wy
2m 2mc

que es la ecuacion de Pauli para particulas no relativistas de spin %
Ademas, de (6.3.13) se ve que

G- (P+¢A)
Yp ~ o YA
mc

que muestra que yp, en el limite norelativista es mucho menor que y;y.

6.4. La ecuacion de Dirac con potencial central

Clasificacion de las soluciones

En esta seccion se abordara el problema en que se agrega al hamilto-
niano de Dirac un potencial central escalar,

H=cd-p+Bmc?+V(r)

Las soluciones deben poder separarse segun si el spin del electrén es
paralelo o antriparalelo al momento angular total. En el caso norelativista
estos dos tipos de soluciones se distinguen por el autovalor de

I
Ql

G-J -(Z+g6):a-2+%

2_q2_ 32\ 3
2

~

N

SH— SH—

2 2 | 32
Jo— L7+

Se ha usado que
22 3
J =L +T+FLG-L
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Veremos que en este caso relativista existe otra forma de distinguir los
casos. El papel central lo va a jugar un operador

K=pX-J—=8 (6.4.1)

Se comienza con

pero

= c(a-pp—pBa-p)
= —2cfa-p

Se us6 que o' = —Ba’. De este Ultimo resultado sigue que

H,BE-J] = —2cBa-pr-J+2icB(axp)-J
= —2c¢Ba-pr-J42icfe-FxJ

El primer término es

~
I
|
[\)
)
=)
>
et}
e
™M
<~

—2¢Ba- pr-
= 2By (F-T+iZ- (Fx )
= 2cBysp-J—2icB-pxJ

El dltimo término cancela al Ultimo término que se obtuvo para [H, 3G - J]
por lo cual

. ho
= —2cBysp- ( 5 )
= —cPha-p

= JIH.B)

de donde se deduce que
[H,K]=0 (6.4.2)
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Ahora se va a dar otra expresion al operador K. Para ello se observa que

por lo cual

K = B (i-i+h)
+h

G-L 0
_( 0 _6.2_;_1) (6.4.3)

En esto y lo que sigue conviene recordar que

= 6 0 = 6 0 S
Z‘(o 6)’ ﬁz_(o —6)“213

A continuacion se calcula K?
o 5 2
K2 — (2-L+h>
= YXLiL;+2hE-L+ K
— [+ Y. LxL+2rY L+h?
= L>—hE-L42rY-L+#?
L2+ hY - L+ h?

pero como

- - 3K
J2:L2+hE-L+T

se concluye que

1
K2=J*+ th (6.4.4)

Si se llama 7k a los autovalores de K la relacidén anterior determina que
=J\ 4 J >
esto es

K= <j+%) (6.4.5)

Se ha visto que H conmuta con J'y con K lo que permite decir que el se
puede buscar funciones de onda y que sean autofunciones simaltaneas
de (H,K,J?.J3).
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Forma de las autofunciones

La forma que se dié a la funcén y cuando se construy6 la ecuacion de
Dirac y el hecho que el autovalor de K sea ik con duce a

([ G-L+nh 0 778 Va
K""( 0 —6-i—h)(wB)_hK(wB)

se ve que

(G-L+h)ya =hKyy
(-L+h)yp =—hkyp (6.4.6)

Ademas se exige

Py = j(j+1)y

Sy =hjzy
Observando que 12 =J> — iy L — %‘2 y que X tiene a G en la diagonal, se
puede establecer a nivel de matrices de 2 x 2, es decir, en el espacio de
Ya'y VB, que

L 3K
> = Jz—h6~L—3—
4
) = 7
—J —I-I—h(G-L-l—h) (6.4.7)

y COMO ¥y Y yp son autovectores de & - L+ 7i, estos espinores son auto-
vectores de L? aun cuando w no lo es:

Lys =0 ((j+4)°—x) v
Ly =1 ((j+5)+x) v

Estos autovalores para los dos espinores naturalmente deben ser llama-
dos

W lp(0s+1), y n*lg(lg+1)
Si se reemplaza « por sus valores (6.4.5) se obtiene
[ 4 [

K=+j+3|j—3|j+3

c=—i-3]i+1]i-4
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En la diagonal principal se cumple j=/+ % y fuera de la diagonal j=/¢— %

Habiendo logrado esto se tiene todos los nimeros cuanticos necesa-
rios para poder escribir la forma de la solucion y. Por ejemplo, la solucidn
con j, ja, k = j+ 3 se escribe en la forma

Ya = g(l") Yg:j_%
WB = h(”') Y€:]+%
El libro de Sakurai, Advanced Quantum Mechanics muestra como avanzar

desde este punto hasta tener un ecuaciones para las partes radiales. Un
trabajo largo pero no tan complicado conduce al espectro de energia

ﬂlC2

E = , v=0,1,...

1+ Z2a? 5
(v+ (j+%)2—22a2)

donde v se relaciona al n del caso no relativista por

1
=V —
n +]+2

En efecto, para Za <« 1 se obtiene que

2mc2 7% o2
— 2 4 4
Erxme -G TOE )

6.5. Cambios

De clasica a cuantica

El paso de mecanica newtoniana a mecanica cuantica implica cambiar
la descripcidn del estado actual de una particula puntual por dos vectores:
(7, V), a la descripcién de ella por una funcién de onda y(7, 7). En el
primer caso se necesita seis numeros reales y en el segundo se necesita
una fucnion continua y diferenciable (infinitos ndmeros). Es un cambio
muy profundo y aun se lucha por entender todo lo que esta nueva fisica
implica.
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Una cosa es clara. Mecanica cuantica de muchas particulas puede
ser planteada sin dificultad. Por ejemplo, es trivial escribir el hamiltoniano
asociado a Z electrones ligados al potencial Coulombiano debido a una
carga Ze fija al origen.

El caso relativista

Si se considera dos particulas evolucionando debido a su mutua in-
teraccion (puede ser una estrella doble o una molécula de nitrogeno), ca-
da una recibe el efecto de la otra con un cierto retrazo. Para simplificar
el razonamiento supondremos que la interaccion llega exactamente a la
velocidad de la luz, como es el caso tanto de las interacciones electro-
magnéticas como las gravitacionales.

¢ Qué tipo de ecuaciones podria escri-
birse para un sistema de este tipo? Su-
pongamos que para la particula a se da
su posicién y velocidad en un instante .
Para poder determinar su evolucién inme-
diatamente posterior se necesita saber los
datos de b en un instante retardado t,. Se
podria pensar entonces que para resolver
el problema se debe dar las condiciones
iniciales de b en ese instante retardado ;.
Pero esto no puede resultar, porque para
poder saber como evoluciona b a partir de
11 se necesita saber los datos de a en un
instante aun anterior 7,. Razonando de es- Figura 6.1: La evolucion de dos
ta manera se puede ver que ni aun tenien- Particulas vistas en un diagrama de
do una infinitud de condiciones iniciales de ©5Pa¢otiemPo.
este tipo el movimiento puede quedar determinado.

Se puede ver que el problema es complejo por muchas otras razones.
Por ejemplo, si en un instante 1, la particula a sufre un cambio discontinuo
de velocidad que produce un cambio de la energia de esa particula y por
lo tanto del sistema de dos, ¢qué ocurre con la particula »? Nada le puede
ocurrir antes del instante #; necesario para que pueda llegar una senal de
a a b, la que suponemos que viaja a la velocidad de la luz. Hay, entonces,
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un lapso finito, posterior a t, en que nada diferente puede ocurrir a b. Sea
t; el momento en que una senal—aque partio de a a la velcidad de la luz—
alcanza a b. Si en el instante 1, la energia de a aumenta bruscamente,
¢ que ocurre con b en t;? En general su energia cambia.

¢ Hay una energia potencial asociada a este sistema? Ya que ay b
estan interactuando debiera haber un V, pero ¢jcual es su argumento?
No es posible que V sea sencillamente funcion de la distancia relativa
rap = ||Fa —Tp|| porque habria que especificar las posiciones que tienen las
particulas en un tiempo definido, pero tal especificacion resulta arbitraria.
En el caso norelativista todo ocurre instantaneamente y este problema no
se presenta. Se puede dar muchas vueltas buscando una salida a este
dilema, pero no hay solucién sencilla.

La forma en que se resuelve este problema relativista es tomando
en cuenta que las intereacciones no son a distancia, sino locales. Ca-
da particula interactua tan solo con entes que estén en ese instante en
ese mismo lugar. Si la interaccion es electromagnética, la particula a in-
teractlia en cada instante ¢ con el campo electromagnético que hay en
74(t). En el caso actual el campo electromagnético que actua sobre a tu-
VO su origen en la historia pasada de la particula b, pero eso no importa.
Para definir bien el problema de este sistema se debe tener presente que
no tan solo evolucionan las dos particulas sino que también evoluciona
el campo electromagnético como ente fisico independiente. El sistema no
puede ser planteado sencillamente como el de dos particulas sino el de
dos particulas y un campo. El campo tiene infinitos grados de libertad.

El problema se debe plantear con ecuaciones diferenciales de cada
particula interactuando con un campo y ademas se debe escribir las ecua-
ciones de evolucion del campo mismo, el cual tiene—al menos en parte—
a las particulas como fuentes. Un ejemplo podria ser

u
dpa = @F”vua.v
drt c ’
d u
Py = @F”vubv
drt c

T , . .

WFM = = (Ji+]y)

donde ¢, Y ¢, son las cargas de las dos particulas y las densidades de
corriente j* son las que producen ellas dos. El problema recién planteado
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es una mera ilustracion y es demasiado complejo para intentar resolverlo.

Lo central que debe retenerse es que en relatividad no se puede ig-
norar la presencia de campos como entes dinamicos cuando se trata de
sistemas con mas de una particula.

El gran atrevimiento de teoria cuantica de campos es suponer que tan
solo existen los campos. No hay particulas y campos como entes separa-
dos, sino tan solo campos. Y eso que llamamos particulas no es sino una
manifestacion de los campos. Los fotones son un aspecto de las variables
cuanticas electromagnéticas A, los electrones son la manifestacion de un
campo fermidnico ¥ etc.
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Capitulo 7

Pequena introduccion a campos
cuanticos en una dimension

7.1. Osciladores cuanticos

El caso de un oscilador cuantico 1D

El hamiltomiano del oscilador arménico es

2 2

P mao=

H=—+4+— 7.1.1
2m+ > 4 ( )

Si se definen los operadores

" og+ P
a = — —
2ho \ 1 )
(R B _ip
. 2hw <wq m)
se comprueba que satisfacen
la,a’] =1
y que H se puede escribir
+ 1
H=ho aa+§ (7.1.2)
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lo que implica que

[H,d'| =hoad' [H,a| = —hwa

Si W es una autofuncién de H con autovalor E, es decir, H¥Yr = E¥Yg
entonces
Ha‘PE = (E — ha)) a‘PE

Ha'¥g = (E+hw)d¥Pg (7.13)

La primera relacion dice que a¥r < ¥r_p, Mientras que la segunda dice
que a"Wg < Yr_ 4. Pero H > 0, lo que implica que tiene que existir una
autofuncion vy tal que

ayy=0 (7.1.4)

y claramente, debido a (7.1.2), se tiene

how
HW0:7W0

es decir yp = W10 /2 ¥ 12 autoenergia es Ey = ’77“’

Conociendo la autofuncion vy, y sabiendo que a' y, es una funcidn
con energia hw superior, se define

Y = aTll/o

que tiene autovalor E| = hw + %“’ En general, todas las autofunciones
superiores se obtienen en la forma

(a")"
v, = () (7.1.5)
las que tienen asociado los autovalores

1
E,=hw (n+§) , con n=0,1,... (7.1.6)

La funcidn explicita yy(g) se obtiene de resolver (7.1.4),

mo 0
(79"‘ a—q) Vo(q) =0
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cuya solucién es
2mw 1/4
o= ( = ) e O (7.1.7)

gue se ha definido normalizada:

/ lwol*dg =1 (7.1.8)

El ancho de y es /-
La deslocalizacion A de la particula en estado v se define por medio

de )
A? E/612lllf|2dq— (/61|‘lf|2d61)

y en el caso de yy resulta ser

A? = f

C 2mw

Frecuencias grandes y/o masas grandes dan deslocalizacion muy pe-
quena, es decir, en tales extremos el estado y, es muy localizado. En
el caso del oscilador la posicion media para cualquier estado es nula.

7.2. (Cadena discreta

Modos normales

Consideremos el problema de una cadena unidimensional de particu-
las P, de masa « tal que cada particula n esta unida a la particula n+ 1 por
un resorte de largo natural a y constante elastica k = k (5)2. Ademas cada
particula n esta unida por otro resorte de longitud natural nula y constante
elastica kQ? al punto de coordenada x, = na. El largo de la cadena es
L = Na. Se tomara una cadena perioddica, de N particulas, de modo que
la particula n+ N es idéntica a la particula n y, la coordenada ¢, debe
satisfacer,

gN+n = qn (7.2.1)
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—O O o = —
qn-l qn qn+1 qn+2

Figura 7.1: Cadena unidimensional de masas. La particula n se desvia g,
de su punto de reposo x, y x, —x,_1 = a. La cadena tiene largo L = Na.

Para que el andlisis resulte méas sencillo se considerara N par, [N =2M |
El hamiltoniano de este sistema es

N 2 2
Pn | K (6‘) 2, Kqa2 2
H= — 4+ — (- ] — —Q 722
n;{z;ﬁz ~) (@1 —an)"+5 qn} (7.2.2)
y las correspondientes ecuaciones de movimiento son
. Pn
n — n,H =
q lan H] =~
(7.2.3)
Pn = [pnaH]

C 2 2
= K(;) (Qn+1_ZQn+Qn71)_KQ dn

Repasaremos que la forma de oscilar de este sistema se puede des-
componer en N modos normales de oscilacion cada cual con una frecuen-
cia propia.

Para obtener tales modos normales conviene hacer una transforma-
cién discreta de Fourier,

1 ikna 1 —ikna
_ e , = — P (4 724
Al imponer que se cumpla la condicion de periodicidad (7.2.1) se obtiene
que ¢*N¢ = 1 lo que implica que kNa tiene que ser un multiplo entero de

271, kNa = 207 con { entero, con lo cual k puede tomar N valores

0=0,%1,...,£(M—1),M (7.2.5)
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El rango de variacion de k en (7.2.4) es de N valores consecutivos que a
veces convendra tomar simétricos en torno a cero particularmente porque
la exigencia de que tanto los ¢, como los p,, sean reales permite obtener
que

o, =0 y PL=PR (7.2.6)

De la relacién p, = kg, se obtiene que

P=x0} (7.2.7)

La forma ¢,(t) = ﬁik O« (t) e muestra que a medida que n va to-

mando sus valores desde 1 hasta su valor maximo N, la exponencial al-
canza a tener el exponente i2n/, es decir, la exponencial toma ¢ veces el
valor ¢?™ = 1, lo que permite asociar al modo k una longitud de onda

L 2r 2me

A= 7 = unvectordeonda k= T 7 (7.2.8)

En lo que sigue, muchas veces se hara uso de
| LA
S Y 2N = g, (7.2.9)
n=1

donde resenteroy 0<r<N.

Una forma de convencerse de la propiedad (7.2.9) se consigue tomado en
cuenta los siguientes factores: { = ¢/* es un nimero complejo sobre la
circunferencia unitaria y que puede verse como una rotacién del nimero 1
en un angulo o en el plano complejo. La potencia {” es una rotaciéon en
un angulo ro del mismo nimero 1. Si @ es una fraccidn entera de 27x, es
decir, si o = 27/N, entonces ¢V = 1y es facil convencerse que el conjunto
{¢"},—1.n es el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion ¥ = 1.
Puesto que estas raices tienen la forma genérica z, = {”, entonces z¥ =
¢™ =1. Ademas el conjunto {z"},—.n también recorre (en general no todas
las) raices de z¥ = 1.

Por otro lado, si se tiene una ecuacién de la forma ZQ’:O axz* =0, la suma de
todas las raices z; satisface Y. z; = —ay_1 y en nuestra ecuacion N—1=0el
coeficiente ay_; es nulo, es decir Z’,:’:l {" = 0. Pero como {" también sirve
como base para generar todas las raices de 7V = 1 entonces mas en general

N_ &™ = 0. El Gnico caso en que esto no es cierto es cuando r =0, ya que
en tal caso todos los sumandos valen la unidad y ﬁzn 0=1.
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La propiedad (7.2.9) también sera escrita en la forma
Ly i)
— NN — & 7.2.10
N,;e O i ( )

entendiendo que los numeros & son del tipo (7.2.5).
Las relaciones inversas a (7.2.4) son

—ikna n Pk tkna Pn (72 1 1)

1 X 1 X
Qk:ﬁge :ﬁ,ge

Los diferentes operadores Q, conmutan entre si y lo mismo ocurre
entre los P, en cambio

1 *k -kj/
,P/ - e tkna+ik'n' a s Do
[Ok, P N,g'/ [Gn, D]
’ ihénn/
_ N;el( )na
= K& (7.2.12)

H escrito en base a los modos normales

La energia cinética del sistema es

_ v
K_ZK;p”

1

— ZZ efi(k%»k/)na Pk Pk/
2N T

Haciendo primero la suma sobre n se obtiene un . _; que permite elimi-
nar la suma sobre k’ colocando k¥’ = —k lo que da

1 t
K=—Y) PP 7.2.13
ZK; (2% ( )

De la energia potencial hay diversos tipos de contribuciones. Debiera
ser obvio que ¥,,¢% =Y., 4>, Y es facil ver que

Y= ZQkQZ (7.2.14)
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mientras que

Y dngns1 = —ZZ na K14 0, O
n

n kk'

= Y e ™00 (7.2.15)
k

pero como Q,0Q_; no cambia si se hace el cambio k — —k, se puede re-
emplazar el coeficiente e~ por 1(e@ + ¢~*@) = coska y por tanto

Y andni1 =Y coska 0.0} (7.2.16)
n %

El hamiltoniano H definido al comienzo tiene dos términos de energia
potencial—sean V; y V,—que a continuacién son evaluados separada-

mente. Primero
K /c\2
o= ) —a)

a n
2
= K(g) Z(QZ_QnQn—H)
= K‘(%)zz 1 —coska) Qka
k
= K<§>22251n2k—anQk
k
2
_ g(g) ;(zsm;) 00} (7.2.17)
en cambio
Vo = gQZZQ%
K A2 i
= EQ Y 0.0, (7.2.18)

Por lo tanto el hamiltoniano total puede ser separado en la suma inde-
pendiente de hamiltonianos para cada modo normal %,

‘ 2 (7.2.19)
1 + K c\2 . ka 2 + e
Hy :ﬁpkpﬁi{(;) (251“7) e }QkQ"
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Cada H; tiene la forma (7.1.1) con frecuencias caracteristicas w, dadas
por

2 C 2 . ka 2 2
W, = (—) 2sin— | +Q (7.2.20)
a 2
Este H; implica que )
O = — w7 Ok
cuya solucién genérica es

0i(0)

k

Or = Ox(0) cos axt + sin oyt (7.2.21)

Breve incursion al limite continuo

Por un momento se considera el caso en que N — «, a — 0 tal que
L = Na permanezca finito. En tal caso

he ka\?
hop ~ \/<—cz—“) +RO2
a 2

= VK2 2 + 12Q2
=/ p?c? +m?ct (7.2.22)

donde se usa p = ik y se define m tal que

HQ = mc?

Si se recueda que también se ha usado u = %€ que tiene dimensiones
inversas a longitud, se ve que

Q=uc
De modo que a la masa de una marticula se puede asociar naturalmente
la longitud - y el tiempo -

Si bien este es un sistema no relativista es interesante observar que
si se asocia a wy la energia E; = hay, al vector de onda k se le asocia
el momentum lineal p =ik y a Q la energia en reposo (la que subsiste
cuando el momentum p es nulo), Q= mc? y (7.2.22) toma la forma E =

/P22 2
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Aunque este resultado pueda resultar sorprendente, es de una enorme
generalidad. En fisica cuantica, las pequenas excitaciones—en torno a un
equilibrio estable—de sistemas de muchos grados de libertad, se compor-
tan como particulas. Asi surge el concepto de fonones en redes elasticas
y en liquidos, como ondas localizadas de spin en materiales ferromagnéti-
cos, etc. Y estas excitaciones que se comportan como particulas en ge-
neral tienen masa no nula.

Como ya se discutié antes, los sistemas relativistas necesariamente
deben tratar la dinamica de campos y surge la necesidad de describirlos
cuanticamente. El primer atisbo de tal necesidad viene de la descripcion
de la radiacion de cuerpo negro de Planck (1900) y Einstein y de la teoria
del efecto fotoeléctrico de Einstein de 1905.

Operadores de subida y bajada

Si se introduce los operadores

K i
=, — ~pf
%=\ 2hay <w" Qut k) (7.2.23)
+ K + I
=) _!p
%=\ 2nay (w" 9~ ")

se comprueba que satisfacen
lax, aj] = S (7.2.24)
y H puede ser reescrito como

1
H= zk:ha)k <a,§ak + 5) (7.2.25)

que es el hamiltoniano de N osciladores independientes rotulados k en su
forma (7.2.19). Las energias propias de H pueden ser escritas como

1
E =Y hay (nk+§> n=0,1,2,... (7.2.26)
k

donde la energia del estado fundamental (llamada también energia de
punto cero) es Ey =Y, %hwk y es un numero finito porque N es finito, en
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el caso continuo diverge. E, corresponde al caso en que todos los n; son
nulos, es decir, cada uno de los osciladores independientes esta en su
estado fundamental. A este estado fundamental se lo llama vacio (carente
de excitaciones).

La energia E queda caracterizada por el conjunto de enteros (ny,n,,...,
En lo sucesivo se usara la notacion
& = hoy (7.2.27)

y la autofuncion ¥ asociada al autovalor (7.2.26) se debe denotar ¥y, ,..ny
y, en analogia con (7.1.5), ella se puede relacionar al estado fundamental
Vo por
1 + ni ¥ nN
Wy =~ (a})" - (a}y) " o (7.2.28)
vnp!.ny!

Una primera senal de que las excitaciones de estos sistemas pueden
ser interpretadas como particulas proviene de constatar que los autova-
lores de H se componen de multiplos enteros de las energias €. Si se
trata realmente de un sistema elastico vibrante, estas particulas son fo-
nones. Puesto que las energias son aditivas, se trata de particulas que
no interactuan. Mas aun, el formalismo lleva incorporado que no hay for-
ma de distinguir a particulas que tengan asociada la misma frecuencia,
lo que implica (aunque no sera visto) que estas particulas satisfacen la
estadistica de Bose-Einstein. Uno de los aspectos revolucionarios de es-
tos sistemas de campos cuanticos es la pérdida de individualidad de las
particulas: se trata de particulas indistinguibles. La nocién de esta indis-
tinguibilidad bosonica esta en la base de la teoria del calor especifico de
solidos a muy bajas temperaturas.

Expresién para g, en base a los pares (a,a")

La expresion para g, dada en (7.2.4) puede ser escrita de otra forma
haciendo uso de (7.2.21),

Z <Qk(0) cos Wyt + Q’;)(O) e a)kt) oikna
k k
ko [(“”‘Qk - kT) -
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<ka ( ) lPIj<O)> e—ia)kt] ikna
_ la)kt ikna
B \/*Z \ 2a)k1c a"

+ ak za)kt+lkna

A k

Para obtener la peniltima expresién se hizo uso de la igualdad ¥ Qze*™ =
Yi Q,te*”‘”“ y otra similar para P,. La ultima es una forma atractiva que
anticipa lo que sera de interés en el limite continuo. El resultado final se
puede resumir como

(7.2.29)

aj &P/ 4 gy e~ iPx/h (7.2.30)

donde esta vez px se refiere al producto relativista.

7.3. Cadena abierta

Se ha estado estudiando en cierto detalle
la cadena armdnica unidimensional periddi-
ca de N particulas de masa x y resortes con
constantes elasticas K(g)2 y kQ2. A conti-
nuacion se procedera a obtener la descrip-
cidén de una cadena abierta a partir de lo que
ya se sabe.

Se parte de la cadena usual con N par tal
que N = 2N; +2 Y, de todos los movimientos Figura 7.2: Se impone dos no-
posibles de esta cadena, se considerara solo dos a la cadena periddica
aquellos que quedan determinados con condiciones iniciales tales que
dos particulas: lan=N;+1ylan=N=2N;+2 se quedan todo el tiempo
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quietas,
CIN1+1(I) =0 y C]2N1+2(t) =0

La fuerza F, sobre la particula n tiene una parte que es proporcional
a gn+1—29n+ gn—1 Yy Ofra proporcional a ¢,. Puesto que si una particula
permece en reposo necesariamente la fuerza sobre ella es nula, F,(r) =0,
entonces, para que un cierto g, permanezca nulo todo el tiempo necesa-
riamente se debe tener que ¢,.1 = —¢,_1.- En el caso que se ha definido
arriba, para que la fuerza sobre la particula Ny + 1 sea nula es necesa-
rio que las vecinas se muevan satisfaciendo gy, 12 = —qy, todo el tiempo.
Para que esto pueda ser cierto todo el tiempo, a su vez algo semejante
debe ocurrir con las vecinas de estas vecinas. Con paciencia se puede
demostrar que el movimiento mas general con la restriccion que imponen
aquellos dos nodos es que

QN1+1+}’Z(I> = _QN1+lfn(t>

equivalemente

qn(t) = —gqn-n(t) (7.3.1)
Tomando esta relacion con n = 0 implica gy, 1 = 0 que es una de las con-
cidiciones de nodo. Tomando n = N; + 1 implica g2y,4+2 = 0 que es el otro
nodo.

La propiedad (7.3.1) sirve para ver que

—ikna

1 N
Or = —F— qné€
N &

1 Ny 2N +1

. 1 )
—ikna —ikn'a
= =Yae ™ t—= Y que

\/Nn:1 \/Nn’:NlJrZ

La suma originalmente sobre N = 2N, +2 valores de n fue separada en dos
sumas, sobre N; valores cada una. En la segunda se hace el cambio n' =
2N; +2 —n lo que permite demostrar que el rango ya dicho de »’ se traduce
en que n=1,...N; tal como en la primera suma. Ademas la exponencial
es

e*lk(an)a — pikna

Esta exponencial multiplica a g, = gn_» = —¢, Que conduce a
—iv2 M

Ok(t) = N 1 ;‘]n(t)

sinkna (7.3.2)
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Es obvio que Qy = 0. Veamos que Q/—y,+1 consta de la suma anterior
con senos de argumento 7n, los que son nulos, es decir, Qy—y,+1 = 0. De
(7.3.2) es directo ver que

Or=—-0 (7.3.3)
que muestra que hay solamente N; funciones Qy(t) diferentes.

Conociendo esta simetria de los Oy se vuelve a la conocida expansion
de ¢, en los Q; y es facil demostrar que

kny

qn ) sinkna
N1 +1 Z Qul?)

Puesto que los Q son imaginarios, los ¢, son reales a pesar de las apa-
riencias. Para demostrarlo se comienza desde g, = (1/v/N) ¥ Qre’™ que
es una suma con N = 2N; + 2 sumandos. Pero se sabe que dos son nulos:
k=0y k=2.La suma sobre los 2N, valores de k que quedan se puede
separar en la suma sobre k > 0y otra sobre los k < 0. Usando (7.3.3) se
llega a lo ya dicho.

El hamiltoniano del sistema es el mismo (con o sin Q) ya visto y su
reducciéon en términos de los O, también es la misma. Se trata de un caso
particular de lo ya visto y conocido. Se sabe que H =Y, H, con N =2N; +2
hamiltonianos H;. En el caso actual dos de ellos son idénticamente nulos
porque Qp =0y QOn,+1 =0. Ademas, debido a (7.3.3), H = Hy_, entonces
basta con sumar en la mitad del rango

H :ZHk (7.3.4)
k

7.4. El efecto Casimir

Se estudiara la energia del estado fundamental E, del hamiltoniano
completo en el caso Q =0

h fic 194
Ey = =) o, = —) sin
25 a; 2(N1+1)
hic il hic
= Ly 3ex =g (b)
a; p2(N1+1) a Zg"
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conb = 2(Tn+1) Se trata de una suma geométrica. La suma es
Ny ib(N{+1) _ ib
Y () =S (7.4.1)
= e —1

una vez que se usa la forma explicita de b se concluye que la parte ima-
ginaria de la suma es

hie S0 5y + €08 5y — |
Ey= "¢

a 2<1_COSZ(T7T+1))

A continuacion se hace los reemplazos Ny +1 = % y se expande en q,
lo que da que la energia del estado fundamental de la cadena abierta de
largo L; = (N; + 1) a, cuando N; es muy grade, es

2hcL /] /] L
cLq c T ﬁ(l

ma>  2a  24L, Vl) Ni—seo, L, fijo

Eo(Ly) ~ (7.4.2)

Un campo (por ejemplo

el campo electromagnético) C
tiene, en cada punto del W—e—e—%@—e—w@—ﬂ
espacio, un cierto nume- ‘ ‘

ro de grados de libertad.

Estos grados de libertad Figura 7.3: A una cadena arménica y cuantica de
normalmente pueden oscilar largo L se le impone (condicion de borde) dos nodos
en torno a su minimo de adistancia x.

energia. Macroscépicamen-

te esas excitaciones pueden detectarse, entre otras formas, como ondas.
Clasicamente el minimo absoluto de energia corresponde a campo nulo
en todas partes (por ejmplo, la densidad energia electrodinamica en cada
punto del espacio es una mezcla de E? y de B?). Cuanticamente el minimo
es el estado fundamental, el vacio, corresponde a la energia E, descri-
ta en nuestro sencillo caso 1D algo mas arriba. Ese estado fundamental
tiene las oscilaciones minimas asociadas a cada frecuencia posible del
sistema.

Si se tiene dos placas planas, paralelas (distancia x entre ellas) y con-
ductoras en el vacio las oscilaciones del campo tienen nodos en el con-
ductor, porque el campo electrico no penetra un conductor perfecto. Para
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hacer el analisis lo mas sencillo posible se supone que, efectivamente, se
trata de dos placas paralelas perfectamente conductoras. Esta condicion
de borde altera el valor de la energia E, del estado fundamental del cam-
po, y depende de la distancia x entre las placas, Ey = V(x). Puesto que
un sistema, inicialmente en reposo, tiende a evolucionar en la direccién
en que la energia disminuye, entonces se puede adivinar que existe una
fuerza entre las placas y ella se relaciona con —dEy/dx.

En lo que sigue se resuelve esto para el caso de la cadena 1D de os-
ciladores cuanticos. Suponemos que se tiene un sistema S de largo fijo L
(ver figura) que consiste en una parte central de largo L; = x y dos partes
laterales de largo L, = % (L—x). El sistema tiene dos particulas forzadas a
estar quietas (son los nodos que, en el caso electromagnético, represen-
tan las placas conductoras). La energia de este sistema es separable en la
suma las energias de cada una de sus partes. Se supone que x> a 'y que
el nimero de particulas en cada uno de los tres tramos es arbitrariamente
grande.

La energia del sistema S resulta ser

_ L—x

Eo = 2E)(—5—)+Eo(x)
~ e 3 6(? ¥ (7:43)
La fuerza entre los nodos separados por la distancia x es F = —dd—EXO Y,
de la expresion anterior, tomando el limite L — « resulta
F= —% (7.4.4)

Esta fuerza es finita en el limite al continuo y es atractiva.

En electrodinamica cuantica la presion—fuerza por unidad de area—
entre dos grandes placas conductoras paralelas separadas por una dis-

tancia x es
T hc

POED =~ g5

Fue Casimir quien en 1948 se dio cuenta por primera vez de la posibi-
lidad de la existencia de esta presion:
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H.B.G. Casimir, Proc. Nederlands aka. Wetenschappen, Amsterdam
60 793 (1948)

H.B.G. Casimir, D. Polder, Phys. Rev. 73 360 (1949).

Aparentemente esta fuerza fue medida hace mucho tiempo:
B.V. Deryagin, I.I. Abrikosava, J. Exp. Theor. Phys. 30 993 (1956)

B.V. Deryagin, I.I. Abrikosava, E.M. Lifshitz, Quart. Rev. Chem. Soc. 10
295 (1956)

J.A. Kitchnet, A.P. Prosser, Proc. Roc. Soc. A 242 403 (1957).

Medicion reciente:
S. K. Lamoreaux, Physical Review Letters, 78,5 (1997).

El efecto Casimir ha sido extendido a casos mas alla de dos placas
conductoras paralelas y para otros campos que el electromagnético. Por
ejemplo, se puede tratar el caso de una caja conductora (cubo o esfera)
y demostrar que hay una presion sobre estas paredes tendiente a dismi-
nuir el volumen de la caja. Una discusion pedagogina del fendmeno se
encuentra en:

J.H. Cooke, Am. J. Phys. 66 569 (1998).

7.5. Limite al continuo

Del caso de la cadena elastica anterior se obtendra un caso continuo
tomando un limite especial. Las coordanas x, = na seran reemplazadas
por la variable continua x, y se hara los reemplazos

V) 000,
(7.5.1)

de tal forma que, como ¢, — 0, los ¢(¢,x) son finitos. Esto permite ver que

2 2
D Kc® 5 1 /.2
E ———E — g5 — —= 7.5.2
— 2K e 2c? I 52 97 (x)dx (7.5.2)
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y similarmente

2 1 [/9¢\>
Zg (g) (qn+1_‘h)2 — §/<a—z) dx (7.5.3)

QZ 2
YI0q o o [Pwa=t [e0ar

n

y que da como hamiltoniano
_ 1 1 12 2 2.2
H== [ =5¢"+¢" +u"¢" ) dx (7.5.4)
2 c
y el lagrangeano es
=1 / iq‘ﬂ — 9" —u2¢?) dx (7.5.5)
2 c?
pero la combinacion Cizq')z — ¢ es

09 99 99 99 _ -\ 499 99 _ .,
R S M YO M F

lo que permite escribir la integral de accion S = [ Ldr como una integral
invariante

1
S = Z/ (0"¢ 9y — u* ¢%) dxodx

El campo ¢(x,7) es un campo escalar, invariante relativista, que satisface
la ecuacion de evolucion,

(Vv +u*) 9 =0 (7.5.6)

gue es una ecuacion invariante relativista conocida como ecuaciéon de
Klein-Gordon.
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Un elemento de 4-volumen transforma en la forma

d{x0, .. ,x3}
4.1 [RRS] 4
dx‘[apa%ﬁ}}dx

donde el coeficiente es el Jacobiano usual. En el caso del espacio de Min-
kowsky las coordenadas en un sistema de referencia y en otro se relacionan
por medio de una transformada de Lorentz

x/)L — A)L vxv

lo que permime ver que este Jacobiano es sencillamente el determinante
det A, el que debiéramos saber que vale 1. Es decir, d*x’ = d*x.

La expresion para la integral S de accion lleva a definir la densidad
lagrangeana, .

_lra 20

KZ_2(8¢&¢ u¢> (7.5.7)

Conociendo .Z la ecuacion de movimiento en general es
04 0 ( 0L )
99(x)  Ixt \ (90 (x))

y pueden ser obtenidas mediante un principio variacional tal como siem-
pre.

(7.5.8)

En el caso discreto las posiciones en la red son designadas por los
indicesny

N
Y Sm=1
n=1

Para llevar esta relacion al caso continuo multiplicamos y divimos por a,
N

Y a
n=1

El factor a combinado con la suma se convierte en [dx, mientras que la
fraccion que queda como integrando es nula si n # m y diverge sin =m, ya
que a — 0. Ademas esta integral es la unidad. Esto permite agregar que

6}17}1

a

o)

nm
=1
a

—8(x—x) (7.5.9)
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conna —xYy ma—x.

Definiendo
O = Ve Oy (7.5.10)
es inmediato ver que
1 ik
N thex 7.5.11
v="7 ;me (7.5.11)
y, heredan de los Qy la propiedad
=0, (7.5.12)

Ademas la propiedad (7.2.9) se puede reescribir como

1 . / 1 L/2 / 4
L i(k=K)na , _ s _/ (=KX g — 8,0 7.5.1
; Zn: e a=8w = 7 i e X = O (7.5.13)

Cuando se desee pasar al limite L — -~ se debe hacer la sustitucion

1 i(k—k' )na
§Ze’(k Kinag s §(k—K) (7.5.14)
Se deja como ejercicio demostrar que el hamiltoniano es la forma

Ny
H=3) (;(PMPE + wszpkq),i) (75.15)

salvo por una constante.

7.6. Medio unidimensional cuantico

A partir de ahora se va a tomar unidades tales que
h=1, c=1.

El paso al caso continuo nuevamente se hace utilizando el cambio (7.5.1),
se obtiene la misma integral de acciodn, la misma densidad lagrangeana y
la ecuacién de movimiento sigue siendo la ecuacion de Klein-Gordon,

(a’ta;t +u2) 6 =0 (7.6.1)
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La diferencia, con lo anterior, esta en que las variables de campo ¢ (x)
no conmutan con sus variables conjugadas

En la relacién de conmutacioén [g,, p,v] = i,y €l factor g, es reempla-
zado por \/%qb(x,t) y similarmente el factor p,, = x¢,, es reemplazado por
K \/Z¢(x,1) lo que deja para el lado izquierdo a [¢ (x,7),¢(x',1)] y debe igua-
larse con id,,,, pero antes se divide por a y se usa la identificacion (7.5.9),
lo que da

[0 (x,1),0(x',1)] = i8(x—x') (7.6.2)
gue va acompanada de

[(D()C,l‘),(])(xl,t)]:o, [(ZS(X,I),(]S()C/,I)]:O. (7.6.3)

En el contexto relativista actual puede parecer extrano que las relaciones
de conmutacion estén dadas a tiempos iguales porque pareciera que se
esta privilegiando un sistema de referencia particular. Un poco mas abajo
se vera que el formalismo es perfectamente covariante.

A partir de las funciones

1

e—iE,;H-ip)C (764)
ATE,

fp(x7t>:

donde E, = \/p?+ u? y tales que satisfacen una relacién de ortonormali-
dad

i/ [£5 0 {00 f ()} — {05 (6,0} fp(e,)] dx=8(p—p)  (7.65)
se definen los operadores

alp) =i [ [f0d(0) = f 50 9] d

. . (7.6.6)
a'(p) =i [ [pnndlen) = v (x.n)] d

que, a continuacion, se argumentara que no dependen del tiempo. En
efecto, si se hace uso de la ecuacién de evolucion ¢ = 9%¢/dx> +u’¢, se
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desprende que
ap = i [(fyd+138-F30~ f39) dn
— i [(f;6- y0) dn
— i [ (1%~ iP)0 - F;9) dx (7.6.7)

En el tltimo paso se usd la notacion 9% = 9% /dx*. De los tres términos del
integrando aislamos

[ = i / f39%¢ dx
- i/a(f;a¢)dx—i/a<f;)a¢dx (7.6.8)
pero el primer término es nulo porque es una integral de superfice en un

dominio periodico. La ultima expresion se vuelve a integrar por partes y
da,

1=i [@f)0dx=i [(-pf;) ddx

y cComo f';; = —E[%f; el integrando final que expresa a, contiene el factor
—p* — u? +E2 que es nulo.

Puesto que ni a(p) nia’(p) dependen del tiempo es facil demostrar que

la(p),a" (p')]=8(p—p')

(7.6.9)
la(p),a(p')] =0 la*(p),a"(p)] =0
Con lo anterior se puede escribir ¢(x,7) en la forma
o) = [{aw) flen+a ) entdp 1610
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Capitulo 8

Campos cuanticos

8.1. El campo cuantico escalar en 3 + 1 dimensio-
nes

8.2. Funciones base
Para expandir los campos se define las funciones base

QI P S 8.2.1
f3" () e, (8.2.1)

CoON @, = /P> +U? Yy px=Wpxo—p-7, n==l.
En este espacio se define el producto escalar

(f,8)= i/ (ffg—frg) dr (8.2.2)
y es facil demostrar que
(757, 157) =88 (57 (8.23)

Se demuestra a continuacion que el producto escalar de dos solucio-
nes arbitrarias de la ecuacion de Klein-Gordon (que tiendan a cero en

167
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infinito mas rapido que r~2) es una cantidad independiente del tiempo.
Definiendo la integral

R= [ (fa=i5)d'r

en un volumen finito que luego se hara crecer a infinito y se calcula
R = [ (fe+si—fi—fe) dr
= | UV =g =gV —pd)f) &'
= /av (fVg—gVf)-dS

=0

Se us6 que las dos funciones satisfacen la ecuacion de KG, en otro paso
se hizo uso de que V- (fVg—gVf) = fV2g —¢gV?f y finalmente se supuso
que las funciones tienden a cero en infinito mas rapidamente que 2 para
que la integral de superficie se anule cuando dV se va a infinito.

8.3. La expansién del campo

En mecanica cuantica basica se trata de sistemas con un nimero finito
de grados de libertad. Un campo ¢(7,¢) representa infinitos grados de li-
bertad y es natural que la notacién al tratarlo cuanticamente sufra algunos
cambios.

A continuacion se considerara un campo cuantico ¢(7,z) cuya evolu-
cion libre queda definida por la densidad lagrangeana,

_ Ll 2.2
3_5(8 00— ¢> 8.3.1)

Asi como en mecénica clasica el momento conjugado a una variable ¢; es

pj= 5—5, en el contexto actual se definen los momentos conjugados a ¢,
J

gue se denotan & por

P, (8.3.2)
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Es natural entonces que la teoria sea contruida en base a las relacio-
nes de conmutacion

[0(7,1), (7, 1)] =i 83 (7—7") (8.3.3)

y todas las otras relaciones de conmutacion a tiempos iguales son nulas.
El campo se expande

6 = ¥ [dpal 1) (83.4)
= [{aw ss0+a@) 100}

donde debe entenderse que «t!) =ay o= = 4.
En forma enteramente similar a como se vi6 antes, se cumple que

ap) =i [ {006 - F30:0) 6.0} a7

(8.3.5)
a(B) =i [{f(E06(0) - fin) 0(n)} dF
En forma mas compacta lo mismo se puede escribir
ay) =n ( fé”),qb) (8.3.6)

De una propiedad ya vista del producto escalar se desprende que los a(
no dependen del tiempo.

De lo anterior se puede ver que

a5 =n8, 85— ) (83.7)

la(p),a(p’)] =
[a"(7),a"(B")] =0 (8.3.8)
la(p),a"(p)] =8¥(pF-p)
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8.4. H en base a los operadores de creacion y
destruccion

El hamiltoniano es

2/((‘9‘”) ¢)+u%ﬁ>d%

Explotando la expansion (8.3.4) se obtiene facilmente que

1
H= E/d3poop (apa;-i-a;ap)
Haciendo un corrimiento infinito de la energia se obtiene

3
H:/d pwpa;ap

8.5. La energia potencial entre dos nucleones

Al hamiltoniano libre de la seccion anterior se agrega un término de
interaccion con dos particulas puntuales clasicas H; = [ d°r./4,

i =gp (7)o (x)

donde

p(F) =8 (F—71)+ 8 (F-7)
El cambio de la energia, respecto a aquella del hamiltoniando libre H apro-
ximadamente es E, = EC+E) + E2+... donde E! = (n|.#4|n) =g p(¥) (n|¢|n) =
Oy

VamV,
E2 _ nmVYmn
L

Se calcula la perturbacion al estado fundamental

~/d3 [(o[Vip)|~ 0|V [p)[>

0—-w,
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donde
Vv = /c%’fd3r
_ g/dar;zaa(?_a)/dsp/ (an £y () +a) f)
d3 /
—i(p'Fi— a)/t) ¥ l(p Fi— a)/t)
V(2 Z/./2wp Ty )
pero <O al, ﬁ> = (p—p') por lo tanto
olvVIn) = / —* =1y ,—i(P Ti—o,t)
(0[v|p) \/72 \/ﬁ (B—p)e
S N VN R P 8.5.1
(27t)32a)p ( ) #>D
y entonces
2l & PR | P
0lVIB)* = (2 —ip(ri—ra ip(ri—ra )

El 2 en el paréntesis da un término divergente pero constante por lo que
se bota (no contribuye a la fuerza). Denotando 7 =7, — 7, se obtiene

2 3

g d’p ( _ip? | ipF

U — —_ % P p )
2(2%)2/ w3 ¢ te

2 - —
g 3 cosp-F
— d 8.5.2
<2n>3/ P32 (8:5:2)

A continuacion se trabaja la integral (la otra da el mismo resultado)

e

o 2
= 2/ p~dp / due P
o p2+u?

:2/ prdp e iPr—elPr

p +ur —ipr
d . .
= T A
0o p-t+u
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En la segunda de estas dos integrales se hace un cambio de variable
p — —p obteniéndose para /

[— 2n /°° pdpe'P’

ir J-e (p+in)(p—ip)
integral que puede hacerse por residuos integrando sobre el semiplano
superior, lo que toma el residuo del polo p = iu, lo que da

2 Le ™+
1 = Zomte

ir 2iu

r
De donde, finalmente se obtiene
2 ,—ur
Uy=_58° (8.5.3)
4T r

que es el potencial de Yukawa. El potencial de Yukawa es el potencial
entre dos nucleones debido a la presencia del campo de piones pero en
ausencia de particulas-piones.

8.6. Relaciones de conmutacién a tiempos distin-
tos

A continuacion se calculara las relaciones de conmutacion

— —/ /
[0(7,1), 6 (F'.1")]
y, entre otras cosas, se vera que el formalismo es covariante. Para calcular
esta relacidn de conmutacién se hace uso de (8.3.4),

900G = X [dpdy [dan] fi 47
= ¥ [@pd s, G518
[Pl 56 - FWhHE)
. d3

. p . /
z/ Crrw, sin(p(x—x'))
= iAx—x;u?) 8.6.1)
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En la ultima linea se ha definido una funcién A.

En las préximas lineas se demuestra que la siguiente funcion explici-
tamente invariante da iA:

d4p :
—ipx 2 2,2
| Gy epo2m3(p )
donde €(py) es la funcion signo de py. La delta de Dirac esta garantizando

que el cuadrado del cuadrivector de momento es el correcto. Este delta se
puede escribir

5(170 - wp) + 5(170 + wp)
20,

8(p* —p*) = 8(py— @) =
Al hacer uso de los 6 la integral original se convierte en
/ d3p e_,-wp,_,_iﬁ.y_/ d3P oI
(2m)2m, (27)*20m,

En la segunda integral se hace el cambio p — —p lo que finalmente reduce
la suma de ambas a

/ ’p sin

—l T a2 X

(27)* @, P

que es la forma como originalmente se definid iA(x; u?).

Con esto se ha demostrado que el conmutador [¢(x), ¢ (x')] en un inva-
riante lo que hace muy satisfactorio el formalismo desde el punto de vista
de su covariancia.

Si se tiene que x? < 0, existe un sistema de referencia en el cual xy = 0,
es decir, donde los eventos x y x' son simultaneos. Pero ya se sabe, de
(7.6.3) que los campos en tal caso conmutan, es decir, A con xy nulo se
anula. Se desprende que los campos evaluados en eventos separados por
una distancia tipo espacio conmutan, lo que se relaciona con causalidad.

8.7. Rompimiento espontaneo de la simetria: bo-
sones de Goldstone

Para ilustrar la nocidon de rompimiento espontaneo de la simetria y
boson de Goldstone se usara una densidad lagrangeana con un ¢ de

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Licenciatura en Fisica



174 Pa’[rICIO CO I‘derO S version de noviembre 2007

i )\
¢‘(m)

Zo= 5 (6005712850 (3-6)) 871

dos componentes reales,

y se comienza con

. - . . ,LL2 .
que tiene su minimo de potencial para ||¢|| = 1/ 5;. Se hace el cambio de

variables siguiente
> igs, ( O\ [ psin6
p=e 2<p)_<pcose (8.7.2)

Asi se ha pasado de las variables ¢; a las variables (p,0). Con estas
variables la densidad lagrangeana original resulta ser

L = =(pvp"+p°6,0" +u’p>—hp*)

N — N =

1
(pvp" +1%p%) +2 (p76,0 —hp*)

La ecuacion de campo para p es
o9V p—u*p*+2hp* =0

. ‘s 2 .
que admite la solucion constante pg = % = 1. Esto sugiere hacer el

cambio de variable
1

p=n+R, G:ET (8.7.3)

de donde
p*=n*+2nR+R*, py=R,

con lo cual

1 2
Ly=> (RNR"’ _ (ﬁy) R2+TyTV +.. )

donde los términos no escritos son cubicos o de mas alto orden, es de-
cir, representan interacciones. El resultado obtenido es que el campo R
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tiene asociada una masa mz = v/2u mientras que el campo T no tiene
masa. Este ultimo, por no tener masa, se denomina bosén de Goldsto-
ne. El campo R representa las oscilaciones radiales y T las oscilaciones
tangenciales, ambas en el minimo degenerado del fondo degeneradodel
potencial original.

En la seccion que sigue se vera que si se agrega un campo asocia-
do a la invariancia de gauge del sistema (acoplamiento minimal) existen
nuevas variables de campo tales que desaparece el bosén de Goldstone
y aparece un término de masa para el campo de gauge. Esto es lo que se
conoce como mecanismo de Higgs-Kibble.

8.8. Mecanismo de Higgs-Kibble

Se define una nueva densidad lagrangeana . a partir de aquella defi-
nida en (8.7.1) introduciendo el acoplamiento minimal

av$ — (av - %Av) 6
donde

AV = O-ZAV

obteniéndose

1
—_F,, F"* (8.8.1)

Si se define
U= eiAGz

donde A = A(x) se puede verificar que £ es invariante a la transformacion
simultanea . .
¢ —U¢

A, —>Av+%/\,v (8.8.2)
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Para demostrar esta invariancia es util notar que

U '9,U =iA o,
A continuacion se muestra como transforma la derivada de gauge:
(av - %Av) ¢ — (av - ifAv - iGsz) U¢
La primera contribucion a la derecha es

WU¢ = (dU)+Ud\é
= U(iooAy)$+Udo

de donde resulta ahora directo, ver que

(av - i—eAv) § U (av - i—eAv) ¢
C C

En otras palabras, la derivada de gauge de ¢ transforma igual que ¢ mis-
mo. El resto es trivial.

Existe un cambio de gauge (una transformacion U) que hace que el
campo ¢ escrito en su forma (8.7.2) sea puramente real. En efecto, esco-
giendo A= -6

U — e*iecz

se obtiene

Esta transformacion implica
C
AV — BV :Av - _97\/
e

Si, junto con hacer este cambio de gauge se hace el cambio (8.7.3) se
obtiene un expresion para la densidad lagrangeana donde el campo de
Goldstone 6 (o T) ha desaparecido y, en cambio aparece un término de
masa para B,. Se puede ademas ver que no aparecen términos lineales
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en los campos. Los términos cinéticos de la densidad lagrangeana final
son

T4 vA 16h
el resto son términos cubicos o de mas alto orden.

qLa densidad Z inicial formalmente tenia dos grados de libertad debido
a ¢ y dos debido al campo de gauge (sin masa) A, . El sistema final tiene
un grado de libertad en R y tres debido al campo vectoral masivo B,,.

1 2 1
F FV)L e .u' Bva+2< VRV (\/7“) R2>

8.9. Hacia el modelo de Weinberg y Salam

Este modelo tiene muchos mas ingredientes que los anteriores. No so-
lo incluye particular escapalares, sino también espinoriales y se introduce
un acoplamiento minimal asociado a la simetria de gauge que la densidad
£ tiene.

Se define los espinores dobles con
_1-p ( Wy, ) . g=ltm,
2 Ve 2
ademas se define el campo escalar complejo
_ [ P+
- ( %0 )

Con ellos se define una densidad lagrangeana

L = iRyVavRHZyVaVL—Ge{i¢R+R¢TL}

10,107~ Moo —n(0%0)”

Se destaca que en este modelo M? <0y & > 0 lo que garantiza que hay
un boson de Goldstone que desaparece cuando se hace el acoplamiento
minimal que completa al modelo.

En % debe entenderse que

oL = 1—% (%%) < %v )

= - YS (‘P+‘Vve + @ ‘l’e)
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Se puede demostrar que esta densidad lagrangeana es invariante bajo las
transformaciones del grupo U(2) de cuatro parametros:

L —s pila+d-d)/2p
R — €°R
o — ei(f(x+56~3)/2¢
Arriba & se refiere a las matrices de Pauli.

Para definir el modelo W-S se debe introducir el acoplamiento mini-
mal con cuatro campos de gauge. Las derivadas de gauge (acoplamiento
minimal) consiste en

io) R — V,R=(idy—gBy)R
o)L — V,L= (i&v —£B, - %Av) L (8.9.1)

00 — Vyo= <i8v —¥p, 4 %Av> 0

donde A, = ¥,A;,0; = A, . Es facil verificar que las derivadas de gaude
V transforman de igual forma que el campo al cual afectan.

Al hacer el reemplaso de las derivadas o, por las derivadas V, se ob-
tiene la densidad lagrangeana .« que, luego de hacer uso del mecanismo
de Higgs-Kible se convierte en la densidad lagrangeana de Weinberg y
Salam.

De los cuatro campos de gauge tres adquieren términos de masa:

Wy = %(Alv +iAzy) complejo: cuenta por dos

1 8.9.2)
Z, =—"—(gA35v+%B (
\% \/W@ v+ 2 v)
mientas que
1 g
Ay = 7(8A3v - —Bv)

2

V&2 +g"?

gueda sin masa y es identificado con el campo electromagnético.

Los W y Z son conocidos como los bosones intermediarios de las inter-
acciones electrodébiles. Los términos de masa asociados a los bosones
intermediarios se expresan en término de constantes conocidas lo que
hizo facil saber donde buscarlas. Fueron observadas en 1983 en CERN
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precisamente con la masa que el modelo W-S afirma (80,4 y 91,2 [GeV]),
esto es, son casi cien veces mas pesadas que el proton.
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