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Introduccidn

Unidades

magnitud | simbolo | dimensiones | unidad

longitud l metro m

tiempo t segundo S

masa M kilogramo K

energia M£2t—2 Joule J

potencia = Me2t3 watt w=J/s
magnitud simbolo | dimensiones | unidad
carga aeQ | VM¢ coulomb C=As
potencial eléctrico Y VM32t2 | volt v
cpo. eléctrico E VM2 volt/metro Vim
cte. dieléctrica € 202 farad/metro F/m
cpo. de desplazamiento ) VM ¢-3/2 coulomb/metro? C/m?
capacidad C t2¢1 farad F=C/IV
resistencia R {/t ohm Q=VI/A
corriente eléctrica I VMt ampére A
densidad de corriente J VMt=1¢-3/2 | ampére/metro? A/m?
conductividad g te—2 1/(mQ)
cpo. magnético B VM/ett tesla T=Wh/m?
pot. magnético A VMt tesla metro
intensidad magnética H VM/ett ampeére/metro Alm
permeabilidad magnética u 1 henry/metro H/m
magnetizacion M VM7t ampeére/metro A/m
flujo magnético @ VM 321 | weber Wb
reluctancia R ampére/weber A/Wb
inductancia L ¢ henry H

Algunas de las cantidades importantes y sus unidades. Se puede tomar como unidades
independientes de tiempo el segundo [s], de longitud el metro [m], de corriente el am-
pére [A] y de potencial el volt, [V]. Asi entonces, por ejemplo, el ohm no es una unidad
independiente sino que Q=V/A.
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Pequeia cronologia
= 1767 — Joseph Priestley propone que la ley de fuerza entre cargas es del tipo 1/r?.
No presenta evidencias

m 1785 — Charles Coulomb muestra experimentalmente que la fuerza entre cargas pun-
tuales Q1 y Q2 es proporcional a %

= 1786 — Luigi Galvani descubre que procesos producen electricidad (base para nues-
tras pilas modernas); creia que ellos estan ligados a seres vivos

= 1800 — Alessandro Volta inventa y construye la primera pila

= 1801 — Thomas Young demuestra que la luz es de naturaleza ondulatoria. Sugiere
que la luz consiste de ondas trasversales del eter.

= 1817 — Augustin-Jean Fresnel afirma que el eter es arrastrado por materia en movimien-
to

m 1820 — Hans Christian @rsted descubre que el paso de una corriente por un alambre
desvia una brudjula cercana; corriente eléctrica crea campo magnético

= 1825 — André-Marie Ampeére: este afio se publican sus memorias; se dice que inau-
guro el estudio de electrodinamica

m 1827 — Georg Simon Ohm establece la ley de resistencia eléctrica

= 1827 — George Green introduce el concepto de potencial eléctrico e introduce lo que
conocemos como teorema de Green

= 1831 — Michael Faraday, entre sus innumerables estudios experimentales establece
la ley de induccion; crea el concepto de lineas de fuerza

= 1833 — Heinrich Lenz afirma que la corriente inducida en un circuito cerrado tendra el
sentido que que implique que su efecto se oponga al cambio que causé la aparicion
de la corriente inducida (“ley de Lenz”)

= 1842 — William Thomson (Lord Kelvin) basandose en las ideas de Fourier logra es-
tablecer la ley de continuidad que implica la conservacion de la carga eléctrica

= 1849 — Hippolyte Fizeau y Jean-Bernard Foucault miden que la velocidad de la luz es
aproximadamente 298000 km/s

m 1864 — James Clerk Maxwell presenta las ecuaciones que describen la dindmica de
los campos electromagnéticos

= 1873 — James Clerk Maxwell demuestra que la luz es un fenémeno electromagnético

= 1881 — Albert Abraham Michelson comienza una serie de experimentos para deter-
minar el arrastre del eter

iNDICE GENERAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Capitulo 1

Electrostatica y aislantes

1.1. Ley de Coulomb

Dos cargas puntuales Q y q se ejercen fuerzas (de Coulomb) de igual mag-
nitud y signo contrario. La fuerza de Coulomb que actua sobre una carga
puntual Q en F debido a la presencia de una carga puntual g en r”’ es,

Fo= a2 70 (1.1.1)

0

Figura 1.1:La fuerza entre dos cargas puntuales es colineal al vector de posicién relativa.

11
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En el sistema internacional de unidades, Sl (o0 MKS),

farad
metro

(1.1.2)

o = 10
0= Arrc?

= 8,8541878171@12[—]
c = 29979245%2]

y c es la velocidad de la luz.
Toda carga eléctrica es un multiplo entero de

la carga del proton (0 menos la carga del
electron):

ge = 1,6021773310°19C]. (1.1.3)

La fuerza de Coulomb es muchisimo mas
fuerte que la fuerza gravitacional. El cuo-
ciente entre la fuerza de repulsion eléctrica
y atraccion gravitacional entre dos protones
colocados a cualquier distancia es

2
Ge/4mE0 4 536 (1.1.4)

G

viéendose de inmediato la importancia des-
preciable de los efectos gravitacionales en el

Charles Augustin de Coulomb es uno
de los grandes cientificos europeos del
siglo XVIII. Publicé importantes traba-
jos en diversas areas, tales como “pro-
blemas de estatica relativos a la ar-
quitectura”, “resistencia de materiales”,
“la mejor manera de fabricar agujas
imantadas”, “balanza de torsion”, “leyes
de electrostatica”, “teoria de maquinas
simples teniendo en cuenta el roce
de sus partes”. En 1785—muy poco
antes de que comenzara la revolucién
francesa—presento a la Academia Re-
al de Ciencias tres memorias en las que
establece las leyes de atraccion y repul-
sion de cargas eléctricas.

estudio de las interacciones a nivel molecular.

El campo eléctrico que produce, en un punto F,
ubicada en

una carga eléctrica g puntual

F—r
E(F) = — ‘ 115
) Areo ||P— Pyl ( )
es tal que la fuerza que actlia sobre una carga puntual gen Fes
Fq=9E(P) (1.1.6)

Esta definicién no depende de la eleccion del origen O ya que depende de

posiciones relativas. * Ver la figura 1.1.

Lpara convencerse de esto considere la forma como cambiaria la expresion para Esien
lugar de O se usa como origen un punto O’ con posicién & con respecto a O.

1.1. LEY DE COULOMB Facultad

de Ciencias Fisicas y Matematicas
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La expresion (1.1.5) para el campo asociado a una carga puntual g contiene
los vectores 'y I, los cuales dependen del origen O escogido.

Para expresar el mismo campo utilizando un origen O’ se debe usar los nuevos
vectores " y Iy’ que se relacionan con los anteriores por F=a+r"y rq=a+rgy’

donde &= O00Q'. Al hacer estos reemplazos en (1.1.5) se preserva la forma del
campo, pero ahora en términos de los vectores posicion relativas al nuevo
origen.

En fisica se habla de particulas como objetos puntuales con masa
y, a veces también con carga eléctrica. Desde el siglo XIX se ha
visto la necesidad de incluir también la nocién de campo que es un
objeto fisico definido continuamente en el espacio. En electromag-
netismo se estudia el campo eléctrico ﬁ(?, t) y el campo magnético
§(F,t). Ambos son campos vectoriales. Los campos no son meros
artificios teoricos: tienen energia y se pueden propagar en forma
ondulatoria. Los campos también acarrean momentum.

1.2. Campo eléctrico de fuentes compuestas.
Principio de superposicion

Si se tiene N particulas cargadas, de carga gk con (k= 1,2,...N) ubicadas en
puntos definidos por los vectores posicion i, cada una de ellas produce, en
todo punto I, un campo y el campo total es la suma de los campos separados
de cada carga,

2 2

1 F—r
E(F) = X 1.2.1
)= 200 22 PP 2

Este es el principio de superposicion de los campos eléctricos: el campo total
es la suma vectorial de todos los campos que se tenga.

Lo anterior puede ser generalizado al caso en que se tiene distribuciones
continuas de cargas. Se puede tener cargas distribuidas continuamente en
volumen, y se habla de una densidad volumétrica p(") de carga, o bien de
una densidad superficial o-(F’) de carga o, por Ultimo, una densidad A(F") en el
caso de una distribucion lineal o filiforme .

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias
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Figura 1.2:A la izquierda el campo debido a muchas cargas es la simple suma vectorial

de los campos que cada una provoca. A la derecha el campo E(?) debido a una distribucion
continua de carga (recorrida por ') se puede calcular con (1.2.2).

En cada uno de estos casos se puede hablar del elemento dg(F’) de carga
asociado al punto F de la distribucién continua. El campo producido por una
distribucion continua se puede escribir

1 o
E(r) = P’ 1.2.2
() dneg) P= r9,”3dq(r ) ( )

donde, segun sea el caso,

dg =aA(r")dr’, (linea)
dq =o(f")dS’, (superficie) (1.2.3)
dg =p(")dV’ (volumen)

Una fuente puede constar simultaneamente de un conjunto de cargas discre-
tas puntuales, que obligan a escribir parte del campo como una suma discreta,
mas una serie de distribuciones continuas de distintas dimensiones (d = 1,2, 3)
lo que agrega una integral del tipo (1.2.2) por cada una de ellas.

Esercicio 1.2-1.Demostrar que el campo producido por un hilo recto e infinito con densidad
uniforme g y a distancia p de él se escribe, en coordenadas cilindricas, como

E(r) = 220% (1.2.4)

Esercicio 1.2-2. Demostrar que el campo que produce un disco de radio R, con densidad
de carga uniforme o en un punto de su eje es,

n=0(2__ %2 |«
E(P) = 280(IZ| R2+22) k (1.2.5)

1.2. CAMPO ELECTRICO DE FUENTES COMPUESTAS. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
PRINCIPIO DE SUPERPOSICION
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Tal vez lo mas importante de este ultimo resultado es que se puede calcular
el campo producido por un plano infinito cargado uniformemente. Tomando el
limite (R— o) el resultado anterior se reduce a

EP)==—k (1.2.6)

El campo de un plano infinito con densidad uniforme o positiva apunta siem-
pre hacia afuera del plano. Si el plano es horizontal, el campo sobre el plano
apunta hacia arriba y bajo el plano apunta hacia abajo.

BEjercicio 1.2-3. Calcule el campo total en un punto cualquiera, debido a dos fuentes car-
gadas: un plano infinito con densidad de carga o y una recta infinita que forma un angulo a
con el plano y que tiene densidad de carga Ag.

¢Puede un cuerpo A actuar sobre un cuerpo B distante? La ley de Coulomb
(1.1.1) parece indicar que la respuesta es si y si asi fuera un cambio en la
posicion de A afectaria instantaneamente al valor de la fuerza sobre B. Sin
embargo la respuesta es un rotundo no. En el caso de la ley de Coulomb lo
que sucede es que cada carga ( modifica el espacio circundante creando
un campo. Cada carga esté rodeada de su campo eléctrico y una carga
en”’ sufre el efecto de la carga q en [ tan solo porque sobre  actuia una
fuerzaF = o Eq(r”’) que considera el valor ' de la carga eléctricaenrt”’ y el
valor vectorial E(”) del campo que se debe a q, evaluado en ¥”’. Se subraya
que ambos objetos estan en el mismo punto. Ademas el campo eléctrico
creado por q a cierta distancia reacciona con retardo a los cambios de
posicién y velocidad de q. Tal informacion se propaga a la velocidad de la
luz. No se vera la descripcion de estos efectos retardados.

1.3. Ley de Gauss

A continuacién se analizara el flujo del campo eléctrico a través de una super-
ficie cerrada S que encierra un volumen V,

Og = E-dS (1.3.1)
S=0V

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias
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lo que va a permitir reescribir la Ley de Coulomb en forma diferencial.

Consideremos una carga g en el origen O. El elemento de flujo d® del campo
eléctrico de una carga puntual g a través de un elemento de superficie dS es
do = E(F)- dS. Este elemento de superficie subtiende al elemento de angulo
sélido dQ2 que caracteriza al cono con vértice en la posiciéon O de qy es
generado por el continuo de rectas que van desde g hasta el perimetro de
dS. El elemento de angulo sélido dQ es comun a todos los elementos de
superficie que se obtiene al seccionar este cono con un plano. A una distancia
fija r de g la menor seccion posible—de magnitud dSp—se obtiene cuando el
angulo «a entre d§y el vector unitario f es nulo. Una seccion oblicua en ese

ds
4%

[of

O

Figura 1.3:El elemento de superficie dS se relaciona al elemento de superfi-

cie dSp ortogonal al radio vector por dS = %

punto tiene una magnitud dS = C‘%)Z. Para un « fijo, la seccion crece cuando

aumenta la distancia r entre q y la seccion. La relacion precisa es
_r2do

dS =n—— (1.3.2)
COx

donde f es la normal a la seccién que se trate. Con lo anterior el elemento de
flujo es,
r2dQ

IE|IF - A—
CoOXxy

= 9 1240
Areor?

do

1.3. LEY DE GAUSS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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q
4rreg

do (1.3.3)

que es independiente de r.

De lo anterior resulta que el flujo de campo eléctrico que pasa a través de una
superficie cerrada es la integral de la expresion anterior,

q
4rreq

E.d§ = 3 (1.3.4)
S=0V €0

Dg do

independientemente de la superficie cerrada que se utilice. A esta Ultima
relacion se la conoce como Ley de Gauss.

Este resultado se ha obtenido considerando una carga puntual g rodeada de
una superficie cerrada cualquiera. Si el origen se escogiera en un punto que
no coincide con la posicion de q el resultado seria el mismo. Tan solo que la
argumentacién geométrica seria un poco mas complicada.

Si en lugar de una carga puntual se considera N cargas puntuales, rodeadas
por una superficie, se obtiene un resultado analogo a (1.3.4) recordando que
el campo en cualquier punto se puede expresar como la suma de los campos
de cada una de las cargas. Cada uno de estos campos arroja un resultado
(1.3.4) y el campo total tiene un flujo que es la suma de los flujos de cada
carga: 7 Y Gi.

Completamente en general, el flujo del campo eléctrico a través de una su-
perficie S es proporcional a la carga total Q4 que hay en el volumen V' y cuyo
borde es S = 9V, lo que nuevamente da la Ley de Gauss

£ ds=2 (1.3.5)
S=0V €0

Las cargas que estan fuera del volumen V no contribuyen al flujo.

Ley de Gauss. El flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada
S esigual a la carga total Q4 encerrada por S, dividida por la constante &g.

Para obtener la ley anterior es crucial la propiedad de (1.3.4): el flujo total de-
pende tan solo de la carga, pero es independiente de la forma de la superficie
y de la posicién de la carga dentro del volumen encerrado.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



18 Patricio Cordero S. versa 20112

La ley de Gauss vale para todo tipo de fuentes y para todo tipo de superficies
cerradas. En particular, si se tiene una distribucion volumétrica caracterizada
por una densidad de carga p(F’), la ley de Gauss garantiza que,

1
D= —fp(?)d(v (1.3.6)
€0 Jvy
pero por definicidn es,
o= E.-dS
oV
pero el teorema de la divergencia (o de Gauss), establece que toda funcion
vectorial A(F) satisface
95 K-dé:f V-AdV (1.3.7)
v 4%
de modo que el flujo también puede escribirse en la forma
cpzf V-Edv (1.3.8)
Vv
lo que conduce a la igualdad
1
— | p(P)dV= f V-EdV (1.3.9)
€0 Jy vV

Puesto que esta igualdad es valida para todo volumen V, ella implica que
1
V-E(F) = —p(F) (1.3.10)
0

igualdad que puede ser interpretada como la forma diferencial de la Ley de
Coulomb. Esta expresion es una de las ecuaciones fundamentales de la Elec-
trodinamica.

La densidad de carga p que aparece en (1.3.10) debe entenderse en forma
muy general. Con ella se puede expresar cualquier distribucion de carga. Dos
ejemplos: (1) si se estudia un campo eléctrico (1.2.1) proveniente de un con-
junto de cargas puntuales se obtiene f(vpd(V = >k Ok, €sto es, la suma sobre
todas las cargas que estan dentro del volumen V; (2) si el campo proviene de
una densidad de carga superficial o-(F’) definida en una superficie S se tiene
que [pdV = fs(q/)o-dS donde el dominio de integracién S(V) es la parte de
la superficie S que queda dentro del volumen V.

Esercicio 1.3-4. Utilizando la Ley de Gauss calcule en cualquier punto del espacio el campo
eléctrico debido a un cilindro recto infinito de radio a con densidad de carga uniforme po.
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1.4. Potencial eléctrico

Mientras se esté estudiando electrostatica, los campos eléctricos son estric-
tamente el efecto de la presencia de cargas, tal como se ha dicho hasta aqui.
Esos campos, como puede verse—por ejemplo de (1.2.2)—son irrotacionales,
es decir,

VXE(P) =0 (1.4.1)

Esta propiedad seguira siendo valida durante todo el estudio de fenbmenos
electrostéticos y corrientes continuas. Si un campo es irrotacional la integral
de camino

be?-dF (1.4.2)
a

no depende del camino que se escoja para integrar entre dos puntos arbitrar-
ios &, b. En tal caso tiene sentido definir una funcion escalar V(F), llamada
potencial eléctrico, por medio de,

V(P) = - fr F)E’(r*')-dr*’ (1.4.3)

donde g es un punto arbitrario para el cual se escoge que el potencial eléc-
trico sea nulo. En otras palabras, la funcion potencial eléctrico esta definida,
salvo por una constante aditiva, arbitrariedad que es usada para fijar el valor
del potencial en un punto escogido. El potencial es una funcion continua salvo
en puntos  donde E(P) sea divergente.

La definicion (1.4.3) es equivalente a decir que V(F) es una funcién escalar tal
que,
E(P) = -VV(P) (1.4.4)

El campo eléctrico apunta en la direccién en que el potencial decrece mas
rapidamente.

Es de particular interés estudiar el potencial eléctrico en distintas situaciones
fisicas y ver la forma de las superficies en las que el potencial tiene un val-
or constante: las superficies equipotenciales. Debido a la propia definicion de
gradiente se puede afirmar que el campo eléctrico es perpendicular a las su-
perficies equipotenciales.
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De (1.3.10) y (1.4.4) resulta la ecuacion de Poisson para el potencial,
2\ /(7 1 s
VV(P) = ——p(P) (1.4.5)
€0

Esta ecuacion es una de las formas utiles para determinar la funcion potencial
en muchas situaciones fisicas de interés. Lo importante es saber resolver la
ecuacion de Poisson con las condiciones de borde correctas. En las zonas
donde la densidad de carga es nula la ecuacién anterior tiene lado derecho
nulo y se denomina ecuacion de Laplace.

Se puede comprobar que el potencial para una carga puntual q ubicada en un
punto arbitrario ry es,

q 1 1

- = (1.4.6)
Areo \|IP— Tyl [IFo— Fyll

Vo(F) =

Basta calcular el gradiente de esta expresion.

La generalizacion de lo anterior al caso del potencial de un conjunto de car-
gas es trivial, ya que la propiedad de superposicién del campo eléctrico y la
relacion lineal que conecta al potencial con el campo eléctrico permite asegu-
rar que el potencial de un conjunto de cargas es la suma de los potenciales
debidos a cada una de ellas ,

V() = — qu(l ! 1 ) (1.4.7)
k

~ 4neo IP=ridl - 1IFo —Fidl

Como puede verse, este potencial esta definido para que se anule en un punto
Fo arbitrario.

Escogiendo rp infinito, el potencial V(F) de un conjunto discreto de cargas
puntuales gk con posiciones rk es

1 Ok

V() =
© 4meo 4 |IP =il

(1.4.8)

El potencial para el caso de una distribucidon continua es semejante. Basta
cambiar las sumas por integrales sobre los elementos dq de carga del sis-

tema,
V(F) 1 f( L 1F,H)dq(r*’) (1.4.9)

~drso J \IP-PIl IFo-
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Esercicio 1.4-5.Demostrar que el potencial eléctrico debido a un alambre rectilineo infinito
con densidad de carga uniforma Ag es,

_Aolog(p/po)

V=
2reo

(1.4.10)
donde p es la distancia perpendicular entre la recta cargada y el punto en que se evalua el
potencial y po representa la distancia perpendicular desde el punto de referencia (o) y el
alambre cargado.

BEiercicio 1.4-6. Demostrar que el potencial eléctrico para p > a debido a una superficie
cilindrica de radio a con distribucion de carga uniforme o = ;ﬂ—% es

V(o) = ‘zi_io l0g(o/0) (1.4.11)

La ecuacion (1.4.10) y (1.4.11) muestran que las equipotenciales son superficies cilindricas
centradas en el eje del sistema. Este problema puede resolverse tanto utilizando la definicion
del potencial dada en (1.4.3) haciendo uso del resultado (1.2.4), como también integrando
directamente (1.4.9) con la densidad uniforme conocida.

Como se vera en (1.5.8) el campo eléctrico producido por una distribucién de
cargas de tamairio finito (es decir, cabe en una esfera de radio finito), medido
a distancia suficientemente lejos de la fuente, se comporta como el campo
(1.1.5) de una carga puntual con carga g igual a la carga total de la distribu-
cion. Una buena aproximacion para el potencial a esa misma gran distancia
es el potencial (1.4.6) de una carga puntual. En otras palabras, todo campo y
potencial de una fuente de tamafio finito y carga neta no nula tiene un compor-
tamiento Coulombiano a distancias suficientemente grandes de la distribucion
de cargas.

En mecénica la energia potencial de una particula, asociada a una fuerza
conservativa F(P) se define como

U(r):—ﬁ:ﬁ-dw

Ya definimos en (1.1.6) la fuerza electrostatica F= q E sobre una carga puntual
g en presencia de un campo eléctrico externo. De esto se infiere una relacion
directa entre esta energia potencial y el potencial V(I)

U(P) = qV(F) (1.4.12)
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1.4.1. Algoritmo para integrar la ecuacion de Poisson

Consideremos el caso bidimensional (algo trivialmente semejante se puede
hacer en 3D) de la ecuacién de Poisson V2® = G. Discretizando el espacio
con un reticulado cuadrado de paso h la ecuacion se puede representar en la
forma

Diy1k—20ik+Di—1k  Djks1—2Djk+ Djk-1
2 * h2

= Gjk (1.4.13)

Bésicamente el algoritmo es un método “de relajacion”: inicialmente se coloca
valores arbitrarios en cada nodo del reticulado y luego se hace repetidamente
el reemplazo

1
Dik 7 [(Di+1,k + @ik + Di k1 + Dik-1— thik] (1.4.14)

en cada nodo cuidando respetar las condiciones de borde. La expresion ante-
rior resulta de despejar formalmente ®; i de (1.4.13). Se esta suponiendo que
el problema tiene condiciones de borde rigidas.

Si se aplica (1.4.14) reiteradamente, se puede demostrar que ®jx converge a
la solucién del problema. Un error comun es intentar usar dos arreglos ®;,
uno para los valores actuales y otro para los nuevos que van resultando de
(1.4.14), pero esa forma de proceder no siempre converge. Para usar este
algoritmo se debe tener un solo arreglo @j .

Una variante de (1.4.14) es
w
Dik — (1-w)Djk+ 2 [(Di+l,k +Dj_gk+ Dj g1+ Djy-1— hZGik] (1.4.15)
donde 0 < w < 2 es un parametro que acelera la convergencia de este método

de relajacion cuando se cumple w > 1. Sin embargo si w estd muy préximo a
2 el algoritmo se puede hacer inestable y no converge.

1.5. Dipolo eléctrico y expansion multipolar

Es normal que el calculo del campo eléctrico que produce una fuente car-
gada arbitraria no pueda ser calculado en forma analitica. En tales casos
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es necesario hacer ciertas aproximaciones. La que se vera en este capitu-
lo corresponde a la aproximacién del potencial eléctrico de una fuente finita,
estimado para distancias grandes de la fuente.

Dipolo eléctrico . Se calculara el potencial y el campo causados por un par de
cargas puntuales (+q) y (—q) separados por una distancia §. Sea O’ un punto
arbitrario sobre la recta que une a las dos cargas puntuales. Su posicion es
F’. Las posiciones de las cargas qy —q, con respecto a O’ estan dadas por
ay b respectivamente. La distancia entre las cargas es 6 = a+b. Se usara

q

Figura 1.4:Dos cargas q y —q separadas por una distancia a+b crean un
campo en P cuya aproximacion dipolar es de interés.

la convencion V(o) = 0. Se desea determinar el potencial en un punto muy
lejano arbitrario P con posicién . El vector desde O’ hasta P es A =r—r1". El
vector desde la carga q hasta el punto P es: P—r’ —&= A-4&. El potencial en
P debido solamente a la carga g es:
Vof) = ———
Arepl|A - dl|

q

drzoh |1~ 285+ 0((2))

q a-A
e (1+ S ) (1.5.1)

Q

&

Sumando los potenciales debidos a las cargas qy —(, ambos evaluados en T,
resulta
q 8-(P-r)

1.5.2
dreg ||P-77||3 ( )

Vq,_q(r_')) =
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donde & = 8- b es el vector gue va de —@ hasta g. Este resultado no depende
explicitamente del punto O’ particular escogido.

Noétese que este potencial decrece como el inverso del cuadrado de la distan-
cia A entre el sistema de las dos cargas y el punto P donde se determina.

Es muy conveniente idealizar al par (g, —Q) a distancia 6 como un dipolo pun-
tual P, que se obtiene al tomar el limite @ — co y simultdneamente § — 0, de
tal modo que

p=limqé (1.5.3)

permanezca finito.

La razén de tomar este limite es, por un lado, que en él todas las aproxima-
ciones hechas en los pasos anteriores pasan a ser exactas y por otro lado,
fisicamente los dipolos que interesan son muy pequefios y su extension 6 es
despreciable. Ejemplo tipico es la molécula de agua.

La expresion (1.5.2) se puede escribir,

p-(F-1)

Vipolo(F’ _—

(1.5.4)

ﬁ 'V, = 1—»
drreg [|F—r"||
y representa al potencial en I’ de un dipolo g ubicado en 1.

Si se tiene un conjunto de cargas qi,0p,...qn tal que su suma sea nula, Q =
>kAk = 0, se define el momento dipolar eléctrico asociado a este sistema
como:

N
= (1.5.5)
k=1

Es facil comprobar que esta definicion no depende de la eleccion del origen
cuando Q =0.

1.5.1. Expansion multipolar

Sea una fuente finita definida por una distribucién volumétrica p(F) de carga.
El potencial de esta fuente es (ver (1.2.3) y (1.4.9)),

1 p(F)dV’
 dreg el

V(P) (1.5.6)
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Se escoge el origen en un punto cer-
cano a la fuente, para que el vector r’
tenga una magnitud acotada, y se elige
un punto F lejos de la fuente para que se
pueda considerar r > r’. A continuacion
se hace una expansion como la que llevo

a (1.5.1), obteniéndose, Figura 1.5: Interesa el campo lejano de-

o bido a una fuente definida por una distribu-

1 1 rr cién volumétrica p(f’) de carga acotada
Tt (1.5.7) A7) g

IP— || Tr r3 en el espacio.

Es claro que (1.5.7) es una serie cuyos términos pueden deducirse sin mayor
dificultad.

Con (1.5.7) el potencial puede escribirse como:

1 1 rr
r)(= .)dy’
4neg fp(r )(r e Jav

1 Q 1 pr
47T80?+47T80 r3 T

V(r)

(1.5.8)
donde,
Q
p

f p(F")dV’ = carga total

f?'p(?’)dfv' = momento dipolar total

El resultado (1.5.8) demuestra que el potencial de una fuente finita arbitraria,
visto desde suficiente distancia, esta dominado por una forma Coulombiana
(1.4.6) en la convencion de que V() = 0. Pero si Q =0, g tiene un valor
independiente de la eleccion del origen, tal como en (1.5.5).

1.6. Generalidades sobre dieléctricos

Hasta ahora solo se ha estudiado el campo eléctrico en el vacio. La nube
electrénica negativa en torno a los iones o centros cristalinos de todo material,
aislante o conductor, no es necesariamente simétrica, lo que tiene por efecto
gue las moléculas se comporten como pequefios dipolos.
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En un material dieléctrico aislante los electrones se mueven en torno a los
centros cristalinos y estan firmemente ligados a ellos. Un material dieléctrico
aislante puede modelarse como un agregado de pequefios dipolos.

Si se aplica un campo eléctrico a lo largo de un trozo de material aislante, los
dipolos moleculares tienden a orientarse en la direccion del campo eléctrico
y se detecta densidades de carga superficiales positivas en un lado de la
muestra y negativas en otro lado. Esta se denomina densidad de carga de
polarizacion.

La existencia de una densidad de carga superficial (de polarizacion) en el caso
de un material aislante se debe a la orientacion de los dipolos moleculares
en direcciones cercanas a la direccion del campo eléctrico. Esta orientacion
privilegiada provoca que las puntas de los dipolos que hay en la superficie no
estén neutralizadas por las colas de otros dipolos.

Al aparecer una densidad de carga superficial—por efecto de la polarizacién
del medio—también aparece un campo eléctrico el cual, en el interior del
material, apunta en direccidon opuesta al campo externo que causo la po-
larizacion. El efecto neto es que el campo eléctrico dentro de un material
polarizable sea mas débil que en el exterior.

Hay dos usos para la palabra “dieléctrico”: A veces se refiere sencil-
lamente a materiales polarizable (y esto comprende a aislantes y con-
ductores), ya que la polarizabilidad es la que determina las propiedades
dieléctricas de todos los materiales. Pero muchos autores restringen el
uso de “dieléctrico” a materiales aislantes. Aca se usa el primer signifi-
cado.

1.7. Medios polarizables

Un medio polarizable puede ser caracterizado por la densidad de dipolos P
gue normalmente llamaremos sencillamente la polarizacion I3(F). El momento
dipolar dp asociado a un elemento de volumen dV definido en torno a un
punto I’ se escribe como

dp = B(r) dv (1.7.1)

Importante: La accion de un campo eléctrico externo tiende a ori-
entar a los dipolos.
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El campo P tiende a apuntar de zonas negativas a positivas.

El potencial en I de un pequefio dipolo dg ubicado en I’ puede expresarse en
la forma que se vio en (1.5.4),

Figura 1.6:Dipolos y cargas libres

Lodp o, 1
dV() =5 = Ve (1.7.2)

En la expresion anterior se puede reemplazar el elemento dipolar dp por el
producto del vector polarizacion = por el correspondiente elemento de volu-
men dV’ y asi el potencial se obtiene integrando sobre todo el volumen V
(ver Fig. 1.5),

VO = o [ BT 1.7.3)
dreo Joy IF—r"]|

Esto es, el vector '’ recorre el volumen V del medio polarizable.
La ultima integral se puede hacer por partes utilizando la identidad

P=r IP=e1)  r=ri

El primer término a la derecha conduce a una integral sobre la superficie del
material y por lo tanto,

V() = — ﬁﬁ(f')'d@— L [T ars)

~ 4neo IP=FIl - A4neo Jo IIP-T7]|

Al comparar esta forma del potencial con aquella que se obtiene de (1.4.9)
con dg= opdS’ + ppdV’ usando ryp = X se obtiene una expresion para las
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densidades de superficie y volumétricas debido a la polarizabilidad del medio,

op(f) =0-P(r) = Pp,
(1.7.6)
pp(f) =-V-B(r)

Como de costumbre, el vector normal N apunta hacia afuera del material
dieléctrico aislante.

Las distribuciones de carga de polarizacion deben su existencia
tan solo a la presencia de dipolos en la materia y los dipolos son
objetos de carga total nula. Esto implica que un trozo de materia
neutra polarizada tiene que tener carga total nula, lo que se com-
prueba mas adelante, en (1.8.1). Estas distribuciones aparecen
porque localmente los dipolos pueden estar de tal forma ordena-
dos que producen el efecto de cargas no nulas en ese lugar.

Si se compara la segunda de las ecuaciones (1.7.6) con V- E = p/&p pareciera
que es posible interpretar a —|3/so como el campo eléctrico debido a la fuente
pp. Esta comparacion no es correcta, sin embargo, porque las condiciones de
borde que debe obedecer P no son necesariamente las gue corresponden a
un campo eléctrico.

Las relaciones (1.7.6) establecen una conexion entre el concepto de vector
de polarizacion P y las densidades de carga de polarizacion. Pero no hay
forma de calcular estas cantidades sin un conocimiento del comportamiento
del material particular que se trate. Lo usual es que, de un modo u otro, se
dé como dato el vector P, o bien, lo que resultara equivalente, la constante
dieléctrica, €, del material, definida mas adelante en §1.9.

En 81.9 se incorporaran nuevas hipotesis, validas para muchos materiales, y
gue permiten calcular las densidades carga de polarizacion.

Las densidades de carga de polarizacion que se han escrito en (1.7.6) normal-
mente aparecen como consecuencia de la aplicacion de un campo eléctrico
externo sobre el material y se deben, como ya se explicé, a la orientacion
de los dipolos moleculares. De aqui que estas densidades describan cargas
que se comportan en forma muy diferente a las cargas depositadas sobre el
material.
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Para hacer énfasis en la diferencia entre las cargas que no son de polarizacion
de las de polarizacion que describen op y pp, se llama cargas libres a las
primeras mientras las segundas se denominan cargas de polarizacion.

Los materiales, llamados ferroeléctricos , pueden presentar una polarizacion
permanente detectable macroscépicamente, es decir, en estos materiales puede
haber un campo P, privilegiando una direccion macroscépicamente sin que
se esté aplicando un campo eléctrico externo. Dos ejemplos son BaTiO3z y
Pb TiO3. En general se supondra que el material en estudio no es ferroeléc-
trico.

En la superficie que separa a dos medios polarizados aparece una densidad
de carga de polarizacion superficial que resulta ser la superposicion de dos
contribuciones:

O_tF?tal(r») — (F_)’l(r)) _ |32(r’)) ‘N (2.7.7)

donde f es el vector unitario normal a la superficie de contacto y que apunta
desde el medio 1 hacia el medio 2.

1.8. Desplazamiento eléctrico

Cuando un aislante es sometido a un campo eléctrico externo debiera resultar
carga total de polarizacion nula, ya que no es mas que el efecto de un reor-
denamiento de dipolos. Esto es facil de comprobar haciendo una integral de

_ Superficie de Gaus

= s ~.
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Superficie de Gauss Sc

Figura 1.7:Se estudia tanto el caso en que la superficie de Gauss encierra totalmente al
dieléctrico aislante como el caso en que solo parte del dieléctrico esta dentro de la superficie
de Gauss. En la figura de la derecha la superficie de Gauss corta al volumen diélectrico de
modo que carga encerrada por S no es toda la carga del material.

ambas densidades usando para ello un volumen V que contenga al volumen
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del aislante, V.
szgg ap(F)dS+fpp(P)d(V (1.8.1)
oV %

Al reemplazar las expresiones (1.7.6) es inmediato ver que da Qp = 0.

Si el aislante ademas tiene cargas libres distribuidas en su volumen, éstas
ltimas son las unicas que contribuyen a la integral de flujo del campo eléctrico
a través de una superficie que encierra al aislante,

565"(?) .dS = S—;’ (1.8.2)

es decir, un aislante no altera el valor del flujo a través de superficies cerradas
externas a él.

Si se aplica la ley de Gauss a una superficie S parcialmente dentro del dieléc-
trico (figura derecha en fig. 1.7), la superficie S¢ del dieléctrico tiene una parte
Sc1 dentro de Sy a suvez Stiene una parte Sg; dentro del dieléctrico. Sea V|
al volumen de esta interseccion y Q, la carga libre contenida en este volumen
(y por lo tanto es la encerrada por S). La ley de Gauss establece que

Séé(r)-d§ ; Qg+£c10pdS+Llpde)

_ 1 Qg+565Cll3-d§— %v.ﬁd(v)
_ io Qﬁséﬂﬁ.dg_ﬁdu%lﬁ.dg)
- 3fo-Les

-

B(P) = e0E(P) + B(P) (1.8.3)

0 bien, definiendo

se obtiene

955(?) dS = Q¢ = carga libre encerrada por superficie S (1.8.4)
s
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El campo vectorial B definido en (1.8.3) es tan importante que Maxwell le dio
nombre propio, vector desplazamiento eléctrico. Esta ley, (1.8.4), es equiva-
lente a,

V-B(P) = pe() (1.8.5)

donde p, es la densidad volumétrica de carga libre en el material.

En las expresiones anteriores debe entenderse que E es el campo eléctrico
total. El se debe a las fuentes externas, a las cargas libres y a las cargas
de polarizacién. Es un verdadero campo electrostatico. En cambio el vec-
tor desplazamiento, o mejor, 5/so—que satisface una ecuacion de la forma
(1.3.10)—no es totalmente asimilable a un campo electrostatico cuyas fuentes
serian las cargas libres debido a que, en general, su rotor puede ser no nu-
lo. En efecto, calculando el rotor de la expresiéon (1.8.3) se obtiene (en elec-
trostéatica) que

VxD=VxP (1.8.6)

En general estos dos rotores no son nulos lo que debe contrastarse con (1.4.1).

Para algunos efectos, sin embargo, es posible hablar de —I3/so como el “cam-
po eléctrico” debido a las cargas de polarizacion y B/eo como el “campo eléc-
trico” debido a las cargas libres. El punto delicado estéa en el tipo de condi-
ciones de borde que satisfacen estas funciones vectoriales, las que seran
discutidas en §1.10.

1.9. Dieléctricos lineales, isétropos
y comunmente homogéneos

El vector P de polarizacion de un material rara vez es significativamente dis-
tinto de cero cuando no hay un campo eléctrico externo que esté polarizando
al medio. Los materiales (los ferroeléctricos mencionados al final de §1.7) que
pueden tener polarizacién permanente son un capitulo aparte en fisica y no
se hablara més de ellos.

Cuando, por efecto de un campo eléctrico aplicado, un material esta polariza-
do, la orientacion de P esta relacionada a la orientacion de E en ese mismo
punto, pero ello no significa que tengan que ser paralelos. Mas aun, los soélidos
normalmente tienen una estructura cristalina y por lo tanto tienen direcciones
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privilegiadas. No es de extrafiar que la polarizacion de un cristal tienda a fa-
vorecer ciertas direcciones. Esto explica porqué es razonable pensar que P
no sea paralelo a E. Pero lo usual es gue, mientras E no sea muy intenso,
= responda linealmente a la intensidad del campo eléctrico, esto es, en cada
punto el vector de polarizacion resulta proporcional a E.

Es bastante usual que un sélido no sea un monocristal, es decir, no tenga
sus ejes especiales orientados de igual manera en toda la extension de una
muestra. Lo contrario es lo comudn, un sdlido tiene una estructura granular,
en que cada grano microscopico tiene una orientacion al azar. Esto hace que
macroscopicamente un solido suela no presentar direcciones privilegiadas.
Tal propiedad, en electrostética se denomina isotropia: todas las direcciones
son iguales.

Un material dieléctrico aislante se dice lineal si en cada punto se satisface
que ||B]| = 2||E||; se dice isétropo si P = aE; y se dice homogéneo si « tiene
el mismo valor en todos los puntos del material. Como es comdn a muchas
afirmaciones en fisica de objetos extendidos, cuando se habla del mismo valor
en todos los puntos realmente se quiere decir que las variaciones que pueden
haber de un punto a otro, a escala de pocos cientos de atomos, se promedian
ya que no tienen efecto importante en el comportamiento de muestras que
tienen miles de billones de atomos.

A partir de ahora se trabajara con materiales que tienen todas estas propiedades,
excepto por la homogeneidad, y por lo tanto se supondra que se cumple,

P(P) = (£(7) - £0)E(T) (1.9.1)

con ¢ dependiente del material de que se trate. Si £ depende de la posicidon
el material no es homogéneo. Puesto que ésta es una relacion local el campo
eléctrico a considerar es aquel que hay en el mismo punto F donde se evalla

P.

De (1.8.3) resulta que,
D(F) = &(P)E(F) (1.9.2)

En todo lo que sigue se supondra que el material en estudio es homogéneo y
por tanto & es una constante.

La cantidad (¢ — gg)/g0 €s un nimero independiente del sistema de unidades
y que indica cuén polarizable es un medio. Para el vacio, por definicion la po-
larizabilidad vale cero. Para el agua en estado liquido y temperatura ambiente
el valor es extraordinariamente grande: ~ 80, pero en estado solido (hielo)
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material €/ € material €/ €
vacio 1 cuarzo 4.3
aire seco 1.00054 sal comun 5.9
polietileno 2.3 alcohol etilicoa® C 28.4
benceno 2.28 agua pura a 20C 80.1

Cuadro 1.1:Constante dieléctrica relativa a la del vaciio para unas pesustancias. Hay
vidrios con diversa constante dieléctrica. Puede variareB y 10.

disminuye a poco mas de 2, lo que sefiala que la polarizabilidad tiene también
gue ver con la movilidad de las moléculas. Para el aire es muy chico: 0,0003
lo que a menudo justifica tratar al aire como si fuese vacio.

Al reemplazar (1.9.2) en (1.8.5) se observa que el campo eléctrico satisface,
V-E(F) = pe(P) /e (1.9.3)

gue es idéntica a la conocida relacion (1.3.10). Pero aqui pareciera que solo
las cargas libres son fuente del campo eléctrico y ademas que la constante
dieléctrica que debe usarse es €. La Ultima expresion es valida tan solo si €
es uniforme, de otro modo se tiene V- (sﬁ) = p¢ que no implica (1.9.3).

Lo importante de (1.9.3) es que da un método de célculo que puede ser muy
cémodo. Para calcular campos eléctrico, o potenciales, se puede escoger usar
simultdneamente que las Unicas cargas son las cargas libres usando como
constante dieléctrica & dentro del material.

Alternativamente, si se toma en cuenta a las cargas de polarizaciéon debe
ademas usarse &o.

De (1.9.3) se desprende que el campo de una particula puntual inmersa en
un medio dieléctrico aislante de constante dieléctrica ¢ es

2

—

q I'-Iq
_—— 1.94
Are ||IP— Tyl ( )

E(P) =

| =

que tiene la forma de (1.1.5) pero ahora se usa ¢.

BEsemprLo LARGO.  Se tiene una placa aislante de espesor ¢ y extension infinita, de con-
tante dieléctrica £ conocida. Perpendicular a la placa hay un campo eléctrico externo
uniforme Eq = Egk. Por razones de simetria la polarizacion P tiene que tener la forma
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P =Pk, pero V-PxV-D =0, ergo 9 = 0: P es uniforme P = Pok. Fuera de la
placa 5(? ) vale soEo debido a (1.9.2). Pero aun mas, se puede adivinar que el vector
desplazamiento vale lo mismo dentro de la placa aislante, ya que su ecuacion (1.8.5)
sefiala que no depende de las cargas de polarizacion; depende de las cargas libres
(que no hay en este ejemplo) y de las condiciones de borde, que podemos tomar
como su valor fuera del aislante. A continuacion verificaremos que esto es cierto. A
partir de (1.7.6) es directo obtener que la densidad de carga en la superficie superior
(A) del aislante la densidad de polarizacion es o-(P = Py, en la superficie inferior, B, la
densidad de carga de polarizacion es o-(PB) =—Po=- (P). Ademas pp es nulo ya que
P es uniforme, lo que implica que su divergencia es nula.

el 1

A nT OP
dielectrico o)
B _nl Y

el 1

Figura 1.8:Una capa plana aislante de ancho delta est4 sumergida en un
campo eléctrico que en vacio es Eo.

El campo eléctrico se puede calcular como superposicion del campo debido a la
densidad de carga 0'( N en A, al campo producido por la densidad de carga 0'( B) =
( N y al campo externo Eok. A partir de ahora usaremos op para deSIgnar a 0'( )
En eI espacio encima de la placa aislante los tres campos son: 5& k, 280 P y Eok
lo que suma simplemente Eok. EI mismo tipo de cancelacion ocurre al calcular el
campo bajo la placa. En el interior de la placa en cambio las contribuciones son ——k

_Z%OPR y Eok. De esto resulta que el campo neto en el interior es E = (Eq — ‘;—g)k. Este

campo es obviamente mas débil que el campo en el exterior. Conocido E el vector
de polarizacion es P = (e — ) E = (& — &0) (Eo — ‘;—g’)k. Para que todo sea consistente
se debe cumplir que op = P-k = (s — £0) (Eg — ‘;—g’) que es una ecuacion para op que
arroja op = 22(¢ — £9) Eo. Ahora se puede recalcular el campo dentro de la placa y
resulta ser: E = 6—50 Eok. Calcule ahora, el valor de D usando la definicién (1.8.3).
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& Considere una esfera aislante de radio b con hueco esférico vacio de radio a,
(a < b) y constante dieléctrica . Si la superficie interior de radio a tiene carga libre
uniformente distribuida con densidad o, determine 5, E y P en todas partes. Deter-
mine también op en las superficies de radio ay b y pp en el volumen aislante.

1.10. Condiciones de borde

Para determinar potenciales y campos eléctricos las condiciones de borde
juegan un papel crucial. Lo mas general es considerar la superficie de con-
tacto entre dos medios dieléctricos. Tal superficie suele ser llamada la su-
perficie interfacial o interfaz. En lo que sigue se comenzara suponiendo que
esa superficie, aparte de tener posibles cargas debido a polarizacién, tiene
cargas libres descritas por una densidad superficial o-¢("). Habiendo fuentes
en una superficie, se tendra discontinuidades tanto del campo eléctrico como
del desplazamiento D. Calcularemos separadamente la discontinuidad de las
componentes tangenciales de las componentes normales a la interfaz. Para
los calculos que siguen se utiliza que una superficie suave siempre puede ser
aproximada a un plano en una vecindad suficientemente pequefia. Para hacer
estas deducciones se hablara del “plano de contacto” entre el medio (1) abajo
y el medio (2) arriba.

En lo que sigue se considera un punto cualquiera P de la interfaz entre los
medio 1y 2. El valor vectorial de E en P cuando nos acercamos por el medio
1 lo llamamos I?l y I?z cuando nos acercamos por el medio 2. Estos dos
campos y el vector i normal a la interfaz en P definen un solo plano. Se llama
t al vector tangente en P a la interfaz que esta en este plano.

a) Componentes tangenciales. Se hace una integral de Ealo largo de un
camino cerrado infinitesimal rectangular perpendicular al plano de contacto,
Fig. 1.9, con dos lados paralelos a la tangente y que cruza de un medio al
otro. Tal integral da cero en electrostatica porque el campo es irrotacional?. Es
facil convencerse que las partes normales del camino se cancelan entre si y
solo se obtiene la contribucion de las partes tangentes, dando,

Ey = Ex (1.10.1)

23e dice que una funcién vectorial I-T(?) es irrotacional si la integtral de fI-T- dr no depende
del camino, sino tal solo de sus extremos.
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donde Eg =t- ﬁa en P. Esta relacién dice que la componente tangencial del
campo eléctrico es continua en una interfaz.

La relacion anterior también puede escribirse como
£2D1t = £1D2 (1.10.2)

La ultima expresion muestra que el rotor de D no es cero en la interfaz,

v

Figura 1.9:uUn corte del contacto entre los medios 1 y 2 muestra también un
camino rectangular cerrado perpendicular al plano de contacto.

VxD(F)£0 (1.10.3)

En 82.1 se vera que el campo eléctrico se anula dentro de los materiales con-
ductores, de modo que si el medio 1 es conductor, ﬁl = 0, de la ecuacion
(1.10.1) se desprende que el campo eléctrico no tiene componente tangen-
cial en el medio 2, es decir, el campo eléctrico en 2 nace perpendicular a la
interfaz.

Figura 1.10:Se dibuja una pequefia superficie cilindrica perpendicular a la
superficie de contacto entre los dos medios.

b) Componentes normales. En este caso lo que conviene es aplicar la ley
de Gauss (1.8.4) para D usando un cilindro infinitesimal con eje normal a la
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superficie, Fig. 1.10. La unica contribucion proviene de las tapas que hay en
cada medio, lo que da,

Don—Din =07y (1.10.4)

Se establece asi que la componente normal del campo de desplazamiento es
continuo en la interfaz. La relacion anterior también se puede escribir como,

e2BEon—e1Ein =07 (1.10.5)

Suponiendo, por un momento, que el campo eléctrico en el medio 1 es nulo,
(1.10.5) implica que el campo eléctrico en el medio 2, junto a la interfaz tiene
que valer

E (muy cercano) = Tty (1.10.6)
&2

donde h apunta del medio 1 al 2.

En resumen, la componente tangencial de E es continua en la interfaz, en
cambio la componente normal de D es continua solo si o¢=0. Las relaciones
obtenidas arriba determinan totalmente el tipo de condiciones de borde que
debe usarse cuando se trabaja con aislantes.

Refraccion del campo eléctrico cuando o¢=0. Se tiene dos materiales
dieléctricos “1” y “2” en contacto y un campo eléctrico que en cada material
lo designamos = y E, respectivamente. Si se designa por 61 al &ngulo que
forma E; con la normal a la interfaz y 6- al analogo con E,, (ver Fig. 1.11) las
ecuaciones (1.10.1) y (1.10.5) en este caso son,

Ei1sing; = Ezsind;
(2.10.7)
g1E1cos01 = erExcos6,
de donde se obtiene que,
tang
1_a (1.10.8)
tand, e

Cuando se tiene una interfaz, como se ha estado discutiendo, se produce una
densidad de cargas de polarizacion en esa superficie, la que se debe a la
polarizacion de ambos medios. Es decir, la densidad total opiot de carga de
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Figura 1.111a direccién del campo eléctrico a ambos lados de la interfaz entre dos dieléc-
tricos aislantes. Debe entenderse que ambos campos son evaludados en el mismo punto de
la interfaz: cada uno es el limite del valor del campo en el medio respectivo.

polarizacion en la interfaz se debe calcular como op1 + op2. Un breve ejercicio
gue incluye usar (1.10.8) conduce a

(e1—&2)e00PL
(e1—¢€0)e2

O Ptot = (1.10.9)

Si g2 > 1 se desprende que opiot €S Negativo en (1.10.9) y que ||E2|| < ||E1]|
En la situacion en que el campo eléctrico en la interfaz apunta hacia el medio
menos polarizable se produce una densidad total superficial de polarizacion
negativa y el campo eléctrico es menor en el medio mas polarizable. Todo lo
anterior se refiere a posiciones infinitesimalmente proximas a la interfaz.

Esercicio 1.10-7. Esto implica que si se sumerge en un liquido aislante muy polarizable
(medio 2), una esfera cargada negativamente y una esfera dieléctrica aislante poco polariz-
able (medio 1), las cargas de polarizacion que se inducen en la superficie de la esfera aislante
que enfrenta al conductor seran negativas y por lo tanto va a existir una fuerza de repulsion
entre ambas esferas, contrario a lo que ocurre en el vacio o en aire.

1.11. Problemas

1.1 Se sabe que hay una distribucion de carga esféricamente simétrica en torno
a un punto O fijo, y que el flujo del campo eléctrico que produce esta distribu-
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cion, en torno a ese punto, a través de cualquier superficie esférica de radio r
centrada en O es ® = 4xre™"/R donde b y R son constantes conocidas. Se pide
calcular el campo eléctrico en todas partes y la densidad de carga en todas
partes.

1.2 Una linea semi-infinita con densidad de carga uniforme A esta ubicada sobre
el eje X, con uno de sus extremos en el origen de coordenadas. Por el punto
(=D, 0,0) pasa un plano, paralelo al plano Y Z, con densidad de carga uniforme
o. Calcule el campo total en el punto P = (—%,O, 0). Calcule la diferencia de
potencial entre los puntos P y Q donde Q = (-2D,0,0).

1.3 Se calculo el potencial lejano asociado a un sistema de dos cargas puntuales q
y —( separados por una pequefia distancia ¢. Calcule en forma semejante el po-
tencial lejano asociado a un sistema de tres cargas: [01 = 20, 02 = —q, 03 = —(]
ubicadas en el eje Z con coordenadas z; = a, z, = 0 y z3 = —2a respectiva-
mente. Nota: En este problema usted debe demostrar que sabe hacer las
aproximaciones necesarias para calcular un potencial lejano. La forma exacta
del potencial es bastante obvia.

1.4 Un aislante sometido a un campo eléctrico suficientemente intenso se puede
convertir repentinamente en conductor. Tal proceso de llama “ruptura”. Ruptura
del aire ocurre cuando hay descarga nube-nube o nube-tierra, fenémenos que
son conocidos como “rayo”. EI campo de ruptura del aire es de aproximada-
mente 3 millones [Volt/metro]. ¢ Cual es el maximo potencial al que se puede
cargar una superficie esférica de radio 10 cm antes que se produzca ruptura
del aire? ¢ Cual es el radio de una superficie esférica que puede alcanzar una
carga de 1 C antes que haya ruptura del aire circundante?

1.5 Un plano interfacial infinito separa a dos medio aislantes semiinifinitos. Bajo el
plano hay un medio con constante dieléctrica €1 y sobre el plano la constante
dieléctrica es e2. La Unica fuente de campo eléctrico del sistema es un disco
de radio R y densidad de carga libre uniforme o totalmente contenido en el
plano interfacial. Calcule el campo eléctrico sobre el eje del disco tanto sobre
como bajo el disco.

1.6 Una varilla delgada de aislante de seccion A se extiende sobre el gje X desde
X = 0 hasta x = L. El vector polarizacion de la varilla apunta a lo largo de ella
y esta dado por P= (ax? +b)i. Encuentre la densidad volumétrica de carga de
polarizacion y la carga superficial de polarizacion en cada extremo. Demuestre
en forma explicita que la carga total de polarizacion se anula.

1.7 Entre dos placas infinitas paralelas (horizontales) separadas por una distancia
2a hay una diferencia de potencial V. El espacio entre ellas esta lleno con un
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dieléctrico aislante con contante dieléctrica e, hasta la mitad de la altura y de
ahi hacia arriba hay un material aislante con constante dieléctrica e, = 2¢;.
Determine el valor que debe tener la densidad de carga libre que hay en la
interfaz si se mide que la densidad de carga total en ese plano interfacial es
nula.

1.8 Se tiene una distribucion de carga con simetria esférica caracterizada por dos
radios a y b, (a<b). Para r < a la densidad de carga es constante: p = po.
Para a<r < b hay densidad de carga que no se conoce pero se sabe que el
potencial total en esa zona es V(r) = —%rz. Ademas se sabe que en la cascara
esférica de radio r = a hay una densidad superficial de carga o1 uniforme y en
r = b otra de valor o». Los valores de estas densidades no se conocen. Los
datos son pog, a, b, K. Sabiendo que no hay otras distribuciones de carga y que
el potencial en infinito es cero determine: el campo eléctrico en todas partes,
el potencial en todas partes, o1, o2 y p(@a<r < b).

1.9 Considere una carga puntual q sumergida en un medio dieléctrico no lineal,
cuyo vector polarizacion esta dado por P= UIIEII E El campo eléctrico en el
medio se comporta aproximadamente en la forma E~Ar"f cuandor es muy
chico (posiciones muy cercanas a la carga) y también cuando r es muy grande.
Determine los valores de A y n tanto parar ~ 0 como parar muy grande. [Rsp:
Cuando r es chico n=2 y cuando r es grande r = 1. En este ultimo caso

)
A= pr—p
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Capitulo 2

Electrostatica y conductores

2.1. Conductores

2.1.1. Propiedades generales

Sin entrar en detalles microscopicos, un conductor es un material (dieléctrico)
que posee cargas libres de moverse en su volumen. Estas cargas se de-
splazan (corriente eléctrica) tan pronto se aplica un campo eléctrico.

Electrostatica es el estudio de cargas y campos bajo la condicién que los
campos no varien en el tiempo ni haya corrientes. En electrostatica no hay
movimiento de cargas, no hay corrientes. Asi, bajo la presencia de un campo
eléctrico, las cargas en un conductor se mueven hasta que se ubican de tal
manera que el movimiento de cargas desaparece. Esto es posible sdlo si el
campo eléctrico en el interior del conductor se hace exactamente cero,

-

Einterior =0 (2.1.1)

El lapso durante el cual las cargas se reubican para dar campo interior nulo
escapa a los marcos de lo que es la electrostética.

Dentro de cada elemento de volumen de un conductor la carga neta es nula
porque de lo contrario ellas producirian campo en el interior. En situaciones
electrostéaticas, un conductor cargado tiene todo su exceso de cargas en la
superficie. Dicho de otra manera, p=0ya que V- E= pleoy sip#0, el campo
no podria ser nulo.

41
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Si el campo en el interior es nulo entonces el potencial en el interior de un
conductor tiene un valor unico: el conductor es un volumen equipotencial.

En particular, la superficie de un conductor es una superficie equipotencial.
Por lo tanto, de la superficie de un conductor cargado nace un campo que es
perpendicular a esa superficie. La ley de Gauss puede aplicarse a un cilin-
dro infinitesimal con eje perpendicular a la superficie y se demuestra que el
campo en una vecindad infinitesimal al conductor tiene un valor totalmente
determinado por la densidad superficial de cargas en ese punto:

D(infinitesimalmente cerca a la superficie conductora) = o-f (2.1.2)

que es equivalente a decir que

g .

E(muy cerca a la superficie conductora) (2.1.3)

Otot A
&0

tal como ya fue obtenido en (1.10.6).

AFIRMACION 1. Si un conductor cargado (carga total Q) tiene un hueco interior
totalmente rodeado de materia conductora), entonces la carga se distribuye
exclusivamente en la superficie externa.

AFIRMACION 2. Si un conductor cargado (carga Q), pero hueco como el anterior,
contiene una carga q en la cavidad interna (ver Fig. 2.1), aparece una densi-
dad de carga en la superficie interior cuya integral vale exactamente —qy en
la superficie externa aparece otra densidad de carga, cuya integral es Q+qQ.

Q

Figura 2.1:Conductor con carga total Q que tiene un hueco que contiene una carga q.
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ArrMACION 3. Si se tiene un conductor hueco y neutro y una carga puntual q
fuera del conductor, se induce una densidad de carga en la superficie externa
(cuya integral es cero) pero el campo en el hueco interior es idénticamente
nulo.

Este ultimo fendbmeno suele ser denominado blindaje electrostatico.

ConTacTo A TIERRA. Se dice que un conductor finito esta en contacto a tierra si
su diferencia de potencial con infinito es nula.

2.1.2. Ejemplo ilustrativo

Se tiene una placa conductora de ancho 6 que separa a dos medios semiinfinitos con
constantes dieléctricas ea el de abajo y eg el de arriba (ver Fig. 2.2). Llamamos 1 a

RN

4
conductor cargado &

H N

En

AR

Figura 2.2:Una placa conductora cargada que separa dos medios aislantes.

su supefrficie inferior y a la superior la llamamos 2. La placa esta cargada (carga libre)
pero no se sabe el valor de o1 ni de o, sino tan solo el total

O¢r=0pn+0¢p2 (2.1.4)

Gracias a (2.1.3) se sabe que el campo eléctrico en los material Ay B es
(o4 g
Epo=-——2k, Eg=-2 (2.1.5)
EA €B
A partir de estos campos se puede calcular los respectivos vectores P y con ellos se
obtiene las densidades superficiales de polarizacion

EA—&0 B~ &0
o1, op2=-—

op1=— g (216)
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Las densidades de carga en cada una de las dos superficies es la suma de la den-
sidad de carga libre y de polarizacion. Si sumamos las expresiones que ya sabemos

se obtiene

€001 €002
o1= , o= (2.1.7)
EA €B

Con estas densidades de carga total en las caras 1y 2 de la placa se puede calcular el
campo eléctrico que ellas implican en el interior del conductor. Resulta que tal campo
es proporcional a o2 — 01, y como el campo debe ser cero (interior de un conductor)
se deduce que o1 = 0. Usando (2.1.7) lo anterior implica

EBU (1 = EAT (2

Combinando la dltima relacion con (2.1.4) se logra deducir que

EACTY EBOY

- b 0'82 -
EATEB EATEB

0

con lo que se ha logrado dar una solucion en base a los datos ep,eg, 0. De esto es
directo, por ejemplo, que el campo eléctrico a ambos lados tenga la misma magnitud
pero distinto signo:

a A
Eg=-Ea= ——k
EATEB

pero si se usa la notacion o = o1 + o2 es muy facil demostrar que
g _ gy¢
280 EATEB
lo que conduce a ver que se ha reobtenido (1.2.6). Notese que o es toda la carga por
unidad de superficie que tiene la placa, esto es, o = o1+ 0p1+ 02+ Tp2.

Teniendo esta solucion se puede comprobar que

o1_ga  02_0Oe

>

g0 Ep £ €B

que ilustra, esta vez con densidades superficiales, el comentario que se hizo ba-
jo (1.9.3).

Demuestre, con los resultados anteriores, que

gy g
eatep  2g0

donde oo =01 +02.
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2.1.3. Otro ejemplo (un condensador)

Consideremos una situacion semejante a la anterior, pero esta vez se tiene dos pla-
cas conductoras infinitas paralelas con cargas de igual magnitud y signo opuesto. Las
cuatro superficies las denominamos desde abajo hacia arriba 1, 2, 3y 4. La carga por
unidad de superficie es o en la placa inferior y —o en la superior, es decir,

o1t+o2=0, 03+04=—-0

RIN
|
Q

2 O

Figura 2.3:Dos placas conductoras paralelas con cargas opuestas.

La exigencia de que el campo eléctrico sea nulo en el interior de los dos conductores
lleva a dos condiciones mas:

o1—o02+0 =0, o+o3—04=0
Estas cuatro ecuaciones dan como solucion que
o1=04=0, O2=—-03=0 (2.1.8)

Esto significa que la carga de estas placas se concentra tinicamente en las caras
enfrentadas, es decir, en la cara inferior (3) de la placa de arriba y en la cara superior
(2) de la placa de abajo. Para obtener este resultado en ningin momento se necesito
el valor de las constantes dieléctricas de los distintos medios.

Sistemas, como el de este ejemplo—formado por dos conductores con carga
de igual magnitud y signo opuesto—se llaman condensadores y seran anal-
izados en general a partir de 82.3.

2.1.4. Ecuacion de Poisson. Unicidad de la soluciéon

Si se tiene un conjunto de N conductores cargados interesa determinar la
funcién potencial eléctrico. Puede adivinarse que V(F) depende de las cargas
Qx de cada conductor y de la configuracion geométrica del sistema. Normal-
mente se usara la convencién V(o) = 0. El problema consiste en resolver la
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ecuacion de Poisson con condiciones de borde que correspondan al sistema
en estudio, es decir,
VAV(P) =-p(F)/e

V(S =W (k=1..N) (2.1.9)

donde Sk representa la superficie del k-ésimo conductor, y Vi es el valor del
potencial en la superficie de él.

Se demostrara que la solucién a este problema es unica si se adopta alguna
convencién como que V(o) = 0. Con el objetivo de hacer esta demostracion se
supone que existen dos soluciones V1(F) y V2(F), es decir ambas funciones
satisfacen el sistema de ecuaciones (2.1.9). Se define entonces la funcion
diferencia,

¢(F) = V1(F) - V2(F)

y la idea es demostrar que ¢ es idénticamente nula. Para ello conviene notar
gue ¢ satisface un sistema semejante a (2.1.9) pero con lados derechos nulos,

V2p(r) =0

659 =0 (k=1.N) (2.1.10)

Si se define, F(P) = ¢(r*)ﬁ¢ se observaque V-F = (ﬁqﬁ)z, es decir, la divergen-
cia de F es no negativa. Si se hace la integral de la divergencia de F en un
volumen V, el teorema de Gauss permite convertir la integral en una integral
de superficie de F mismo. Si el volumen <V se toma arbitrariamente grande,
de modo que su superficie se aleje indefinidamente, la integral de superficie
es nula porque F decrece cerca de infinito al menos como r~3. En efecto, todo
potencial de una fuente finita decrece cerca de infinito como 1/r (ver (1.5.8)),
lo que implica que F decrece como ya se ha dicho.

Pero si la integral es nula, y lo que se esté integrando es el cuadrado de la
divergencia de ¢, necesariamente se tiene que cumplir que V¢ = 0 en todas
partes, o que implica que ¢ es constante. Y como se sabe que ¢ es cero
sobre la superficie de cada uno de los conductores, entonces ¢ es una funcion
idénticamente nula, es decir, (2.1.9) tiene solucion Unica.

Si se plantea V2V(F) = —p/e dentro de un volumen acotado V y se da una
condicion de borde en S = 9V del tipo V(S) es una funcién dada, el proble-
ma tiene solucion unica dentro del volumen y nada puede decirse sobre el
potencial fuera de la zona V.
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2.1.5. Ejemplo sobre continuidad del potencial

Un condensador formado por dos planos infinitos tiene V = Vg abajoy V=0
arriba. El espacio intermedio, de alto 2a, tiene la mitad de abajo rellena con
material con g1 y el de arriba tiene &,. Debiera ser claro que el potencial solo
puede depender de zy puesto que no hay carga en el espacio intermedio ahi
debe satisfacerse V2V = %2—2\2/ = 0. De aqui que en las dos zonas el potencial
tiene que ser lineal en z,

V1=A+Bz VL=C+Dz

Hay exactamente cuatro condiciones que determinan estas cuatro constantes:

dvq

Vi0)=Vo, Vi@ =Va@), Va28)=0, ex—

Vo
a)=e—(a
(&) =e2 (@)
La segunda es la condicion de continuidad y la uUltima es la condicion (1.10.4)
de continuidad de la componente normal de D cuando no hay carga en la
interfaz. Estas relaciones implican

g2V, e g1 V
A=V, B=-—2_0  ¢c=_%2 3y p=--2 10
E1t+eE2 A g1+ &2 E1t+eE2 A
esto es,
g Z 281 e Z
V]_: 1— — V . V2: — —
g1teza g1t+e2 &1t+eza

2.2. Energia electrostatica

2.2.1. Energia como funcidn de cargas y potenciales

De mecanica se sabe que si una fuerza F es conservativa, se le puede asociar
una funcién energia potencial, U(F) por medio de

u() = —f F(P)-dr’ (2.2.1)
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En el caso actual interesa la fuerza sobre una carga q debida a un campo
externo E: F = qﬁ, por lo que se tiene, es

u(p) = —qf E(F’)-df’ = qV(F) (2.2.2)

La ultima igualdad proviene de (1.4.3).
La energia potencial asociada a un par de particulas cargadas Q1 y O €s,

d102
= 2.2.3
12 471'8!’12 ( )

Similarmente, la energia asociada a tres particulas es,
Ui23=U12+ U3+ U3g (2.2.4)

donde al lado derecho aparecen funciones como la que se escribi6 en (2.2.3)
para cada uno de los tres pares que se pueden formar. En ambos casos se
ha considerado el cero de energia potencial a distancia infinita.

Si se trata de un sistema de N particulas cargadas, el resultado es,

(2.2.5)

El factor 1/2 es necesario porque la doble suma esta contando dos veces cada
parejay la condicion j # i en la suma interior evita que se considere la energia
potencial de una particula debido a su propio campo (lo que daria un infinito
ya que rji = 0).
De (1.4.7), puede verse que el potencial de todas las N particulas, excepto
por la i-ésima, evaluado en la posicion de la i-ésima particula es
N .
Vi = Z i (2.2.6)
i(=1 7‘(8[’”

(se esta usando p = =) lo que implica que

N
1
U= quivi (2.2.7)
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Esta es la energia de un conjunto discreto de N cargas puntuales. El resultado
puede ser generalizado a distribuciones continuas reemplazando la suma por
una integral sobre la distribucion y reemplazando g; por un elemento de carga
dq,

U= % f V() do), (2.2.8)

ver (1.2.3).

Naturalmente que en general una fuente puede ser una mezcla de un con-
junto discreto de cargas puntuales y de distribuciones continuas, por lo que
la energia electrostatica debe ser escrita como una suma de las expresiones
(2.2.7)y (2.2.8).

Si, en particular, se tiene un sistema que solo consta de N conductores car-
gados, su energia es la semisuma de integrales de productos Vkok, donde
k es el indice que se usa para numerar los conductores. Puesto que en la
superficie de cada conductor el potencial es constante (no depende del punto
de la superficie), los factores Vi pueden ser escritos fuera de cada una de las
N integrales, lo que finalmente da que,

N
1
= - V . 2.2.
U ZKZ:; kQx (2.2.9)

2.2.2. Energia como funcion de los campos

Consideremos el caso en gue se tiene una fuente que consta de un volumen
finito V dentro en el cual hay una distribucion de carga libre p(F), y un con-
ductor con superficie S¢ (volumen V) con densidad de carga libre o(F). La
energia de este sistema es

U :%( L PP WPV + f a(?’)V(F’)dS’). (2.2.10)

C

La primera de estas dos integrales, que se denotara |1, puede hacerse sobre
una region arbitraria que contenga al volumen V—y que no contenga al con-
ductor cargado—ya que la densidad de carga volumétrica es nula fuera de
V. Conviene integrar |1 sobre una region Q —V.: una region esférica Q con
un hueco que corresponde al volumen del conductor. El centro de esa esfera
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Y

aislante
cargado

Figura 2.4:Q es una enorme esfera que encierra a un aislante cargado y a
un conductor cargado.

esta en un punto arbitrario de V' y con radio R que se haré finalmente tender
a infinito.

Mas precisamente el hueco dentro de esta esfera—que no forma parte de Q—
esté definido por una superficie Sc que rodea al conductor infinitesimalmente
cerca sin llegar a tocarlo. Es decir el borde de Q est4 formado por dos super-
ficies cerradas disjuntas.

Para trabajar el integrando de |1 se reemplaza la densidad p por la divergen-
cia del campo del desplazamientoﬁeléctrico, usando (1.8.5). De modo que el
integrando tiene el producto V(") V- D(’). Se hace uso de la identidad,

D-VV+VV-D
= —-E-D+VV-D

V- (VD)

Para obtener la ultima igualdad se hizo uso de (1.4.4). De modo que |1 se
puede escribir como,

1 2 2 ,

== | _(E-D+V-(VD))dV (2.2.11)

2 Jo-¥,
La primera integral se va a convertir, en el limite final, en una integral sobre
todo el espacio, incluido si se quiere, el interior de S¢, ya que ahi el cam-
po eléctrico es nulo. La segunda integral es una integral de volumen de una
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divergencia, lo que permite usar el teorema de Gauss para reducirla a una
integral de superficie. Pero la superficie de Q —Vy es claramente separable
en dos porciones: la superficie esférica exterior 9Q y la superficie interior que
podemos identificar con la superficie del conductor, S¢. La integral sobre 0Q
se hace cero en el limite (el integrando decrece como r~3). La integral sobre
Sc¢ es muy sencilla porque V(F’) sobre S¢ tiene un valor fijo, lo que permite
tomar este valor fuera de la integral, quedando por calcular una integral del
tipo fﬁ-d§, gue es una integral de flujo. El dsS, sin embargo, apunta hacia
afuera de la region Q -V, es decir, hacia adentro del conductor, lo que da
finalmente un signo menos y asi, esa Ultima integral da, debido a la ley de
Gauss (1.8.4), la carga total del conductor Qc,

lq = %(fl?-ljd(v’—chc) (2.2.12)

La otra contribucién a la energia que hay en (2.2.10) es una integral sobre
la superficie S, en la cual el potencial vale siempre V., por lo que puede ser
escrito fuera de la integral, quedando por hacer una integral de la densidad de
carga o en toda la superficie, lo que da Qc. Asi, entonces, se ve que la dltima
integral de (2.2.10) se cancela con el ultimo término de I1. En resumen, se ha
obtenido que,

U= %fﬁ-ﬁd(v, (2.2.13)

integral que se hace sobre todo el espacio. La densidad de energia elec-
trostatica entonces es

u=1g.B (2.2.14)

2.3. Condensadores

Se entiende por condensador un sistema de dos conductores Ay B con car-
gas Qa =+Qy Qp = —Q y cuya geometria es fija, es decir, tanto la forma de
los conductores como su posicion relativa de ellos permanece fija.

La caracteristica mas interesante de un condensador es su capacidad, defini-
da por

c=3 (2.3.1)
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donde V es la diferencia de potencial que existe entre ellos:
V=VAB:VA—VB>O (2.3.2)

En lo que sigue se desmostrara que C es constante, en el sentido que ella no
depende de Q.

La carga que aparece en la definicién de C es la carga que hay propiamente
en el conductor, es decir, es carga libre. Esta definicon no tendria sentido si
no se cumpliera que Q es proporcional a V y esto ultimo se desmuestra en lo
que sigue.

Norta: Esta garantizado que V es positivo porque la carga de A es positiva, Va =
—froAI?dr* mientras que Vg = —frsﬁ-dr* por lo cual V = Va—Vg = fABE-dﬁ lo que
implica que la integral es en el mismo sentido que el campo, esto es, de positivo a
negativo

De (2.2.9), la energia de un condensador es,

1 Q@ 1.,

U _QQV_E_ECV (2.3.3)
Por definicion C es una cantidad positiva. Lo usual es construir los conden-
sadores con conductores que enfrentan una gran area separada por una dis-
tancia muy pequefia. Esto garantiza que practicamente toda la densidad de
carga esté en las caras enfrentadas y por lo tanto, que casi todo el cam-
po eléctrico esté concentrado en el volumen que queda entre esas dos caras
cargadas. Asi, la densidad de energia de un condensador esta principalmente
en ese volumen.

A continuacion se demostrara que la capacidad efectivamente es una can-
tidad que no depende de la carga Q del condensador. Con este propdsito
se estudiara la forma como varia la energia de un condensador cuando la
carga de éste es aumentada: Q — Q+ dQ. Puesto que al aumentar la carga
la magnitud del campo eléctrico aumenta, entonces (ver (2.2.13)), la energia
aumenta: dU > 0.

Para aumentar la carga se quita al conductor A una carga —dQ, esto es Qa =
Q — Q- (-dQ). Esa carga, sobre la que hay una fuerza eléctrica de atraccién
hacia A, es llevada por un agente externo (por ejemplo, una bateria) hacia
el conductor B. El trabajo del agente externo se efectia por medio de una
fuerza externa Ifext gue en todo momento se opone a la fuerza electrostéatica
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— Q+dQ

ope

Figura 2.5:Al sacar carga —dQ del conductor A este pasa de tener carga Q a
tener carga Q+dQ.

Fe = —dQI?, es decir, Fey = dQI?. El trabajo dW es el cambio de energia
dU =dw,

B
du = dQE.-dP
A
= VdQ que se reescribe:
dQ\ (1
- [£5) 39
dQ
= ([2—=|U 234
23) N
Por lo cual, U 4o
Uzz6 (2.3.5)

Al integrar se obtiene

In(U) = 2In(Q) +In(2) = IN(Q?) +In()

donde In(2) es el nombre que se le da a la constante de integracién. Puesto
gue es constante, no depende de la variable de integracion Q, y asi, se ha
demostrado que U = 1Q?, donde A es independiente de Q. Al comparar esto
con (2.3.3) se reconoce que 4 = 1/2C, lo que muestra que la capacidad de un
condensador no depende de la carga Q sino que es una propiedad intrinseca
del condensador, esto es, depende de su geometria y de la constante dieléc-
trica, e.

Esercicio 2.3-1. Calcule la capacidad de un condensador de caras planas par-
alelas de area enfrentada A y a distancia d, suponiendo que los efectos de bor-
de son despreciables, esto es, el campo eléctrico entre las placas se supone
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uniforme. Demuestre que ésta es,

C=— (2.3.6)

Esercicio 2.3-2. Calcule la capacidad de un condensador que consta de dos
conductores cilindricos concéntricos de radios a y b y de altura h despreciando
los efectos de borde. Demuestre que,

2neh
= — 2.3.7
In(b/a) ( )
Esercicio 2.3-3. Calcule la capacidad de un condensador que consiste en dos
esferas concéntricas de radiosa y b (b > a) y demuestre que,
_ 4neab

C=1— (2.3.8)

Notese que las capacidades siempre resultan proporcionales a € y a un factor
con dimensiones de longitud.

AHHE e £ R %
Cl C2 C3 CN

Figura 2.6:Condensadores en serie y en paralelo respectivamente.

Bsercicio 2.3-4. Demuestre que las expresiones para las capacidades equiva-
lentes de una serie de condensadores conectados en serie o en paralelo (ver
fig.2.6) son

S T ad :
=gt E; conectados en serie
Ceq =C1+...+Cn conectados en paralelo

2.3. CONDENSADORES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 55

2.4. Energia y fuerzas entre conductores car ga-
dos

La energia de un conjunto de N conductores cargados (se usa que V(o) = 0)
es,

N
1

U=- Y/ 24.1
2k§:1 Qk\Vk ( )

donde V es el valor del potencial sobre el k-ésimo conductor. La energia del
sistema cambia si varian las cargas, o los potenciales o0 ambos,

N
du = %Z(deQk* QudVi) (2.4.2)
k=1

Sobre cada uno de estos conductores esta actuando una fuerza de naturaleza
eléctrica que se calcularéd a continuacion. Se supondra que los conductores
permanecen normalmente en reposo debido a que existe alguna fuerza no
eléctrica que los mantiene fijos.

Si por un instante se deja que el k-ésimo conductor modifique su posicion en
un dri por efecto de la fuerza electrostatica Ifk que esta actuando sobre él, la
energia del sistema cambia en

dU = VU - drk (2.4.3)

El subindice k en Vi quiere decir que se toma el gradiente de U derivando con
respecto a las coordenadas del conductor k.

Se estudiara dos casos: (a) conductores aislados, es decir, dQ; = 0 para todo
j y (b) conductores cuyos potenciales permanecen constantes, dVj = 0.

(a) Conductores aislados . En este caso el sistema efectta un trabajo mecani-
co (positivo) dW al desplazar al conductor Kk, lo cual lo hace perder energia:
dU < 0. Ese trabajo es,

dW = Fy-drk
= —du (2.4.4)

Al comparar las dos expresiones para dU se obtiene directamente que,

Fr=-VkU (2.4.5)
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(b) Conductores con potenciales fijos . Esta situacion podria darse inter-
conectando los conductores con baterias, cuidando que no haya circuitos cer-
rados que provoquen la existencia de corrientes eléctricas. Ademas se conec-
ta una bateria entre uno de los conductores y tierra. Las baterias aseguran
que las diferencias de potencial permanezcan fijas y la bateria a tierra asegu-
ra que uno de los conductores tenga potencial fijo. Eso basta para que todos
los potenciales queden fijos.

Esta vez el cambio de energia dU que experimenta el sistema se debe a dos
razones: i) la fuerza Ifk efectlia un trabajo que implica una pérdida de energia
para el sistema vy ii) las baterias trabajan para mantener fijos los potenciales.
Aun asi, (2.4.2) se reduce a

1 N
du = éi;vidq (2.4.6)

La pérdida de energia debido al trabajo mecanico es, igual que en el caso
anterior,

(dU)mec = —Fi- dric (2.4.7)

La determinacion de la variacion de la energia debido al trabajo de las baterias
requiere de un analisis un poco mas delicado.

Conviene pensar primero en un sistema de tan solo dos conductores con
Va — Vg fijo. Supongamos que, debido a un pequefio movimiento de uno de
los conductores, el conductor A pierde una cantidad —dQap de carga, es decir,

Qa — Qa—(—dQag) = Qa+dQas Yy que la carga de B cambia en Qg — Qg+
dQga. Debido a que la carga se conserva,

dQas = -dQsa (2.4.8)

El trabajo que efectla la bateria en acarrear —-dQag de Aa B es

dWhat

B
f dQagE - dP
A
dQag(Va—Va) (2.4.9)

Esta es la cantidad de energia que el sistema toma de las baterias (dWhat =
dUbat)-

2.4. ENERGIA Y FUERZAS ENTRE CONDUCTORES CARGADOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 57

La energia total que el sistema toma de las baterias es una superposicion de
expresiones como (2.4.9) sumando sobre todas las parejas de subsistemas
de dos conductores,

(d U)bat

1
EZ(Vi—Vj)de
L

1 1
= EiZjVi dQ;j +§;Vj dQj
D VidQ;
i

> VidQ (2.4.10)

El factor 1/2 en la primera igualdad toma en cuenta que cada pareja es con-
tada dos veces. En el segundo paso se hizo uso de (2.4.8). En el ultimo paso
se utilizo la relacion que expresa el cambio total de carga que experimenta el
I-ésimo conductor, es

dQ :quj (2.4.11)
J
De aqui que el cambio total de energia del sistema sea,

(dU)mec + (dU)pat
—Ifk-dFk+ZVi dQ

du

= —Fy-dfc+2dU (2.4.12)
La ultima igualdad se debe a (2.4.6). De aqui se despeja que
dU = Fy - dfi (2.4.13)
gue se compara con (2.4.3) para obtener que,
Fk = VkU (2.4.14)

Es interesante observar que esta expresion difiere del resultado (2.4.5) del
caso anterior solo en el signo. Pero seria falso concluir que un sistema de
conductores (Q1,V1),(Q2,V2), ...(Qn,VN) implica fuerzas de signo contrario
sobre el conductor k solo por el hecho de tener cargas fijas (conductores
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aislados) o potenciales fijos (conductores interconectados con baterias). Lo
contrario es lo correcto, en ambos casos la fuerza es exactamente la misma
a pesar de las apariencias. (Una razon para comprender que (2.4.14) sea
posible es que se trata de un sistema no cerrado: para mantener V fijo debe
actuar una bateria.)

Por ejemplo, la energia de un condensador plano es,
_ @

- 2As

donde X es la distancia entre las placas. Si Q permanece constante la fuerza
es,

U (2.4.15)

du Q?
— = 2.4.16
dx 2As ( )
Pero si es V el que permanece constante, conviene hacer el reemplazo,
XQ
V=" 2.4.17
= (2.4.17)
obteniéndose, ,
AV
U= 2.4.18
o ( )
y esta vez debe calcularse,
du  sAV?
F=+—=- 2.4.19
T dx 2x2 ( )

Si se compara ambas expresiones para la fuerza se puede constatar que se
obtiene una identidad.

2.5. Integracion numerica de la ecuacion de Pois-
son

2.5.1. Caso unidimensional

Recordemos que la nocion de primera derivada de una funcion V proviene de
considerar el limite de

N V(x+¢€)—-V(X) o bien V(X)-V(x-¢€)
€ €

\V (2.5.1)
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Similarmente la segunda derivada se puede expresar como la diferencia de
primeras derivadas,
g D vkt —V(0 +V(x- )
€ €2

(2.5.2)

Si se quisiera integrar numéricamente la ecuacion diferencial ordinaria V"’ =
p(x) en el intervalo [a,b] con condiciones de borde V(a) =V, y V(b) =V, se
procede como sigue. Se divide el intervalo [a,b] en N partes iguales de largo
€, de tal modo que eN = b—a. La coordenada de cada punto discreto es
Xk = a+ ke de tal modo que Xp =ay Xn = b. Los Unicos valores de V que se va
a determinar son los Vi = V(Xk) y las condiciones de borde Vo =Vay VN = Vp
son datos.

Se escribe la igualdad Vi1 — 2Vk + Vie1 = pre? y se despeja Vi:

Vik= % (Vie1 + Vica — € px)
y se escribe un programa que tiene dos rutinas. La rutina de inicializacion le
asocia a Vi (con k=1,...,N—1) valores al azar (si, jal azar!), mientras que
a los valores en los bordes se les da los datos V, y Vp. La rutina de célculo
es un ciclo que visita ordenadamente los puntos interiores y cambia el valor
actual de Vi por el que resulta de la expresion de arriba.

Se puede demostrar que este procedimiento siempre converge a la solucién,
independiente de los valores aleatorios asociados a los V inicialmente. Pero
¢cuando detener el ciclo? Una forma razonable puede ser la siguiente. En
cada pasada por todos los puntos interiores que van modificando los valores
de Vi se calcula S = zkvf. El ciclo puede terminar cuando la diferencia entre
el valor actual de Sy el anterior es menor que alguna cantidad muy pequefa.

Si su programa va mostrando en pantalla el grafico Vi versus k después de
cada pasada podra ver como los valores aleatorios iniciales rapidamente son
cambiados por otros que van convergiendo a la solucion.

2.5.2. Dimensiones mayores

Si se desea resolver un problema semejante pero en dos o tres dimensiones
entonces el volumen en el cual se quiere calcular V se cuadricula en dos
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dimensiones y se divide en cubos en tres dimensiones. Se ve que los puntos
se caracterizan por dos o tres enteros: X; en dos dimensiones y X;jk en tres
dimensiones.

Para ser mas preciso trabajemos el caso bidimensional de la ecuacion

PV NV
5t 7= =P 2.5.3
AT p(x.y) (2.5.3)
la que nos lleva a la version discreta,
Vienj=Vij  Vij=Vicyj  Vije=Vij  Vij=Vijt
< < + < £ = pij (2.5.4)
€ €
y que permite despejar
1 2
Vij = Z(V”l’j +Vigj+Vijr1+Vij-1—€ pij) (2.5.5)

A continuacion se presenta un seudocddigo que permite obtener el potencial
en 2D dentro de un cuadrado con coordenadas (0,0) y (10,10) con las sigu-
ientes condiciones de borde. El potencial en el perimetro cuadrado en nulo,
en el trazo desde (3,4) hasta (7,4) vale V = 8y en el trazo desde (3,6) hasta
(7,6) vale V = —8. Se trabajara el caso p(x) =0

N = 100
epsilon = 0.1
/********************Inicializacion**********************/
for i=0 to 100
{ for j=0 to 100
V[i,j] = numero aleatorio entre -1y 1
}
for i=0 to 100 do
{ V[i,0]
V[i,10]
V[0,i]
V[10,i]
}
for i=30 to
{ VI[i,40]
V[i,60]
}

[/t s e e et e

.0
.0
.0
.0

o non
(== I — ]

70 do

8.0

-8.0
Loop*****************************/
/** Tan pronto calcula cada V[i,j] puede ejecutar una %/
/** instruccion tipo pintar_pixel(i,j,color=entero(8+V[i,j]) **/
/** que coloca en el sitio [i,j] de la pantalla un color ww/
/** que varia segun el valor del potencial. *x/
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iter = 0
while (iter<1000) do
{ for i=1 to 29 do
{ for j=1 to 99 do
{ V[i,jl = 0.25%(V[i+1,j]+V[i-1,j]+V[i,j+1]1+V[i,j-11)
V(70+1,j) = 0.25%(V(i+71, j)+V(i+69,j)+V(i+70,j+1) + V(i+70,j-1)
}
}
for i=30 to 70 do
{ for j=1 to 39 do
{ V[i,j] 0.25*(V[i+1,j]1+V[i-1,j]1+V[i,j+1]1+V[i,j-11)
V(i, j+60) 0.25*(V(i+1,j+60) + V(i-1,j+60)+V(i,j+61)+V(i,j+59))
}
for j=41 to 59 do
V[i,j] = 0.25*(V[i+1,j]+V[i-1,j]1+V[i,j+1]+V[i,j-11)

}
iter = iter + 1

}

Se puede hacer variantes a este problema. Casos interesantes son: (1) Ponga
V =0 en todo el perimetro del cuadrado de 10x 10 y defina un objeto con
carga uniforme en un area que podria ser un rectangulo entre los puntos (2,2)
y (6,4). Es decir, define un pjj = pg tal que la integral de esta funcion constante
en toda el area dé un valor total de carga dado, Q = 1. Obtener los Vjj. (2) Otra
variante permite ir variando aleatoriamente los valores pj; de tal forma que la
integral fpdS permanezca fija, pero, se retrocede el cambio si la energia
aumenta (la integral de pV). Este proceso lleva a un minimo de energia que
esta asociado a un caso muy notable y la forma del potencial tiene algo muy
particular. jInterprete!

2.6. Problemas

2.1 Considere un sistema donde distintos medios estan separados por superficies
esféricas de radios a < ¢ < b < g. Al centro hay una carga q en una cavidad
vacia de radio a. Entre los radios a y ¢ hay material dieléctrico aislante carac-
terizado por gp, entre ¢ y b el medio es conductor con carga total Q y entre b
y g el material dieléctrico aislante esta caracterizado por eg. Mas allas de g la
constante dieléctrica vale eq. Las Unicas cargas del sistema son las ya men-
cionadas q y Q. Determine E, P y D en todas partes y obtenga las densidades
totales de polarizacion en cada superficie esférica.

2.2 Si el espacio entre dos cilindros conductores coaxiales muy largos (radios a y
b, a< b) estuviese lleno con un material dieléctrico, ¢cémo tendria que depen-
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2.3

24

2.5

2.6

2.7

der la constante dieléctrica de la distancia p al eje para que la magnitud del
campo ||I§|| fuera independiente de p? ¢Cual es la densidad volumétrica de
polarizacion?

Dos placas conductoras rectangulares muy grandes nacen de una misma recta
y forman un angulo 6y. En el espacio entre ellas hay dos materiales dieléctri-
cos caracterizados por g1 y €2 separados por una superficie rectangular que
también nace de la misma recta y forma angulos 61 y 6> con los planos con-
ductores (naturalmente 61+ 6> = 6p). Si se tiene una diferencia de potencial Vg
entre las placas conductoras, determine las distintas densidades de carga que
aparecen en la geometria.

El espacio entre dos esferas concéntricas conductoras (con cargas Q y —Q
y radios a y b respectivamente), esta lleno con dos materiales dieléctricos,
caracterizados por €1 y €2, separados por un plano ecuatorial. Determinar la
diferencia de potencial entre ambas esferas.

Los aislantes pierden su calidad de tales cuando son sometidos a los efectos
de un campo eléctrico que sobrepasa una magnitud critica Er (campo de rup-
tura). Se desea construir un cable coaxial constituido por un cable cilindrico
de radio interno a = 3[mm], un cable externo (cilindro hueco de radio interior
b = 5[mm]) y, entre ellos, en forma concéntrico se desea poner dos materi-
ales caracterizados por €1 = 3gq (interno) y €2 = 2¢p (externo). Se sabe que
Er = 2400Q\Volt/metro] para ambos materiales. Determine el valor 6ptimo del
radio de la superficie interfacial entre ambos dieléctricos para que la diferen-
cia de potencial entre los conductores pueda ser la mayor posible sin que se
produzca ruptura.(Rsp:4.5mm)

Considere un sistema de simetria cilindrica compuesto de un alambre rectili-
neo infinito con densidad de carga Ao uniforme rodeado de un cilindro de radio
a de material dieléctrico con constante dieléctrica e;, a su vez rodeado de un
cilindro conductor de radio exterior c el cual, finalmente, esta rodeado de un
cilindro dieléctrico de radio exterior b y de constante dieléctrica e,. El cilindro
conductor esta cargado; su carga es A1 por unidad de longitud. Determine el
campo eléctrico en todas partes y la densidad de carga total en las tres inter-
faces.

Se va a contruir un condensador en base a dos conductores con geometria
dada. El espacio entre los dos conductores puede ser rellenado con cualquiera
de tres materiales aislantes de constantes dieléctricas sap = 2,15¢q, g = 6,5¢0,
ec = 215¢ respectivamente. Todos estos materiales pierden su capacidad ais-
lante si el campo eléctrico a través de ellos sobrepasa, en algun punto, una
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misma magnitud critica Eg. ¢ Cual de los materiales (A, B o C) debe escogerse
para que este condensador pueda almacenar la mayor energia posible? ¢ Cual
es el cuociente Uc/Up entre la energia que puede almacenar el condensador
con el material C y con el material A? Haga un analisis detallado del problema.

2.8 Se tiene un condensador formado por dos superficies conductoras cilindricas
concéntricas de altura h y de radios a y b respectivamente, a < b. El espacio
entre estos dos conductores esta dividido en dos por un plano que corta ver-
ticalmente al cilindro con un plano que pasa por el eje. Estos espacios estan
rellenos con materiales dieléctricos con constantes g1 y €. Calcule la capaci-
dad de este condensador. Los datos son los dos &, los dos radios y la altura h.
Desprecie efectos de borde en los extremos superior e inferior (h> b > b-a).
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Capitulo 3

Corrientes continuas

3.1. Generalidades sobre corrientes

En conductores se da el fenomeno de corrientes de carga si existe una fuente
que pueda mantener un campo eléctrico dentro de un conductor y provea per-
manentemente de cargas al sistema. Las corrientes eléctricas se caracterizan
macroscopicamente por la intensidad de corriente eléctrica,

_dQ®)

== A (3.1.1)

Como ya se ha comentado en el capitulo anterior, algunos materiales tienen
la propiedad de ser conductores porque parte de las cargas que constituyen
ese material puede desplazarse por él ampliamente.

Esto no significa que un material conductor por el cual circula una corriente
tenga que estar cargado. Lo mas tipico es que un conductor, con 0 sin cor-
riente circulando por él, esté neutro. Mas aun, su densidad de cargas p(F,t)
puede ser nula. Esto es posible, porque junto a las cargas de conduccion (tipi-
camente electrones, pero pueden ser iones en el caso de soluciones salinas)
hay cargas del signo opuesto que no tienen movilidad (cargas localizadas).
Si se tiene un conductor con densidad de carga nula en todas partes, signifi-
ca que en cada elemento de volumen hay tantas cargas de conduccion, que
definen un pc no nulo, como cargas localizadas (no pueden participar en la
conduccion).
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v dt

Figura 3.1:Interesan las cargas que estan en un paralelepipedo de seccion
trasversal dS y arista vdt

Microscépicamente la corriente eléctrica puede ser descrita como un flujo de
cargas debido a una densidad p(F,t) y debido a la velocidad V(F,t) que tiene el
flujo de esas cargas en cada punto y en cada instante. La cantidad de carga
gue atraviesa un elemento de superficie dS durante un intervalo pequefio dt
es la carga d3Q contenida en un volumen de ancho V(F,t)dt y secci6n dS es

d3Q = p(F, ) VP, ) dt-dS (3.1.2)

. . . =
en torno a un punto I en el instante t. La densidad de corriente J, esto es, la
carga que atraviesa por unidad de seccion trasversal y por unidad de tiempo
se define como

Jrt = lim ianva (3.1.3)
a

Cantidad que suele abreviarse como p(F,t)V(F,t) pero la suma en (3.1.3) es
sobre todas las cargas que hay en ese pequefio volumen y sin embargo, co-
mo las cargas localizadas tienen velocidad promedio nula—ya que solo se
mueven en torno a su localizacion—se concluye que solo contribuyen las car-
gas de conduccion.

La corriente que atraviesa una superficie S finita arbitraria es,

| = LJ(ﬁt)-dS (3.1.4)

En esta expresion el signo del elemento de superficie es arbitrario, lo que hace

gue el signo de | sea convencional. El significado fisico, sin embargo, no tiene
R ., =4 e .,

ambiguedad. En efecto, dada una funcion J definida sobre una seccion S de
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un conductor, la integral (3.1.4) representa la cantidad de cargas positivas por
unidad de tiempo que atraviesan esa seccidn en la direccidon en que apunta
dS. Si la integral resulta negativa, significa que las cargas positivas estan
atravesando en el sentido opuesto al dS escogido.

Si se tiene una superficie cerrada y existe movimiento de cargas a través de
ella, la carga total encerrada depende, en general, del tiempo,

Qu(t) = fq/ (P t)dV (3.1.5)

Si se toma la derivada de esta ecuacion con respecto al tiempo, al lado izquier-
do se tiene la derivada de la carga total, derivada que obviamente es positiva
si Qv esta aumentando de valor. La derivada representa a la cantidad neta
de carga positiva que esta ingresando al volumen por unidad de tiempo. Tal
cantidad es lo que se ha denominado corriente en (3.1.1)

La carga que ingresa también puede ser descrita por medio de la densidad
de corriente J'haciendo uso de (3.1.4). Para describir la corriente que ingresa
como una cantidad positiva (y usar los mismos signos que en el parrafo ante-
rior), es necesario integrar _J. d§, ya que el elemento de superficie cerrada
apunta hacia afuera. Por lo tanto se debe escribir la igualdad,

(9p % > =2
—dvV = - J-d$s
fvat oV
—fv-fd(v
”

Puesto que esta igualdad vale para cualquier volumen, debe satisfacerse la
llamada ley de continuidad,

> Gp
V-J+—=0 3.1.6
5 (3.1.6)
Esta ultima ecuacion establece que si la densidad de carga esta variando en
un punto, la divergencia de la densidad de corriente es no nula. Ella expre-
sa que la carga eléctrica es una cantidad conservada, en el sentido que al

disminuir en una region, aumenta en otra.

En este capitulo no se hablara explicitamente de la polarizabilidad de un con-
ductor, sin embargo este fenémeno esta presente aun cuando a menudo rep-
resenta un efecto despreciable. Si el vector de polarizacion P esta cambiando
en el tiempo, en general la densidad de cargas de polarizacion pp depende
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del tiempo. Sea V un volumen arbitrario y Qp(t) la carga de polarizacién den-
tro de él. Razonando en igual forma como se hizo para obtener (3.1.6), la
derivada de Qp con respecto al tiempo puede expresarse tanto en la forma
—f\]_)p -dS como también en la forma,

dQr  d
ot d—tfPPdV

= —dﬂtfv-ﬁfd(v

B .
_ ‘SEE"’S (3.1.7)

Puesto que V es un volumen arbitrario se desprende que se puede hacer la
identificacion:

L 0P
Jp=— 3.1.8
P= (3.1.8)
Algunas aclaraciones. Se ha hablado de las cargas que se mueven en un

conductor. Antes se ha hablado de cargas libres y de cargas de polarizacion.
Aqui se tratara de sefalar el papel que juegan estos distintos tipos de carga.

Un conductor tiene cargas de conduccion, que son las que dan origen a la
densidad de carga que se usa cuando se define Jen (3.1.3). Estas cargas de
conduccién en un metal son electrones, son negativas. La densidad de cargas
de conduccién es una caracteristica del material.

Hay materiales cuya conductividad es despreciable y que llamamos aislantes.
Normalmente se supondra que su conductividad es nula. Los aislantes reales,
sin embargo, tiene una conductividad que no es estrictamente nula.

Puesto que al estudiar corrientes normalmente se trabaja con conductores
neutros, necesariamente junto a estas cargas de conduccion hay cargas pos-
itivas, los iones cristalograficos. La suma de las cargas de conduccion y las
cargas de los iones debe dar globalmente cero si el conductor esta descarga-
do.

Los centros localizados a nivel molecular estan formados por cargas positivas
gue tienen relativamente poco movimiento y electrones ligados, es decir, no
se trasladan como los electrones de conduccion. Sin embargo el movimiento
de estos electrones ligados en torno a los centros cristalogréaficos significa la
presencia de corrientes eléctricas locales en la materia que, si bien no apor-
tan al valor de la corriente macroscopica, si tienen implicaciones magnéticas.
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De aqui que también puede ser de interés en ciertos casos considerar las
corrientes de polarizacion mencionadas en (3.1.8).

En ocasiones es util considerar corriente de superficie. Estas son corrientes
bidimensionales y se definen a partir de densidades superficiales de corriente
K(F) = o(F)V(F)—ver la figura 3.2—como el flujo a través de una linea I' que
corta la superficie en cuestion, como,

I = er(F)xﬁ-dF (3.1.9)

I" es una seccion (unidimensional) de la superficie por la que fluye K, y hies
la normal a la superficie en el punto .

n

Figura 3.2:La corriente de superficie se define como la cantidad de carga que
corta una seccion I' de la superficie. T es una curva.

Como toda corriente, K tiene un signo que depende del signo convencional
de la normal iy del signo con que se recorre el camino trasversal.

3.2. Corrientes continuas y ley de Ohm

3.2.1. Primera ley de Kirchhoff

En el caso de corrientes continuas se debe considerar un régimen estacionario
para el cual se cumple que

VxE([) = 0
p = p(r) (3.2.1)
v.Jim = 0.
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l4

Figura 3.3:Las corrientes 11, |, .. sobre varios conductores que convergen a
un nodo comun suman cero.

La condicion de rotor nulo del campo eléctrico continda siendo valida en el
caso de corrientes continuas. Esto permite seguir usando la nocion de poten-
cial eléctrico en el mismo sentido que se utilizé en electrostéatica. La relacion
VxE=0es equivalente a §E-dr=0.

En régimen estacionario el balance de corriente que entray sale de cualquier
nodo de un circuito suma cero. Para verlo basta con tomar un volumen rode-
ando al nodo de modo que su superficie corte a los conductores en secciones
arbitrarias como en la figura 3.3. Al hacer una integral de la divergencia (que
es nula por (3.2.1)), se obtiene,

K (3.2.2)

A esta ultima relacion se la conoce como primera ley de Kirchhoffy sera uti-
lizada méas adelante.
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3.2.2. Leyde Ohm
3.2.2.1. Argumento intuitivo sobre conductividad eléctri ca.

Cuando existe una diferencia de potencial V entre los extremos de un hilo
conductor, hay una corriente | constante en el tiempo. Ella se debe al cam-
po eléctrico que aparece dentro del conductor, el cual también es constante
en el tiempo. La presencia de este campo implica que sobre cada carga q
de conduccion existe permanentemente una fuerza F= qE. A primera vista
puede resultar paradojal que haya una corriente constante si hay una fuerza
permanente sobre las cargas, ya que tal fuerza debiera dar un movimiento
constantemente acelerado. Lo que ocurre es que las cargas g avanzan inter-
cambiando momento lineal y energia con los atomos, lo que tiene un efecto
neto semejante a la viscosidad. Un cuadro sencillo que ayuda a la intuicion
es imaginarse que los electrones van chocando con los atomos (la viscosi-
dad misma es un efecto promedio de colisiones dentro de un fluido). Si 7 es
el tiempo promedio entre cada choque de una carga g particular, la velocidad
final—justo previa al préximo choque—es TqE/m. La velocidad media con que
avanzan las cargas es justo la mitad de eso, v= qrE/2m. Por otro lado, puede
tomarse como valor de la densidad de corriente J = pv, ver (3.1.3), lo que
permite eliminar vy obtener que J = (oqr/2m)E. Este sencillo cuadro permite
ademas comprender que el paso de una corriente eléctrica calienta a un con-
ductor, ya que los multiples choques aumentan la energia de vibracion de los
atomos del material.

Aun cuando la descripcion anterior es somera, da una idea del fenomeno de
la resistencia eléctrica. Mucho antes de que se supiera de la existencia de
atomos y electrones, Ohm establecio la ley experimental que lleva su nombre,
y que hoy se escribe

J(r) = gE(P) (3:2.3)
donde g es la conductividad del medio. Su reciproco, n = 1/g se llama resis-
tividad.

En un circuito eléctrico normalmente existen baterias u otras fuentes de poder
gue entregan la energia a través de crear una diferencia de potencial y por lo
tanto un campo eléctrico. El campo eléctrico normalmente tiene un valor no
trivial en una amplia zona del espacio, pero la conductividad g es no nula
solamente en los conductores, por lo que al estudiar corrientes solo interesa
el campo eléctrico, o la diferencia de potencial, entre puntos de un conductor.
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material n [Ohm metro]
Plata 159% 1078
Cobre 167x10°8
Oro 235x10°8
Aluminio 2,65x10°8
Hierro 971x10°8
Mercurio 958x 1078
Carbono Fx10°
Germanio Hx101
Silicio 6,2x 107
Vidrio de 109a 10*
Azufre 100

Parafina 18

Quarzo 75x 1017
Teflon de 182a 16

Cuadro 3.1Resistividad de algunos materiales a 20°C.

Si se tiene un hilo conductor homogéneo de largo ¢ al que se le aplica una
diferencia de potencial V entre sus extremos, el campo eléctrico en su interior
es aproximadamente

E~ %R (3.2.4)
y la corriente por él es
|:ff-d§:gf|§’-d§z¥ (3.2.5)

donde A es la seccion del hilo conductor.

En general se define la resistencia eléctrica R de un conductor a través de la
Ley de Ohm,

V=RI (3.2.6)
por lo cual, en el ejemplo anterior, se ve que la resistencia de un hilo es
¢ Volt
R=— [Ohm= 3.2.7
Ag [ m Ampére] ( )

La resistencia de un hilo conductor aumenta con su largo, disminuye si la
seccion es mayor y es inversamente proporcionalidad a la conductividad g del
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material del cual estd hecho el hilo. Cuando el conductor es de forma mas
irregular la expresion del campo eléctrico puede ser muy complicada, pero
siempre se puede usar (3.2.6).

A continuacion se dara un argumento de caracter general para ver (3.2.6) a
partir de (3.2.3). Se argumentara que el cuociente R= V/I entre la diferencia
de potencial V = V- Vp aplicada entre los extremos A, B de un conductor y
la corriente que pasa por €l no depende de V. Para ver esto se debe recordar
que el potencial dentro del conductor se obtiene resolviendo la ecuacion de
Laplace para V(F) usando como condiciones de borde que V en un extremo
vale Va y en el otro vale Vp. Esta funcién V determina al campo eléctrico
E = —VV que a su vez determina la densidad de corriente J(F) = gE(F) que
determina la corriente. Si se aplicara una diferencia de potencial diferente, AV,
el campo eléctrico seria AI?(?) y finalmente la corriente total seria Al, de modo
que el nuevo cuociente seria AV/Al = V/I. Es decir, el cuociente no cambia
porque se aplica una diferencia de potencial diferente. La resistencia es una
propiedad intrinseca de la conexion A B del conductor que se trate.

Pero mas sencillo es observar que la resistencia es

_ JE.0r

R= 3.2.8
g [E-dS (5.28)

y por lo tanto al cambiar E — AE no cambia el valor de R.

3.2.2.2. Visi6én microscopica de la corriente

En | oque sigue se trata de dar una expresion formal a las razones fisicas que
se dio en §3.2.2.1.

Al aplicar una diferencia de potencial en un conductor, el campo arrastra a
las cargas de conduccion, por medio de la fuerza qE, produciendo una cor-
riente. Estas cargas, sin embargo, no se mueven aceleradamanete debido a
que sufren multiples choques con los centros moleculares que no pueden de-
splazarse. El efecto de estas colisiones es el de una viscosidad efectiva, por
lo que la ecuaciéon del movimiento medio de las cargas de conduccion es

mg—\: —gE-nV (3.2.9)
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donde n es ul coeficiente de viscosidad que resulta de los multiples choques.
La solucion general de esta ecuacion es

V=Vo+v1 €™M  donde Vp= g E (3.2.10)

gue a tiempo infinito tiende a la velocidad constante V. Si se quiere suponer
que en el instante cero las particulas tenian velocidad cero, entonces se debe
poner V3 = —Vp. Pero no se necesita tiempos infinitos. Para tiempos pocas
veces mayores que

T (3.2.11)

m
n
la carga ya tiene una velocidad muy cercana a V. Para conductores metalicos
usuales a temperatura ambiente este tiempo 7 de relajacion es del orden de
1014 segundos, por lo que se puede decir que un conductor al que se le aplica
una diferencia de potencial alcanza en forma casi instantdnea su estado de
régimen y las cargas migran con velocidad

-
T (3.2.12)
m
Esta velocidad—tipicamente es del orden de pocos milimetros por segundo—
es muchos ordenes de magnitud menor a la velocidad térmica de los elec-
trones (la que tienen entre choque y choque).

Si vuelve a mirar la defincion (3.1.3) se vera que, suponiendo que todas las
cargas que se mueven valen qy todas las velocidades son Vp, se obtiene que
en un volumen pequefio V tal expresion que puede escribir

> Ng, Nt
J‘rvvo‘m(vg

donde N es el numero de cargas de conduccion dentro del volumen V. Esta
Gltima expresion arroja una expresion microscopica para la conductividad,

Nor
g:qz

mV

(3.2.13)

La conductividad tiene que ver con la dendidad de cargas de conduccion N/V
y con el tiempo de relacion 7, dado en (3.2.11).
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3.2.3. La ecuaciones y sus condiciones de borde
3.2.3.1. Ecuaciones gue rigen el flujo continuo

a) E=-VV

b) J=gE

c) V.-J=0
Para el caso de conductores homogéneos (g = uniforme), las ecua-
ciones anteriores permiten deducir que,

d) V2V =0.

e) V es continuo en todos los puntos donde el campo eléctrico es finito;

f) en las superficies de contacto con la fuente (electrodos) se tiene V =
constante, lo que muestra, de (a) y (b) que J nace perpendicular a los
electrodos y naturalmente ahi se puede calcular,

g) I =[J-dS

3.2.3.2. Condiciones en una interfaz entre dos medios

Tal como en el estudio de condiciones de borde con dieléctricos, se deduce la
continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico,

Ey = Ex (3.2.14)

que también es,
O2J1t = 912t (3.2.15)

que implica que en estas superficies, V x J# 0.

Para estudiar las componentes normales se considera una densidad de cor-
riente fque fluye cruzando una superficie de contacto entre conductores de
distinta conductividad g. Si se hace una integral de la divergencia (nula) de
J en el volumen de un cilindro infinitesimal con eje normal a la superficie,
fV . Jd'V, se obtiene inmediatamente que,

Jin = Jon (3.2.16)
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y por lo tanto
01E1n = 02E2n (3.2.17)

De las condiciones de borde recién descritas se puede obtener varias conse-
cuencias sencillas.

- Si la conductividad del medio 2 es nula (2 es aislante) se tiene J>=0. De
(3.2.16) se obtiene que Ji, =0, es decir, J1 muy cerca de la interfaz es paralela
(tangencial) a la interfaz.

- En la situacion de la figura 3.4, si se dibuja un pequefio cilindro, de seccién
A, de manto perpendicular a la interfaz entre dos conductores 1y 2 de con-
stantes dieléctricas y conductividades (e1,01) v (£2,02) respectivamente, se
debe tener que

9§ B-dS = Qu(V) = Aoy

oV

2
L

Figura 3.4:Corriente pasa de un medio “1” a un medio “2” provoca que
aparezca una densidad de carga en la superficie comudn.

El valor de esta integral proviene solo de la contribucion de las tapas e implica
Don—Din=0v¢

gue ya habia sido vista en (1.10.4)

Esta relacion puede ser reescrita como &32Eo, —e1E1y = ¢ y también en la
forma

(Q_E)anw, (3.2.18)

donde J, es la componente normal de la densidad de corriente, proyectada
sobre la normal i que apunta del medio 1 al medio 2. La conclusién es que
el paso de corriente de un medio conductor a otro produce una densidad de
carga superficial dada por (3.2.18).

En un condensador de capacidad C cuyo medio dieléctrico es imperfecto
porque tiene cierta conductividad g ademas de una constante dieléctrica ¢
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se puede ver que el producto entre su capacidad y su resistencia R es

RC= 2
g

Para demostrarlo notamos que
Q [B-dS &[E.dS
V. [E.dr [E.dF

donde la integral que reemplazo6 a Q es la integral de superficie de o, en la
cara del conductores positivo de los dos conductores enfrentados y

R_y_fl?-dr*_ [E-dr
1 [J.dS g[E-dS

C

Figura 3.5:Se integra sobre una superficie muy cercana a una de las placas
del condensador plano.

3.2.4. Las dos leyes de Kirchhoff

Un circuito puede pensarse como una malla de resistencias, baterias, con-
densadores etc, unidos por conductores perfectos.

Se llama nodo de un circuito a un punto al que convergen mas de dos conduc-
tores. Si por estos conductores vienen corrientes lx hacia un nodo entonces,
en régimen estacionario, se debe cumplir que,

D=0 (3.2.19)
k
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relacion que se conoce como la primera ley de Kirchhoff y se comentd con
mas detalle al obtener (3.2.2).

Se dice que dos nodos son consecutivos si existe un camino por el circuito que
los une sin pasar por otro nodo. Cada camino entre dos nodos consecutivos
se llama rama.

Normalmente en un circuito es posible definir un camino que parte y termina
en un cierto nodo A sin que se pase dos veces por la misma rama. Tal camino
se llama cerrado.

Dado un circuito siempre es posible determinar la corriente que pasa por cada
rama y la caida de potencial que hay en ella resolviendo un sistema lineal
acoplado de ecuaciones para las corrientes. Para resolver este problema se
debe escoger tantos caminos cerrados como sea necesario. A cada camino
cerrado se le asocia arbitrariamente un sentido arbitrario de circulacion y a
cada rama del circuito se le asigna una corriente incégnita con un sentido
también arbitrario.

La segunda ley de Kirchhoff da la relacion matematica que debe escribirse
por cada camino cerrado—y proviene de la condicién de irrotacionalidad (ver
(3.2.1)) $ E-dr'= 0 —y se define como sigue:

= a) La caida de potencial en cada resistencia R por la que pasa una
corriente | (incognita) cuyo signo coincide con el sentido de circulaciéon
del camino cerrado, es +RlI, de lo contrario es —RI.

= b) Si los polos de una bateria son atravesados de + a — por el sentido
de circulacion, se tiene una caida +&.

m C) La suma de las caidas de potencias en cada rama del camino cerrado
debe ser cero.

3.3. Fuerza electromotriz y efecto Joule

3.3.1. Lafem

Una fuente de potencial es un dispositivo que crea entre sus contactos A, B
una diferencia de potencial. Los ejemplos mas tipicos son las baterias y los
dinamos. A estas fuentes se les asocia (a) la resistencia interna R, y (b) la
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fuerza electromotriz o f.e.m. (que se mide en Volts), la que produce una dis-
continuidad en el campo eléctrico. La f.e.m. representa una diferencia de po-
tencial intrinseco de la fuente y se designa con el simbolo &.

_________________

__________________

Figura 3.6:Una bateria tiene asociada una fuerza electromotriz y una resistencia interna

Si se mide la diferencia de potencial V = Va— Vg (positiva por definicion) entre
los contactos de una fuente y no hay corriente circulando a través de ella,
el resultado es & En cambio hay una corriente | si los contactos A, B se
conectan a una resistencia R. La caida de potencial V en Ren tal caso es

V=RI=Va-Vg>0 (3.3.1)

Pero también puede pensarse que existe una diferencia de potencial & y dos
resistencias en serie,
E=(R+R)I (3.3.2)

gue se combina con la relacién previa y da,

V=&-RI (3.3.3)

3.3.2. Potencia y efecto Joule

El trasporte de cargas a través de una resistencia significa trabajo y por tan-
to pérdida de energia del sistema bateria-resistencia. Si en un lapso At una
carga Aqva de Aa B,

AQ = 1At (3.3.4)

la energiainicial asociada a Ages Ui, =VaAq vy laenergiafinal es Ugp, =
VBAQ.
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La energia que el sistema pierde en la resistencia R por este efecto es disipa-
da como calor. Si P es la potencia disipada en R (energia disipada por unidad
de tiempo), la energia inicial de Aq es

Uini = VaAQq = VBAQ + PAt, (3.3.5)

y la expresion para la potencia disipada se reduce a,

2
P=VI=RI?= %[Watt:

Joule] (3.3.6)

seg

Figura 3.7:Bateria conectada a una resistencia R

Esta produccioén de calor debida al paso de una corriente se denomina efecto
Joule.

Esercicio 3.3-1 Demostrar que un circuito formado por una bateria y una re-
sistencia R entrega el maximo de potencia a R cuando R=R,.

Ahora se estudiard el efecto Joule desde un punto de vista local. Se toma un
elemento clbico de volumen, dV con cuatro aristas paralelas a la densidad
de corriente J?r*). La diferencia de potencial entre las caras opuestas es dV =
E - dP, mientras que la corriente que pasa por esas caras es dl = J- dS. De
aqui que la potencia que se disipa en dV es

dP=dvdli=J-dS E-dr (3.3.7)

. =4 .,
Pero como el elemento de camino dr es paralelo a J, por eleccién del elemen-
to de volumen, el lugar de estos dos vectores puede ser intercambiado en la
expresion anterior,

dP=E.J dr-dS (3.3.8)
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ds

dr

[y
|

Figura 3.8:Se escoge elementos de volumen compuestos por ds y dr; el
ultimo paralelo a la densidad de corriente J.

S . .
pero dr-dS es el elemento de volumen dV sobre el cual se integra, obtenién-
dose,

P:LJEW (3.3.9)

Esta es la expresion general de la potencia disipada. La expresion (3.3.6) en
cambio, tiene sentido solo en los casos particulares cuando existe una Unica
diferencia de potencial en el problema.

En la deduccion anterior se hizo el intercambio de posicion de dos vectores:

dP— J (3.3.10)

3.4. Problemas

3.1 Dos trozos de material conductores imperfectos (e1, 91 Y €2, g2) de igual
geometria (paralelepipedo rectangular) estan unidos por una de sus
caras (de area Ap). Las respectivas caras opuestas a las caras de con-
tacto son mantenidas con una diferencia de potencial Vg y la arista per-
pendicular a estas caras es de largo b en cada material. Determine la
carga libre en la superficie de contacto.

3.2 Se tiene dos mantos cilindricos concéntricos de la misma altura h, de
radios ay b que son conductores “perfectos”. El espacio entre ellos esta
lleno con dos materiales caracterizados por sus constantes dieléctric-
as y conductividades: (e1,01) Y (£2,02) respectivamente. Si se mantiene
una diferencia de potencial Vg entre los conductores determine (a) el
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campo eléctrico en cada punto en la zona entre los dos conductores per-
fectosy (b) la resistencia R del sistema y la potencia P que se disipa
entre los dos cilindros. Desprecie los efectos de los bordes.

3.3 Un conductor esférico de radio a esta rodeado por un conductor concén-
trico de radio b > a. El espacio entre los conductores esta lleno con un

medio cuya conductividad varia con el radio: g = —. Si la esfera exterior

se mantiene a un potencial Vg y una corriente total | fluye radialmente
entre los conductores determine: e el potencial eléctrico a una distancia
r > adesde el centroy e la potencia disipada en el medio.

3.4 Se sabe que la atmdsfera tiene una conductividad (causada principal-
mente por los rayos cosmicos) que depende de la altura de la siguiente
manera:

9@ = (3+0,52)10° [Qm]™! (3.4.1)

donde zes la distancia vertical sobre el suelo. Se ha encontrado ademas
un campo eléctrico vertical, dirigido hacia el suelo, que en la superficie
de la Tierra vale:

E=-10k [V/m] (3.4.2)

Suponga el siguiente modelo de la atmésfera: Una capa conductora par-
alela a la superficie, situada a una distancia de 15[Km] sobre el suelo;
entre esta capa y el suelo se encuentra la atmésfera, con la conductivi-
dad y el campo eléctrico indicados mas arriba. El radio de la Tierra es
Rr = 6400[Km]. (a) Calcule el campo eléctrico y el potencial en la at-
mosfera, en funcion de la altura z. (b) Calcule la corriente total que fluye
entre la capa superior conductora y el suelo. (c) Calcule la densidad de
carga superficial en la superficie de la Tierra y la densidad de carga en la
atmasfera. Sugerencia: aproveche la condicién: z< Ry con lo cual se pueden
considerar que las superficies son planas.

3.5 Entre dos placas paralelas separadas por una distancia h y mantenidas
a una diferencia de potencial Vg hay un medio liquido con una solucién
inhomogénea con constante diléctrica uniforme e.
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Como efecto de esto el medio
entre las placas tiene una con-
ductividad g(2) que tan solo de- -

pende de la distanciazalapla- € 9(2) h
ca inferior: 0 +
_ Jdo
92 = Tz

Obtenga la densidad de corriente, el campo eléctrico y el desplazamien-
to. Obtenga también la densidad de carga libre en el liquido.

3.6 Se tiene N baterias, cada una con la misma fuerza electromotriz & y
la misma resistencia interna R;. Ellas pueden ser conectadas todas en
serie 0 bien todas en paralelo y, en ambos casos, el circuito es cerrando
con una resistencia R. Determine las potencias P1 y P> que se disipan
en R en cada uno de los dos casos. Encuentre el valor Ry de R que
permite obtener el mayor valor para P1 y encuentre el valor R, de Rque
permite obtener el mayor valor para P,. Determine en cuél de los dos
casos la potencia disipada en R es mayor.
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Capitulo 4

Magnetostatica

4.1. Corrientes y campo magneético

La forma mas directa de apreciar la existencia de campos magnéticos se rela-
ciona con los imanes. Con ellos se puede atraer trozos de hierro. Una brajula
es un iman de forma alargada que puede girar para alinearse con el campo
magnético de la Tierra. Su uso fué descrito por primera vez por Shen Gua
(1031-1095) ...

4.1.1. Anticipo

Es interesante observar que la ley de continuidad (3.1.6) unida a la ley de
Coulomb conduce a la deduccion formal que sigue. Si en (3.1.3) se reemplaza
o por su expresion en la ley de Coulomb &V - E se obtiene que,

V'l80§+J1 =0 (4.1.1)

Pero si una funcién vectorial tiene divergencia nula en todas partes, puede
escribirse como el rotor de una funcién vectorial B(P,t) como sigue

S OE
V x B = upJ + Hogo—- (4.1.2)

Esta relacion formal sera mas adelante justificada en base a leyes fisicas y
de tal forma que B podra ser interpretado como el campo magnético que se

85



86 Patricio Cordero S. versa 20112

produce tanto debido a la presencia de una densidad de corriente como a la
presencia de un campo eléctrico variable.

4.1.2. Dos nuevas leyes

a r-r g Vv
; Q
r B(r) r

Figura 4.1:A la izquierda una carga q’ en movimiento produce un campo magnético B(F')
definido en (4.1.3) en todo punto F. A la derecha se tiene la accion de una fuerza magnética
definida en (4.1.4) sobre una carga en movimiento en presencia de un campo magnético.

Dos son las leyes experimentales que establecen la causa y el efecto de un
campo magnético:

(a) Una carga puntual ' en posiciéon I’ que se mueve a velocidad V’ produce
en I’ un campo magnético

po gV’ x (P—F)
4 |IP-7|13

B(P) = (4.1.3)
(b) La fuerza que actua sobre una carga puntual q ubicada en F que se mueve

con velocidad V en presencia de un campo magnético externo §(F), es,
F = qvx B(P) (4.1.4)

la que se conoce como fuerza de Lorentz. Hoy dia es mas comuan llamar
fuerza de Lorentz a la fuerza electromagnética total que puede actuar sobre
una carga (g, esto es,

F=qE+qVxB (4.1.5)

4.1.3. Campo magnético debido a una corriente

La ecuacion (4.1.3) puede ser extendida para escribir la contribucion al campo
magnético en la posicion I debido a la densidad de corriente J(”’) que hay en
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un elemento de volumen dV’ en torno al punto r’. Resulta ser,

po J() x (F=F)dV’
An IP— |13

d>B(P) = (4.1.6)

Para obtener esta expresion se reemplazo el factor 'V’ que hay en (4.1.3) por
p(PHV dV’ = J(F) dV’.

Figura 4.2:Se considera un elemento de volumen en el conductor con corriente. Este pe-
quefio volumen es responsable de una parte d3B del campo total que la corriente provoca y
esta dada en (4.1.6)

De (4.1.6) es inmediato ver que

= _/10 7= r
B‘(r)_EfJ(r )XW—

dv’ (4.1.7)
Si la densidad de corriente J esta circulando por un conductor filiforme 1y el
elemento de volumen se expresa como el producto punto entre el elemento de
longitud dr” a lo largo del circuito 1y el elemento de seccién dS’ del conductor
de este mismo circuito, entonces se puede usar (3.3.10) para reemplazar en
(4.1.6) los factores JdV” por dr’ J(F’)-dS’. Después de hacer esa sustitucion
se puede integrar sobre toda la seccion del conductor, obteniéndose, segun
(3.1.4), la corriente | que circula en el conductor,

1ol’ P’ x (PP
Al — 77|

dB(P) = (4.1.8)

Se hizo uso de (3.3.10) con dr”’ representando al elemento de un camino T’
que coincide con una linea de corriente J. En la expresion (4.1.8), donde se
ha integrado sobre la seccion del conductor, el vector F” define al punto donde
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I" corta a esta seccion. Para obtener (4.1.8) se ha supuesto que el conductor
es muy delgado, de otro modo no se podria integrar sobre la seccion en forma
tan sencilla.

De la expresion anterior se obtiene el campo magnético total B producido por

un circuito cerrado T,
dr’ x (F—r")
B(P) = 29 96 _— 4.1.9
O % R 29
Esta expresion se conoce como la ley de Biot-Savart.

Esercicio 4.1-1 Con la expresion anterior demostrar que el campo producido
por una corriente | que circula por un alambre rectilineo infinito es,

B(p.¢) = %@ (4.1.10)

donde p es el radio de coordenadas cilindricas.

B(1)

r

Figura 4.3:La expresion (4.1.9) da el campo magnético producido por un
circuito filiforme I" con corriente |.

Esercicio 4.1-2 Demostrar que el campo que produce una corriente | que
circula por una circunferencia de radio R, a distancia z, sobre el gje de la
circunferencia, es
gt R
2 (R+22)32

Bsercicio 4.1-3 Demostrar que el campo magnético que hay en el interior de
una bobina cilindrica, ideal, infinita con n vueltas por unidad de longitud y con
corriente | en cada espira es un campo uniforme y vale

(4.1.11)

B = uonlk interior de la bobina (4.1.12)
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donde k es la direccién del eje de la bobina.

4.1.4. Efecto Hall

Cuando circula una corriente por un conductor en presencia de un campo
magneético externo, las cargas en movimiento—las cargas de conduccion—
tienden a desviarse de su trayectoria longitudinal por el conductor debido a la

fuerza magnética

Como efecto de esto se carga mas un costado del conductor que el otro y se
produce un campo eléctrico trasversal a Jﬁy asi se establece un equilibrio. El
campo eléctrico trasversal Eq que aparece produce una fuerza exactamente
opuesta a la fuerza magnética dada mas arriba:

Figura 4.4:Por un conductor de seccién Ay ancho a circula una corriente total
|. Si ademas hay un campo magnético externo B se produce una diferencia de
potencial trasversal a la corriente y al campo magnético (en esta figura B es
perpendicular a la circulacion de la corriente | y es perpendicular al ancho a).
La aparicion de esta diferencia de potencial trasversal es el efecto Hall. La
version cuantica de este efecto se relaciona al premio Nobel de fisica de 1998.

QeEtr = —QeVX B

Suponiendo estos vectores son todos paralelos o perpendiculares se puede
trabajar escalarmente

Ei, =VvB = V=aE,=vBa

donde la velocidad v de las cargas es proporcional a J que es v=£J donde
B es una constante que tiene que ver con la conductividad del material. Pero
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=1/Acon lo cual

IBa
V= ,8—

es decir, aparece una diferencia de potencial V. Esto fue descubierto experi-
mentalmente por E.H. Hall en 1879.

4.2. Potencial vectorial

4.2.1. Definicion usando J
La expresion (4.1.6) puede ser escrita

, 1 4o J(™)
d3B(r) = -2 J(Pyx v dv =Ky dv’ 4.2.1
() = =2 XV AV = o Vs dV (4.2.1)

porque V se refiere a las coordenadas sin prima. De aqui resulta que B se
puede escribir como un rotor

4

B
4

Figura 4.5 as integrales se hacen escogiendo un elemento de volumen con
cuatro de sus aristas paralelas a la densidad de corriente J.

) J(r*’)
IP— r’ll

(4.2.2)

Esta integral es sobre todo el espacio. En la practica queda restringida a loas
. . =
zonas donde la densidad de corriente sea J sea no nula.
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La expresion enterior (4.2.2) indica que siempre el campo magnético puede

ser escrito como el rotor de una funcién vectorial que sera denominada po-
. . o .

tencial vectorial : A(F"), es decir,

B(P) = Vx A(P) (4.2.3)

donde

PR MO 1 1 >, _)
A(r :—f(ﬁ — )Jr*’d(V’+VAr 4.2.4
") 4 J \IIF=FIl [IFo—r"ll ) ") ( )

El vector rp es un punto arbitrario donde se escoge que Ase anule y la funcion
A(F) también es arbitraria.

El volumen de integracion seria en principio todo el espacio, pero en la prac-
tica es el volumen de la zona en la cual la densidad de corriente es no nula,
esto es, V es el volumen del conductor por el cual circula la corriente.

De (4.2.3) se desprende que,
V.-B=0 (4.2.5)

La libertad para escoger A de entre una familia infinita de funciones conec-
tadas por distintas funciones A(F’) se llama libertad de gauge. Tal libertad
(que no tiene significado fisico directo) es usada, especialmente en magne-
tostatica, para que el potencial vectorial satisfaga,

-

V-A=0 (4.2.6)

gue se conoce como gauge de Coulomb.

Si ademas hubiese una densidad de corriente de superficie K(F”) la expresion
(4.2.4) tiene un término extra.

En (4.1.9) se establecié que el campo magnético I§(F) debido a un circuito T’
por el que circula una corriente | es,

| CdPx(@-r")
B(r) = “ng— 4.2.7
N TR &2

donde 1’ es el vector que recorre la fuente, es decir el circuito I'. La expresion
anterior es equivalente a

B(r) = _tol 9§dr' X Vy > 1 (4.2.8)

Ar r—r|
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que es

B(F) = “ﬂvr x9§ dr’ (4.2.9)
r

An P — 7|

Nuevamente se ve que el campo magnético, esta vez debido a un circuito,
- . . Y
puede escribirse como el rotor de un potencial vectorial A,

/K(f):i' Sé( 1 1 )d?’+VA(P) (4.2.10)

m Jr\IP=rIl liro—r||

Para circuitos ideales infinitos Fp no puede ser tomado de magnitud infinita.

Mas adelante se vera que la nocion de flujo magnético ® a través de una
superficie S es fisicamente interesante,

@zLﬁ(F)-dS:LVxA(F)-dS: AR (4.2.11)

I'=o0

Es muy facil demostrar que el flujo magnético no depende de A(F), es decir,
se obtiene el mismo ® con Ay con A’ ya que §VA -dr=0.

En casos con suficiente simetria la relacion [ B(F)-dS = K oas A(P) - dF puede
ser util para determinar A

4.2.2. Campo B y potencial vectorial a partir de K

Veamos el efecto de una densidad de corriente superficial. En tal caso existe
una contribucién al campo magnético analoga a (4.1.6) y que es (usando A =
r—r’)

o o’dS'v’ x A

47 A3

uo K(P")x A(d€” x dr’) -
4 A3

o A x A[d¢’ x K - ]

= - 3 (4.2.12)

d?B(r)

donde se obtuvo la segunda linea identificando o'V’ con K y el elemento
escalar de superficie con (d¢” x dr’) - h. Aqui df’ es el elemento de camino
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Figura 4.6:También interesan las densidades de corriente superficiales K.
Integrando K alo largo de una linea trasversal se obtiene la corriente total

trasversal tal como el que se usé en (3.1.9). La tercera linea surge de inter-
cambiar las ubicaciones de K con el elemento de camino d’. Finalmente,
integrando sobre el camino trasversal se obtiene la corriente total de superfi-
cie e integrando a lo largo del camino de corriente se obtiene el campo total
debido a la corriente superficial:

§S:£|39§M (4.2.13)

I7=r|13

Por otro lado también se puede escribir

Bs = f REYx——"_4s
S ( Hr) il 3
— 1 /
B 4n "iP—r]
IZ(F’)

Ir- ”’II

que implica que la contribucion al potencial vectorial de la densidades de cor-
riente de superficie es

1 1 .y ’
As() = f(n* Pl ||V0—V’||) KEds (4.2.14)
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4.2.3. Ejemplo

Dada la corriente | a lo largo de un alambre recto infinito se puede calcular A
usando (4.2.10). El elemento de camino es kdzy se debe calcular

/:(w):“o—”<f t 1 dz:_‘%n(ﬁ)k
—00 \/p2+22 \/p(%_l_zz PO

Otra forma de obtener lo mismo: Puesto que se sabe que el campo es B=
%¢ el flujo por un curcuito rectangular con dos aristas paralelas al eje con
corriente (largo h) y con aristas perpendiculares desde p = ahastap =D, es

b
q):,uoIh do _ polh nE
2t Ja p 2n a

pero de (4.2.11) se sabe que @ se obtiene de una integral de Kpor el perimetro
del rectangulo. Suponiendo que A = A(p)k se ve que las aristas perpendicu-
lares al eje no contribuyen y las otras trivialmente dan (A(a) — A(b)) h, ergo

A@)-Ab) = %’ng _ ‘%(mg—mg)

de donde

c es una distancia arbitraria.

4.3. Ley circuital de Ampere

En lo que sigue se demostrara que en régimen permanente, esto es, cuando
. =4 .
se satisface V- J =0, se satisface

V x B(P) = uoJ(P) (4.3.1)

Previamente es necesario hacer dos demostraciones.

e a) Se demostrara que la integral de volumen del Laplaciano de 1/r calcu-
lada en cualquier volumen que contenga al origen vale —4n. Para comprender
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esta demostracion es necesario tener claro que el Laplaciano de 1/r es nulo
en todas partes, excepto en el origen. Por lo tanto la integral que se va a es-
tudiar no depende de la forma del volumen V considerado, s6lo depende de
si el origen esta o no dentro de V.

fvzld(v - fv-(vg)d(vzgg vigg- ( rz) Fr2do
vy I 4% r ov T ov\ T

= -Ar (4.3.2)

Arriba dQ es el elemento de angulo sélido. El angulo sélido que subtiende una
superficie cerrada que no contiene al origen es cero y el de una superficie
que contiene al origen es 4x. Se uso el elemento de superficie de una esfera
centrada en el origen aprovechando que el resultado no depende de la forma
del volumen.

El resultado anterior se escribe
1
v2F = —476(X) 6(y) 6(2) (4.3.3)

donde la “funcidn” ¢ es nula en todas partes excepto en el origen y ademas
fab f(X)o(x)dx = f(0), para toda funciéon f(x) bien definida en x= 0y siempre
gue el intervalo a-b contenga al origen.

e D) Si se toma el rotor de Ba partir de la expresion (4.2.2) y se tiene
presenta la identidad V x (VxC = V(V - C) — V2C se tiene que

i) W)

IP=FIl

e )
V(V P ) f P-4V

De estas dos contribuciones, se puede afirmar inmediatamente que gracias

. =, . . ., - 7
a (4.3.2) la segunda arroja 4z J(F). La primera contribucion requiere de mas
andlisis. El paréntesis gue hay en el primer término es

ﬁV><§
0

Vx(Vx
M

ﬁ 1
= | 3 dv’
||r—r'|| f( L Ir- ||
= Jr)-v dvV’
f( ) P ”’II
) f v ||r;](r*)'|| f I J(*r'n) Va3

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



96 Patricio Cordero S. versa 20112

Siendo estas integrales en todo el espacio, la primera es nula porque puede
convertirse en una integral de superficie a distancia infinita. La segunda es
nula porque en magnetostéatica se cumple que V-J = 0.

Se concluye entonces que (4.3.1) se cumple.

Un corolario sigue de inmediato. Si se integra la relacion (4.3.1) sobre una
seccion S parcial de un conductor por el que circula la densidad J?r*), se tiene,
por el teorema de Stokes, que el lado izquierdo puede ser escrito como la
integral sobre un camino cerrado I' que corresponde al borde de la seccion S,

entonces,
Sﬁé.d?:uofJ*-d§ (4.3.5)
r
esto es,
| /7
- &>
\
-

Figura 4.7 La corriente que corta superficie S puede determinarse integrando
al campo magnético enT = 9S.

B-dP= ol Ley de Ampere (4.3.6)
r=4S

que se conoce como la forma integral de la ley circuital de Ampeére. Ir es la
corriente que corta a cualquier superficie S cuyo borde es T

Lo visto en este capitulo permite calcular campos magnéticos en diversas
situaciones. En casos muy simétricos es posible calcular campos magnéticos
haciendo uso de la ley circuital de Ampére. En otros hay que conformarse con
(4.2.7) o con un célculo del potencial.

Esercicio 4.3-1 Demostrar que el campo que hay en el interior de una bobina
toroidal de N vueltas y corriente | en cada vuelta depende tan solo de la
distancia p al eje del toroide y del vector unitario ¢,

_ poNI -
B= o é (4.3.7)
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4.4. Fuerzay torque magnetico

4.4.1. Fuerza

De (4.1.4) se desprende que la fuerza de Lorentz d3F gue actua sobre un
elemento de volumen dV de un conductor debido a un campo magnético
externo B(P) es,

d°F = J(P) x B(F) dV = dr'x B(P) J(7) - dS (4.4.1)

en el entendido, ya usual, de que se escoge el elementos de volumen dV =
dP-dS con dF paralelo a J(F), ya discutido al plantear (3.3.10).

\dF

Figura 4.8:La fuerza dF que aparece en una tajada de largo dF’ de un con-
ductor cuando esta presente un campo externo B.

Si se integra sobre la seccion del conductor (aproximacion filiforme) se obtiene
la fuerza dF sobre un elemento de largo dr’ de un conductor debido a un
campo magnético externo B(P),

dF = 1dPx B(P) (4.4.2)

Si se integra la expresion anterior sobre todo el circuito se obtiene la fuerza
total

Fo 56 dr x B(r) (4.4.3)
r

sobre el circuito debido a la presencia de un campo magnético externo B. Esta
fuerza no esté localizada, es decir, no actia sobre un punto del circuito sino
gue sobre cada elemento infinitesimal del circuito actia una pequefia fuerza
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y la suma total de esas fuerzas, que estan actuando en diferentes puntos, da
(4.4.3).

Biercicio 4.1-4 Si se tiene un circuito cerrado por el que circula una corriente
I, demostrar que la fuerza neta que actua sobre el circuito, por efecto de la
presencia de un campo magnético externo uniforme, es nula.

La fuerza por metro, entre dos alambres infinitos paralelos, separados por 1
metro, cada uno llevando una corriente de 1 Ampére, es aproximadamente de
2x 1077 newton.

Se puede reescribir esta relacion tomando, en lugar de un campo externo B, el
elemento de campo magnético dB gue se obtuvo en (4.1.8). De tal manera se
obtiene la fuerza d2F gue actla sobre el elemento dr de un conductor debido
a la parte del campo magnético que produce el elemento dr” del conductor
“prima”, que lleva a la Ley de Ampére,

oo po,,, APX (AP’ X (P—F"))
d?F = ™ 2 e

(4.4.4)

Integrando se obtiene la fuerza neta que actua sobre el circuito I' con corriente
| debido al circuito I'” con corriente |”:

Lo mxwﬁxa )
F= ||4i¢; TRETE (4.4.5)

BEsercicio 4.1-6 Demostrar que la fuerza (4.4.5) obedece el principio de accion
y reaccion.

4.4.2. Torque

Se puede aplicar (4.4.2) en forma muy sencilla para calcular el torque que
actla sobre un circuito debido a la interaccion entre la corriente que circula
por él y un campo magnético externo. Puesto que

d7 =rxdF =1 Px(drx B) (4.4.6)

se obtiene que el torque que actla sobre un circuito filiforme completo es

7= fﬁrx@rxﬁ(» (4.4.7)
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A modo de ejemplo se encontrara una forma diferente de expresar el torque
que actua sobre un circuito debido a la presencia de un campo magnético
externo uniforme I§o. En este caso la integral (4.4.7) para el torque se reduce
a

2= 56 (- Bodr— - dr) (4.4.8)

pero como F-dr = %d(?- r) es una diferencial exacta, por lo que no contribuye
a la integral sobre un camino cerrado, y la integral anterior proviene tan solo
del primer término en el integrando.

Por otro lado notemos que

0

56 d(7- Bor)
_ 56 (dP- B+ P Bod)
por lo cual, en este caso, el torque se puede escribir

2 - %|56{r-§od?—dr-§ow}

= %I SE(rxdr)xB‘o

= |§X§0
= mxBp (4.4.9)

El vector S tiene magnitud de superficie; en el caso que la curva I sea plana,
coincide con la superficie encerrada por dicha curva. Mas en general S tiene
como primera componente Sy = Syz a la superficie encerrada por la proyec-
cion de la curva I' sobre el plano YZ En forma ciclica se definen las otras
componentes. El producto

m=18 (4.4.10)

tendra importancia mas adelante. Se lo llama el momento dipolar magnético
del circuito.

El torque (4.4.9) tiende a mover m para dejarlo paralelo al campo magnético
externo. El campo magnético que produce el pequefio circuito en su centro
es paralelo a M de modo que el campo magnético total en el centro del dipolo
es mas intenso que Bo. Esta propiedad permite entender las propiedades de
algunos materiales magnéticos.
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4.5. Una particula en un campo magnético uni-
forme

Como ya se dijo en (4.1.4), una particula cargada que se mueve en presencia de un campo
magnético esta sometida a la fuerza de Lorentz,

F=quxB (4.5.1)

Si no hay mas fuerzas sobre la particula, la ecuaciéon de movimiento para ella es,

m‘;—‘z = qVx B (4.5.2)

Si se multiplica a ambos lados de la ecuacion escalarmente por V se obtiene que nv- (dv/dt) =
0, lo que equivale a afirmar que,
1
Emvz = constante (4.5.3)
La energia cinética de la particula no cambia en el tiempo. Por lo tanto la fuerza de Lorentz
en este caso no efectla trabajo. La velocidad mantiene su magnitud.
Si se multiplica la ecuacién (4.5.2) punto B se obtiene,
av
dt
Todo lo anterior vale para cualquier campo magnético externo.

0 (4.5.4)

Si el campo magnético no depende del tiempo entonces (4.5.4) implica inmediatamente que
la derivada de V- B es constante. Puesto gue ||Vl| es constante, lo anterior implica que la
proyeccién de B a la direccion de la velocidad es una constante. En particular, si B es ademas
uniforme, el &ngulo a entre la velocidad y B permanece constante.

Se estudiara con mas detalle este particularisimo caso. Conviene escoger el eje Z paralelo
a B, esto es, B = Bk. La velocidad en la direccién de Z es constante porque no hay fuerza
en esa direccion, lo que implica que vi +v§ = constante. Si se denota por vﬁ a esa constante,
entonces,

V1 = Vh COSP, V2 = Vp Sing

Al reemplazar esta forma en la ecuacion de movimiento se obtiene inmediatamente que,

w:@:-H (4.5.5)

que implica que la velocidad angular es constante.

Recopilando lo ya obtenido la velocidad puede escribirse como,
¥ = p[icost) + | sin(wt)] + kv (4.5.6)

Toda la dependencia en el tiempo ha sido escrita en forma explicita. Es obvio también que si
se denomina Vg a la magnitud de la velocidad, entonces,

V3 = VoCO, Vh = Vg Sina
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Y las ecuaciones para determinar el movimiento son,
X = VpSina cost), y = VpSinasin(wt), Z=\VpCox
Por lo tanto,

Vo . . Vo .
X(t) = X0+ = sina sin(wt), y(t) =yo+ =2 sina coswt), Z(t) = 7o + Vot cosw
w w

La proyeccion del movimiento al plano XY es una circunferencia de radio

m .
R=— 457
qBvosma ( )

4.6. Dipolos magnéticos

En esta seccion se calcula la forma asintotica del potencial vectorial K(F), y
el correspondiente campo B, asociado a un pequefio circuito I" ubicado en un
punto . Forma asintética es la forma dominante de los campos evaluados a
distancias mucho mayores que el tamafio del circuito.

Figura 4.9:Se calcula el potencial lejano A asociado a un pequefio circuito T’
recorrido por R, esto es [IP”]] < ||A| = ||K||.

Recuérdese que si ||Al| > [Ir”’|| entonces

1 A A (4.6.1)
A AL A2
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Esta vez el punto de partida es la expresion (4.2.10) con una notacién leve-
mente diferente y en el caso rp = oo,

Ar) = 1o 56 dR (4.6.2)

gue se reescribe haciendo el cambio de variables que sugiere la figura, donde
I’ es un vector que sefiala algin punto que pueda razonablemente represen-
tar al centro del circuito y I’ es la nueva variable de integracion y su magnitud
maxima describe el tamafio del circuito. La expresion anterior queda

Ar) =1L 56 T (4.6.3)
A JrjA-r|

donde A = F—r’. Nbotese que este vector A no depende de la variable de
integracion. Al hacer el reemplazo (4.6.1) se observa que la primera integral es
nula (9§d?" = 0). Queda solo la segunda contribucion, llamada aproximacion
dipolar magnética

o o pol (PR
Adipolo(r)—4—ﬂ§;_ A3 dr (4.6.4)

No es dificil demostrar, siguiendo pasos analogos a los que se utilizé al de-
ducir (4.4.9), que la integral anterior puede ser transformada en

-

N P Ho I 21 2! A
Adipolo(r)=4—ﬂ(55€r xdr )XF (4.6.5)

. ’, . . . =2
La cantidad encerrada entre paréntesis, que tiene la forma ya conocida |S,
sera llamada momento dipolar magnético m,

M = lSEr" «dp” (4.6.6)
2Jr

Asi se obtiene finalmente que

pomx (F— 1)
4r||P-77||3

y se refiere al potencial vectorial en F de un dipolo magnético ubicado en r”.

Este potencial es la forma asintética que el potencial adopta lejos de la corri-
ente que es su fuente. No debiera extrafiar que el campo, §dipo|o, que implica

. ) . .
Adipolo tenga rotor nulo como se vera a continuacion.

A)dipolo(r)) = (4-6-7)
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El campo magnético asociado

B)dipolo(r)) =VXx A)dipolo (F) (4.6.8)
se puede calcular derivando y se puede demostrar que es

m-(F—r’
(—”)3) - Vi) (469)

Baivolo(F) = —1oV
dlpolo( ) MO T

donde ¢(F) es el potencial escalar asociado al campo magnético lejano de un
circuito,
m- (P-r")

— 4.6.10
Ar|IP— 7|3 ( )

‘Pdipolo(r)) =
También es posible definir formalmente un potencial escalar asociado al cam-
po magnético de un circuito filiforme I" cualquiera por el cual circula una cor-
riente |. El circuito se cuadricula en circuitos muy pequefos, es decir, una
superficie que se apoya en I' es parcelada en sectores infinitesimales d§’,
por cuyo perimetro se supone ficticiamente que circula una corriente |, de tal
modo que la frontera entre dos de estas subdivisiones tiene corriente neta
nula. El potencial escalar magnético asociado es

r dm- (P—17) f(r F’)-dS
4.6.11
o) = f47r||r PR 4n F—p7|3 ( )

donde se ha usado (4.4.10), es decir, dm= 1dS.

Mas en general la corriente | debiera ser reemplazada por una integral de Jﬁy
no debe perderse de vista que esta definicién da el campo neto (4.6.11) sélo
para aquellos puntos F en los cuales la densidad de corriente es nula.

Este resultado cobrara especial importancia cuando se discuta magnetismo
en materia. En particular en 85.1.1.

4.7. Problemas

4.1 Calcular el campo magnético que produce un conductor cilindrico infinito

. . . . . =4

de radio a por el cual circula una densidad de corriente uniforme Jg
longitudinal.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



104 Patricio Cordero S. versa 20112

4.2 Calcule el potencial vectorial asociado al campo magnético debido a una
corriente | que circula por un alambre recto infinito usando directamente
., . Y
la expresion integral para Ay demuestre que es

AP) W'n#ﬁk (4.7.1)
o

4.3 Calcule la fuerza por unidad de longitud que actia sobre un alambre
recto infinito por el cual circula una corriente |1 si a distancia a de él hay
un alambre recto infinito y paralelo al primero, por el cual circula una
corriente |».

4.4 Una densidad de corriente J'= Jo&) circula por el volumen de un cilindro
metalico recto de radio externo by radio interno a. Determine el campo
magnético: parap < a; paraa<p <b;y parap > b.

4.5 Calcule el campo magnético asociado al potencial vectorial que en co-
ordenadas cilindricas es

2

K@<@:§(—%)& Kp>a)=0

4.6 Una esfera de radio R tiene, en su superficie, una densidad de carga
uniforme o. Si la esfera esta rotando con velocidad angular w en torno
a su diametro vertical, obtenga el campo magnético en el interior de la
esfera.
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Capitulo 5

Propiedades magnéticas de la
materia

5.1. Magnetizacion y el potencial Au

La materia reacciona ante la presencia de campos magnéticos porque los
electrones—en una muestra de cualquier tipo de materia atbmica—en sus
orbitales constituyen pequefos circuitos con corriente sometido a fuerzas y
torques. A nivel atbmico existen normalmente momentos magnéticos m. Ante
la presencia de un campo magnético B estos momentos magnéticos estan
sometidos a torques (4.4.9) que tienden a alinearlos con el campo magnéti-
co. No es facil saber si el campo magnético que domina a nivel atbmico es
aquel producido por orbitales de electrones cercanos a un campo magnéti-
co aplicado externamente. Estas consideraciones mas otras que escapan a
una teoria clasica de la materia hacen bastante complejo predecir qué tipo
de compuestos quimicos reaccionan de tal o cual manera frente a un campo
magnético externo.

Simplificando bastante se puede decir que hay dos grupos muy importante de
materiales: aquellos que tienen momento magnéticvo m nulo en ausencia de
un campo magnético externo y los que tienen siempre un m no nulo. En el
primer tipo de materiales el efecto dominante de un campo magnético externo
es reorientar los orbitales atébmicos de tal modo que estos aparecen imitando
corrientes inducidasy por lo tanto creando campos magnéticos que se oponen
al campo magnético aplicado (corrientes inducidas es un concepto que se
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ve mas adelante). El campo magnético total dentro de este tipo de materia
resulta menor al campo magnético aplicado. Tales materiales se denominan
diamagneéticos. La gran mayoria de las sustancias que existen en la naturaleza
son de este tipo. Por ejemplo: bismuto, cobre, carbén, mercurio, oro, plata,
sodio, agua.

Otro tipo de materiales tiene M a nivel atémico, los cuales tienden a orien-
tarse en forma paralela al campo aplicado, y el resultado es que el campo
magnético en el interior de estos materiales es mayor al campo aplicado. Son
los materiales paramagneéticos. Ejemplos son: aluminio, manganeso, oxigeno,
sodio, titanio, tungsteno, platino.

Hay un grupo aparte de materiales, los llamados ferromagnéticos tales co-
mo el hierro, niquel y cromo. Estos materiales pueden estar magnetizados,
es decir, tienen dipolos magnéticos a nivel molecular y ellos tienden a estar
ordenados en forma espontanea, por lo que son fuente de campo magnético:
son imanes. Muchos materiales paramagnéticos sometidos a temperaturas
suficientemente bajas suelen transformase en ferromagnéticos.

Asi, las propiedades magnéticas de la materia estan ligadas a las propiedades
electronicas a nivel atbmico. Concretamente son las corrientes las respons-
ables de tales propiedades, pero no son corrientes macroscopicas, sino aque-
llas que existen localmente a nivel molecular. Tales corrientes por si solas son
responsables de la existencia tanto de densidades de corriente volumétricas
J'como de corrientes de superficie K. A continuacion se vera gue el potencial
magnético A producido por una distribucién cualquiera de dipolos magnéticos
puede ser escrito como (4.2.14) y (4.2.4).

Figura 5.1:interesa el potencial magnético en un punto lejano I’ debido a un
dipolo magnético m ubicado en .

El potencial vectorial en I’ debido a un dipolo M ubicado en ’ es aquel dado
en (4.6.7)

S mx (F—r’

Rap(r) = Lo X1 (5.1.1)

ar |Ir-r|R
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Puesto que el rotor de este potencial vectorial es nulo, el potencial puede ser
escrito en la forma

Baip(©) = —1oVedip (5.1.2)
donde " ( e
r —
in(F) = 5.1.3

Lejos del dipolo, su campo magnético puede ser expresado como el gradi-
ente de un potencial escalar, es decir, este campo magnético tiene rotor nulo
(recordar que en general el rotor de B es proporcional a una densidad de
corriente). Esto es asi porque, al ser un campo lejano, la corriente propia del
dipolo es nula lejos de él.

Los pequefios momentos dipolares a nivel atomico permiten definir una den-
sidad de dipolos magnéticos por unidad de volumen, M(P) de tal manera que
un pequefio volumen dV tiene asociado un momento dipolar magnético dm
dado por

dm= M(P)dV. (5.1.4)

A esta cantidad M(F) se la conoce como la magnetizacion del material.

De aqui que el potencial vectorial, debido a una distribucion continua de dipo-
los magnéticos (materia), descrita por M(F), sea,

M) x (P )

IP=r|13

= fM( XV 9/||d(V’

Au(P) dv’

V' x M M
= £ _)L_,/d(v,—@fle S dv’
IrF—r| 4r IF—r|
V' xM M x dS’
= Ko [ XXM qy HO f—ig (5.1.5)
nJ |IF=rl 4 J |IP=P7||

En esta Ultima expresion se reconoce las formas (4.2.14) y (4.2.4), para el
potencial vectorial proveniente de densidades de corriente volumétrica y su-
perficial dadas por

Ju=VxM, Ky = M x . (5.1.6)
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Estas densidades de corriente describen en forma suavizada los efectos de
las corrientes a nivel atdbmico que son responsables de las propiedades mag-
néticas macroscopicas de la materia.

5.1.1. El campo magnético de la materia

En lo que sigue se calculara el campo magnético de la materia I§M, es de-
cir, el rotor VXKM. El campo §M en un punto F particular de una muestra de
materia puede entenderse como una superposicion de dos campos: el cam-
po B (M) que produce la corriente microscépica local (es decir, se debe a la
magnetizacion M es ese mismo punto) y el campo neto §||(f) producido por
las corrientes microscopicas de todo el resto de la materia, excepto la corri-
ente en ' ya contabilizada en B|. Este Gltimo, entonces proviene de corrientes
que son nulas en r'y debiera poder escribirse en la forma de gradiente de un
potencial escalar, tal como en (4.6.10).

Si se toma la expresion de partida del potencial vectorial que se uso para
concluir con la expresion (5.1.5), de ella se puede calcular inmediatamente el
campo B, producido por una distribucion de dipolos magnéticos, calculando

el rotor,
_ Ho M) x (P-1")) ..,
Bu(P) = —4ﬂf ( T )dfv .

P

Puesto que este rotor actla sélo sobre la dependencia en r del integrando,
M es una constante para el rotor y se obtiene que el integrando puede ser
escrito en la forma:

M)y —(M() V) =—— s
lIP— 113 IP= P13

y por lo tanto el campo magnético puede ser separado en dos partes:

Bu(") = Bi(N +Bu(n (5.1.7)

donde
/’to M r) r, d(V/
el L ViR
(5.1.8)
r—r’
§|| ———f(M( ) V)md(v,
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La demostracién de (4.3.1) implica que
Bi(r) = oM (F) (5.1.9)
que permite ver que B, es la contribucion de los dipolos locales al campo

magnético que genera la materia.
Una integracion por partes de la expresion para By lleva a demostrar que

Bii (1) = —oVe(r). (5.1.10)
La funcién escalar ¢(F), llamada el potencial escalar magnético, esta dada por

1 f M()- (P 1")

r)=— dv’ 5.1.11
0= | “iempm (5.1.12)

y ya fue vista en (4.6.11).

Este potencial escalar asociado a Bﬂ. es el efecto en el punto F de todos los
dipolos del resto de la muestra de materia y es del mismo tipo que (5.1.3).

En resumen se ha demostrado que

Bu(r) = uoM(P) — o Ve(P). (5.1.12)

5.1.2. El campo magnético total

Hasta aqui se ha calculado un campo magnético provocado Unicamente por
una distribucion de dipolos magnéticos, es decir, por las corrientes molecu-
lares Jy y Km. Para tener una expresion mas general debe agregarse un
término que corresponda a la presencia corrientes eléctricas de conduccion,
J, de modo gue en ciertos momentos sera necesario hablar de la corriente
total

Jr=J+du (5.1.13)
De este modo, un campo magnético mas general se escribe como
J(P)x (P—F")
B-B +@f i VNP Vb AP V4 5.1.14
MTar Jy T IP-rIR (5-1.14)

esto es

§«3=ﬁ9j“ﬂqlfgifﬁwvwwmmayﬁmvmn. (5.1.15)
%

An P-r|3
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El campo magnético general proviene tanto de corrientes macroscopicas, esto
., 4 .

es de conduccién, J, como de los efectos propios de la estructura molecular,

es decir, B puede escribirse como

B = uo(H + M) (5.1.16)
donde
1 LIryx@e-r) L,
H(F) = EIWW — V() (5.1.17)

con ¢(F) dado en (4.6.10). El campo H sera denominado intensidad magnéti-
ca, expresion que no es universal.

5.2. Nuevamente la ley circuital

En magnetostatica se cumple la ecuacion V x B= ,uoj'r donde, como ya se
ha dicho, Jfr =J+ JAM es la corriente total de magnetostatica e incluye a la
corriente macroscoépica Jﬁy la corriente Jy definida en (5.1.6). Al reemplazar
en esta ley a B usando (5.1.16) se obtiene

VxH=J. (5.2.1)

Tal como antes se pudo deducir la ley circuital (4.3.6) ahora de (5.2.1) se
deduce

H.-drP=1g Ley de Ampere (5.2.2)
r=48

gue es la ley circuital para corrientes macroscépicas. Como un caso particular
de este resultado se tiene que la intensidad magnética en el interior de una
bobina cilindrica ideal—ver (4.1.12)—es

Hoobina = N1 K (5.2.3)

gue depende tan solo del niumero de espiras por unidad de largo y de la
corriente que circula por cada espira. No interesa el material del nucleo que se
tenga. Esto permite concebir al campo H como la variable de campo basica.
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El vector magnetizacion M juega en magnetostatica un papel semejante al
que juega P en electrostatica. Asi como en electrostatica se tuvo gue incorpo-
rar una ley empirica (1.9.1) que relaciona a P con E, aca también se establece
gue para muchos materiales homogéneos, lineales e isétropos se cumple que

M(r) = xH (") (5.2.4)

donde y es una cantidad adimensional llamada la susceptibilidad magnética
del material. Esta cantidad puede ser positiva (materiales paramagnéticos) o
negativa (materiales diamagnéticos). Los valores de y positivos 0 negativos
para diferentes materiales son mucho menores que la unidad, tipicamente de
orden de 1073. Puede tenerse materiales inhomogéneos en el sentido que y
depende de la posicion.

Para los materiales dia- y paramagnéticos la propiedad (5.2.4) es vélida y se
puede escribir,

B(r) = uH(P) (5.2.5)

donde

p = po(1+y) (5.2.6)

es la permeabilidad magnética del material.

5.3. Condiciones de borde

Es de especial interés estudiar las condiciones de borde que se deben sat-
isfacer en la superficie entre dos materiales magnéticos que satisfacen las
propiedades lineales recién descritas y en los cuales hay corrientes de super-
ficie. En tal caso se puede trabajar con las ecuaciones:

V.B =0
vxH =7

(5.3.1)

De la primera de estas dos relaciones se desprende inmediatamente que la
componente normal a la interfaz del campo B es continua:
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Figura 5.2:camino rectangular perpendicular a la interfaz.

Para obtener una condicion de borde de la segunda ecuacion se usa la for-
ma integral de la ley de Ampere, 9§I-T-dr*: Ir en un pequefio camino de in-
tegracion rectangular I' (con aristas horizontales de largo b) como muestra
la figura 5.2. El lado izquierdo da b(H, — H1)-f. El lado derecho es la cor-
riente total que implica el cruce de corriente proveniente tanto de densidad
volumétrica J'como superficial (por la interfaz) K: | = fJﬁ-d§+fIZ><ﬁ-dr*(hay
que recordar la ecuacion (3.1.9)). La primera integral, puesto que se trata de
un circuito muy chico, puede escribirse en la forma %(J1+ Jo)- (Axf)bhque, al

hacer tender h a cero, desaparece. La otra integral se reduce a b(K xn)-f. La
igualdad que se obtiene resulta (con h — 0):

(Ho—Hy)-f=(Kxn)-f=K-k estoes Hy—-Hy=K-k (5.3.3)

donde, como se ve en la figura k=fAx{ Sien el miembro izquierdo de la
igualdad se sustituye f por kx i se obtiene fAix (I-Tg— I—Tl) k=K -k. En esta tltima
relacion los vectores que, en ambos miembros de la igualdad, multiplican a Kk,
son vectores tangentes al plano interfacial, y puesto que f (y por lo tanto R)
definen cualquier direccién en el plano interfacial, se tiene que

Ax (Hy—H1) =K (5.3.4)

donde f es la normal a la interfaz que apunta desde el medio 1 al medio 2.
Nétese que la diferencia I—Tz - I—Tl tiene una descomposicién Unica en una com-
ponente perpendicular a la interfaz (ergo paralela a i) y una componente par-
alela a la interfaz. En el producto cruz que aparece en (5.3.4) s6lo importa la
componente paralela a la interfaz.
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5.3.1. Refraccion del campo magnético

Si no hay densidad de corriente K en lainterfaz, la componente tangencial de
H es continua. En tal caso se puede deducir una relacion entre los angulos y
las permeabilidades en forma semejante a como se hizo en electrostatica.

Figura 5.3:El campo magnético tiene la misma componente normal a ambos
lados de la interfaz. En la figura uy > u. (Debe entenderse que ambos campos
son evaludados en el mismo punto de la interfaz: cada uno es el limite del valor
del campo en el medio respectivo.)

Si se llama 6j al angulo que forma B con la normal a la superficie interfacial
en el medio |, es directo obtener de las ecuaciones anteriores que

B, cosf, = B4 cosf;

u1Bosing, = By singy (5.3.5)
y de aqui
tan6, M (5 2 6)
tand, B M2 0.

Se puede deducir de estas expresiones que el campo B tiende a hacerse
mas intenso en el medio con mayor permeabilidad magnética. También se
puede llegar a comprender que si se tiene un campo magnético uniforme en
una zona vacia y se introduce un trozo paramagnético, el campo se deforma
comportadndose como si fuese atraido hacia el material y asi un mayor flujo
de campo pasa por dentro del material. Si el mismo experimento se hace con
una muestra diamagnética ocurre lo inverso: el campo se deforma alejandose
de la muestra y dentro de ella el campo es menos intenso.
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La propiedad de los materiales paramagnéticos de atraer al campo magnéti-
co hacia su interior los hace candidatos para nucleos de dispositivos en los
gue se desee confinar al campo magnético a una geometria especial. Sin em-
bargo, como veremos, los materiales que, por excelencia, cumplen esta labor
son los ferromagnéticos. La razon es que la susceptibilidad y para un material
paramagnético es muy pequefia, es decir, B/(uoH) es cercano a uno.

Suele ser necesario analizar casos en los cuales se cumple que V X H=o0.
Esta condicidon no es equivalente a que B sea irrotacional ya que (5.2.4) no
es cierta para todos los materiales. Si H es irrotacional existe un potencial
escalar asociado que se denotara ¢(r),

H(r) = -Ve(P) (5.3.7)

Existe dos casos notables para los cuales este potencial escalar satisface la
ecuacion de Laplace,

V2p(F) =0 en casos especiales (5.3.8)

e Caso 1: si se cumple que I§:pI—T y puesto que la divergencia de B es
siempre nula, la relacion (5.3.8) vale.

e Caso 2: si se cumple que V- M = 0 la relacion (5.3.8) es cierta aun cuando
(5.1.16), esto es §:,uo(I-T+ I\7i), no lo sea.

5.4. Flujo magnético

Ya se definio en (4.2.11) la nocidn de flujo magnético

Og = B.dS

S

‘vaKn§

S

= 56 A-dr (5.4.1)
I'=0S

como una medida de la cantidad de campo magnético que atraviesa una su-
perficie arbitraria S. Puesto que la divergencia de Bes siempre nula este flujo
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no depende de la superficie misma. El flujo a través de dos superficies que
tienen el mismo borde I tienen el mismo flujo.

Finalmente observemos que si se calcula el rotor de ambos miembros de la
igualdad (5.2.5) se obtiene V x B= JIA H = uJ es decir,

VxB=ud (5.4.2)

a pesar de que al comienzo de esta seccion se afirmo que V x B= ,uof-r. Esta
altima relacion es siempre cierta mientras que (5.4.2) vale solo para materi-
ales lineales y homogéneos. Asi, para estos materiales especiales, se cumple
que uoJt = uJ. Ademas de (5.4.2) se desprende que

9§I§-dF:ulp (5.4.3)
r

gue es aun otra forma de ver la ley circuital de Ampere en el caso de materi-
ales lineales y homogéneos.

5.5. Ferromagnetismo

En los materiales ferromagnéticos la relacién (5.2.4) cambia de significado,
porque la respuesta del material es no lineal y, mas aun, depende de la his-
toria de la muestra. En estos casos es bueno considerar a H como el campo
independiente y estudiar el comportamiento:

B(r) = B(H(") (5.5.1)

de B como funcion de H. La razon para tomar H como la cantidad independi-
ente proviene de (5.2.3), donde se ilustra que H depende directamente de la
corriente que esta bajo control del experimentador sin referencia a los materi-
ales involucrados.

Si se toma una muestra ferromagnética con magnetizaciéon nula (no esta mag-
netizada) y se la somete a los efectos de una intensidad magnética H de mag-
nitud creciente, con direccion y sentido fijos, se observa que el campo Ben
la muestra también aumenta, para finalmente comenzar a hacerse cada vez
mas insensible al valor de la intensidad magnética H aplicada. Llamando Z a
la direccion que tiene el campo a lo largo de su propia direccion, se obser-
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Figura 5.4:Histéresis de un material ferromagnético.

va que dentro de estos materiales el campo magnético B alcanza un valor
maximo. En materiales ferromagnéticos el cuociente

Mefectivo _ i 0B;
Ho Mo OHz

puede valer varios miles (o incluso cientos de miles), lo que los hace ma-
teriales magnéticos Unicos en aplicaciones tecnolégicas. Esto implica que el
campo magneético en el interior de una bobina puede ser cientos de miles de
veces mas grande si se usa un buen material ferromagnético como nucleo
con respecto a la bobina con ndcleo vacio. La definicién anterior depende del
valor de la intensidad magnética H y normalmente se la usa para casos en
que el comportamiento de B(H) es aun lineal, esto es, ||H|| es muy pequefio.

Si en la misma muestra anterior se comienza a disminuir H,, se observa (ver
fig. 5.4) que en el material B; no recupera los valores que tuvo en el ascenso,
sino que sistematicamente B; es mayor que aquel que se tuvo a la subida para
el mismo valor de H,. Cuando se llega a H; = 0 hay un campo magnético en
el material: el material se ha magnetizado (M # 0). Si se continua disminuyen-
do Hg, es decir, si H, comienza a crecer apuntando en la direccion contraria,
B; ira disminuyendo y durante un cierto intervalo de H; se tendra que H y B
apuntan en direcciones opuestas (se dice que H y B son vectores antiparale-
los: el uetectivo €S Negativo. Finalmente B, se anula y si se sigue variando H;
en el mismo sentido, H; y B, vuelven a tener el mismo signo y se puede volver
a tener una magnetizacion de saturacion, solo que con el signo cambiado.

Si, a partir de ese ultimo punto, se vuelve a variar H; en el sentido de la
primera etapa, se alcanza un momento en que H; se hace cero y en ese
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punto la muestra tiene una magnetizacion permanente en el sentido opuesto
al que tuvo anteriormente.

Estos ciclos H,-B; se denominan ciclos de histéteris. Al efectuar uno de estos
ciclos se gasta energia en forma de calor la cual se relaciona al area cuyo
perimetro es la curva cerrada H,-B; correspondiente al ciclo que se estudia.
Es un problema tecnolégico encontrar materiales ferromagnéticos apropiados
para funcionar como nucleos en circuitos con corriente alterna (e.g. en un
transformador) que tengan curvas de histéresis que impliquen una pérdida
minima de energia. Tal es el caso del hierro dulce.

5.6. Circuitos magnéticos

A continuacién se vera el concepto de circuitos magnéticos y el concepto asociado
de reluctancia. La idea intuitiva se basa en la analogia con la ley de Ohm: & =RI. El
lugar de la fem & lo toma la “fuerza magnetomotriz”, fmm, el anélogo de la corriente
es el flujo magnético @ y el de la resistencia lo toma la reluctancia R.

Figura 5.5:A la izquierda un nucleo toroidal de seccién circular y a la derecha
un ndcleo toroidal de seccién rectangular.

Se verd que la fuerza magnetomotriz, (fmm) se identifica con NI (ver mas adelante)
y en circuitos magnéticos se puede usar leyes como las de Kirchhoff. La primera se
puede obtener de V-B =0y la segunda a partir de 5# H-dP= NI, donde NI es la fmm
(la corriente total) que pasa por una superficie que se apoya en I

5.6.1. Ejemplo 1

Consideremos una bobina toroidal de N vueltas, de seccion rectangular, como en
la fig. 5.5, de radio interno a, radio externo b y altura h. La ley circuital de Ampére

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



118 Patricio Cordero S. versa 20112

permite obtener que la intensidad magnética en el interior de esta bobina es
NI -~
Hio.4) = ~—
(0:9)= 5.

y el campo magnético, de acuerdo a (5.2.5), es u multiplicando a la expresion anterior.
A partir de este B se puede calcular el flujo ® de B por una seccién rectangular de la
bobina (area (b—a)h) y resulta:

b= 'l%lh In(g) (5.6.1)
que implica que
N =[—Z o (5.6.2)
uhin(2)

Ellado izquierdo, N1, es la caracteristica de la bobina que se identifica con la fmmy el
gran paréntesis de la derecha es, en este caso, la reluctancia R. Se puede ver que si
la seccion de la bobina aumenta, R disminuye y mientras mayor sea la permeabilidad
magnética menor es la reluctancia.

5.6.2. Ejemplo 2

Consideremos una bobina toroidal de N vueltas con corriente |, de seccion rectangu-
lar, radio interno a, radio externo b, altura h con un nicleo que enla zona0< ¢ < «
tiene permeabilidad magnética iy y en el resto tiene permeabilidad magnética u». Se

Figura 5.6:Un nucleo toroidal hecho con dos materiales diferentes.

sabe que el campo magnético en el nlcleo es de la forma de una constante ¢y di-
vidida por el radio p de coordenadas cilindricas y la magnitud de la constante ¢y no
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puede depender del medio porque el campo no sufre discontinuidad alguna al pasar
de un medio al otro, B = $Co/p. La intensidad H es diferente en ambos medios y la
relacion es Hg = IS‘/,ua (medio a=1 06 a=2). Si se escoge un camino I" de integracion
gue es una circunferencia de radio p, concéntrica a toda la geometriatal que a<p<b
y se utiliza la ley circuital se obtiene,

Hi(o)ap+Haz(o)(2r—a)p = NI (5.6.3)

En lo anterior Hy es la magnitud de H en el medio k a distancia p del eje de simetria;
ap es el largo de la parte del camino I" que estd en el medio k=1y (2r—a)p es el
largo de la parte de I" que esta en el medio k= 2.

La misma relacion anterior se puede reescribir,
( a 22—«
—+
H1 2

)p B(p) = NI (5.6.4)
Usando con lo que se habia dicho antes

o NI ¢ (5.6.5)
P

El flujo de este campo a través de una seccion cualquiera del ndcleo es

o=—N_4 |n('9) (5.6.6)
& 4 Jea a
H1 H2

relacion que se puede escribir como

¥

07

1 1
(Ri+R)®=NI donde R;= a

_ 1 Rp = = 5.6.7
hn@) 2 mhn 007

Este ejemplo ha ilustrado el caso de dos reluctancias en serie.

5.6.3. Ejemplo 3

Si el nicleo esta dividido en n zonas de permeabilidades u1,---,un tal que por todas
ellas pasa el mismo flujo @ se determina que la reluctancia equivalente, Req €s

porque se trata de reluctancias en serie. En este ejemplo las superficies entre dos
medios son ortogonales al campo, de modo que la condicién de borde que se uso fue
la continuidad de las componentes normales de B: Bin=Boh="--
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R

Figura 5.7:Un ndcleo toroidal hecho con cuatro materiales diferentes.

5.6.4. Ejemplo 4

Consideremos el caso de la figura adjunta. Se tiene un ndcleo en forma de 8 dividido
en tres sectores con permeabilidades magnéticas u1, po y u3 y reluctancias Ry, Ro y
R3 respectivamente. En cada una de estas tres partes los flujos magnéticos son @4,
@, y ®3. La ecuacion circuital implica que

R1®1+R2(I)2 = NI
RyDy—RaD3 = 0 (5.6.9)
()
g =7
W "3
R

Figura 5.8:Un circuito magnético sencillo.

Pero de la figura es obvio que ademas

D1 =Dy + D3 (5.6.10)

Con estas tres ecuaciones lineales se puede despejar que

R1R2+R2R3+R3R1
NI = 0]
Ro+R3 1

= Rit®Dy (5.6.11)
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Figura 5.9: Problema 2

donde Ryt es la reluctancia total del sistema. Puesto que R estd en serie con el
sistema de Ro y R3 y estas Ultimas estan en paralelo, entonces es interesante estudiar
Ro3 = Riot — R1 para obtener la reluctancia equivalente a las dos reluctancias Ro y R3
en paralelo. Un minimo de &algebra conduce a

1 1 1

—_——+ — 5.6.12
Rz R R3 ( )

5.7. Problemas

5.1 Considere una bobina toroidal de seccién rectangular de N espiras, por cada
una de las cuales circula una corriente |. El radio interior de la bobina es a
y el exterior es by la altura es h. El nlcleo de esta bobina es de un material
inhomogéneo en tal forma que su permeabilidad magnética u depende tan solo
del angulo polar ¢ y satisface

’% =1+kcog ¢ (5.7.1)

Determine la intensidad magnética H en todo el interior de la bobina.

5.2 Calcule el campo magnético que produce una corriente superficial Ko gue cir-
cula por una cinta plana, de largo infinito y de ancho a, sobre una recta, paralela
a la cinta, a una distancia h del eje de la cinta sobre la perpendicular a la cinta
que corta ese eje.
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Capitulo 6

Induccion

6.1. Ley de Faraday-Lenz

6.1.1. La fem inducida

Por afios Faraday hizo experimentos buscando la forma de producir electri-
cidad a partir de un campo magnético y lo vino a lograr en 1831. En una
disposicion parecida al esquema de la derecha en la Fig. 6.1 logré ver que al

|
© % 30

Figura 6.1:Si se mueve el iman en la figura de la izquierda o se desconecta la
bateria del circuito 1 en la figura de la derecha, aparece una corriente repentina
en el circuito 2.

conectar o desconectar una bateria del circuito primario aparecia una corri-
ente de corta duracion en el secundario. A menudo se menciona a éste como
el descubrimiento mas importante que se puede mencionar en la prolifica vida
de Faraday. En forma independiente Joseph Henry hizo el mismo descubrim-
iento al otro lado del Atlantico.
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En la figura 6.1 se muestra dos situaciones en las que se observa induccion
al detectar el paso de corriente con un galvandémetro G. A la derecha se tiene
una bobina primaria, conectada a una bateria y una bobina secundaria cerra-
da a través del galvandmetro. Cuando el circuito primario se cierra se detecta
corriente en el secundario por un breve tiempo. Cuando el circuito primario es
abierto vuelve a observarse brevemente una corriente en el secundario. En
el caso a la izquierda se tiene el mismo circuito secundario pero esta vez se
detecta corriente en €l cada vez que un iman es movido en las cercanias de
la bobina secundaria.

Estas situaciones y otras pueden ser sintetizadas en una ley que es enunci-
ada més abajo. Ella relaciona la variacion del flujo magnético a través de un
circuito, con la fuerza electromotriz & que se induce en él. Mas en general,
si el flujo de campo magnético que atraviesa un circuito cambia en el tiempo
aparece una fem en ese circuito. Este fendbmeno se llama induccion.

Se llama fuerza electromotriz (fem) Er a la integral sobre el camino cerrado I,
arzggé}-dr*;eo (6.1.1)
r

En los capitulos anteriores nunca se tuvo un campo eléctrico que no fuese
causado por la presencia de cargas. Esta es una situacion nueva: la integral
del campo eléctrico en un camino cerrado no se anula, lo que implica que

VxE#0 (6.1.2)

Se desprende que las integrales de camino fl?- dr dependen del camino que
se escoja y por lo tanto la nocién de diferencia de potencial no puede sosten-
erse.

El flujo magnético a través de una superficie cualquiera ya fue definido en

(4.211)yes
@S:fﬁ-d§:9§ A-dr (6.1.3)
S I'=08

El signo de dS esta ligado al signo de dr por la regla de la mano derecha.
El nuevo ingrediente es la Ley de Faraday-Lenz la cual establece que,

do
Eros = —d—t‘s (6.1.4)
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Esta ley experimental puede ser llevada a una forma diferencial que corre-
sponde a una de las ecuaciones de Maxwell. En efecto, el flujo en el lado
derecho puede ser reemplazado por su definicion y & en el lado izquierdo
puede ser escrita como en (6.1.1), pero utilizando el teorema de Stokes esta
es la integral de superficie del rotor del campo eléctrico,

0B
LVXE-dS:—LE-dS (6.1.5)

Puesto que la superficie S es arbitraria se debe cumplir que

dB

VXE=-—
% ot

(6.1.6)

Ya que el rotor del campo eléctrico no es nulo, el concepto de potencial usado
tanto en electrostatica como en el caso de corrientes continuas no puede
seguir siendo valido y sin embargo, si en la ecuacion anterior se reemplaza B
por V x A se obtiene

oA
Vx( +E)_O (6.1.7)

que muestra que, si bien el rotor de E es no nulo, hay otra cantidad irrotacional,
y por ende existe un potencial escalar V asociado a esa cantidad. Se despeja
entonces que,

AP, 1)

E(P,t) = -VV(Pt) - m

(6.1.8)

El campo eléctrico que induce una variacion de flujo magnético ocurre en
cualquier medio y no necesariamente en un conductor.

Hay que subrayar que el concepto de fem inducida &€ siempre esta asociado
a un camino cerrado el cual no tiene que tener una realizaciéon material. La
aparicion de este concepto esta ligada al hecho que la integral (6.1.1) no se
anula. Aunque es una cantidad que se mide en Volts, igual que las diferencias
de potencial, es incompatible con el concepto de diferencia de potencial, que
se basa en que a integral cerrada 5ﬁ|§- dr’ sea nula.
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6.1.2. El caso de una bobina ideal con corriente variable

Si se tiene una bobina ideal—infinita, de radio a—con corriente I(t) ella pro-
duce un campo magnético B(t) tan solo en el interior y este es

B =uonlt)k p<a

5 b e (6.1.9)

Si se toma un camino cerrado, centrado en el eje del cilindro, y de radio p > a,

se tiene en él una fem 4o
E= 56 E.-dP= ——
dt

y como @ = ugnl(t)7a? entonces

Figura 6.2:Una bobina cilindrica ideal de radio a con corriente variable 1(t). Se calcula la
fem asociada a dos caminos cerrados, con radios mayor y menor que a.

2
. . a” A
_uonira? =E21p = E(p>a):—%nl bl (6.1.10)
Jej
gue es no trivial pero tiene rotor nulo, lo que calza con que B afuera es nulo.
Si se considera un camino circunferencial de radio p < a se obtiene
_uoninp? =E2np — E(p<a)= —% nipd (6.1.11)

cuyo rotor es

.A 2 -
Vxl?:—’%nlg(;ip — _uonik
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que efectivamente es —%—? como se ve de (6.1.9). EI campo eléctrico es siem-

pre en la direccién ¢ y es continuo en p = a.

El potencial vectorial

) Knlpg, p<a
A= 2 (6.1.12)
BniZe, p>a

|2

implica que el campo magnético para p > a es nulo porque A tiene rotor nulo
en esa zona. El campo para p < aresulta igual al de (6.1.9).

Al calcular el campo eléctrico en la forma E-= —‘% se obtiene (6.1.10) cuando
p>ay(6.1.11) cuando p < a. Todo es consistente.

Lo notable de (6.1.10) es que existe un campo eléctrico inducido en una zona
donde no hay campo magnético del todo. Podria, erradamente, pensarse que
hay accion a distancia: el campo magnético que existe tan solo dentro de la
bobina implica un campo eléctrico (6.1.10) arbitrariamente lejos de la bobina.
Es el momento de darse cuenta que el potencial vectorial K(F)—a pesar de no
ser Unico—es un objeto fisico que, en este ejemplo, es creado por la corriente
en la bobina. El implica tanto las propiedades de B como las de E.

6.1.3. Sobre relatividad

Y Y

X X

Figura 6.3:Dos sistemas de referencia con velocidad relativa v en la direccién X

En relatividad (Lorentz 1904, Einstein 1905) la relacion entre coordenadas y
tiempo entre dos sistemas de referencia se mueven con velocidad relativa v
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como indica la figura es

ct' =y(ct-BX) y =y
X =y (xBCY) > 5 (6.1.13)

donde B=v/cyy =1/ 4/1- 2. En este contexto las componentes de los cam-
pos ﬁy B medidos en ambos sistemas de referencia se relacionan por

E, = Ex B, = By
Ej = y(Ey-BcB,) B) = y(By+BEz/c) (6.1.14)
E, =y (E.+BcB) B, = ¥(B.-BEy/c)

Si tan solo interesan casos con velocidad v mucho menor que la de la luz se
puede hacer la aproximacion y ~ 1.

Por ejemplo, si en un sistema de referencia E=0 y hay un campo magnético
B= Boj, es decir, solo la componente By es no nula, entonces en el otro
sistema de referencia se tiene que E, ~ v By.

Hay una mejor forma de escribir las transformaciones de los campos E y B.
En lugar de considerar las tres componentes cartesianas de los campos, los
campos se descomponen en la parte paralela y perpendicular a la velocidad
relativa entre los sistemas de referencia. La transformacion ahora es

E| = B/ =By

> 6.1.15
£ =y(EL+vxB) B, =y(B.- 1vxE) (6119

Las transformaciones en el limite no relativista se reducen a
'EE_; - |§+\7>< 8 (6.1.16)

porque setomay=1,8c=vyS=0.

Las transformaciones, relativistas o no, muestran que los campos eléctrico
y magnético no tienen existencia independiente. En el caso en que en un
sistema de referencia se tiene uno solo de ellos, en otro ambos estaran pre-
sentes.

No debe pensarse mas en los campos eléctrico y magnético como dos entes
independientes: el campo electromagnético (I?, §) es un solo todo.
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La fuerza que un campo electromagnético ejerce sobre una carga q en r(t)
con velocidad W(t) es la llamada fuerza de Lorentz

F =q (E() +v(t) x B() (6.1.17)

El argumento I en los campos es la posicion de la carga q y, en general,
depende del tiempo: F(t). Puede ocurrir que ademas los campos dependan
del tiempo. La notacion completa debiera ser, por ejemplo, ﬁ(ﬁ(t),t).

Ejemplo: Si se tiene un iman en reposo y por su vecindad se desplaza una
particula puntual con carga q que en el instante t tiene velocidad V(t) y no
hay otro campo eléctrico que el de la propia particula, la fuerza sobre ella es
meramente F = qvx B.

Si la misma situacion es vista desde el sistema de referencia S’ en que la
particula esta en reposo, el iman se mueve con velocidad V' = —V. La fuerza
tiene que ser la misma, pero esta vez, la velocidad de la particula es nula, por
lo que al aplicar (6.1.17) el segundo término necesariamente es nulo. Esto
implica que en este nuevo sistema de referencia si hay un campo eléctrico, y
este tiene que estar producido por el movimiento del iman. En efecto, (6.1.16)
establece que ese nuevo campo eléctrico es E’ = Vx B, por lo que la fuerza
en el nuevo sistema de referencia es, en la aproximacion no relativista, igual
a la fuerza original, qv x B.

S | imanl -

Figura 6.4:En el sistema de referencia S hay un imén quieto y una carga q con velocidad
V: la fuerza de Lorentz sobre g es F= Qv x B. En el sistema de referencia S', gue se mueve
con velocidad V con respecto a S, la carga esta quieta y el iman esta en movimiento. La parte
magneética de la fuerza es nula porque la velocidad de la particula es nula.
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6.1.4. Campos y movimiento

En la expresion (6.1.1) para &, que se dio mas arriba, aparece Er en el in-
tegrando. Lo que se ha querido decir es que debe usarse el campo eléctri-
co E}(r*) evaluado en el sistema de referencia que acompafa al punto F del
camino I de integracion.

Hay que atender a esta diferencia porque a veces se utilizara caminos I' que
cambian con el tiempo. Se subraya que se necesitara saber que (en la aprox-
imacion no relativista)

Er=E+VxB (6.1.18)

donde I?y B son los campos en el sistema de referencia del observadory vV es
la velocidad del punto " del camino I" que se esté considerando. La expresién
anterior debe reconocerse como (6.1.16).

La ecuacion (6.1.6) es valida en cualquier sistema de referencia, pero la defini-
cion (6.1.1) es no local y es necesario reescribirla utilizando (6.1.18)

SF:SE(E"WX B)-dr (6.1.19)

La primera integral puede ser convertida en una integral de superficie gracias
al teorema de Stokes, 9§I§- ar= fo E-dS y esta Gltima puede ser escrita

como —f%—tg'd§ lo que permite finalmente escribir

9B .
ar:—fﬁ.ds—ggé-(wdm (6.1.20)

ya que arriba se ha demostrado que

do d . (0B - (=
a=af§-d8_fﬁ-d8+568-(\7xdr‘) (6.1.21)

La definicion de fem en (6.1.1) hace uso de un sentido de integracién arbi-
trario. Una vez que se hace esa eleccion de sentido de integracion queda
fijado el sentido positivo de recorrer el camino I'. Si la velocidad usada en las
expresiones anteriores se separa en componentes paralela y perpendicular
al dr’ correspondiente: V=V, +V,, tan solo contribuye V,, esto es, tan solo
interesa las deformaciones perpendiculares a la direccién del camino I'.
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6.1.5. Ejemplo basico

El resultado anterior se ilustra con el circuito de la figura 6.5. Se trata de un
camino I" rectangular fijjo excepto que su lado derecho se mueve con veloci-
dad V. La superficie (de dimensiones bx X(t)) que encierra el rectangulo, es
cruzada por un campo magnético que se escoge que sea oscilante:

B(P,t) = B(P) sinwt (6.1.22)

E r

\ i

b EERS

Figura 6.5:Un conductor en forma de U més una barra deslizante con velocidad v.

El flujo magnético @ trivialmente es

X(t) b
d= f dxf dyB3(P) sinwt (6.1.23)
0 0
y se puede calcular que la fem inducida, es decir, —d®/dt es

do

&=-7r =

X(t) b b
—f dxf dyB3(N) w coswt—vf B3(P) sinwtdy  (6.1.24)
0 0 0

Y debe compararse con lo que da (6.1.21) que consta de dos integrales, una
contiene a 9B/at y la otra contiene a B-VxdF. La primera conduce a calcular

ffwcosth(r*)-ﬁdxdy:ffwcosthgdxdy (6.1.25)

y la segunda es una integral sobre el circuito cerrado pero al tener a V en su
expresion, recibe contribucion de la parte movil y da

b b
f sinwt B(P) - vix jdy = f B3() sinwtvdy (6.1.26)
0 0
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Las dos integrales sumadas dan lo que (6.1.21) establece.

Si la vara movil es conductora y el resto del rectangulo no lo es, las cargas
de la vara se acomodan creando un campo eléctrico en el interior de la vara
de tal modo que anula el campo eléctrico inducido. Esto implica que aparece
una diferencia de potencial entre los extremos de la vara conductora el cual
es numéricamente igual a la fem & inducida.

6.1.6. Otros ejemplos

Ej1 Considérese un anillo de radio rg. Esta superficie

plana esta cruzada perpendicularmente por un cam-

po magnético Bg. El anillo tiene ademas dos varas a
radiales conductoras, una fija y la otra que rota con

velocidad angular w(t) = a(t) como indica la figura. A
Esto divide al area circular en dos partes A1 y Ao.

Los respectivos flujos y fem inducidas son

D1 = —rfa = E1=——r1fw
1 2 0 1 2 0
(6.1.27) Figura 6.6: Una circun-
Bo » Bo » ferencia conductora, mas
Oy = 7r0(2ﬂ_a) = 82:7r0w dos radios conductores,

uno de ellos rota.
Las dos fem suman cero porque el flujo total es constante.

Si el anillo y los dos radios fuesen conductores (con resistencia), la corriente
en el perimetro de A; seria en el sentido de los punteros del reloj, mientras
gue aquella en el perimetro de A, seria en el sentido opuesto. En el radio fijo
la corriente seria hacia el centro en ambos casos, y en el radio movil seria
desde el centro hacia afuera. Por el circuito que es perimetro de A; circula
una corriente |, por la parte comun circula I + 12 y cada | satisface & = Rjl,
donde Rj es la resistencia en el perimetro de A,.

Ej2 Sise tiene un anillo de radio afijo atravesado por un campo uniforme pero
variable en el tiempo, del tipo B= §0 sinwt, el flujo es ® = Bo a2 cosd sinwt.
La fem es & = —wBgma? coswt. Un transformador consta de un primario que
produce un campo magneético oscilante, el cual induce en un secundario una
fem .
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Ej3 Si, en presencia de un campo magnético uniforme y de magnitud cons-
tante, hay un anillo de radio a rotando con velocidad angular constante w =
a(t), en torno a un diametro que permanece fijo y ortogonal al campo magnéti-
co, el flujo a través del anillo es ® = Byra? coswt y la fem es & = w Bora? sinwt
y un torque actua sobre el anillo tratando de maximizar el flujo. Si la direccion
del campo magnético se mantiene rotando, el anillo seguira esa rotacion. Es
una de las formas como puede funcionar un motor eléctrico.

Ej4 Se tiene un circuito magnético en forma de un 8 cortado con una fmm en
él, ver la figura 6.7. Por el entrehierro pasa un circuito rectangular horizontal

(- ) )

}J 1)

=
=

=
=
=

- HF )

)

e s 6-,

\ /= 0.'

F T

Figura 6.7:Una bobina con corriente induce un campo magnético en un nicleo magnético
doble. Una espira rectangular (ampliada) desliza hacia abajo.

gue desciende con velocidad constante v. Se puede considerar que solo las
caras opuestas de largo b estan cortadas por un campo magnético uniforme
de magnitud Bg y que apunta como sefiala la figura. Se puede comprobar que
sobre el circuito se induce una fem,

E=2Byvb

Los otros dos lados del rectangulo no contribuyen y se ha despreciado la con-
tribucion al flujo del campo que hay dentro del nucleo y que corta la supericie
gue se apoya en la espira rectangular.

Si se repasa lo que se dijo sobre la relacién entre los campos en un sistema
de referenciay en el otro se ve que precisamente en un sistema de referencia
solo se tiene campo magnético y este apunta en la direccion Y y en el sistema
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movil aparece un campo eléctrico en la direccion Z que permite entender la
presencia de la fem inducida.

6.1.7. Circuitos con otros elementos

Si se conecta un condensador de capacidad C, con carga inicial Qg, con una

resistencia R, como se muestra en la fig_ura 6.8, el condensador se comienza
a descargar debido a la corriente 1 = Q(t) que se establece. Si no hay flujo

‘+\

% T

Figura 6.8:Un circuito RC. La figura indica la polaridad del condensador y el
sentido de circulacién que se escoge como positivo.

magnético a través del circuito, se cumple que 9§I§- dr=0, y esta integral se
desglosa en las caidas de potencial en ambos elementos,

Q e
c+RQ=0 (6.1.28)

Esta ecuacion para Q(t) tiene por solucion

t
t) = Qo exp|——== 6.1.29
Q) = Qo exp|- | (6.1.29)
La carga del condensador decrece exponencialmente con el tiempo. El tiempo
caracteristico de esta descarga es 7 = RC.

Los signos con mas en detalle: al integrar a lo largo del circuito, usando el
sentido positivo que indica la Fig.6.8, el campo eléctrico dentro del conden-
sador apunta de positivo a negativo, es decir, en la direccion escogida para
integrar. Por esto la integral fl?-d? da +%. La corriente | en el formalismo
no tiene un signo relevante, de modo que por definicién la integral del campo,
en el sentido positivo escogido, se pone como RI. Fisicamente la corriente va
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desde la placa positiva a la negativa, es decir, en el sentido negativo, lo cual
es consistente con que | = Q< 0.

Si el circuito es atravesado por un flujo magnético, lo consistente con lo ante-
rior es definir ® = fl§- dS con dS apuntando hacia afuera de la figura (regla
de la mano derecha). La fem, & = —%it’ tiene el signo que esto implica y la
ecuacion completa, en lugar de (6.1.28) es

Q. nio
S+RI=& (6.1.30)

Si al circuito anterior se le agregara, en serie al condensador y la resisten-
cia, una bateria, la ecuacion tendria un término extra +&p con el signo que
corresponda a la forma en que sea conectada.

La configuracion en el diagrama de la izquierda en la Fig.6.9 representa un
circuito real que rodea un cilindro con un conductor perfecto y luego se cier-
ra con una resistencia R vertical. Si en el interior del cilindro hay un campo

~N_ ~N_

Figura 6.9:Si hay un campo magnético apuntando hacia arriba dentro del
cilindro y creciendo en el tiempo, se deduce que hay un campo eléctrico induci-
do que, por el lado visible del cilindro, apunta hacia la izquierda.

magnético apuntando hacia arriba y creciendo en el tiempo, la fem inducida
en el circuito implica que hay un campo eléctrico que apunta en la direccion
—¢ y por lo tanto la corriente por la resistencia va hacia arriba y vale | = &/R.
Si el conductor diese dos vueltas, como en el diagrama de la derecha, el flujo
por la superficie que se apoya en el conductor es el doble que antesy sigue
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valiendo | = &/R pero esta & es el doble de la anterior. Los signos descritos
se pueden comprobar definiendo el flujo magnético con un dS hacia arriba o
hacia abajo porque el sentido de E no puede depender de las convenciones
de signo.

6.1.8. Diferencias de potencial no definibles
Para ilustrar la inaplicabilidad del concepto de diferencia de potencial se con-

sidera un circuito, representado en la Fig.6.10, formado por dos resistencias
R1 y Ro que se unen en los puntos Ay B. Se supondra que se tiene un cam-

Yy

B

Yy
7

Figura 6.10:Existe un campo magnético variable solo dentro de un cilindro
recto infinito. Alrededor de este cilindro se tiene un circuito rectangular con re-
sistencias Ry y Ry en aristas opuestas. Se comprueba que un voltimetro mide
una diferencia de potencial V, entre los extremos de las resistencias, que de-
pende del lado en que esta el voltimetro.

po magnético variable que es no nulo solamente por dentro de un tubo recto
infinito que pasa entre las dos resistencias. El flujo a través del circuito es
®(t) e induce una fem & = —‘fjit’ y por lo tanto por las resistencias circula una

corriente
&

= — 6.1.31
R1+ R2 ( )
La integral fﬁBVAaBE' dr=V - Ryl es nula porque ese camino no encierra al

flujo magnético variable. Al calcular SEBVARZB E.-dP=V+Ryl esta integral vale
& porgue si encierra al flujo. En ambos casos V es la caida en el voltimetro.

6.1. LEY DE FARADAY-LENZ Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Electromagnetismo 137

Igualando las expresiones para V que hay en ambos casos se tiene R;l =
& —Rol que equivale a (6.1.31).

Por lo tanto al conectar un voltimetro por el lado derecho de la figura a los
puntos Ay Blos roles de R; y Ry se intercambian y ahora se tiene que V = Ryl
y que V + Ryl = &y nuevamente se tiene (6.1.31). Pero debe observarse que
los dos voltimetros conectados a los mismos puntos Ay B marcan diferente
segun si la conexion se hace por la izquierda o la derecha, mostrando que
entre Ay B no se puede definir una diferencia de potencial.

6.1.9. En la practica

Pero si no hay flujo magnético a través de un circuito I" entonces se puede
aplicar las leyes mas usuales del capitulo de corrientes continuas.

Figura 6.11Hay veces que si tiene sentido hablar de una diferencia de potencial.

Considérese en forma abstracta un circuito que consiste en una bobina L y el
“resto”. Separamos el circuito con una linea ficticia AB, como en la Fig.6.11
para poder hablar de dos subcircuitos: LAB y AB+ resto. Si por el segundo
subcircuito no pasa flujo magnético alguno entonces fﬁABresto E-dP=0 y en
este subcircuito no hay problema con el concepto de diferencia de potencial
y se puede usar las expresiones ya conocidas de corriente continua para es-
cribir las ecuaciones de esa parte del circuito. El camino cerrado LAB por otro
lado, tiene asociada una fem & que—para efectos de relacionarla con la otra
parte del circuito—se puede pensar como una diferencia de potencial.

En lo que sigue siempre se supondra que los campos magnéticos estan den-
tro de las bobinas y en ningun otro lado. De esta manera a todo elemento
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del circuito (resistencias, condensadores) se les puede asociar diferencias de
potencial sin ambigtiedad. El tratamiento de las bobinas en estos circuitos es
lo que se aprende en las secciones que siguen.

6.2. Autoinduccion

Un circuito por el cual circula una corriente, crea un campo magnético el cual
tiene un flujo a través de este mismo circuito: el autoflujo .

Puesto que el campo magnético es proporcional a la corriente que hay en el
circuito, el autoflujo también lo es. Este autoflujo solo depende de la corriente
y de la geometria del circuito. De aqui que

cI)autoflujo =LlI, (6.2.1)

y L es el coeficiente de autoinduccion. Este coeficiente L es una caracteris-
tica del circuito mismo y solo depende de su geometria multiplicado por un
factor de permeabilidad magnética u. Los signos para definir el flujo @ y la
corriente | deben ser elegidos en forma coherente de tal forma que L sea una
cantidad positiva. Los elementos de un circuito que poseen un coeficiente de
autoinduccidn se les suele llamar inductancias.

La fem que un circuito induce sobre si mismo, o fem autoinducida Eayto, €S

dDauto
dt

(6.2.2)

8auto = -

Normalmente se trabaja con casos en que L es constante, de modo Eauto =
—LI. En un circuito con corriente variable se induce una fem gue hace variar
la corriente. La fem inducida tiende a crear una corriente que se opone a la
variacion de |.

Como se ha dicho, en el caso de un circuito eléctrico estandar, se supone en
general que todos los efectos magnéticos estan confinados a las inductan-
cias, es decir, se supone que no hay flujo magnético apreciable atravesando
el circuito como un todo, por lo cual el circuito mismo no tiene fem inducida (la
fem inducida existe localmente en las inductancias). Bajo esta hipoétesis sim-
plificatoria (es tan solo una aproximacion a la realidad) la integral de camino
fE-dr*: O hecha alo largo de todo el circuito, se supone nula. En este sentido
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se aplicara la segunda ley de Kirchhoff de ahora en adelante y en particular
se habla de las caidas de potencial en condensadores y resistencias.

En uno de los problemas propuestos al final se pide demostrar que el coefi-
ciente de autoinduccion de una bobina cilindrica ideal es

L = un?V (6.2.3)

donde n es el numero de espiras por unidad de longitud y V es el volumen
del interior de la bobina.

6.2.1. Circuito LC.

A continuacion se resolverd la evolucién temporal de

un circuito que consta de un condensador con carga

inicial Q(0) = Qg y que se cierra con una inductancia | |

L. La corriente inicial es nula: 1(0) = 0. En todo in-

stante la caida de potencial en el condensador esta

determinada por la carga del condensador y por su Figura 6.12: Un circuito

capacidad, V(t) = Q(t)/C, que se define positiva. Tan dealLC:ladiferncia de po-
L . . tencial en el condensador

pronto el circuito se cierra el copqlgnsador COMIEN- e ser igual a la fem au-

za a descargarse, es decir, Q(t) inicialmente es una tpinducida en la bobina.

funcién positiva y decreciente. Ademas aparece una

corriente 1(t) = Q(t) que es negativa porque Q es decreciente. Puesto que |

comienza valiendo cero la evolucion al comienzo la llevara hacia valores cada

vez mas negativos. Por el momento se tiene entonces que | <0. La fuerza

electromotriz que aparece en la inductancia es & = —LI Yy, por lo que recién

se ha dicho, inicialmente es positiva. La ecuacion del circuito establece el

equilibrio entre la diferencia de potencial en el condensador y la fem en la

inductancia,

QO _

C
- -19 (6.2.4)

Esta es la ecuacién de un movimiento arménico simple. La solucién con las
condiciones iniciales ya dichas es:

t
Q) = Qo COS(E)
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Carga y Corriente

tiempo

Figura 6.13:La carga Q(t) (medida en Coulomb) representada por la linea
continua y la corriente | (t) (medida en Ampere) en linea de puntos.

_ Qo t
I(t) = \/Esm( \/E) (6.2.5)

El condensador se descarga después de un tiempo t = T/4 = 7 VLC/2 pero
la corriente en ese instante tiene una magnitud |l |max. Transcurrido un tiempo
total T/2 el condensador esta otra vez con maxima carga, pero con polari-
dad invertida en relacion a la original. En ese momento la corriente es nula y
comienza el proceso de descarga en sentido opuesto. Y asi el sistema con-
tinua oscilando con periodo T para siempre.

El hecho que oscile indefinidamente se debe a que el sistema, tal como fue
definido, no da lugar a pérdidas de energia. La energia Uo; €S una constante
en el tiempo. En el momento inicial no hay corriente por lo que no hay campo
magnético. Toda la energia se debe al condensador. Como se sabe esta es

Q
Uit = 58 (6.2.6)

la que no debe ser confundida con la energia del condensador en cualquier
instante posterior, la cual es: Uc = Q(t)?/2C.

En un instante arbitrario la energia total esta repartida entre la energia del
condensador Uc y la energia U_ que hay en la inductancia L. Esta ultima
energia se debe al campo magnético que hay en la inductancia, causado por
el paso de la corriente I(t). Es decir, U debe poder expresarse en funcién de
| y de Ly, por otro lado, tiene que valer U (t) = Uyt —Uc(t). Se demuestra asi
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que,
UL(t) = %Ll(t)z (6.2.7)

Mas tarde se vera que esta ultima expresion da la forma general que tiene la
energia de una inductancia debida a su propio campo magnético y es vélida
también en el caso magnetostatico, | = constante.

La analogia con una ecuacion de mecanica que tiene (6.2.4) es un hecho que
se aplica a otros circuitos que evolucionan en el tiempo. Es tipico que L juegue
el papel de la masa, los condensadores juegan el papel de fuerzas elasticas
(resortes) y, como se vera, las resistencias producen un efecto semejante al
de fuerzas viscosas.

El parrafo anterior sirve para comprender que en los problemas electromag-
néticos dependientes del tiempo el factor L juega un papel central. No tomar-
lo en cuenta es semejante a intentar resolver problemas de movimiento en
mecanica borrando de las ecuaciones de Newton el término de masa por
aceleracion: mv.

6.2.2. Circuito RL

Se considera ahora un circuito formado por una resistencia R, una bateria
cuya fem asociada es &g y una bobina con coeficiente de autoinduccion L.
Todos los elementos estan en serie y cualquier resistencia en la bateria o en
la bobina es absorbida en R. La fem neta en el circuito es &g — LI', gue debe
igualarse con la caida de potencial en la resistencia,

&-LI =Rl LI =& —RlI (6.2.8)

Esta ecuacion es matematicamente equivalente a la que se obtiene en mecéani-
ca para una particula en presencia de una fuerza constante y una fuerza de
amortiguacion: mv = mg- cv. El coeficiente L nuevamente juega el papel de la
masa en la ecuacion de mecénica y R es anélogo al coeficiente de viscosidad.

La solucion de la ecuacion anterior es,
&Eo Rt Rt
I(t) = ﬁ(l—exp[—r])+ Ioexp[—r] (6.2.9)

Se observa que, sin importar cual sea el valor inicial de la corriente, esta
tiende a un valor constante |(c0) = Eg/R. El circuito anterior tiene un tiempo
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e naps
—\/\—

Figura 6.14:Un circuito RL con bateria.

caracteristico
7=L/R (6.2.10)

llamado el tiempo de respuesta del circuito. Para tiempos t mucho menores a
7 la solucién (6.2.9) toma la forma,

(6.2.11)

It ~ Io+(80+—|OR)t

L

En particular si R= 0 el tiempo de respuesta es infinito y (6.2.11) se convierte
en una ecuacion exacta:

(1) = m%t (6.2.12)

La corriente crece linealmente en forma indefinida. Esto se debe a la ausencia
de un elemento disipativo como es la resistencia. La bateria provee de mas
y més energia a un sistema que no pierde energia. Es el analogo al caso de
una particula sobre la cual sélo actia una fuerza constante provocando una
aceleracion constante. Esta situacion no es realista.

6.3. Induccién mutua

6.3.1. Los coeficientes de induccion

Considérese n circuitos I'k con corrientes I(t) que
producen sendos campos magnéticos By(F). Sea
®j el flujo del campo magnético §j del circuito j a

M
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través del circuito k y se denomina @ al flujo total
por ese circuito,

n
q)k:Zq)kj (6.3.1)

La fem &y inducida en el circuito k es

do
S = —@ - —Z k] (6.3.2)

Puesto que el campo Bj es proporcional a | en-
tonces se tiene la proporcionalidad

D = Myl (6.3.3)

A estos coeficientes M; se les denomina coeficientes de induccion mutua.
En particular Mgk = L.

Teniendo en cuenta que el flujo (6.3.3) es una integral en el camino I'y del
potencial vectorial A;j y recordando la expresion (4.2.10) (con I = o),

Rrg=tl f 90 6.3.4)
k 3.
’ IF— il
se obtiene que
M =M ﬂsgggdﬁ'dﬁk (6.35)
k' —_— k —_—— pry > . .
T 4 T T vl
Viéndose, en particular, que
Mkj = Mik y que Lj = Mjj (6.3.6)

Los coeficientes de induccion mutua siempre tiene la forma de un factor ge-
ometrico multiplicado por .

Nétese que
Myj= — = — (6.3.7)
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6.3.2. Ejemplo basico de induccion mutua

La figura 6.16 muestra una recta que lleva corriente I11(t) y a un lado hay un
conductor de forma rectangular de ax b a distancia c de la recta. El plano del

rectangulo contiene a la recta.
El campo magnético que produce la corriente 11(t) es
[1(t) ~
B.(t) = HolL [% |
1(t) 210 ¢ 1
mientras que el elemento de superficie del area rectangu- A
lar es dS; = —¢dpdz lo que permite obtener que j-—‘
ol 1(t) f do f b
Oy =——= | — | dz
21 o -
\
Se desprende que el coeficiente de induccién mutua es
Moy = _Ho b In(ﬂ:) Figura 6.16: Una
2 c recta infinita conduc-

. . L , tora y un rectangulo
y la fem inducida en el circuito 2 (el rectangulo) es & = Cond{lcmr Existg in-

—Ma1lq1—Lal5, pero aca se despreciara el término de au-  guccién mutua.
toinduccién y escribimos

Mo a+cCy -
& =Hp) (—)I
2 o n c 1

Si la corriente |1 esta decreciendo, es decir [1 < 0, entonces &, < 0y eso impli-
ca que I» < 0. Esto ultimo quiere decir que I, circula en la direccion opuesta a
la que se tom6 como positiva en la figura (circula en el sentido de los punteros
del reloj). Usando la regla de la mano derecha se puede ver que el campo
magnético B> que produce esta corriente inducida penetra la figura en la su-
perficie encerrada por el rectangulo, es decir, §1 y §2 se suman. Esto es la
manifestacion de una regla muy general:

El campo inducido apunta en direccion tal que se opone a la variacion
del campo primario.
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En otras palabras, en lo anterior se ha comprobado que la corriente que se in-
duce en el secundario (rectangulo) crea—en el &rea que encierra—un campo
magnético §2 que aporta al flujo total de tal modo que tiende a contrarrestar
el cambio del flujo magnético ®,;. Otra forma de decirlo es que el campo
magnético inducido se opone a la variacion del campo magnético total.

La eleccion del signo de d§2 con el que se define el flujo magnético a traves
del secundario es arbitrario. Sin embargo una vez escogido ese signo, au-
toméaticamente se ha escogido el signo de la circulacién en el secundario, es
decir, queda definido qué se entiende por |, positiva 0 negativa.

6.3.3. Coeficiente de acoplamiento

Considérese dos bobinas cilindricas ideales. La bobina mayor tiene largo hy,
seccién Sp y np vueltas por unidad de largo y la bobina interior es (h2, Sz, ny).

Figura 6.17:Una bobina totalmente dentro de otra.

El flujo del campo BL, que es uniforme, a través de la bobina 2 es
D21 = (uny11) (S2nz2hy)
gue implica que el coeficiente de induccion mutua es
M=uninaSxhy, con Sy;<S;, hy<h

Notese que Sxhs es el volumen V> de la bobina 2. Por otro lado, puesto que
Na = Na/ha, el coeficiente M puede ser reescrito como
N1 NoS»

M:/,Lh—l, con SZ<S]_, h2<h1
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En particular, si se tiene dos bobinas ideales cilindricas y rectas construidas
sobre el mismo cilindro de largo h'y seccion A, V = hS, idealmente se cumple
(6.2.3)

LiLo (6.3.8)

y los Ly estan dados por (6.2.3).
En general es facil comprobar que siempre que se cumpla que hy < h; y que

Sy < 53 se satisface que
M < yLilo

Larelacion (6.3.8) no se logra en la practica, de modo que el resultado practico
gue relaciona las caracteristicas del primario y secundario con M es

M=k +LiLo

y a k se lo denomina coeficiente de acoplamiento.

6.3.4. Un transformador

Si se tiene un primario con corriente I1(t) = l19COSt) y un secundario que
es un circuito cerrado con tan solo una inductancia Lo y una resistencia Ry
tal que el acoplamiento con el primario es M, entonces la ecuacién para la
corriente I»(t) del secundario es,

—Lola— Miq = RIx(t) (6.3.9)

que se traduce en, _
Lolo + Rl = wMlpgsin(wt) (6.3.10)

Su integracion arroja:

MLaol1ow?) _ wMlg
5(t) = (| 20+ m]e [RYLa] 4 m[Rsm(wt) wlycos@t)] (6.3.11)
El primer término describe un fenémeno tran-

sitorio y es solucion de la ecuacion ho- M

mogénea asociada a (6.3.10). Por lo tanto el
segundo término es por si solo solucion de
(6.3.10). Esta ultima es la corriente en esta- 1
do oscilante del régimen estacionario y rep-

resenta a la corriente en el secundario de un

I(t)
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transformador cuando éste tiene conectada
una resistencia R. La caida de potencial en
esta resistencia es Ry, la cual es oscilante y
su amplitud depende de R, L, y de w. El po-
tencial de salida que indica un transformador
comercial es el limite de Rl> cuando R — oo. Se comprueba que en el limite
es:
V2 = Mljpw sin(wt) (6.3.12)

Si el potencial de entrada se identifica con V1 = —L1I'1 y se considera el
acoplamiento ideal (6.3.8) se obtiene
Vi L1 m
—=—=—= 6.3.13
Vo M no ( )
Si las bobinas son del mismo largo el cuociente anterior se puede identificar
con el cuociente entre el nUmero de vueltas.

6.3.5. La"“ caida de potencial ” en una inductancia

Ecuaciones como (6.2.4), (6.2.8) o (6.3.10) que describen la segunda ley de
Kirchhoff en un circuito cerrado toman siempre la forma de la igualdad: fem
neta igual a la suma de las caidas de potencial como pueden ser % Rl u
otras. El efecto de una inductancia aparece en el lado izquierdo con una forma
genérica (6.3.2).

Un caso tipico es (6.2.8). Lo que suele producir confusion es que si en esa
ecuacion, la fuente &g es variable en el tiempo (como puede ser un dinamo
que produce corriente alterna), se ha hecho costumbre escribir la fem autoin-
ducida por un L al lado derecho, lo que obliga a escribir +LI y se habla de la
caida en la inductancia. Esto es un caso de abuso de conceptos y de lenguaje.

6.3.6. Dos circuitos LC acoplados por M

Considérese dos circuitos LC: (L1,C1) y (L2,C2), cuyas inductancias estan
acopladas por un coeficiente de induccién mutua M. Cada circuito obedece
una ecuacion dinamica. Ellas son

1 . .
—Il1+L1+Ml, = O
Cll 1l1 2
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| [©
| o

Figura 6.19:Dos circuitos LC con acoplamiento M.

1 . .
—lo+Lolp+MIl; = O
C22 212 1

Una forma de resolverlas es haciendo los reemplazos |1 = 110€“y |5 = 59t
Se obtiene

0
0

l10— L1C1w? 10— MC1w?l 20

20— LoCow? 120— MCow?l10

gue son dos ecuaciones lineales homogéneas acopladas, las que sélo pueden
tener solucién no trivial si el determinante de los coeficientes de |19 e log €s
nulo, es decir, si

w*(L1Lo = M?)C1Co — w? (L1C1 + LoCo) = -1

que implica

w2 _ L1C1 + L2C2 + \/(L1C1 + L2C2)2 - 4(L1 L2 - MZ)C1C2
2(L1ko — M?)C1Co

6.4. Potenciay energia magnética

6.4.1. Energia en términos de los coeficientes M
6.4.1.1. Pequefia analogia con mecanica

Bien se sabe que la energia potencial de una masa m a altura h, debido a
su peso, es mgh Esto se obtiene observando que el trabajo para levantar a
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velocidad constante la masa hasta h es
h ~ ~
W = f mg—-k) - (kd2 = —mgh
0

La energia potencial es U = —W. Es decir, para lograr que aumente la energia
potencial de la masa m desde 0 hasta mghes necesario hacer una fuerza
F= —ng para llevarla a velocidad constante hasta la altura h. El peso se
opone al movimiento que aumenta la energia potencial.

Es general que la definicion de la energia potencial asociada a una fuerza
conservativa F(P) es

U(P) = —f F()-dr’

que efectivamente es —W donde W es el trabajo que efectua la fuerza conser-
vativa para llevar al sistema desde gy hasta .

6.4.1.2. Potenciay energia en el caso mas sencillo

Cuando en unainductancia L hay una corriente variable, es decir | 0, aparece
una fem autoinducida, _
Eauto = —L I (6.4.1)

Esta fem autoinducida es analoga al peso de la particula que levantamos. Si
se tiene una inductancia inicialmente con 1(0) = 0y se comienza a aumentar |,
en cada instante se tiene una fem autoinducida dada por (6.4.1) que se opone
al aumento de la corriente. La potencia necesaria para lograr que la corriente
vaya aumentando se debe identificar con

du S 1.d,
P=—=—&anl =LIT= 5Ll

Esto es, cuando se tiene un circuito sencillo con coeficiente de autoinduc-
cion L y se desea inducir una corriente desde | = 0 en t = 0 hasta un valor
| en el instante t se debe inducir externamente una fem & para vencer en
todo instante a la fem autoinducida (6.1.4), es decir, la fem externa debe ser
Eexterna = —Eauto Y 1a potencia que se inyecta es P = Egxterna l -

La potencia es la tasa de cambio de la energia U del sistema, P = ‘L—lf. Inte-
grando sobre el tiempo entre 0 y t se obtiene que la energia almacenada en
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una inductancia L por la cual circula una corriente | es

1
U= EL|2 (6.4.2)

6.4.1.3. Potenciay energia en el caso general

Razonando en forma analoga a lo anterior, para inducir corrientes I1 e I en
un tiempo t en un sistema formado por dos circuitos con coeficientes de in-
duccioén: L1, Lo y M es necesario aplicar una potencia P dada por

du

— =-&111 - 60l 6.4.3
it 1l1—&2l2 ( )
donde las fem autoinducidas son
d
& = —a(CDlHCDlz)
= —Lil1-Ml, (6.4.4)
y
d
E = _a(CDZZ"'CDZl)
= —Lyl,—Ml; (6.4.5)
con lo cual se obtiene que
U = Lilgly+ M(l1l2+ 1201) + Lolal (6.4.6)

de donde se deduce que la energia que alcanza el sistema de dos circuitos
acoplados al llegar a tener corrientes |1 e |, respectivamente es

U:%L1If+MI1I2+%L2I§ (6.4.7)

Finalmente, de lo anterior se puede adivinar que la energia almacenada por n
circuitos por los que circulan corrientes I1... I, es,

U :%;ZMkjljlk (6.4.8)
J
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6.4.2. La energia expresada con los campos

Se vera a continuacion que esta energia puede ser expresada como una inte-
gral que contiene a los campos I§y H y no se hace referencia a los coeficientes
de induccién.

En (6.4.8) puede reconocerse que la suma sobre j de M;j es la suma que se
tiene en (6.3.1) cuando se hace uso de (6.3.3). Asi (6.4.8) se transforma en

1
U=- Ol 6.4.9
sz: klk ( )

donde @y es el flujo total que pasa por dentro del circuito k-ésimo. Pero este
flujo puede ser escrito en la forma (6.3.4). Y como se trata del flujo total, debe
usarse el potencial vectorial A total. Ademas la corriente |y puede ser escrita

enlaforma [J- dS, y asi,
U= EZ f Jr)-dS 95 AR - drk (6.4.10)
2 k

Ahora se hace uso de la propiedad (3.3.10) que permite intercambiar los pa-
peles de Jy de dF, con lo cual ahora

1 - >,
U= ELA(F)-J(F)d(V (6.4.11)

En esta Ultima expresion ya no aparece en forma explicita la suma sobre k.
Esto es posible porque el dominio de integracion V se extiende a cualquier
volumen que contenga al sistema de n circuitos. El integrando es no nulo tan
solo en las zonas donde f(ﬂ sea no nulo, esto es, en el volumen conductor
de cada circuito. Cada una de estas zonas conductoras k da una contribucion
separada a (6.4.11), lo cual es una suma sobre todos los circuitos k.

Finalmente en (6.4.11) se hace uso de la forma diferencial de la ley circuital
de Ampére (5.2.1), Vx H=2J, para reemplazar la densidad de corriente por
VxH. Integrando por partes y extendiendo el volumen de integracion a todo
el espacio, se obtiene

U= % f H(P)- B(F)dV (6.4.12)
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Esta es una forma muy general que expresa la contribucién magnética a la en-
ergia total de un sistema electromagnético. Mas adelante se podra demostrar
gue la energia total de un sistema electromagnético esta4 dada por la suma
dos contribuciones: (2.2.13) y (6.4.12).

Para llegar a (6.4.12) se hizo uso de la ley circuital de Ampére, la cual es
vélida tan solo para el caso de corrientes continuas. Si las corrientes no son
continuas la energia total tiene una contribucion eléctrica, tal como se acaba
de comentar. Esto se vera mas adelante.

6.5. La corriente de desplazamiento

Obsérvese de (1.7.6) y (3.1.8) que por definicion pp y Jp satisfacen una ley de
continuidad tipo (3.1.6), ‘93)—{’ +V-Jp = 0. La densidad de corriente Jy definida
en (5.1.6) tiene divergencia nula, es decir, satisface en forma trivial una ley de
continuidad, lo que puede también expresarse como py = 0, no hay “cargas
magnéticas”. Ademas, desde el punto de vista microscépico, la densidad de
corriente total, Jr, es la suma

> o -

Jr=J+Jp+Jy (6.5.1)

y satisface una ley de continuidad. Entonces J'también la satisface. Se tiene,
entonces,
dp

Ew-i:o, V-Ju =0, W+V-J*p:o
En magnetostatica se dedujo que Vx H = J. Esta ecuacién no puede ser
universalmente cierta porque conduce a una contradiccion. En efecto, si se
toma la divergencia a ambos lados, el lado izquierdo se anula (la divergencia
de un rotor es siempre nula) y se deduce que v-J=0lo que, como se ha
dicho mas arriba, en general no es cierto.

Una de las contribuciones cruciales que Maxwell hizo a la comprensioén de la
electrodindmica fue darse cuenta de la forma de resolver este problema. Su
hipétesis fue que

L oD

VxH=J+—= 6.5.2
X + 5 ( )
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Al término .
> 0D

Jop=— 6.5.3

D=5 ( )

se lo llama corriente de desplazamiento ya que se construye con el vector de
. A . 2
desplazamiento eléctrico D.

Al tomar divergencia a ambos lados en (6.5.2) se obtiene 0=V- J+V- %—?.

Conmutando la divergencia con la derivada y usando que V- D= o se obtiene
la ley de continuidad para la carga, lo que muestra que (6.5.2) es consistente.

6.6. Las ecuaciones de Maxwell

6.6.1. Las ecuaciones en materia y en vacio

Las ecuaciones de Maxwell son: e la ley de Coulomb diferencial (1.8.5), V- D=
p;  la ausencia de cargas magnéticas V- B = 0; e la forma diferencial de la

ley de Faraday-Lenz (6.1.6): %—t@ =_VXE; e y la forr?a diferencial de la ley de
Ampeére, modificada por Maxwell: (6.5.2): VxH = 2 + J.

Esto es, las ecuaciones de Maxwell en un medio lineal, homogéneo e isétropo
caracterizado por la constante diléctrica € y permeabilidad magnética u son:

%—Et) =VxH-J, V-D =p,

(6.6.1)
o8 = -VxE, V-B =0.
ot

donde D = ¢E y B :,uI-T. Las dos primeras ecuaciones (6.6.1) implican la ley
de continuidad de la carga.

En el vacio las ecuaciones de Maxwell toman la forma

1 6E . 1
C2 ot :ng—ﬂoJ, VE zf_Op’
(6.6.2)
B _ _yxe, V-B =0.
ot
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1
VHo€o

Si los campos I?y B son escritos en términos de los potenciales V'y Aen las
formas ya conocidad,

dondec= es la velocidad de la luz en el vacio.

B’ S oA
B=VxA, ﬁz—VV—E (6.6.3)
entonces las ecuacuaciones V-B =0 y VXE = —%—? se satisfacen automati-

camente, de modo las ecuaciones de Maxwell en vacio pueden ser escritas
. . d
como ecuaciones para los potenciales Ay V:

-

VA 1
VZV+‘9(9t =—p
S €0 (6.6.4)
V(V-A)—vzmlé yv+ 28 =0T
c? ot ot

Es posible demostrar que existe un cambio de gauge de la forma

- - aA

A—- A+VA, V—>V—E (6.6.5)
que permite hacer cero el paréntesis que hay en la segunda de las ecuaciones
(6.6.4) en este gauge especial, llamado gauge de Lorentz. Las ecuaciones
(6.6.4) para los potenciales toman la forma mas sensilla,

10V _, 1
—_ _ _V -
c? ot? v Eop
(6.6.6)
2oz VN = Hod

6.6.2. La nueva ley de Ampere

Integrando sobre una superficie abierta S la ecuacion de Maxwell V x H =
J+0D/ot multiplicanda por u se obtiene

VXB-d§:M|S+MfJ*D-d§:,1 1S +12
I} RSN
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donde, a la derecha, se ha designado Ig a la corriente de cargas a través del

la superficie S, mientras que IE es la corriente de desplazamiento a través de
la misma superfice.

La nueva ley de Ampére queda entonces

B-dP=u(1S+1°2 6.6.7
D oS “(s S) ( )

6.6.3. Disipacion y ecuacion de continuidad para la densi-

dad de energia

La unica forma como se puede perder energia electromagnética es por medio
del efecto Joule. Esto permitira obtener una expresion para la energia elec-
tromagnética en término de las ecuaciones de Maxwell recién enunciadas. La
energia electromagnética disminuye tanto como potencia se disipa.

6.6.3.1. Energia electromagnética

Si se multiplica escalarmente la ecuacion (6.6.1a) con E, se multiplica escalar-
mente (6.6.1c) con H y esto se suma se obtiene,

9 i 2 _E.(VxH)-H.(vxE)-E-T (6.6.8)

ot T
Pero como V- (Ex H) = (VX E)-H - (Vx H)-E resulta
22 (E-D+H B)= v ExH)-E.J (6.6.9)

Esta expresion se integra en un volumen V arbitrario. La integral de la diver-
gencia que aparece al lado derecho puede ser transformada en una integral
de superficie sobre V. Al hacer tender esta superficie a infinito esta integral
se anula porque los campos a grandes distancias decrecen en proporcion in-
versa al cuadrado de la distancia. El otro término integral que aparece a la
derecha se relaciona a la potencia consumida (efecto Joule), como se vio en
(3.3.9).

Si no hay potencia consumida, la integral del lado derecho es nulay en el lado
izquierdo se tiene una cantidad integral cuya derivada en el tiempo se anula.
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Esta se reconoce como la energia total conservada U del sistema electro-
magnético:

U= [5(EB+H B)dv (6.6.10)

Aun si hay potencia consumida el U anterior se interpreta como la energia
electromagnética total. En el caso general esta energia disminuye,

oU )
E:_fj.ﬁd(v (6.6.11)

6.6.3.2. [Ecuacion de continuidad para la densidad de energi a

Méas en general (6.6.9) toma la forma de una ley de continuidad con lado
derecho no nulo (fuente o sumidero)

%wé: ~JE (6.6.12)

donde u es la densidad de energia electromagnética

u=3(E-B+H-8) (6.6.13)

S=ExH (6.6.14)

es conocido como el vector de Poynting y representa el flujo de energia por
unidad de area del campo electromagnético, esto es, energia por unidad de
areay de tiempo.

6.7. Condiciones de borde

Se vera las ecuaciones de borde que deben satisfacer campos D, B, E y H
gue satisfacen las ecuaciones de Maxwell, (6.6.1). Las condiciones de borde
relacionan los valores de los campos en puntos de la superficie de contacto
entre dos medios (una superficie interfacial o interfaz) tomando el limite hacia
la interfaz desde un medio y desde el otro.
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Ya se ha estudiado las condiciones de borde que implicanV-D=py V-B=0.
Ellas son
(D2—-D1)-A=0y (B,-By)-A=0 (6.7.1)

Para obtener condiciones de borde asociadas a las ecuaciones de Maxwell
con rotor se integra a lo largo de un peque no rectangulo perpendicular a la
interfaz, con dos caras paralelas a la interfaz y que penetra ambos medios,
como se muestra en la figura adjunta. El teorema de Stokes relaciona integral
con el flujo que pasa por el interior del rectangulo. Con las ecuaciones que
contienen Vx E y Vx

R IDy

%E_)dr = W
R d®p

§er = I+W

donde | es la corriente de conduccion que pasa el rectangulo mientras que

. =4 . . ..
@Oy y @p son los flujos de los campos I§y D através de esa misma superficie.
Estos flujos son proporcionales a la area que encierra el rectangulo.

Al tomar el limite en que este rectangulo se encoje a un punto las contribu-
ciones de los términos de los flujos ®; se hace cero de modo que solo con-
tribuye la parte de la integral correspondiente a la parte tangencial a la interfaz
por lo que, en el limite, las condiciones de borde son

(E,—E;)xh=0, Ax(H,—H1) =K (6.7.2)

donde K es la densidad de corriente de carga de superficie y f es el vector
normal a la interfaz, apuntando del medio 1 al medio 2.

Aparte se debe considerar la condicion de borde que emerge de la ecuacion
de continuidad de la corriente eléctrica, V-J = —%—’g. Se integra sobre un peque no
cilindro tal como se hizo algo mas arriba. El lado izquierdo se reduce final-
mente a la diferencia de las componentes normales de la corriente multipli-
cada por la seccion A del cilindro mientras que el lado derecho arroja, en el
limite, la derivada con respecto a t de la densidad de carga superficial multi-
plicada por A. De todo esto se obtiene

(J2—d)-N=—-— (6.7.3)

Aplicaciones de estas condiciones de borde se veran en el proximo capitulo.
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6.8. Problemas

6.1 Considere un rectangulo de dimensiones ax b, con el lado a paralelo al
eje X y el lado b paralelo al eje Y. El rectangulo se mueve con veloci-
dad uniforme V = vi en una zona del espacio que esta cruzada por un
campo magnético perpendicular al rectangulo y que solo depende de la
coordenada x, B = B(x)k Calcule separadamente los lados izquierdo y
derecho de (6.1.21) para comprobar que esa relacion es correcta.

6.2 Suponga que el rectdngulo del problema anterior es conductor con re-
sistencia R. La fem inducida implica una corriente |. Obtenga la fuerza
necesaria para mantener al rectangulo con su velocidad uniforme y de-
termine la potencia mecanica Py = F.v para mantener tal movimiento.
Por otro lado determine la potencia eléctrica Pgj = E1 disipada en la re-
sistencia R. Compruebe que ambas potencias son iguales.

6.3 Considere un circuito I' en el plano XY que constanta de una semicir-
cunferencia de radio b, el respectivo diametro (de largo 2b) y su centro
fijo de curvatura fijo al origen O. El circuito gira con velocidad angular
uniforme w en torno a O manteniéndose siempre sobre el plano XY. El
circuito es cruzado por un campo magnético uniforme B= BOR. Deter-
mine la fem inducida en T

6.4 Un circuito rectangular de ax b gira con velocidad angular constante w,
en torno a uno de sus lados de largo b, el cual esta fijo al eje Z. Hay
un campo magnético uniforme B=Boi paralelo al eje X. Obtenga la fem
inducida. Suponga que el rectangulo es conductor con resistencia total
R. Obtenga la corriente I (t) que se induce y obtenga también las fuerzas
y torque que hay sobre el circuito.

6.5 Demostrar que el coeficiente de autoinduccién de un bobina cilindrica
ideal con nucleo de permeabilidad u esta4 dada por (6.2.3) donde nes el
namero de espiras por unidad de longitud y V es el volumen del interior
de la bobina.

6.6 Considere una bobina ideal cilindrica muy larga, de seccién Sy con nu-
cleo de permeabilidad u. Por el alambre de la bobina pasa una corriente
[(t). Demuestre (a) que por un camino I'" en forma de circunferencia
centrada en el eje de la bobina y perpendicular a ese eje, existe una fem
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6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

E= —;mSI'. (b) Debido a (6.1.1) esto implica que afuera hay un cam-
po eléctrico. A partir de (6.1.1) encuentre la forma explicita para este
campo eléctrico E. (c) Partiendo de la base que el potencial eléctrico
V es nulo se tiene que E= —%. Obtenga entonces la expresion para
A (d) Compruebe que se satisface que el flujo magnético a través del

camino I' (usado al comienzo de este enunciado) coincide con §A- dr.

Demuestre que el coeficiente de autoinduccion de una bobina toroidal
de N espiras, de seccién rectangular, de radio interior a, radio exterior b
y altura h, con nudcleo de permeabilidad i vale

hN?
:“Zﬂ |n§1 (6.8.1)

L
De la expresion del coeficiente de autoinduccion L de un toroide de N
espiras, de seccion rectangular, de radio interior a, radio exterior b y
altura h, con nicleo de permeabilidad u, demuestre que al considerar
b =a+c con cfijo y en el limite en que a es muy grande (largo de la
bobina es h = 2ra), se recupera el coeficiente de autoinduccion de la
bobina recta, L = un®V.

Se tiene dos inductancias con el mismo coeficiente de autoinduccion
L, acopladas por el coeficiente de induccion mutua M, conectadas en
paralelo. Obtenga el coeficiente Leq que representa a este sistema de
dos bobinas acopladas.

El primario es un cable recto infinito, el secundario es una bobina toroidal
de seccidn circular y resistencia R cuyo eje coincide con la linea del pri-
mario, (@) calcule el coeficiente de induccion mutua y (b) obtenga la
carga total que circula por el secundario si la corriente en el primario a
partirdet =0es I1(t > 0) = Ip(exp[-at] - 1).

Se tiene una bobina B1 toroidal de seccion circunferencial y N; vueltas.
Totalmente dentro de B1 hay una bobina toroidal de seccion rectangular
de radio interior a, radio exterior b y altura h de N, vueltas. Calcule el
coeficiente de induccion mutua suponiendo que el campo magnético
esta en un material caracterizado por una permeabilidad pu.

Los rieles de un tren estan eléctricamente aislados del suelo y aislados
entre si. Se los une con un voltimetro de resistencia muy grande Ry.
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Cuando pasa un tren, a velocidad Vo, se detecta una diferencia de po-
tencial V. El efecto esta relacionado con que el campo magnético de la
tierra no es horizontal en esa zona y su componente vertical es de valor
Bo. Suponga que la resistencia de los rieles es despreciable y que la
resistencia del tren es R;. Dé una expresion exacta para V y ademas
calcule su valor limite cuando Ry — .

6.13 Se tiene un circuito LC (datos L1, C) como primario acoplado a un cir-
cuito LR (datos Lo, M, R) como secundario. Si inicialmente no hay corri-
ente algunay la carga del condensador es (Qp, —Qp) determine la carga
total que pasa por la resistencia R del secundario.

6.14 Un disco de conductividad g, espesor hy radio 2a tiene un hueco circu-
lar centrado de radio a. Por el hueco pasa—perpendicular al disco—una
bobina cilindrica muy larga de radio ay nvueltas por unidad de largo. Por
la bobina circula una corriente 1(t) = ct. Determine el potencial magnéti-
co A la corriente total que circula por el disco; la potencia total disipada
en el disco.
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Ecuaciones de Maxwell y ondas

7.1. Ecuaciones de Maxwell y potenciales

Las ecuaciones de Maxwell son
oD

VxH =J+— V-D =
X J+ e 0,
(7.1.1)
VXE :Jﬁ, V-B =0.
ot
Se considerard medios homogéneos, isétropos y lineales:
D =¢E, J=gE, B=uH. (7.1.2)

Si se aplica el operador divergencia a ambos lados de la ecuacion (7.1.1a),
el lado izquierdo se anula y el lado derecho es la suma de la divergencia de
Jﬁy la derivada temporal de la divergencia de D. Pero de (7.1.1c) se sabe
gue esta Ultima divergencia es la densidad de carga. Es decir, (7.1.1a) implica

directamente que

Y ap
V-J+—=0 7.1.3
o (7.1.3)

la cual es la ley de continuidad de la carga ya vista en 83.1.
Los campos Ey B siempre pueden ser expresados con los potenciales V 'y A

B=VxA, —_VV-— (7.1.4)
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Y ellos no cambian si los potenciales son cambiados simultAneamente uti-
lizando una funcién arbitraria A(F,t) en la forma que sigue

A— A+ VA, VoV-= (7.1.5)

como puede comprobarse facilmente. Esta posibilidad de cambiar los poten-
ciales por otros que describen la misma fisica se conoce como libertad de
gauge y en particular suele ser util escoger los potenciales de tal modo que

se cumpla que

- ov
V-A+,us§ =0 (7.1.6)

Las ecuaciones de Maxwell, como ya fue visto en 86.5, permiten obtener una
expresion para la energia,

U:%f(ﬁ-[3+l—T-§)dW (7.1.7)

gue conduce a la nocién de una ley de continuidad para la densidad de en-
ergiau= %(E- D+H- §) con una corriente de energia S conocida como vector
de Poynting

S=ExH (7.1.8)

7.2. Condiciones de borde

7.2.1. Condiciones generales

A cada ecuacion de Maxwell se le puede asociar condiciones de borde que
deben cumplirse en la vecindad inmediata a la interfaz entre dos materiales.

Ya se ha visto que la ecuacién (7.1.1d) implica que
y que la ecuacion (7.1.1b) implica

Ex = Ex (7.2.2)
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También se ha visto que (7.1.1c) conduce a

Don—Din=0 (7.2.3)

La ecuacion mas complicada es (7.1.1a). Para estudiar el comportamiento
de los campos normales a la interfaz es mas facil analizar la ecuacion de
continuidad (7.1.3). En una deduccion enteramente analoga a la que condujo

a (1.10.5) se llega a

oo
Jin—Jdon = ot (7.2.4)

Las componentes de H tangenciales a la interfaz satisfacen
Ax (Hy—H1) =K (7.2.5)

porque se puede demostrar que la corriente de desplazamiento en (7.1.1a)
no interviene en este caso..

El caso en que los campos y las corrientes son sinusoidales tiene una gran
importancia tanto por el interés en corrientes alternas como en las ondas elec-
tromagnéticas.

7.2.2. El caso de campos con frecuencia w

A continuaciéon se estudia en forma especial el caso en que campos, densi-
dades y corrientes tienen un factor exp[-iwt] suponiendo que (7.1.2) se satis-
face.

Las condiciones (7.2.3) y (7.2.4) pueden reescribirse

eEon—e1Ein=0

gZEzn_glEln =iwo (726)

En la Gltima ecuacion se ha usado que o tiene su dependencia temporal en
un factor €'t Sj se elimina o de estas ecuaciones se obtiene:

(81+ '9’—1)E1n _ (82+'9—2)|52n (7.2.7)
w w

La conclusion es que, si bien el campo eléctrico es en general discontinuo en
la interfaz, existe esta cantidad compleja (sa+ '%a) Ean que es continua.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



164 Patricio Cordero S. versa 20112

7.3. Ondas electromagnéticas en medios neutros

7.3.1. La ecuacion de onda en un medio neutro

En esta seccion se vera que las
ecuaciones de Maxwell implican Heinrich Herz en 1887 en la Universidad de Karl-

la existencia de ondas. También sruhe, luego de comprobar experimentalmente la
se verd que en un medio con existencia de las ondas electromagneticas comen-
conductividad g no nula la ampli- t6: “Para nada sirven [...] este es simplemente
tud de las ondas electromagnéti- un experimento que demuestra que el maestro
cas decrece exponencialmente a Maxwell estaba en lo correcto. Simplemente ten-

medida que penetra en el medio. emos estas ondas electromagnéticas que el ojo

Para simplificar el andlisis se ¢€Snudonopuede ver.”.

supondra un medio lineal, homogéneo y libre de cargas:

p(F) =0 (7.3.1)

Las ecuaciones de Maxwell en el caso actual se reducen a

V.-E = 0
V.B =0
9B
VXE = — (7.3.2)
VxB = ,ugE)+,usa—E

ot

El dltimo término de la ultima ecuacion representa la corriente de despla-
zamiento. Si se toma el rotor de la Ultima ecuacion se llega a

P8 _ %5 (7.3.3)

Similarmente, tomando el rotor de V x E se obtiene una ecuacion de idéntica
forma que la anterior pero que satisface el campo eléctrico,

H2E AE

Ve e E - g%
Mgz ~HI%

(7.3.4)
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El problema entonces consiste en encontrar primero los campos B y E que se
satisfagan las ecuaciones (7.3.3) y (7.3.4)—condicidn necesaria—pero ademas
es necesario comprobar que los campos satisfagan las ecuaciones de Maxwell.

Si se hubiese trabajado con V- E:p/e, la ecuaciin final para E, (7.3.4), tendria
al lado derecho el término extra: %Vp mientras que (7.3.3) permaneceriaigual.

7.3.2. Laonda ideal

Figura 7.1:Los vectores  que satisfacen K-P= Q-+ wt definen un plano perpendicular a K. Si
se incrementat se obtiene un nuevo plano paralelo al anterior. Mas precisamente, sit — t+ 6t
se debe cambiar P — P+ 6F de tal modo que K- 6F = wét.

Primero conviene estudiar las soluciones de la ecuacion

o f

sz?,t— —
(r,1) o

=0 (7.3.5)

es trivialmente satisfecha por todo f(F,t) que puede ser escrito como una
funcién de un solo argumento Q, con

Q=K-r-ot (7.3.6)

con
k2 = E-R\:s,uwz (7.3.7)

=4 . . . ~
Al vector k se le conoce como vector de onda. El vector unitario asociado k
indica la direccidén de propagacion de la onda electromagnética.

Para buscar soluciones de (7.3.5) se restringira las funciones f a funciones F
en una sola varible,
f(r,t) = F(Q) (7.3.8)
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donde F es cualquier funcién continua dos veces diferenciable entonces es
facil ver que

of ’ aZf 2
ﬁ =-wF W =w‘F
(7.3.9)
of g
— =kF’ D k2 F
ax X2 X

lo que hace evidente la necesidad de exigir (7.3.7).

Para ver que los I que satisfacen (7.3.6) definen un plano perpendicular a K
basta con considerar dos soluciones diferentes: K-F1 = Q+ wt y K-> = Q + wt.
Al restar ambas relaciones se obtiene que

K-(Fi—2) =0

. . 54
gue es cierto porque el plano es perpendicular a K.

De (7.3.6) se ve que la distancia entre el origeny el plano es r = (Q+ wt)/k, de
donde se desprende que el plano avanza con velocidad v = dr/dt dada por,

V=1 (7.3.10)

pero Kk = w /ue por lo que se ve que esta solucién representa una forma F
caracterizada por una velocidad

1
VHE

gue apunta en la direccion del vector de onda K. De (7.3.7)

2, 2

k2 = n—c; = So,uoiwz (7.3.12)

C E0MO
donde el indice de refraccion es

n= 2L (7.3.13)

E0MO
y C representa la velocidad de la luz en el vacio:
1
vVHogo
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Material conductividags-

Plata 630x 1P

Cobre 59% x 10°

Oro 452x10°

Aluminio 37,8x10°

Agua de mar 8 salinidad 35(Kg a 20 C

Agua potable MO05 a Q05
Agua desionizada ,5x10°°

Kerosene de 5010712 a 450x10712
n-hexane 10810712
Aire deQ3x101* a 08x101

Cuadro 7.1conductividad de algunos materiales. Ver también el Cuadro 3.1.

Esta definicion de n permite escribir la velocidad en la forma v = ﬁ En vacio
vV=_C.

La longitud de onda A se obtiene de la relacién v= Av donde v es la frecuencia.
Se usa w en lugar de v: w = 2rv, por lo tanto

2rc  2rm
A= P (7.3.14)

7.3.3. Longitud de penetracion

Si bien en 8§7.3.2 se resolvié el caso con conductividad nula, g = 0, puede
demostrarse que esa solucion es también vélida con g # 0.

La diferencia, como se vera ahora, esta en que esta vez el vector K es com-
plejo. A continuacion se construird una solucion particular, de la forma (7.3.8)
de la ecuaciones (7.3.3) y (7.3.4).

Para comenzar se plantea buscar una solucién de la forma de onda plana
E(F t) = Egdkmiet B(P,t) = Byekm™iet (7.3.15)

donde Ej y By son vectores constantes (en general complejos) que juegan el
papel de amplitudes.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



168 Patricio Cordero S. versa 20112

Xacio i.gggg La dependencia espacial de estos
C'_roez liquido 120 campos aparece como mezcla se
;'\llg(')%ol %-ggg Senos y cosenos con argumento K-
Agua (20 C) 1.333 r. Para el caso en que r*apuﬁnta en
Acetona 1.36 i i4 i6 -
Aol etilico 130 la direccion de propagacion K el ar
Solucion de azucar (30%) 1.38 gumento es el producto de las mag-
g'g;{'ztgfundido 1-224 nitudes: kr y la longitud de onda A
Solucion de azucar (80%) 1.49 es tal que kr = kr+2r, esto es
Vidrio 15
Vidrio Crown 1.52
Cloruro de sodio (Sal) 1 1.544 1= é - _27rC = i
Polystyreno 1.55 k nw nv
Quartzo 2 1.553
oo o 17 donde v es la frecuencia asociada.
Topacio 1.61 .
Quarzo 1 1644 De (7.3.2b) se obtiene que
Cloruro de sodio (Sal) 2 1.644 R
Rubi 1.77 Ba—
Rubi_ L k-Bo=0 (7.3.16)
Diamante 2.417
Oxido de cromo Cr,03 2.705 g .
Oxido de cobre 2705 Lq ecqamon de Maxwell (7.3.2) im
lodo cristalizado 3.34 plica directamente que

Cuadro 7.2: indice de refraccién de algunas K % E’O — wB’O (7.3.17)

sustancias. o

y la ecuacion (7.3.2d) da
ikx By = u(g—iew)Ep  (7.3.18)

por lo cual se cumple que
e _ _ikx Bo
0

= Tew) (7.3.19)

Al reemplazar esta expresion para Eo en la ecuacion (7.3.17) y usando (7.3.16)
se obtiene, después de algunas manipulaciones algebraicas, que

k? :wz,us(l+ﬁ) (7.3.20)
Ew

Puesto que k? es complejo, el vector K mismo es complejo. Se escribe k =
a+ipB, A A
k=kk = (e +ip)k (7.3.21)
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Figura 7.2:En una onda electromagnética la direccion R, la direccion del cam-
po eléctrico y la direccion del campo magnético forman una triada derecha. La
amplitud de la onda disminuye exponencialmente a medida que penetra en un
medio conductor.

viéndose que los campos (7.3.15) tiene un factor exponencial de la forma
e—ﬁk-l’_)eiakl"—iwt (7322)
La primera de estas dos exponenciales es real y es un factor que describe la

atenuacion de la onda electromagnética. El inverso de g tiene dimensiones de
longitud y se llama longitud de penetracion:

1
o=~ (7.3.23)
B
Usando las definiciones anteriores se obtiene que
(7.3.24)

5= / 2 1
He \/\/ezwz +0%—€w
En general puede observarse de (7.3.19) que si 8 es no nulo, existe un desfase

entre los dos campos.

A continuacién se vera dos casos extremos: el caso de un conductor pobre (g
pequefio) y el caso de un buen conductor. En ambos casos g debe compara-
rse con ew

En el caso de un medio conductor pobre, g < e w la expresion (7.3.24) permite

obtener que
2
5~ % \ﬁ (7.3.25)
gyu
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En este caso la distancia de penetracion no depende de la frecuencia w y
como g es chico la penetracion puede ser muy grande. Tanto, que se da el
caso de materiales transparentes.

En el caso de un buen conductor, esto es g > &w, reduce la ecuacion (7.3.24)

a
5 |2 (7.3.26)
Hgw

En este caso la distancia de penetracion es chica y mientras mas alta sea la
frecuencia mas pequefia es la penetracion.

La distancia de penetracion ¢ es la distancia en la que la amplitud de los cam-
pos eléctricos y magnéticos disminuyen en un factor % es decir, disminuyen
alrededor de un tercio. El cobre tiene una conductividad g ~ 6 X 107m (%hm
lo que implica que para la corriente alterna doméstica esta distancia sea de
alrededor de cerca de 9mm, (casi 1cm), lo que garantiza que la corriente es
muy uniforme en toda la seccidon de un conductor normal. En cambio para
frecuencias tipo VHF, por ejemplo 50MHz, § ~ 9x 10~3mm. Esto hace que la

resistencia aumente notoriamente a estas altas frecuencias.

7.4. Ondas planas en medios aislantes y neutros

7.4.1. Polarizacion

En este caso las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir en forma muy
sencilla,

. 2 7.4.1
xg - yeg o(IfE (744
ot c/ ot
y tienen soluciones (7.3.15) que describen ondas planas con
k= ”T‘“ (7.4.2)
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Por lo visto en la seccion anterior se debe cumplir que

B, = '—;RXE’O, E, = —%RxB‘o (7.4.3)

lo que formalmente establece que los tres vectores involucrados Eo, Bo y k
forman un triedro de vectores mutuamente ortogonales.

En general tanto Eo como By son vectores complejos. Conviene definir una
base (P, §) de vectores unitarios y reales perpendiculares al vector k que indica
la direccién de propagacion. Con esta base real (P, 5 k) se puede escribir

Eo = PEp€?r + SEgd’s (7.4.4)

con amplitudes reales Ep y Es. Puesto que el vector campo eléctrico (comple-
jo) completo es E = Eqek™-i¢t ¢| vector fisico, que es la parte real, es

PEpCcosK-P—wt +¢p) + $EsCOS K- P— wt + ) (7.4.5)

Sin embargo, basta escoger apropiadamente el origen del tiempo para lograr
gue una de estas fases ¢ sea nula. Lo convencional es tomar ¢s= 0, lo que
no resta generalidad al formalismo. En tal caso, el campo eléctrico fisico es

E™ = pEpcos k- P—wt+¢p) + SEscos k- P— wt) (7.4.6)

Al haber un desfase entre las componentes Sy p del campo eléctrico des-
cribe, en el plano (§, ), una elipse como muestran las figuras 7.3 y 7.4. En
este caso general se dice que la onda tiene polarizacion eliptica.

Hay casos particulares, como por ejemplo ¢, = 0, en que se tiene polarizacion
Iinealy si se da que tanto ¢p = 5 como que Ep = Es la polarizacion es circun-
ferencial.

En el caso general la elipse tiene una excentricidad que esta directamente
relacionada a Ep/Es y a ¢p. Si la elipse degenera en una linea se tiene
polarizacion lineal pero la polarizacion general es eliptica.

7.4.2. Energiay flujo de ella

La densidad media de energia de la onda se obtiene calculando

u:l(ﬁﬁa)
2 %

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria'y Ciencias



172 Patricio Cordero S. verse 20112

Figura 7.3:El campo eléctrico de la onda que avanza de tal modo que su
vector amplitud Eo—ver (7.3.15)—en general va girando.

0>

Figura 7 .4:El vector campo eléctrico describe, en el caso general, una elipse
en el plano § p ortogonal al vector de onda K.

donde la barra indica promedio en el tiempo. Puesto que el promedio temporal
de sin’(a+bt) es 3, se obtiene que

(&7 = 5 (E5E)

De la expresi6n (7.4.6) para E' se puede construir B = Tkx Ef® que conduce
a

(Bfis)z — (2)2 (Efis)z
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La energia media es

u = g ((Efls)Z + _(BfIS)Z)
— %( (E9)2 4 (Bfis)Z)
— % ((EfIS)Z + (EfIS)Z)
= € (Efis)2 (7.4.7)

Ya no se usara mas el superindice “fis”.

El vector de Poynting, que es la densidad de flujo de energia electromagnéti-
ca, es

De donde se desprende que el flujo promedio de energia es

§-_L (E2 +E2)k (7.4.8)

7.5. Reflexion y refraccion

7.5.1. Ondas planas y ley de Snell

Se vera el paso de una onda electromagnética plana de un medio 1 a un medio
2. La onda incidente (51, §1) implica dos ondas emergentes: una reflejada y
otra refractada.

Se escogera ejes coordenados de modo que el plano XY coincida con la in-
terfaz y que la onda incidente se propague en la direccion Rl, vector contenido
en el plano XZ. Se identifica el plano interfacial con el plano [XY, z= 0]

E]_ = E)]_oe“zl'?_iwt g]_ = %R]_ X E]_ (7.5.1)
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La onda refractada se caracteriza por
2 No ~
Ez = Ezoékz'r_'wt éz = ?zkz X Ez (7.5.2)
y la onda reflejada es descrita con

/A N1 ~
1 = B et B, = %k’lx E, (7.5.3)

Figura 7.5:El plano de incidencia contiene al vector ki y a la normal a la
interfaz. En esta figura se escogié 6, < 61 lo que corresponde a ny < na.

El subindice indica el medio en el cual se propaga la onda. Los tres vectores
P . . . . . . . .
Ka implicados estan en un mismo plano que se denomina plano de incidencia.
En la figura anterior coincide con el plano de la figura y es el plano XZ.

Para que las condiciones de borde se puedan cumplir en todo instante, la
frecuencia angular w debe ser comun a todas las ondas.

Para que las condiciones de borde se puedan cumplir en todo el plano inter-
facial [XY, z= 0] es necesario que

(K- P)z=0 = (K2 Nz=0 = (K; - Mz=0 (7.5.4)

lo que equivale a decir que los vectores de onda Ea tienen igual proyeccion en
el plano XY,
ki Sind1 = ko sing = k3 sing; (7.5.5)
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Pero cada uno de estos Ra tiene magnitud ”aT“’ con el indice de refraccion ng
del medio que se trate (ver (7.3.12)), lo que implica la ley de Snell para la
reflexion

61 29'1

nisind; = nysinds (7.5.6)

La ley anterior establece que el angulo de reflexion 6] es igual al de incidencia,
mientras que el angulo de refraccion 6> queda determinado por el de inciden-
cia y el cuociente entre los indices de refraccion.

7.5.2. Reflexion total

Un caso especial puede ocurrir cuando ni > ny porque se da la posibilidad
de que el angulo 6, pueda alcanzar el valor /2, es decir, si n1 > Ny entonces
existe un valor critico 65

sinS = -2 (7.5.7)

ny
tal que 62 = 7. Para todo 61 > Hf{ se produce reflexion total. Este caso se puede
presentar para luz que proviene de una fuente bajo el agua (Nagua > Naire): Si
la luz llega a la superficie con un dngulo mayor al &ngulo critico, la superficie
refleja totalmente, como si fuera un espejo perfecto. En efecto, Nagua(20C) =

1,333 mientras que Ngjre = 1,0003lo que implica un angulo eg ~ 49,
Una utilizacién préactica de la reflexion total recién descrita es la fibra optica.

7.5.3. Conservacion de la energia

La figura 7.6 representa una onda plana 1 que llega desde un medio 1 a
la interfaz plana con un medio 2. Parte de la onda se refleja (1') y la otra
se refracta (2). Estas son las ondas planas descritas por (7.5.1), (7.5.2) y
(7.5.3). Puesto que ellas se propagan en medios aislantes (g = 0), son ondas
permanentes (permanecen en el tiempo) y se extienden por todo el espacio.
Esto hace que la energia media en cada elemento de volumen sea uniforme
y constante.

Si la ecuaciéon de energia (6.6.12): 6u/8t+V-§ = 0 se integra en el volu-
men que encierran dos planos paralelos a la interfaz se obtiene, puesto que
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Figura 7.6:La onda 1 incide sobre la interfaz, una parte, que se denotal’ se
refleja y una parte, 2 se refracta (pasa al otro medio).

dU/dt=0que [, V-SdV= jgup S-dS. La ultima integral es sobre las dos su-

perficies representadas por las lineas a trazos en la figura 7.6 y los elementos
de superficie apuntan: en la de abajo hacia abajo (—f) y en la de arriba hacia
arriba (N). Esto da que el flujo por unidad de area sea

(§1—§1/)-ﬁ: §2-ﬁ
Puesto gue los vectores de Poynting tienen la forma §a = ;Tac Egﬁa , Y puesto
gue los k, estan dados por

ki =7sing; +Ncosd;
ki =1sing; —ncosfy (7.5.8)
ko =17sind,+nhcosH,

la ecuacion anterior se puede escribir como
2 ’r 2 _ 2

Se vera que esta ecuacion se satisface en los dos casos genéricos que se
estudian a continuacion en 87.5.4.

7.5.4. Revision de las condiciones de borde
La ley de Snell (7.5.6) nada dice sobre cuanto de la onda se reflejay cuanto se

refracta. Tales proporciones estan dadas por las amplitudes Eggcona=1,1’,2
en la forma que se vera a continuacion.
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Para poder determinar la relacion entre las amplitudes de la onda reflejada y
refractada es necesario tomar en cuenta las condiciones de borde estudiadas
en §87.2.

Lo primero que hay que comprender es la forma de imponer las condiciones
de borde definidas en 87.2 que deben satisfacer los campos en la vecindad
inmediata de la interfaz 1-2. N6tese que si i es el vector unitario normal a la
interfaz en un punto dado, entonces fAix E es un vector paralelo al plano inter-
facial, es decir, es la parte tangencial del campo. De acuerdo a la figura 7.5 el
campo en el medio 1 es una superposicion del campo incidente y del campo
reflejado. Por lo tanto la forma de imponer la condicién sobre las componentes
tangenciales Eg, (7.2.2), es

Ax (E1+E1’) = AXE) (7.5.10)

Similarmente (7.2.5) para el caso actual (sin corrientes) se convierte en
Ax (B1+B1’) =nxB; (7.5.11)

Aqui se ha usado u1 = u2 = uo.

Para imponer las condiciones sobre las componentes normales sencillamente
se considera el producto escalar con el vector normal. Asi (7.2.1) es

A-(Bi+B1") =h-B; (7.5.12)
y, cuando no hay cargas en la interfaz, (7.2.3) es
s1f- (E1+Eq’) = &0+ Eo (7.5.13)

Las cuatro condiciones anteriores deben ser impuestas tan solo en la interfaz,
la que normalmente definimos como el plano z= 0.

En las condiciones (7.5.12) y (7.5.13) se debe reemplazar al campo mag-
nético usando (7.5.1), (7.5.2) y (7.5.3) de modo que las cuatro ecuaciones
anteriores se pueden expresar como condiciones sobre el campo eléctrico.
Naturalmente que se puede hacer lo inverso y expresar todo en funcion del
campo magnético.

Estas condiciones determinan totalmente las amplitudes reflejada y refractada
en funcion de los datos de la onda incidente y de ambos indices de refraccion.
Pero la respuesta debe darse en forma separada para dos casos diferentes:
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wn>

Figura 7.7:El vector § es perpendicular al plano de incidencia mientras que p
esta contenido en el plano de incidencia y cumplen p=kx §

E; es perpendicular al plano de incidencia (caso s) y E; es paralelo al plano
de incidencia, (caso p). Los nombres “s” y “p” se deben a que en el estudio
de reflexion y refraccién se especifica al vector (5o p) al cual es paralelo E.
Con los distintos Ra se forman triedros ortonormales que satisfacen

Pa=kax s (7.5.14)

El caso general tiene polarizacion eliptica y es una superposicion de los dos
casos anteriores. Esto significa que un E,, debe descomponerse en una suma
de un vector como en que es mezcla lineal de py Sy las dos partes sufren
efectos diferentes. Los resultados que siguen (restringidos al caso u1 = up) se
expresan en base a los angulos 61 y 6>, pero el segundo se puede despejar
de la ley de Snell (7.5.6).

Puesto que para una gran cantidad de materias la permeabilidad magnética
es muy cercana a la del vacio: ug, en lo que sigue se supondra que en efecto,
u = uo. De otro modo surgen expresiones algo mas complicadas.

75.4.1. Casop
En este caso el campo eléctrico esta contenido en el plano de incidencia y el

campo magnético es perpendicular a él. La tabla que se debe usar para tener
los campos antes de imponer las condiciones de borde es:
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a ka Pa Ea | Ba=(na/Q)kxEa
1 Ncosd, +1sinfy | —1cosP1 +Nsindy | P1E1 —(n1/Cc)SE1
1" || -hcosfy +isingy | icoshy+Nsingy | P} E] —(n1/c)SE;
2 Ncosdr +1sindr | —1cosHo +Nsing, | P2 Eo —(n2/C)SE

Los vectores que definen la refraccion y reflexion en el caso p.

Las condiciones de borde ahora son

(-E1+ ED cosdy = —-Eocoshr
ny (E1+ Ei) = nk»s
que conducen a
Nz Cos¥; — N1 COH 2n;1 cosd
Ej= 21 L1-2F 5= 11 Ey (7.5.15)
N2 COSY1 + N1 COSH2 N2 COSY1 + N1 COSH2
Usando la ley de Snell se puede eliminar n, obteniéndose
tan@1—-0 2 C0s61Sing
E, = @nl.-02) Ep=— 1>72 . (7.5.16)
tan @1+ 62) sin(@1 + 62) cos P — 62)

7.5.4.2. Caso p especial: refraccion total

Hay varios casos especiales de los cuales se menciona uno. Si 61 + 6> = g la
ecuacion (7.5.16b) implica que E; = 0 de modo que no hay onda reflejada,
toda la energia es pasada al segundo medio. La condicion anterior define un
angulo especial, el angulo de Brewster

n
tan6® = n—2 (7.5.17)
1

para el cual toda la onda pasa al medio 2.
Si una onda electromagnética plana con polarizacion eliptica incide sobre un
plano interfacial justo con el angulo de Brewster, se obtiene una onda reflejada

solo por la componente del caso s para el que no existe un angulo especial.
Esa onda reflejada tiene una polarizacion lineal correspondiente al caso s.

Si el medio 1 es vidrio (n1 = 1,5) y el 2 es aire, resulta 915 ~ 56°.
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7.5.4.3. Casos

En la tabla que sigue se escribe los campos Ea y Ba de cada una de las tres
ondas (incidente, reflejada y refractada).

Ng ~

a ka Ea B‘a:?kaxlé’a

" n N n . . .
1 fcosd1+1sind; | K zl [-1cos1 + Asings] Eq
, A s A = ny . n . ,
1' || —hcoshy +ising; | SE; < [icosh +nsing ] E]

~ ~ . A no_ . a .
2 ncosdr +1sinfd; | SE z[—zcosez+nsm02]E2

En esta tabla se ha dado amplitudes arbitrarias a los campos, pero en lo que sigue
se muestra que, dada la magnitud E3, las otras amplitudes quedan determinadas por
las condiciones de borde.

Las condiciones de borde E1; = Eot conduce en este caso a
Ei1+E;=E>
y la condicién By; = Byt lleva a
n1cosd1 (E1— E7) = n2coshr B

Estas dos condiciones (y no hay otras) permiten deducir en pocos pasos al-
gebraicos que

oM CO0SY1 — N COSH2 E 2N oAy

"= 1 )= E: (7.5.18)
N1 COY1 + Np COSY> N1 COY1 + Np COSY>

Si sind; # 0 se puede proceder a eliminar ny gracias a la ley de Snell: np =

Ny sind, . . . .
~sind, gue permite reducir las expresiones anteriores a

’ _ Sin(92 - 91)

_ 2cos#1sind;
17 Sin@a+61) -

Eo=—— 7.5.19
2 sin@, + 61) 1 ( )
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El caso particular de incidencia normal, es decir, 61 = 6> = 0, implica

- E, = 2m

E’ =
ni+nNo

1= ni+nNo

E1 (incidencia normal)

gue muestra, en particular, que la reflexion desaparece si h; = ny (la interfaz
desaparece realmente).

7.5.5. Reflexion total en una superficie conductora perfecta

El campo eléctrico en un conductor perfecto es nulo: E,=0 y, de (7.5.2), esto
implica B, = 0, es decir, en este caso no hay onda en el medio 2, la onda es
totalmente reflejada. Tradicionalemnte los espejos se construyen usando un
conductor muy bueno: plata. Ver la tabla 7.1.

La condicion (7.5.13) implica que E1’-ii= —E; -Ay la condicion (7.5.10) implica
E1’ x i = —E71 x i. Ambas condiciones juntas implican que en la interfaz

E.' =-E; (7.5.20)

El campo eléctrico se invierte en la reflexidon total: no hay componentes privi-
legiadas, no hay polarizacion.

7.5.5.1. Ejemplo

Se vera el caso de una onda electromagnética plana entre dos placas planas
paralelas y conductoras separadas por una distancia a. Escogiendo al eje Z
perpendicular a las placas, y ellas en z=0y z= a, se debe imponer que
el campo se anule para ambos valores de z. Ademas se escoge el eje X
en la direcciébn media de propagacion. Esto es, para el campo E; el vector
de onda es Rl = Nkcosv +1ksindy, mientras que para la onda reflejada es
Elf = —hkcosd, +1ksindy por lo que

E’l — E’Oei(kxsin9+z kcosh—wt) E’l/ — _E’Oei(kxsine—z kcosh—wt) (7'5.21)
El campo total es la suma de ambos,

Et = By kxsin?=eY 2 sinkzcosy) (7.5.22)
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y es cero en z= 0 como debe ser. Puesto que hay una segunda interfaz, en z=
atambién se debe exigir que el campo total se anule en z= a, lo que equivale
a imponer que sinkacosd) = 0, es decir, kacosd = nr lo que finalmente da

n
cosf= — con n=1, 2, .. (7.5.23)
ka
Dado k, es decir, dada la frecuencia (o equivalentemente la longitud de onda),
hay solo algunos angulos permitidos para que la onda se pueda propagar
rebotando en ambas paredes.

Este fendmeno es semejante, pero no igual, al caso en que luz blanca (mezcla
de ondas electromagnéticas de un amplio espectro de frecuencias) incide con
cierto angulo sobre una delgada capa de aceite que flota en agua, parte de
las ondas se refleja multiples veces en el interior de la capa de aceite antes
de volver a salir al aire (otra parte se va hacia el agua). Por lo que se ha visto
mas arriba, si 6 esté fijo, esos botes solo se pueden dar para algunos valores
fijos de k, es decir s6lo para algunas longitudes de onda (colores). El resultado
final es que en la luz reflejada se puede detectar bandas de diversos colores.
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Apéndice A

Operadores diferenciales

A.1l. Los conceptos de gradiente, divergencia y
rotor

Sobre el concepto de gradienteSi f(F) es una funcién escalar, su gradiente, en coordenadas
cartesianas es,

Of  ~0f L Of
Vf(n—l&+18—y+ E (Al)
Si la funcion f depende solo de la magnitud de F, es decir, f(F) = f(r) su gradiente es
rdf
\Y =-—. .
) =-5 (A-2)

Entre los puntos (X,Y,2) y (X+ AX,y+ Ay, z+ AZ) la funcién f varia,

At ox ay 0z

como lo muestra un simple desarrollo de Taylor de la funcién en torno al punto (X,Y,2) y puesto
gue como,

AP =iAX+ jAy + kAz (A.4)
se obtiene
Af =V AF. (A.5)
El lado derecho es la variacion de f(F) a lo largo de AF.

Si se considera una esfera infinitesimal alrededor del punto Pg = (X,y,2) y se calcula la
variacion de f entre Py y cada punto sobre la pequefia esfera, se denomina Py al punto
sobre la esfera para el cual dicha variacién toma un valor maximo. Puesto que Vf evaluado
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en Py es un vector fijo, es obvio que la variacién maxima ocurre cuando Vf es un vector
paralelo al vector AP que va desde Py hasta Py.

En conclusién, el gradiente de una funcién arbitraria f es un vector que siempre apunta en la
direccién en que la funcién crece mas rapido.

A partir del punto P también existe la direccion hacia la cual la funcién disminuye mas rapido,
la que es exactamente opuesta a la anterior. Entre Py y este otro punto hay una curva sobre la
esfera que corresponde a puntos en que la funcién no varia. La existencia de dichos puntos es
transparente si en A.5 se considera todas las direcciones para las cuales AF es perpendicular
al vector fijo Vf. En otras palabras, el anillo de puntos alrededor de Py que corresponde a
puntos de variacién nula de la funcién f define un disco que es perpendiculara Vf.

La union de todos estos discos infinitesimales define la superficie sobre la cual la funcion
tiene un valor constante, es la superficie iso-f. Si, por ejemplo, f representa la temperatura
en cada punto de un cierto cuerpo que no esta en equilibrio térmico, a cada punto P le
esta asociada una direccion del gradiente de la temperatura y por P pasa una superficie de
temperatura constante: una isoterma. De todo lo dicho se desprende que el plano tangente a
una superficie isoterma es perpendicular al gradiente calculado en el punto de tangencia.

Se recuerda que

fBVf -dP= f(Fg) - f(Fa). (A.6)

A
Esta integral no depende del camino que se escoja para ir de A a B lo que implica que la
integral de un gradiente sobre un camino cerrado es nula,

9§Vf .dP=0 (A7)

Flujo. Se define el flujo de una funcién vectorial 5(?) a través de una superficie S como la
integral,

q>=f5-d§ (A.8)
S

donde dS = hds, y fi es el vector unitario normal a la superficie y dS el elemento infinitesimal
escalar de superficie. Normalmente la superficie S es abierta y finita, pero también puede ser
una superficie cerrada o bien una superficie abierta infinita. El signo del flujo ® depende del
signo convencional que se escoja para fi. En el caso de las superficies cerradas es estandar
tomar A apuntando hacia afuera.

A una funcién vectorial cualquiera, y que conviene que sea llamada campo vectorial se la
puede representar por lineas de campo. Basta con pasar por cada punto del espacio un
trazo infinitesimal en la direccidon del campo. Asi, la linea de campo que pasa por un punto
P cualquiera es una curva que pasa por P tal que su tangente, en cualquier otro punto Q de
la curva, apunta en la misma direccion que el campo en ese punto. A las lineas se les da
el sentido del campo. Suelen llamarse fuentes a los puntos del espacio de los que nacen o
mueren lineas de campo.

La idea de flujo a través de una superficie estd vagamente asociada a la cantidad de lineas
que atraviesan la superficie.
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Teorema de Gauss. El flujo de una funcion vectorial E'(r*) a través de una superficie cerrada S,
borde de un volumen V, es igual a la integral de la divergencia V - E sobre todo el volumen:

9§W§.d§=Lv.§w. (A.9)

Se ha usado la notacién que expresa que una superficie S es el borde de un volumen V
escribiendo S = 9V.

Del teorema anterior se puede desprender que la divergencia de una funcion vectorial, cal-
culada en un punto P, es proporcional al limite del flujo de lo que sale menos lo que entra
a través de una superficie esférica infinitesimal en torno a P e inversamente proporcional al
volumen. Cabe esperar que la divergencia de un campo vectorial es no nula solo en aquellos
puntos que son fuente.

Un corolario inmediato es que si en toda una region del espacio se tiene que V- B=0,el flujo
de B a través de cualquier superficie cerrada contenida en esa regién es nulo. En particular
esto implica que las lineas de campo no tienen ni comienzo ni fin dentro de esa regién, o la
atraviesan de un lado a otro, o son lineas cerradas dentro de la regién.

Circulacion. Se llama circulacién del campo vectorial E por el camino cerrado I a la integral,

C= 9§I§~dﬁ (A.10)

El signo de la circulacion esta ligado al signo con que se escoja recorrer a la curva cerrada I'.

Teorema de Stokes. La circulacion de un campo vectorial E por una curva cerrada I" es igual
al flujo del rotor de E através de cualquier superficie diferenciable S cuyo borde coincida con
I.

E-dﬁ:foE-dﬁ. (A.11)
aS=TI" S

. . = .
Los signos escogidos para recorrer la curva I' = dS y para dS deben ser consistentes con la
regla de la mano derecha.

Conclusiones:

a) Si el rotor de un campo vectorial F es nulo en toda una region del espacio, la intwegral

B
f F.dr (A.12)
A

no depende del camino, dentro de la region, que se escoja para ir de A a B.

b) En esas condiciones, ademas, esta garantizada la existencia de una funcién escalar U ()
tal que F es igual a la divergencia de U. Debe recordase de Mecénica, que U no es Unica
sino que esta definida a partir de lf(r“) salvo por una constante aditiva.
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A.1.1. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P con coorde-
nadas cartesianas (X,Y,2) se
dibuja un cilindro cuyo eje co-
incide con el eje Z y su ra-
dio es p = /X2 +Yy2, de tal mo-
do que P esta en el man-
to del cilindro de radio p. La
proyeccién al plano XY del
vector posicion P del punto P
tiene longitud p y forma un
angulo ¢ con el eje X. Las
coordenadas cilindricas de P
son las cantidades (p,¢,2). La

relacion con las coordenadas
cartesianas es Figura A.1: A la izquierda el eje Z es perpendicular al plano

de la figura, y se puede apreciar la relacion entre las coor-
X=pCosp y=psing z=z denadas (p,$) y los vectores unitarios p y ¢. A la derecha
(A.13) el vector posicion F puede ser expresado como combinacion

lineal de p y k.

A este sistema de coorde-
nadas se le asocia vectores unitarios (0, ¢,k) los cuales se relacionan a (i, j,k) a través de

p=1icosp+]sing d=-ising+jcosp k=K (A.14)

Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccién en que una sola
de las coordenadas cilindricas varia.

Por ejemplo, si se considera un punto Q infinitesimalmente cercano a P que comparte con P
el mismo valor de p y de z, y solo difieren por la coordenada ¢, (¢q = ¢p + d¢) entonces el
vector ¢ apunta en la direccion de P a Q.

coordenadas vectores

p. ¢z p. é k

A.1.2. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto P son: la distancia r de P al origen, el angulo 6 que
forma P con el eje Z y el angulo ¢ que ya fue definido para coordenadas cilindricas: (r,0,¢).
Estas coordenadas se relacionan a las coordenadas cartesianas por

r sin cose
= rsin@sing (A.15)
z = rcos
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coordenadas vectores
r) 91 ¢ f) 91 ¢

Cuadro A.1:1as coordenadas esféricéis, 6, ¢) tienen asociados vectores unitarios. Cada uno
de ellos apunta en la direccion en que crece la respectivadesada.

A estas coordenadas se asocia vectores unitarios y
ellos son

-
|

= (icosp+]sing)sing+kcosy

6 = (icosp+]sing)coss—ksing
é = -ising+]cosp
Se destaca que
k = fcosy-0sing
p = 1cosp+]sing=0cos+T sing X

& Compruebe que

dP = fdr +6rdo+¢r singd _
¢ ¢ Figura A.2: La figura representa las

coordenadas esféricas y los vectores
unitarios asociados.

A.1.3. Elementos de superficie y volumen

En coordenadas cilindricas  un elemento de superficie sobre el manto cilindrico de radio p
es
dS = pdgdz (A.16)

Mientras que el elemento de superficie en un plano per- Pdede
pendicular al eje Z es /}\
dS = pdpds (A.17) ~ -

El elemento de volumen es
dvV =pdpdedz (A.18) Pdqdz

El coordenadas esféricas un elemento de superficie so- /\
bre un manto esférico de radio r es w

dS =r?sinodode (A.19)

el elemento de volumen es .
Y Figura A.3: Elementos de su-

dV = r?singdrdode (A.20) perficie en coordenadas cilindric-
as.
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A.2. Los operadores V en coordenadas curvili-

neas
cilindricas esféricas
: i <z> ) 9 0,60 . )
gradiente : pap p0¢+k For+7a5+ SN 36
; .| 10(A) | 10As | A | 1 O(r2A)) 1 (o(singAy) | 0As
divergencia: 5~ Yoo Ta | oo Treng -t
. ~[10A; O0Ay f 0sin6A¢ LY
rotor: P(;% - W)"‘ rsne\ a0 ~ 0%
@(%_%)Jr e (aAr a(rsmeA(»))
z ap rsing \ 9¢ or
k (0Ay) _ oA _(0(%)_%)
p\ Op op r or 00
S 19 (,0 19 (20
laplaciano: | 257 (075 )+ _20_(r W)+
108, & 1 (sme )
p2 0% dZ2 2sing 00
1_ 9
r2sin g 0¢?

A.3. Expresiones utiles

Basta demostrar que

6( 1 )_ X=X 6( 1 )_ 3(x=X)
ax\[Ir=r"| P ox\|IP-r|® P —p|1°

para demostrar

r—r’
V x =0
IP—r|3
y también
, 1 N o
[T T [T AT S <
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Apéndice B

Condiciones de Borde en
Electromagnetismo

7 . . =4 .
Se vera las ecuaciones de borde que deben satisfacer campos D, B E y H gue satisfacen
las ecuaciones de Maxwell,

vV.D = p (B.1)

V.B = 0 (B.2)
0B

VXE = — (B.3)

vxH = 7+2 (B.4)

Las condiciones de borde relacionan los valores de los campos en puntos de la superficie
de contacto entre dos medios (una superficie interfacial o interfaz) tomando el limite hacia la
interfaz desde un medio y desde el otro.

Se aplica la ley de Gauss a un peque no cilindro de seccién A cuyo eje es perpendicular a la
interfaz y cada mitad de su altura h esta en cada medio. De (B.1) y (B.2) se obtiene

566-d§ = Aoy (B.5)

56§-d§ =0 (B.6)

donde o es la densidad de carga libre en la interfaz en el lugar donde corta el cilindro. La
carga encerrada no cambia si se modifica la altura h del cilindro. El flujo, por lo tanto no
depende del tamafio del manto del cilindro sino tan solo de sus dos tapas, las cuales tienen
normales £, por lo que en el limite de un cilindro muy peque no

(B2-Dy)-h
(B2—By)-

o¢
0 (B.7)
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Para obtener condiciones de borde asociadas a las ecuaciones de Maxwell con rotor se inte-
gra a lo largo de un peque no rectangulo perpendicular a la interfaz, con dos caras paralelas
a la interfaz y que penetra ambos medios, como se muestra en la figura adjunta. El teore-
ma de Stokes relaciona integral con el flujo que pasa por el interior del rectangulo. Con las
ecuaciones (B.3) y (B.4) se obtiene

ggé-dr = —‘3% (B.8)
SEI—T-df = |+6% (B.9)

donde | es la corriente de conduccién que pasa el rectangulo mientras que ®y y ®p son los
. =4 £ . .. . .

flujos de los campos B y D a través de esa misma superficie. Estos flujos son proporcionales

a la area que encierra el rectangulo.

Al tomar el limite en que este rectangulo se encoje a un punto las contribuciones de los
términos de los flujos ®; se hace cero de modo que solo contribuye la parte de la integral
correspondiente a la parte tangencial a la interfaz por lo que, en el limite, las condiciones de
borde son

(E2—E1)xnh=0 (B.10)
(H2-Hy)xh=K (B.11)

donde K es la densidad de carga de superficie y f es el vector normal a la interfaz, apuntando
del medio 1 al medio 2.

Vale la pena considerar en forma separada la condicion de borde que emerge de la ecuacion
de continuidad de la corriente eléctrica,

> (9p
V- J=—-— B.12
F (B.12)
Se integra sobre un peque no cilindro tal como se hizo algo mas arriba. El lado izquierdo se
reduce finalmente a la diferencia de las componentes normales de la corriente multiplicada
por la seccién A del cilindro mientras que el lado derecho arroja, en el limite, la derivada con
respecto a t de la densidad de carga superficial multiplicada por A. De todo esto se obtiene

oo

Jo-J)-A=—-=
(J2-J1) -0 5

(B.13)
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de continuidad, 67
de Coulomb, 11
forma diferencial, 18
de Faraday-Lenz, 124
de Gauss, 17
de Ohm, 69, 71
de Snell, 175
leyes de Kirchhoff
primera, 70
segunda, 78
longitud de penetracion, 169

magnetizacion, 107

materiales
diamagnéticos, 106
dieléctricos, 31

ferroeléctricos, 29

ferromagnéticos, 106

paramagnéticos, 106
momento

dipolar eléctrico, 24, 26

magnético, 105

permeabilidad magnética, 111
plano de incidencia, 174
polarizacién, 26, 170
circunferencial, 171
eliptica, 171
lineal, 171
potencia disipada, 80
potencial
eléctrico, 19
de conjunto de cargas puntuales, 20
de distribucion continua de cargas, 20
escalar magnético, 103, 109
vectorial, 91, 92
de un dipolo, 102
vectorial magnético, 106
principio de superposicién, 13

reflexion total, 175, 181
reflexion y refraccion, 173
refraccion
casosnyp, 178
total, 179
angulo de Brewster, 179

superficie equipotencial, 42
susceptibilidad magnética, 111

teorema

de Gauss, 18

de la divergencia, 18
torque, 105
transformador, 146

unidades, 9

vector

normal, 186

tangente, 186
vector de polarizacion, 28, 34
vector de Poynting, 156, 162, 173
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