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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Usos del calculo numeérico

En problemas de todas las disciplinas, como ingenieria, economia, cien-
cias sociales, fisica, biologia, hoy dia se utiliza el calculo numérico en el
sentido en que se presenta estos temas en los proximos capitulos.

Una vez que un problema es planteado en la forma matematica propia
a su disciplina éste debe ser reformulado para adecuarlo a lo que es el
calculo numérico. Un caso tipico de fisica basica puede ser la ecuacion
basica de movimiento unidimensional de una particula:

dv

m = fx)

Se debe comenzar por usar tiempo discretizado para expresar la derivada
como cuociente de cantidades finitas. Podria ser, por ejemplo

Y

- y también  a =21 donde k=0,1,2...

h

Vi
donde 1, = hk, x;, = x(t), vii = v(t;) Y la fuerza f(x,v) es una funcién cono-

cida. De las expresiones anteriores se obtiene instrucciones apropiadas
para incluir en un programa computacional:

h
Xj1 = X +hvyg, Vk—i—l:Vk‘f‘%fk

11
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donde, desde una condicion inicial xy y v se va, iterativamente, obtenien-
do los sucesivos valores (x;,vy). Este algoritmo se conoce como el algo-
ritmo de Euler. El algoritmo anterior se puede generalizar a mas dimen-
siones. Es sencillo, facil de entender pero, como se vera, puede presentar
problemas de estabilidad.

Una vez que el problema ha sido modelado con un conjunto de ecua-
ciones se debe explorar las implicaciones. De esas implicaciones pue-
de resultar algo esperable pero cuantitativamente no trivial, puede ocurrir
que el modelo resulte no ser bueno (dando comportamientos que no son
verdaderos) etc. También puede suceder que el modelo dé patrones de
comportamientos inesperados pero correctos.

Hoy en dia es inconcebible no utilizar calculo numérico en cada area de
la ciencia y la tecnologia. A continuacion unos pocos ejemplos en fisica,

= Comportamiento de atomos, nucleos, y el amplio mundo subnuclear
de fisica de particulas

= Dinamica de fluidos: tal como en meteorologia, oceonografia, simu-
lacién de tuneles de viento en el disefo de aviones, en el comporta-
mineto de estrellas etc etc

= Mecanica macroscopica de solidos: tensiones en estructutras com-
plejas (puentes, barcos..), roturas, grietas, explosiones ..

= Comportamiento de las mas variadas moléculas, incluyendo algunas
enormes proteinas.

» Astrofisica y cosmologia, evolucion de galaxias, soluciones de las
complicadas ecuaciones de gravitacion.

Los esfuerzos computacionales para atacar un problema abarcan des-
de hacer integrales complicadas, hacer integrales en muchas (a veces
demasiadas) dimensiones, estimar funciones particion en sistemas es-
tadisticos, hasta resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones
diferenciales a derivadas parciales, etc.

Salvo que las ecuaciones del modelo que se estudia sean de naturale-
za muy sencilla, lo mas probable es que se requiera de una resolucion

1.1. USOS DEL GALCULO NUMERICO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



13 Métodos Numéricos

numérica de ellas. Uno de los retos—cuando se resuelve numéricamen-
te un conjunto de ecuaciones—es saber si la solucion numérica obtenida
es confiable, es decir, si realmente es una solucion del problema o si los
errores numéricos (o de otro tipo) que produce la metodologia numérica
usada invalidan total o parcialmente la solucion obtenida.

En estas notas se aprendera algunas técnicas para resolver ecuaciones
de diversa naturaleza y en los casos mas sencillos veremos también la
forma de mantener los errores bajo control. Habra un permanente trabajo
practico.

1.2. Errores

Al hacer calculos numéricos introducimos errores que tienen diverso ori-
gen. Los mas comunes son:

- Errores en la precision de los datos. Por ejemplo, el valor de & puede
ser de baja precision, 3,1416 en lugar de 3,1415926535897932385...

- Errores de truncacion. Por ejemplo, en lugar del valor ¢ se usa

Ik\’zoz—f y el N no es lo suficientemente grande. Estos errores apa-
recen normalmente por la naturaleza iterativa de los métodos y en
algun momento es necesario detener la iteracion. Por ejemplo, para
calcular sinx se puede usar el siguiente codigo C,

se = 1.0;
x = 0.3; /* valor deseado de x x/
X2 = X*X;
u = X;
for(k = 2; k<N; k+2)
{ u = —uxx2/k/ (k+2);
se = se + u/k;

}

y el resultado analiticos es naturalmente mejor mientras mayor sea
N, pero la precision numérica alcaza su éptimo para N no muy gran-
de.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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- Errores de redondeo. Estos se deben al tama no finito de la informa-
cion que se guarda en memoria por cada numero real. Por ejemplo,
cuando calculamos

dsin(x) _ sin(x+€)—sin(x—¢€)

cos(x) = — & 2¢

el resultados es mejor cuanto menor sea € hasta que se produce un
problema al restar dos numeros demasiado parecidos. Por ejemplo:

sin.c

epsilon dsin(1.0) /dx cos (1.0) cos — deriv
0.04978706836786394446248 0.5400791 0.5403023 0.000223185
0.00247875217666635849073 0.5403018 0.5403023 0.000000553
0.00012340980408667956121 0.5403023 0.5403023 0.000000001
0.00000614421235332820981 0.5403023 0.5403023 0.000000000
0.00000030590232050182579 0.5403023 0.5403023 -0.000000000
0.00000001522997974471263 0.5403023 0.5403023 -0.000000000
0.00000000075825604279119 0.5403023 0.5403023 -0.000000000
0.00000000003775134544279 0.5403022 0.5403023 0.000000077
0.00000000000187952881654 0.5402991 0.5403023 0.000003182
0.00000000000009357622969 0.5401011 0.5403023 0.000201187
0.00000000000000465888615 0.5442437 0.5403023 -0.003941389
0.00000000000000023195228 0.4940679 0.5403023 0.046234439

Se debe probar con “float” y con “double”.
Estos valores se obtuvieron con el programa que sigue:
#include<stdio.h>

#include<math.h>
#include<stdlib.h>

#define N 14
FILE *archivo;
main ()
{ int ii;
double deriv, epsi, co;
co = cos(1.0);
archivo = fopen("sin.dat","wt"); /x w=write t=text =/
for(ii=1; 1ii<N-1; ii++)
{ epsi = exp(-3.0%1i);
deriv = (sin(l.0+epsi) - sin(l.0-epsi))/2.0/epsi;

fprintf (archivo, "%$26.23f %$10.7f %10.7f %12.9f\n",
epsi,deriv, co,co-deriv);
}

fclose (archivo);

1.2. ERRORES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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1.3. Tiempo de calculo

Cuando se programa un calculo cuyo tiempo de calculo sabemos que va
a ser grande es importante tener alguna idea sobre los elementos que
hacen que este célculo sea lento y conviene estudiar si hay alguna forma
de optimizar. Por ejemplo, si en forma reiterativa en un programa se debe
calcular una integral y se va a usar la férmula

i=1

N—-1
[ e~ [f(XO)+2 Y, £(6)+ ) |

i (1.3.1)

Xj = a+

debe tenerse presente que este calculo tarda un tiempo que es &'(N).

El calculo de la energia de N cargas implica calcular

El primer término toma un tiempo ¢'(N) mientras el segundo tiene un costo
¢ (N?). El algoritmo éptimo para invertir una matriz de N x N es 0'(N?).

1.4. Adimensionalizar

Suele ocurrir que los problemas reales que debemos resolver tienen mas
parametros de los necesarios en el sentido de que existe un problema
numeérico equivalente que se expresa con menos parametros. Por ejem-
plo, en el caso de un oscilador armonico

mix=—kx, x(0)=A, x(0) = vg.

si se define a)g = k/m el problema aparenta tener tres parametros de con-
trol: @y, A y vo. Sin embargo, si se hace el cambio de variables x = Az,
t =t*/ay, el problema equivalente es

Vo %
ZN = —I, Z(O) = 1, Z/(0> = m =V

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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que es un problema con un solo pardmetros de control, v;.

Si la adimensionalizacion se escoge con cuidado se trabaja con cantida-
des de orden 1 y por tanto se disminuye una fuente de errores.
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Capitulo 2

Derivadas e integrales
numeéricas

2.1. Derivadas

La forma elemental mas tipica de plantear una derivada es

f(x)~ f(Hh,z_f(x) 2.1.1)

El desarrollo en serie
h2
f(x+h)=fx)+hf(x)+ 3f”(x) +... (2.1.2)

muestra que en (2.1.1) se desprecia algo que es ¢'(h). En cambio la si-
guiente expresion es mas precisa,

fl(x) = f<x+h)2_hf(x_h> + O(h?) (2.1.3)

El error que aqui se indica es un error analitico. Ya se ha comentado que
si h es muy pequeno se produce un error de redondeo.

Existe una famila de expresiones para derivadas de cualquier orden. Ex-
presiones simétricas y no simétricas. Usando la notacion f; = f(x + kh),

17
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se tiene, por ejemplo, que

h? n
. ro e Y e 4
fr1 = foxhfy+ > Jox 3!f0 +O(h7) (2.1.4)

4h3
fir = fox2hfi+2n*f)+ = '+ o

de donde 5
=2 2hth hél 1y o) (2.1.5)
y también
-2 -
fr=thti £3+f Ly o) (2.1.6)

Hay casos en que no se conoce la funcién en intervalos regulares. En lu-
gar de intentar un método de interpolacién—que se discuten mas adelante—
se puede usar expresiones como las que siguen,

Es facil ver que la primera derivada de una funcion f(x) se puede expresar
en términos de f_;, = f(x—hy), fn, = f(x+hy) y de la propia f(x) como

df _ Mifi,+(h3—h) f—h3fn,
dx hihay (hy +hy)

+O(hihy ) (2.1.7)

y con los valores de f en estos mismos tres puntos la segunda derivada
se puede escribir

A*f hifu,—(hi+h) f+hof g

TR s Ghr 1) +O((hy—n)f") (2.1.8)

si se compara los errores analiticos en estas expresiones con los aso-
ciados a las derivadas simétricas del mismo orden: (2.1.3) y (2.1.6) se
observa que los errores son del mimso orden.

& Determine qué derivada es proporcional a

11f 5, —56f_14+114fy — 10411 +35/>

e indique el orden del error de la esta expresion para la correspondiente deriva-
da.

2.1. DERIVADAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



19 Métodos Numéricos

& Obtenga el valor de a tal que la siguiente expresion sea la primera derivada

f' mas un error,
af_,—16f_1+36fy—48f1 +25/>

denom
Dé expresion para el denominador y para ese error.

2.1.1. Tabla con derivadas a cuatro y cinco puntos

Una derivada de orden n tiene una variedad de expresiones usando p >
n+ 1 puntos. A continuacion algunos ejemplos .

| A cuatro puntos | A cinco puntos
W | e (26— i) | (Fa-8F 8- o)
w2 Fa -2t f L F 21671 =300+ 16/~ f)
" £ (=fr1+3fo—3fr1+ fr2) %(—f2+2f1 —2fi+/f2)
h v no hay foo—4f 1 +6f—4fi+2fH

Se trata de expresiones tan simétricas como es posible.

2.2. Integracion numérica directa

2.2.1. Meétodo trapezoidal

Se desea integrar numéricamente dividiendo el intervalo (a,b) en N in-
tervalos de largo i con los puntos xy = a, x1, x2, ..., xy_1, Xy = b. Para
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obtener este primer algoritmo de integracidon se comienza por escribir

1
fx) = fitx—x)fi+ 3 (x—xe)* i+
- f
~ fiot (x—x) fi"“h ey o ((e—x)Py22.1) f, k+1
para integrar en uno solo de los intervalos: desde x; has- h
ta x; + h,
T 2 y Figura 2.1: El al-
Xk N k1 — Jk 3 goritmo se basa en
/xk fx)dx =~ fih+ S5 5 " o(h7) aproximar el &rea

bajo la curva en un
_ h (fk+1 +fk> + ﬁ(h3) (2.2.2) intervalo en la de
2 un trapecio.

La ultima expresion es el area del trapecio de la figura 2.1. Al sumar %
sobre N sitios y tomando en cuenta que N ~ % se obtiene, sumando las
areas de los trapecios, que

/bf(x)dx = (fo—;fl+f1—;f2 -l—...fN_l;_fN) )

= g(f0+2f1+2f2+..+2fN1+fzv)+ﬁ(h2>
(2.2.3)

y el error es de orden &(h* f") = O( (b—;); iy

2.2.2. Métodos de Simpson
2.2.2.1. Simpsion 1/3

Una formula algo mas precisa es la de Simpson que surge de integrar en
forma explicita en x entre x; | =x; —h 'y x,1 = x; +h. La expresion

—f ) N2
fx) = fk‘f‘%(X—xk)—i—fk ! hJ;k"‘ka (x zxk)

+0 ((x—x)%) + O ((x —x)*) (2.2.4)
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double simpson ()

{ int k;
double sumaPar, sumalmp, xk;
/* "simpson.c" sumaPar = 0.0;
Programa generico para hacer - 0.0:
la integral de F (x) desde sumalmp = s K
x=a hasta x=b usando xk = aj
el metodo de Simpson for (k=0; k<nu-1; k++)
{ xk += h;
*/
sumalmp += F (xk);
#include<stdio.h> xk += h;
#include<math.h> sumaPar += (xk) ;
#include<stdlib.h> }
#define N 20 sumalmp = sumalmp + F (xk+h);
#define nu (N/2) sumaPar = 2.0xsumaPar+F (a)+F (b) ;
#define a 0.0//limite inferior return (
#define b 1.0//limite superior
. + . ;
#define h ( (b-a) /N) (4.0xsumaImp+sumaPar)*h/3.0);

}

double F (double x) //Aqui se pone main ()

{ return(x*xxx*x); //integrando F {double inte;
J inte = simpson();

printf ("integral=%14.11f\n", inte);

}

La integracion en (x; — h,x; +h) de los términos (x —x;)” con r impar da
cero. De la expresion anterior sobrevive la integracion del término con
(x —x¢)?, el término cubico no contribuye al error y el Gltimo da un &'(#°) y
se obtiene

fie1 =2+ fnr 120° _h
h? 23 3

Componiendo esta expresion se obtiene el algoritmo de Simpson % que

se aplica con N par,

2h fi + (fi1 +4fi+ firr) +O(H) (225

b h
/ fRldx= 2 [fo+d (it fit fv-1)+2 (ot fat .+ fv2) +fv]+ O(h*)
(2.2.6)
y el error méas precisamente es ¢'(h* f1V). Otra forma de escribir lo anterior

es
N/2—1 N/2—1

b h
| rwdxmt (fo+a ¥ a2 Xt dy (227)
a k=0 k=0

Viendo la légica de (2.2.4) y cdmo conduce a (2.2.6) resulta obvio obtener
expresiones aun mas precisas para hacer una integral.
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2.2.2.2. Simpson 3/8

Esta vez el dominio total de integracion (a,b) se divide en N intervalos de
tamano &, donde N es multiplo de 3, N = 3m. Se comienza buscando una
forma aproximada de la integral desde x; hasta x; 3, donde x;.; = x; + jh.

Se define un polinomio en y = x; + %h, de modo que el punto y =0 co-
rresponda, como lo muestra la figura 2.2, al punto central del dominio de
integracion. Para este dominio se define el polinomio

P() = bo+b13 +b> (%)24-193 (%)3 (2.2.8)

cuyos coeficientes se determinan exigiendo las siguientes cuatro igualda-
des,

3h h h 3h
p <—7) = fi P(—§> = fi+1, P(E) = fi+2, V4 <7) = fi+3-

(2.2.9)

Para efectos de saber el va-
lor de la integral, basta con !
conocer los coeficientes de !
las potencias pares de y en ° h ° : h ° h ° )S
(2.2.8). En efecto, se obtiene i i+1 ' i+2 i+3
que |

3h/2 9 | Y
/ p(y)dy=(3bo+ by |h @ ° ° *~——>
—3h/2 4 O

22100 3h/2 3h/2

De las ecuaciones (2.2.9) se

: . i 2: ] inio x; < x <
obtiene, en particular, que Figura 2.2: Se integra sobre el dominio x; < x <

x;13 de largo 3h, lo que equivale a integrar usando

1 la variable y en el dominio —3h/2 <y <3h/2.
by = _1_6<fi_9fi+l_9fi+2+fi+3)7
(2.2.11)
1
by = Z(fi—ﬁ'ﬂ—fi+2+fi+3)

Lo que lleva a

Xit3 3h/2 3h
/’ f(x)dx = /3h/2 p(y)dy= 3 (fi +3fir1+3fira+ fir3) (2.2.12)
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Si este calculo se usa en todo el dominio se tiene

b
/ f(x)dx % (fo+3f1+3f2+f3+f3+3f4+3f5+f6+f6+3f7+3f8+f9+...>

Q

3h
5 (

Q

Jo+3fi+3f+2f++3f4+3fs+2f6+3f+3fs+2fo+...)

m—1

m—1
fo+3 Y (ks +fr2) +2 Y, e+ fu +O(1) (2.2.13)
k=0 k=1 N=3m

3h
8

2.2.3. Discretizacion no uniforme sencilla

Tanto el método trapezoidal como los dos métodos de Simpson han sido
planteados con discretizacion uniforme, pero no es necesario proceder
de ese modo. En el caso del método trapezoidal se puede tomar cada
contribucién (2.2.2) con un & propio, y la integral es

N-1

=Y i (fi+ fir1)

k=0 2

En el caso del método de Simpson 1/3 se integrd los intervalos de a pa-
res y fue crucial que los dos miembros de cada par fueran iguales, pero
distintos pares pueden tener i, distintos. La integral queda

N—1 hk
I= ) ?(fkfl+4fk+fk+l)

k=135...
Esta vez la suma va de par en par de intervalos por lo que es necesario
sumar solo sobre indices impares. El primero es k =1y el ultimo es k =
N—1.

2.2.4. Limitaciones

Estos métodos no debieran o no pueden ser usados en forma directa si:
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- el intevalo de integracion es infinito

- la funcion varia mucho en el intervalo
(funcién con alto contraste)

- hay una divergencia en el intervalo

2.3. Integracion y cambio de variable

2.3.1. Planteamiento y ejemplos

En general para hacer una integral numérica es conveniente hacer algun
tipo de cambio de variable. En particular los problemas mencionados an-
tes se superan haciendo un cambio de variable de integracion y = g(x),
esto es, dy = ¢g’(x) dx. Genéricamente

I = /abf(x)dx
8

/ v [f,(x)} dy 23.1)
s@) L8/ g1y

y la segunda forma de la integral se discretiza uniformemente. Notese que
g(x) debe ser monotona para que g’ no tenga ceros en el intervalo que
interesa. Discretizar uniformemente en la nueva variable y es equivalente
a una discretizacion no uniforme en la variable original x. Otra limitante
practica para g(x) es que debemos conocer la funcién inversa g~

El procedimiento practico normalmente define x una sola vez—en la ruti-
na un x = g~ ! (y)—el que es usado para calcular [f(x)/g'(x)]. Es decir, se
genera la secuencia regular de valores y, con cada uno de ellos se calcula
x, y se va sumando f(x)/g'(x).

Al hacer un cambio de variable se debe cuidar que los valores de
f(x)
=7
8'() Ja=g1y
sean finitos en todo el intervalo, en particular en los extremos g(a) y g(b).

(2.3.2)

2.3. INTEGRAGION Y CAMBIO DE VARIABLE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



25 Métodos Numéricos

Al hacer el cambio de variable y = g(x) se debe cumplir:
a) g(x) es mondtona en el intervalo (a,b) original,
b) el nuevo intervalo (g(a),g(b)) es finito

c) el nuevo integrando s(y) debe ser regular y de poco con-
traste.

Como ya se dijo, el cambio de variable equivale a tomar intervalos no
regulares en la variable original x. Los puntos regulares y; en la nueva
variable definen puntos x; = g~ (yx) en el eje original.

El gran inconveniente de los métodos con cambio de variable presentados
hasta aqui es que esta limitado a funciones g(x) para las cuales se conoce
la funcion inversa g~ !(y). Mas adelante, en el capitulo correspondiente a
los métodos Monte Carlo se podra superar este inconveniente.

Ejemplo con intervalo infinito: Consideremos
* —x2+x
I:/ e dx
0

Sisetomay= e y por tanto x = /—Iny. La integral pasa a ser

1
I:/ {é} dy
0 12X] =/ ny

que no es aceptable porque se obtiene un integrando divergente.
Pero si se escoge y = g(x) = e™*, es decir,

S(X) _ e—x2+2x

la integral que se debe evaluar es

g T
I:/ [e * x] dy
0 x=—Iny

El problema ha sido reducido al de una integral en intervalo finito con
integrando de poco contraste.
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Integrandos con mucho contraste: Aun en casos en que no haya di-
vergencias, si la funcion varia mucho en el intervalo (mucho contraste) se
debe hacer el cambio y = g(x) pasando asi a una integral sobre la variable
y con integrando [f(x)/g'(x)],—¢1(y) ¥ 1a funcion g(x) debe escogerse de
tal forma que el nuevo integrando sea lo mas plano posible, es decir, con
poco contrate. El colmo seria conseguir que fuese una constante, pero en
tal caso el problema estaria resuelto antes de comenzar.

Veamos como suavizar el integrando con el ejemplo

1
/f(x)dx con f()c):%e_’“z/r2 y < 1.
-1

Se trata de buscar un g(x) apropiado. Puesto que g’ tiene que tener una
forma parecida al integrando f(x) es necesario encontrar una funcién g
con la forma de un escalon redondeado. Escojamos que satisfaga g(1) =1
y g(—1) = —1. Por ejemplo, se puede tomar

arctan (2 1
—J & x=g '(y) =atan (y arctan—)
a

B arctan (é)

Se deja como ejercicio ver el a 6ptimo para cada valor de 7.

Si el integrando tiene muchos picos se subdivide el intervalo de integra-
cion para tener integrales con un solo pico en cada segmento y tratar cada
caso segun lo que convenga.

& Encontrar un cambio de variable apropiado para calcular

40 dx
/1 X2 (1+x)

2.3.2. Divergencias en el integrando
2.3.2.1. Método 1: regularizacion del integrando
Si hay divergencias en el intervalo pero aun asi la integral es finita, se

debe tratar separadamente cada parte. Para ello se redefine intervalos de
integracién que dejan al punto de divergencia en un extremo para pasar
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a estudiar la forma de tratar una integral que es divergente en un extremo
del intervalo. Tomemos el caso

I:/Obf(x)dx con f(0) =eo

Para que I sea convergente a pesar del valor infinito de f en x =0 es
necesario que
limx f(x) =0

x—0

Para abordar este problema suele ser conveniente hacer el cambio de
variable y = g(x) = x%, con a > 0 porque dy = ax* 'dxy

_ ] )
I_/O laxa_l]x:yl/a @

y se debe escoger « tal que

tm %)
yaox“*I

sea finito

Pero I es no divergente tan solo si f(x) diverge en el origen mas lenta-
mente que 1/x. Definamos 6, 0 < d < 1, tal que

A

\f(x%0)|<ﬁ

Lo que intereza es la contribucion a la integral que proviene de una vecin-
dad al origen,

A
ET‘\
=
R
T
kﬁ
& =
=
=]
L
_ 1
N
&

h(X
< é/ yl=a/a gy, (2.3.3)

que tiene integrando finito en todo el rango si a < 6, dando como resultado
4h%/*_Se debe escoger un o positivo menor o igual a §.
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1 1/3
/ x_ dx
0 sinx
Cerca del origen el integrando es f ~ x~%/3 es decir, § =1-2/3=1/3y se

puede escoger cualquier o tal que 0 < a < 1/3. Si,por ejemplo, se toma
o = 1/3 la integral se convierte en

1 3
3/ >y
0 siny

Ejemplo 1: Calcular:

Ejemplo 2: Para calcular

/ l P(x) In(x) dx
0

donde P(x) es una funcién suave, basta con tomar y = x'/1% para tener un
integrando F(y) suave.

& Calcular

2.3.2.2. Método 2: tratamiento analitico de la divergencia
Otra forma de tratar integrales que tienen divergencias en el integrando es
tratar en forma analitica el trozo que contiene la divergencia. Por ejemplo,
/1 dx
0 (1—x)1/3x2/3

Para tratar la singularidad en x = 0 se separa la integral

/h & %/h b3
0 (1—x)1/3x2/3 0 x2/3

se procede en forma similar en el limite superior. El resto de la integral se
hace en la forma usual.

2.3. INTEGRAGION Y CAMBIO DE VARIABLE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



29 Métodos Numéricos

2.4. Integral de parte principal

Suele ser necesario calcular la integral

FOW

a X—X()

] = con a<xpg<b

en que tanto la integral desde a a x; como la de xy a b son divergentes
y f(x) es regular en x = xo. La parte principal de I, #(I), se define por
medio de

) dx _@/ ) dxtin f(xo)
a X—X0 X —X0

donde la parte principal es

o [ L0 [ [ gy [ S0
X — X() 0 a X — X0 Xo+h X — X0

Para calcular numéricamente la parte principal se razona a partir de rees-
cribir I en la forma

PACIPN _/f x0d+/ 2.4.1)
a X—Xo xX— x()

La primera integral, que denotamos I, es no singular y se hace en forma
estandar, mientras que la segunda integral es

12: bmdx — f(.xo) lnb—xo
a X—X0 a— X
_ — X0 B
= f(xo) <1nx0_a+ln( 1))
= f(xo) <lnb_x°+i7r) (2.4.2)
Xo—a

Se ha aislado el término i f(xp). La labor de obtener numéricamente la
parte principal consiste en evaluar numéricamente la integral 1, utilizando
algiin método estandar, para luego sumarle f(x)In 2=

xo—a"

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



Derivadas e integrales numéricas Patricio Cordero S.

2.5. Problemas

2.1

1. Tal vez sea bueno comenzar por escribir programas de integra-
cion trapezoidal y Simpson e intregrar sin cambio de variable

1
/x”dx con n=3,4,5...
0

viendo cuanto debe valer N para tener un error de menos del
1%.

2. Trate de obtener un error menor al 1 %.

3. Puede serle util graficar la funcién a integrar y la funcién que
resulta después de cada cambio de variable. De esa manera
se puede entender la fuente de los posibles errores.

4. Por razones obvias, no se debe calcular la integral por partes, ni
hacer algun truco que permita llevarla a una integral analitica.

2.2 La funcién gamma, I'(x), se define como la siguiente integral

I(x) = /Om e dr (2.5.1)

que converge para todo x positivo, pese a que para 0 < x < 1 el inte-
grando tiene una divergencia en ¢t = 0.

Se pide calcular numéricamente, a partir de la definicion anterior, la

funcion I' para x = 10 y x = 1/2, valores para los cuales se conocen
los resultados analiticos:

I'(10) = 9!=362880 (2.5.2)
(/2 = vz (2.5.3)

En cada caso se debe indicar el(los) cambio(s) de variable usado(s),
el nimero de puntos en la discretizacion, el método de integracion
(trapezoidal o Simpson), el resultado obtenido y el error cometido
respecto al valor analitico.

2.3 Calcule numéricamente las integrales

I, :/ e Inxdx
0
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2.4

1 1
1(2>:/ X Lk
0

1—x3 x
El problema consiste en hacer numéricamente las integrales de arri-
ba con algun cambio de variable para tener un integrando suave
en un intervalo finito. Se debe obtener un resultado razonablemente
bueno teniedo que evaluar el integrando final el menor numero (N)
de veces que sea posible. Como criterio de convergencia debe usar
alguna cantidad como

I—1Iy

err = <1071
con g =2,3,4,5,6. Como ya se dijo, una de las metas es conseguir
gue N sea lo menor posible teniedo un resultado confiable.

En cada caso se debe indicar el (los) cambio(s) de variable usado(s),
el nimero N de puntos en la discretizacion, el método de integracion
(trapezoidal o Simpson, nada superior), el resultado obtenido y el
error numeérico respecto al valor de 1. No debe usar el conocimiento
analitico de la integral sino su propio criterio para estimar ese error.
Explique y justifique.

Dibuje el integrando f(x) y separadamente el integrando final i(y) =
[f(x)/g'(x)]x=.. que haya usado (cada cual es su dominio). Dibujar
los valores Iy versus % para algunos valores de N.

Por razones obvias, no se permite recurrir a integracion por partes,
ni hacer algun truco que permita llevarla a una integral analitica.

Motivacion fisica. Para muchos efectos la fuerza entre atomos pue-
de ser tratada exitosamente con el potencial central, llamado de

Lennard-Jones,
V=4V, {(g) v (96] 2.5.4)

cuyo valor minimo es Vy y se anula cuando r coindice con el radio
de Bohr. Una particula atrapada en este potencial (energia menor
que cero), tiene un movimiento en el intervalo (rpin, ymax) donde am-
bos radios son mayores que a. Cuanticamente solo hay un conjunto

discreto de energias E, posibles. Clasicamente E = % +V(r) 0 equi-
valentemente la magnitud del momentum depende de r en la forma

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



Interpolacion Patricio Cordero S.

p(r)=+/2m(E —V(r)). Una forma aproximada de plantear el proble-
ma de encontrar los valores de los niveles cuanticos E, consiste en

exigir la condicion de Bohr-Sommerfeld

f%d;ﬂ:Zn (n-l—%)

con n entero nonegativo. La integral es sobre un ciclo completo de
oscilacion. El problema se adimensionaliza haciendo las sustitucio-
nes

,},2 hz

2d’m

E =Wé&, r=ap, Vo

El valor de y en el caso de la molécula de hidrégeno es 21,7, en el
de 0, es ~ 150.

La condicion integral de arriba se convierte en la exigencia que se
anule la funcién

Pmax 11 1
Fu&) =7 - \/@m”_“(ﬁ_ﬁ) dp—m (n+§) (2.5.5)

Es decir, el problema consiste en encontrar los ceros de F, dados
Yy=150yn=0,1,2 con —1 < &, < 0 sabiendo que

o (2-2V8\'° C242VE)\
pmm— 1_6n 9 max — 1—6,1

donde 6, =1+ &,.
El programa que se disene debe ser util también con otros potencia-
les V(r).

En la basqueda de los ceros debe usar el método de la secante (in-
dicando, entre otras cosas, la tolerancia usada y cuantas iteraciones
fueron necesarias).
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Capitulo 3

Algebra lineal, interpolacion,
recurrencias y ceros

3.1. Temas de algebra lineal

3.1.1. Autovalores y autovectores

Los n autovalores oy de una matriz nosingular A de n x n se obtienen
determinando los ceros del polinomio caracteristico, det(A — al). Conoci-
dos los autovalores oy, se puede determinar los autovectores encontra-
do el cero de la funcién de n— 1 variables x*) .(A— o Dx%  donde
k) = (xg"),xg"),...x,ﬁ")) se pide que se cumpla la condicién #*) . %% = 1.
Se aprecia que tanto los problemas de determinar los autovalores como
encontrar los autovectores se reducen a encontrar ceros, asunto que se
estudia en §3.2. Es util consultar también la referencia [1].

3.1.2. Eliminacion de Gauss

Se parte con un sistema inicial de ecuaciones

apxy+apxy+... aipxn, =bg

arix1+anxy+... ayx, =bs 3.1.1)

amXx1 +ampxy+ ... awpx, =by,
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Este problema puede ser planteado como el de una matriz A multiplicando
a un vector desconocido x tal que se obtiene un vector b:

AX=0h (3.1.2)

y se plantea despejar Xx.

Hay que tener presente que se puede efectuar operaciones que cambian
la matriz A que no alteran al conjunto de valores {x;} que constituyen la
solucion, aunque el orden de ellos pueda cambiar. Operaciones posibles
son

» intercambiar dos filas de A
= multiplicar una fila de A por algun numero A no nulo

= sumarle a una fila, otra fila multiplicada por algun numero A

Para resolver (3.1.1) se recurre a las operaciones recién descritas.

Para comenzar se divide la primera ecuacion por a;; y luego cada una de
las k-ecuaciones que sigue (k = 2..n) se reemplaza ay; por ax; —ariaij/ai-
El resultado es

X1 bi/an
1 app/an o ain/an b b/
0 - ~ X2 2 — 1a21/a11
an —azapn/an .. an—ana/an = (3.1.3)
0 ap—ayan/a .. Qup—apain/a R -
n2 nl 12/ 11 nn nl ln/ 11 Xn bn—blanl/all

A continuacion se procede de la misma manera con la submatriz de (n —
1) x (n—1) y asi sucesivamente llegandose finalmente a un sistema de la
forma

/ / / /

O 1 023 azn X2 b2
0o .. . " =

0 1 X b,
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Que también puede ser visto como el sistema

xi+ dipnt diyxs+ .+ a’m_lxn_l—f— al,xn =D}
X+ ahsx3+ ..+ a’27n_1xn_1—|— b, Xn =)
/ / /
/ _ b/
Xp—1+ an—l,nx” — Yn—1
Xn =D,

Formalmente lo que se hizo fue encontrar una matriz no-singular S de
modo que SA = By B es una matriz triangular superior. Esto es,A=S"'By
el problema se ha reducido a Bx = Sb que es facil de resolver. Una forma
sencilla e ingenua de hacerlo se da en el programa de la fig. 3.1. Mas
sofisticado es el proceso de comenzar con una matriz A y obtener una
matriz triangular se ilustra con el programa que se muestra en la figura
3.2.

El programa en fig. 3.1 es muy sencillo, puede ser muy inexacto e incluso
inestable. Si se considera los casos

132 x 24 03 2 x 20
50 1 y | =1( 27 |; 501 y | = 27
110 z 6 110 z 6

3

el programa en fig. 3.1 da en forma precisa el resultado (x=4, y=2, z=17)
en el primer ejemplo, pero no funciona en el segundo caso. Mas adelante
veremos un método que resuelve ambos casos.

Si la matriz A es no singular la resolucion de este sistema da trivialmente
el resultado analitico del problema. Si se hace numéricamente hay que
hacer algunas consideraciones.

El método presentado en (3.1.3) o en la fig. 3.1 no es aplicable en forma
directa si a;; es nulo y si a;; en muy chico los errores pueden ser incontro-
lables. Lo mismo puede decirse si dy = ax —azjaip/a;; €8 muy pequeno
0, en general, el primer coeficiente de la primera ecuacion, de lo que va
quedando, es muy pequeno. También hay que resolver el caso en que
ese “primer coeficiente de la primera ecuacion de lo que va quedando” es
nulo.
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Una importante refina-

cién de esto es el méto- // rutina basica que usa el
do de Gauss con pivoteo // metodo de Gauss

que, sin embargo, no se Void Despejando()

vera aqui. Lo esencial es | TOF (k=07 k<n=lj k++)

que se debe permutar fi- | FOr(iTRtli <ni 1)
las o columnas de modo { ? B ai] K /al[]_{] il
de logar que los u;; por los or 37k Jently Jrt)

. alil[j] = alill[3] - pralkl[J];
que se va dividiendo sean )
lo mas grandes posible. }
Esto se logra con una x[n-11 = a[n-1][n]l/aln-1][n-11;
matriz de permutacion P. for (i=n-2; i>=0; i--)
Una matriz de permuta- {s=20;
cién de n x n tiene ceros for(J=it+l; J<n; J++)
excepto que tiene un y s = (alil i3] » x[3]);

x[1] = (alilln] - s)/alill[il;

solo un elemento 1 en ca-
da fila y en cada colum-
na, por ejemplo

3.15) Figura 3.1: Versicn ingenua del método de Gauss

~
I
o~ o
— o o
oo -

Existen n! matrices de permutacién de n x n.

Se trabaja con matrices cuadradas, reales simétricas o hermiticas. La no-
tacion es

ain a2 a1z dig
A= az; Ay Az A4
as]p azz aszz ds4
asqr a4z 443 dgqq

Ella puede multiplicar un vector columna en la forma Ax. El asunto es
tener un método para resolver

AX=Dh (3.1.6)
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SistemaTriangular.c

#include <stdio.h> // Se trata de resolver M x = b reduciendo el
#include <math.h> // problema a uno triangular
#include <stdlib.h>
#define N 16
int Np;
double A[N][N], Ap[N][N];
double nor;
void Matriz () // define matriz A
{ int 1,3;
for (i=0; 1i<N; i++)
{ for (j=0; J<N; J++)
{ 1f( i==7 && dran
else A[i]l[7] =
Ap[i][]] = A[
void ImprO() //
{ int 1,3;
for (i=0; 1i<N; i++)
{ for (j=0; J<N; J++)
printf ("%$6.2f ",A[i]1[]J]); @printf("\n"); }}
void Impr ()
{ int 1,3;
for (i=0; 1i<N; i++)
{ for (3=0; J<N; J++)
printf ("$6.2f ",nor*Ap[i]l[jl); printf("\n"); } }
void NuevaA ()
{ int i, 3;
for (1=0; i<N; i++)
{ for (3=0; J<N; J++) A[i]l[J] = Apl[i]l[3J1; } }
void Paso ()
{ int 1,3,k,Jm;
double All;

d48()<0.4) A[1i]1[3] = 0.0;
2.0%(0.5-drand48()) ;
i1 0317} }}

jm = 0;

nor= A[0][0];

do { All =A[j m] [ Jm];
for (j=jm; Jj<N; Jj++) //se divide la linea Jm por A[0][O0]

Ap[jm][3] = A[jm][31/A11;
printf (">>>>>  "A[%d, 5d]=%£\n", m, 3m, Ap[3m] [In])
for (i=jm+1l; 1i<N; i++)
{ for(3=0; J<N; Jj++)
2p[i][3] = A[1] (3] - A[i] [Jm]«A[Jm /A11; )
NuevaA () ;
printf (" __________ jm=% ————————————————— \I’l", jm) ;
Impr0();
jm++; }while (3m<N) ; }
main ()
{ srand48(15035);

printf(" 777777777777777777777777777 \n\n");

Matriz();

ImprO0 () ;

Paso();

printf ("--\n\n"); }

Figura 3.2: Conversion de un sistema lineal de ecuaciones en uno triangular.
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el cual se puede plantear como el sistema de ecuaciones lineales

ainxi+ appxy+.. aiNxy = b
a1 x1+ axnxy+.. anNxy = by

= (3.1.7)
a1 x1+ anzxz+.. ayNxy = by

De la primera se puede despejar x;, cuyo valor se reemplaza enlas N — 1
ecuaciones restantes. De la primera de las N — 1 ecuaciones que quedan
se depeja x, etc. Asi se obtiene un sistema triangular de ecuaciones: la
primera tiene todas las variables, la segunda tiene desde x, en adelante y
la Ultima tiene tan solo a xy. Se llamaré b;; a los coeficientes de este sis-
tema triangular. Una vez que se tiene tal sistema se despeja trivialmente
xy de la dltima ecuacion, con la cual ahora se puede despejar xy_ de la
penultima etc.

En general el procedimiento recién descrito no puede ser usado en forma
directa porque puede ocurrir que implique dividir por un nimero muy pe-
queno o incluso por cero. Es necesario usar un procedimiento que no tan
solo no acarree tales riesgos sino que ademas minimice el error.

El procedimiento consiste en intercambiar filas y columnas de tal modo
gue se minimice los errores. El cédigo en la fig. 3.3 ilustra esta idea.

3.1.3. Descomposicion LU y PLU y uso de
la libreria gsl_linalg.h

Una forma de llevar a cabo la eliminacion de Gauss consiste en factorizar
A en la forma
A=LU

donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular su-
perior. Esta descomposicion no es Unica y normalmente se agrega la con-
dicion que Ly, = 1 o bien, Uy, = 1. La ventaja es que resolver un problema
triangular es muy sencillo.

No se vera los algoritmos explicitos para hacer esta descomposicion

Para resolver AX = b, esto es, LUX = b, se resuelve primero Ly = b y una
vez determinado y se resuelve Ux =.
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EliminacionDeGauss.c

#include <stdio.h> // resuelve problema lineal: Ax=b
#include <math.h> // A = matrix NxN

#define N 5

double x[N], b[N]={20,27,6,1,3}, // datos a gusto

double a[N][N]={éO,S,2,%,%},{5 ,4,1%y,4{1,1,0,0,4},{4,-2,1,3,0},
{ r rlr ’ }}I

int indc[N];
// R I I i b b I I I I b b I e b I I b b S b I I I I I b b S I i I b e b I I b I b b b I b I I I b b b
void reordena ()
{ int i, 3, k, itmp;
double cl, pe, pel, pj;

double c[N];
for(i = 0; 1 < N; ++i) // inicializacion del indice
indc[i] = 1i;
for (i =OO; i < N; ++1i) // factores de escala para cada fila
{ cl = 0;
for(j = 0; J < N; ++3) // fabs(X) = valor absoluto de X
{ if(fabs(alillj]) > cl) cl = fabs(alilljl);}
cl[i] = c1;
}
for(j = 0; j < N-1; ++3j)// se busca elemento mas grande
{ pel = 0; // de cada columna
for(i = j; 1 < N; ++1i)
pe = fabs(alindc[i]][J])/clindc[i]];
if (pe > pel)
{ pel = pe;
k = 1i;
H}
itmp = indc[jl; //Se intercambia filas via indc][]
indc[j] = indclk];
indc[k] = itmp;
for(i = j+1; i < N; ++i) // se procede a guardar
{ p] = alindc[il]1(3j]l/alindc([]]11[3]; // los cuociente
alindc[i1]111[3] = p3J; //de reord bajo la diagonal
for(k = j+1; k < N; ++k) //Se modifica otros elementos
{ alindc[i]][k] = alindc[i]][k]-pJ*alindc[]j]][k];}

Yy // for j

// R I I i b b I e e I I I b b b e b I I b b I I I I I I I b I S I i I b e b I I b I b b b b b I I db b b b
void principal ()

int i, 3j;
reordena(),
for(i = 0; 1 < N-1; ++i)
{ for(j = i+1l; J < N; ++7)
{ blindc[3j]] = blindc[j]l]l-alindc[j]][i]l*blindc[i]];}

x[N-1] = b[indc[N-1]]/alindc[N-1]] [N-1]

for(i = N-2; i>=0; i--

{ x[1] = blindcli]];
for(j = i+l; Jj < N; ++j) { x[i] = x[i]l-alindc[i]]1[J]1*x[]];}
x[i] = x[i]/alindc[i]][1];

// E I b b b b b b b b b b b b b I b I b b b b b b I b I b I b b b b b db b I b I b b b b b I b b b I b I b I b db b d b db g
main() // R e b b b b b b b b b b b b S dh I b b b b b Sh S S S b b b b b (Sb b Sh S d dh S a2 b b b b b Sh Sh (o 4
{ int 1i;

principal () ;

for (i=0; i<N; i++4) printf ("%$16.8f\n", x[1i]);

Figura 3.3: Cddigo en C para aplicar el método de eliminacion de Gauss.
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Una matriz cuadrada A tiene una descomposicion LU en dos matrices
triandulares, L por lowery U por upper en la forma

PA=LU

donde P es una matriz de permutacion, L una matriz unitaria inferior y U
es una matriz triangular superior. La utilidad esta en que el sistema AX=b
se convierte en dos problemas triangulares Ly = Pb y UX = ¥ que puede
ser resuelto por sustitucion inversa.

Ejemplo muy sencillo. Para el problema

2 4 1 X1 1
AX=D> —10 =8 11 x | = —20 (3.1.8)
8 22 33 X3 2

se usa la descomposicion A = LU

100 2 4 1
A= -5 10 0 12 16 (3.1.9)
4 11 0 0 21
esto es
100 2 4 1
L= -5 10 U=|0 12 16 (3.1.10)
4 11 0 0 21

El problema (3.1.8) se reduce a dos problemas mas sencillos, Ly = b (Les
triangular) y una vez conocido y se resuelve Ux =y donde ahora U es
triangular

1 00 i 1 V1 1
Ly= -5 1 0 v | = —20 = v | = —15
4 11 3 2 3 1

y, conocido ¥, se resuelve el segundo problema triangular

2 4 1 X1
0 12 16 x | =1 —15
1

0 0 21 X3 4
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#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <gsl/gsl_linalg.h>
main ()

{ int s;

double A[] ={ 2.0, 4.0, 1.0, // matriz a invertir:
-10.0, -8.0, 11.0,
8.0, 22.0, 33.0 };
double b[] = { 1. O, -20.0, 2.0};
gsl_matrix_view m = gsl_matrix_view_array (A, 3);

A, 3,
gsl_vector_view b = gsl_vector_view_array (b, 3);
gsl_vector *x = gsl_vector_alloc (3);
gsl_permutation x p = gsl_permutation_alloc(3);
gsl_linalg LU_decomp (&m.matrix, p, &Ss);
gsl_linalg LU_solve (&m.matrix, p, &b.vector, x);
printf ("x = \n");
gsl_vector_fprintf (stdout, x, "%g");
double determinant = gsl_ llnalg_LU_det(&m.matrix, s);
printf ("Determinante: $1f\n",determinant);
gsl_permutation_free (p);

Figura 3.4: Modificando los datos en este programa se resuelve el segundo ejemplo de
la ecuacion (3.1.4).

el cual da:
899 403 11
X = 752 = 3,56746 xz————§§§ = —1,59921 x3<_-Z§-_(L261905

Un cédigo como el que aparece en la fig.3.3 resuelve el problema anterior:
Ejemplo con permutacion no trivial:

01 1 -3
-2 31 4

A = 00 0 1 |=PU
310 0
0100 1 000 -2 3 1 4
1000 0 100 01 1 -3

= (3.1.11)
000 1 -3 410 00 —4 %
0010 0 00 1 00 0 1
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3.1.4. Meétodo del gradiente conjugado

Se desea resolver el sistema lineal de ecuaciones
Ai=0h (3.1.12)

donde A es una matriz real, simétrica (AT = A), positiva definida, esto
es, satisface: x-AX > 0, para todo X real no nulo. La Unica solucion del
problema se denota Xx..

Por definicién dos vectores i y v son conjugados si
i-AVv=0 (3.1.13)
Si se define el producto escalar
(7, 5) =7 A (3.1.14)

la relacién (3.1.13) expresa que i y v son ortogonales.
Sea {&}¥_, un conjunto de N vectores mutuamente conjugados, esto es

é;, é;) = constate 0 (3.1.15)
J j

Ellos constituyen una base en ortonormal—en el sentido de (3.1.14)—en
R". Con esta base se plantea la expansion

Xe=) 04 8 (3.1.16)
k

La ecuacion (3.1.12) es
B:Af* :ZOCk Aé’k = 5j~B:gj-M* :Zaké’j-Aék:aj 5]'-Agj:06j(5j-5j)
k k

(3.1.17)
Por lo tanto

—

J
o; =
] —»" =,
é;-Aé;

N\

(3.1.18)

El método de gradiente conjugado consiste en buscar el vector x tal que

f(®) :%*-A}é—x’-é (3.1.19)
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sea minimo, con ¥ € R". Un poderoso método para encontrar los ceros
de funciones f(X) que pueden tener formas mucho mas complicadas se
describe en §3.2.6.

El método actual consiste en generar una secuencia de vectores X, con

a=0,1,... paralos que f(X,) es cada vez menor. Es obvio que f es minima
en el punto X., solucién del problema. Notemos que

Vif =A% —b (3.1.20)

Escogiendo nulo el primer término de la secuencia, X, = 0, el gradiente en
ese punto es Vzf(0) = —b. El primer vector base se toma igual a menos
ese gradiente: ¢; = b. El resto de los vectores base deben ser conjugados
al gradiente, de ahi el nombre del método.

Definiendo

Fu=b— A%, = —Vf(Z,) (3.1.21)
se puede deducir que

_’C : A_’ —
€rr1=Tr— - Af" éc (3.1.22)
c<k €c - Rée
El siguiente x 6ptimo es
X1 = X+ Ot 1 Exyl (3.1.23)

Un esquema de codigo que hace todo lo anterior comienza inicializando a
partir de un vector adivinado Xj:

7o =b—A%

Po =P

aw =20 (3.1.24)
Po-Apo
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para luego hacer una iteracion desde k = 0 hasta que converja

Prr1 =Tk — OkAPk
B Tt Trsd
k o Ti
Pkr1 = Tip1 + Bl (3.1.25)
Tk+1 " Tk+1 o
Ogt+1 =

Di+1 - ADk+1
Xit2 = X1+ 01 Pr

No esta garantizado que siempre converja.

3.2. Recurrencias, puntos fijos y ceros

Muchos métodos numéricos hacen uso de métodos iterativos. Es intere-
sante entonces saber decidir cuando estos métodos son estables y bajo
qué condiciones convergen. Una sucesiones puede ser convergente, di-
vergente o tener algiin comportamiento mas complicado. Un caso clasico
es el mapa logistico

Xnt1 =Ax, (1 —x,), 0<A <4 (3.2.1)

definida para 0 < x < 1. Compruebe, por ejemplo, que para A = 3,1 los x,
terminan saltando entre dos valores fijos.

3.2.1. Estabilidad

La recurrencia
¥ = g(x) (3.2.2)

tiene punto fijo en el valor x* si x* = g(x*). Interesa saber si ese punto fijo
es estable.

Al iterar a partir de un punto muy cercano a x* se obtiene

x+e = gx+e)
~ g() +eg'(x)
g = egd(x) (3.2.3)
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de donde se concluye que si |g’'(x*)| < 1 la iteracion converge hacia el
punto fijo, lo que se conoce como estabilidad lineal del punto fijo x* de
g(x). También se dice que x* es un atractor, ya que los puntos cercanos
son atraidos, via la iteracion (3.2.2), hacia x*.

Por ejemplo, (3.2.1) tiene un punto fijo trivial x* =0y otro, x* =1— %. El
punto fijo trivial es estable cuando A < 1. El segundo punto es estable tan
solo si 1 < A < 3. Se deja como ejercicio hacer un programa que muestre
el comportamiento de (3.2.1) en todo el rango permitido de A.

3.2.2. Ceros

3.2.3. Encajonamiento

La idea es seleccionar dos puntos x; y x;, (x; < x»). Si el signo de la funcién
es el mismo en ambos puntos variar la posicion de estos puntos hasta que

fi1f2<0.

Si se ha escogido dos semillas cercanas, entonces se procede a alejar las
dos semillas, si son semillas muy distantes se busca ir acercandolas. Sélo
consideraremos el primer caso.

Si se tiene que f1 > > 0, se escoge a > 1y se procede en la forma que se
bosqueja en en las rutinas que siguen.

La rutina en fig. ?? termina cuando se tiene puntos en los cuales la funcién
tiene distinto signo, esto es f; f> < 0. A continuacién se procede a acercar
los dos puntos bajo la condicién que la funcién en todo momento tenga
signo distinto. Esto se denomina encajonar. Existen diversas estrategias
para encajonar. Un forma muy sencilla—aunque no es la mas eficiente—
consiste en usar un codigo como el que se indica:

fl1 = £ (x1); f2 = £(x2);

while (f1+x£2>0)

{ if (fabs(fl) < fabs(fZ))
+= ;

{ x = alphax* (x1-x2
f1 = f£(x1);}

else

{ x2 += alphax* (x2-x1);

£f2 i f(x2);}

Los puntos se separan hasta detectar que f(x1)x*f(x2)
es negativo. Luego se procede con:
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f1 = £(x1); £f2 = £(x2);

do

{ xm = 0.5%(x1+x2);

fm = f (xm);
1f(flxfm < 0.0)
{ x2 = xm; f2 =

x1l = xm; fl =

fm; }
fm; }

}while (fabs (x2-x1)>tolerancia);

3.2.4. Método de Newton y de la secante

Una forma de buscar—en
forma que suele ser preci-
sa y rapida—los ceros de
una funcién f(x), cuya ubi-
cacion se conoce en forma
aproximada, consiste en ite-
rar usando

W
e

Si xp es un cero de f(x), es
facil comprobar que g'(xo) =
0, que implica que x( es pun-
to fijo (localmente) estable
de g(x). Este es le método de
Newton para obtener ceros.

Suele ocurrir que se necesi-
te conocer la ubicacion pre-
cisa de los ceros de una fun-
cion demasiado complicada

g(x) = (3.2.4)

void cero (double xs)
{ double cn;
Xp = xs + le-2;

fs = f(xs);

fp = f£(xp);
do

{xa = (xs*fp — xp=*fs)/ (fp-fs);

fs = fp;

XS = Xp;

fp = f(xa);//notar que f es lla-
Xp = Xaj; //mada una sola vez
cn = fabs (xp—xs);

printf ("%$14.11f %14.11f\n",
. xp, fp); ,
}while (cn>tolerancia muy chica);

main () /xxxxxkxkxkkkkkkxk/

{ printf("semilla=");
scanf ("$1f", &xs);//espera dato
cero (xs); //por teclado

Figura 3.5: Versién sencilla para usar méto-
do de la secante. Notar que la instruccion que
se ha puesto es printf ("semilla"™); y no
printf ("semilla\n");

para poder tener una forma analitica para f’(x). Esto impide poder ha-
cer uso de (3.2.4). Existe un método inspirado en el anterior que es facil
de programar y normalmente de convergencia muy rapida. En lugar de

(3.2.4) se usa

In

xn+l =X fn*fnfl

Xp—Xn—1

3.2. RECURRENCIAS, PUNTOS FIJOS Y CEROS
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que se simplifica a
Xn—1Jn—Xnfn=1
_x 1 = (3.2.5)
" fn - fnfl
y que se conoce como el método de la secante y estrictamente corres-
ponde a x,+1 = g(Xy, Xn—1)-

Un buen programa no debiera producir jamas un mensaje de error. En el
caso de arriba, fig. 3.5 no se ha precavido el caso en que el denominador
f»— fn_1 pueda anularse. Tampoco se ha previsto la posibilidad de que
jamas se logre convergencia de la secuencia. Conviene poner un contador
que no permita que se sobrepase algun numero de iteraciones.

Los autores del siguiente algoritmo, publicado en 2007, afirman que es
mucho mas estable que el método de la secante!:

Xn—1fn—1
Xn+l — Xp—1— - nfn_fn—l (326)
Jn—1 +xn_1xnfxn,1

fn_fnfl X2
xnflfn _zxnflfnfl +xnfn71 "

| (3.2.7)

& Determine todos los ceros reales de P, = x> —3x* —2x> +11x—1 y de P, =
16x° — 168x* +657x> — 1161x> + 891x — 243 usando los algoritmos descritos.
3.2.5. Puntos fijos con mas de una variable

Lo anterior se puede generalizar al caso de N variables planteando la
relacion de recurrencia

¥ =3g(x) (3.2.8)
Si Xy es punto fijo de g entonces
X+& = 3(X+E)
= §(%)+&-(Va), (3.2.9)

donde el ultimo término en forma mas explicita es

dgi
K (3xj)xo

I'C. Hu, Computing in Science and Engineering v.9, #5, p.78 (2007)
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De (8.2.9) se obtiene entonces que

g = #E (3.2.10)

El punto Xj es un punto fijo estable si los autovalores «; del Jacobiano ¢
de g(X), evaluado en Xy, tienen parte real menor que la unidad, es decir,
si se escriben en la forma

o = efakJribk

son tales que todos los a; son positivos .

3.2.6. Meétodo de la secante en varias variables

Se desea encontrar los ceros de

F(7) = . (3.2.11)

donde ¥ = (x1,x,...x,). Es decir, se busca puntos 7 en los que todas las
funciones F,(¥) se anulan simultdneamente.

El método de Newton generalizado a este problema se plantea a partir de
definir
P=g#) =7 - JFF®F) (3.2.12)

donde J es el Jacobiano g—z de F. En efecto, el lado izquierdo se escribe

entorno a un cero de F: g(7y+£) ~ g(7y) + &'. El correspondiente lado de-
recho es 7+ € mas el producto de las expansiones de J~' y de F. Pero la
expansion de este ultimo es 17“(?0) =0 mas Jy €, donde el indice cero indi-
ca que el Jacobiano es evaluado en 7. Siendo J, € una cantidad de primer
orden, no es necesario expandir el factor J~!(7) sino que basta con tomar

sencillamente (J(jl). Con todo lo anterior se ve que a primer orden, el

lado derecho de (3.2.12) se anula: el Jacobiano _# de la funcion g(7) eva-
luado en los ceros de F (no confundirlo con J que es el Jaconbiano de F)
tiene autovalores nulos. Esto garantiza que los ceros de F se comportan
como puntos fijos estables de la recurrencia que define (3.2.12).
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En el caso de dos funciones F; y F> en las variables x e y se tiene

on o 1 [ _on

— x — -1 _ )

J= ( % (9_1}7)2 ) s det(J) =A & J = K ( %sz aFly )
dx dy

T ox ox

El método de la secante se obtiene a partir de lo anterior usando, en lugar
de J, la matriz de cantidades tipo

OF, _F(x))—F(xy™)

an x}.’ —x‘./_l

(3.2.13)

donde el indice v se refiere a la iteracion v-ésima. Para no hacer muy pe-
sada la notacion, se ha usado como argumento de F; solamente la variable
xj que se esta cambiando.

Ejercicio: Estudie numéricamente la secuencia

Xppl =X =YD, Yur1 = 2%+ g

Considere en especial los valores (p, q) siguientes: (0.32, 0.043), (-0.12375,
0.56508), (-0.39054,-0.58679) y (-0.11, 0.67).

3.3. Métodos de interpolacion

A partir de un conjunto de N pares, o datos, {Xk,yk}ivzl y se desea encon-
trar una funcidén que describa estos como una funcion continua f(x). Hay
diversos métodos que a continuacion se separan en dos grupos. En el pri-
mer grupo siempre se cumple que f(x;) = yx, mientras que en el segundo

f () = v -
3.3.1. Interpolaciones leales

Estos son métodos que definen una funcién f(x) que satisface

f(x) = yx para todo &
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3.3.1.1. Interpolacion lineal

En este método se define una recta entre puntos consecutivos
Yi+1 — Yk

(x — x¢) (3.3.1)
Xk+1 — Xk

Joa <x <) =n+
Se puede generalizar este método usando tres puntos (xx_p,Xk,Xer1) Y
definir una curva cuadratica que pase por estos tres puntos. También se
puede usar mas puntos, pero el método se deteriora porque resultan ex-
presiones que contienen oscilaciones.

3.3.1.2. Interpolacion de Lagrange

Este método consiste en construir un polinomio P(x) asociado a un conjun-
to de N pares de valores {(x1,y1),...(xy,yn)}. Se define los N polinomios
deorden N —1

N X — Xk

™)

pix) = j=1,...N (3.3.2)

)
k=1,kj N T Xk

que satisfacen V) p;(x;) = 1 con lo cual la interpolacién es
N
P(x)=Y Mp;i(x) y; (3.3.3)
j=1
que pasa sobre los N puntos de partida (x;,yx), k=1,..N. Este método

es particularmente util cuando se trata de pocos puntos.
En el caso N = 4 se debe definir los cuatro polinomios cubicos

@, _ (x—x)x—x3)(x—xy) @, _ (x—x)(x—x3)(x—xy)
P e =) =) (1 —xa) P =) —m) (e —x)
)y — (x—x1) (x —x2) (x —x4) @), — (x—x1) (x —x2) (x — x3)

(3 —x1)(x3 —x2) (X3 —x4) ' (g —2x1)(xa —x2)(xg —x3)

Si, por ejemplo, se asocia a los cuatro puntos xi, x2, x3, Y x4 (k=1,2,3,4)
los valores x; = k— 1 e y; = sinx;, el método anterior para P, usando (3.3.3),
da la expresion polinomial para sinx

sinx 2 1,207506817 x — 0,355642612x2 — 0,0103932197 x>
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Este polinomio no se anula en x = & sino en x = 3,112, pero da el valor
correcto de sin(x) en cada uno de los cuatro puntos x; usados como datos
de entrada.

3.3.1.3. La aproximacion de empalme (“spline”) cubico

Dados los N datos (x;, yi),i=1...,N, se define N — 1 funciones polinomia-
les de orden 3
fi(x) = yrt e (x—xp) + e (x—x0)? + e (x—xe)?, 2 <x<xgqr, k=0,...N—1

Puesto que cada una tiene tres coeficientes e debe determinar un total
de 3N — 3 coeficientes ¢;;. Para ellos se plantea el siguiente sistema de
ecuaciones

filter1) = yrat N — 1 ecuaciones
dfi d i
Ji—1 _ dfk N —2 ecuaciones
dx Xk dx X% (334)
d2 _ d2 .
Ji1 _ 4k N —2 ecuaciones
dx2 Xx d'x2 Xk

. . 2
lo que da un total de 3N —5 ecuaciones. Al agregar condiciones % =
X0

2 ) _ .
0y d;g[l =0 setiene las 3N — 3 ecuaciones necesarias.
XN

Este método se denomina “spline” cubico porque se escoge polinomios
cubicos. La palabra “spline” debe entenderse como “empalme”: el método
busca empalmar la funcién calculada en cada intervalo (x;,x;. 1) exigiendo
continuidad de la funcion y sus dos primeras derivadas.

Los coeficientes se resuelven como un sistema lineal de 3N ecuaciones y
debe usarse algunos de los métodos ya descritos.

3.3.2. Metodos de ajuste suavizado

Son métodos que buscan una funcion suave que satisfaga

f (k) ~ yi
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3.3.2.1. Minimos cuadrados

Usando polinomios simples. El objetivo es, dada una lista de valo-
res y, asociados a puntos dados x; con k = 1,...,N, ajustar una funcién

f(x,{B}) tal que N .
=Y ri= Z Ve — [ {B}))? (33.5)
k=1 k=

tenga un valor minimo, donde {B} representa un conjunto de m parame-
tros que se debe ajustar.

A las diferencias ry =y — f(xx, {B}) se los llama residuos.

Las condiciones que impone exigir que S tenga el menor valor posible son
las m ecuaciones

85 . 8rk . .
8—&_2;%—&_0, s=1,...,m (3.3.6)

La forma estandar de abordar este problema consiste en dar una depen-
dencia lineal en los B a las f, del tipo

fx,B) ZB 95 (xz) (3.3.7)

Si se define
_ = 6y(x) (3.3.8)

Aca no se demostrara que los  estan dados por
B=(x"x)"xTy (33.9)

Ejemplo. Se toma los mismos cuatro puntos x; y los mismos y; = sinx; y
se define
Fx,{BY) =B+ Box + B3x* + Pax’

Notese que se ha escogido ¢; = 1, ¢» =x, ¢3 = x* y ¢4 = x>. Evaluado para
los cuatro valores de x;, de modo que cada r, =y, — f(x,{B}) sea lineal
en los B y por esto S es cuadratico en los . Las ecuaciones dS/df; =0
son lineales en los B vy triviales de resolver. En el presente ejemplo se
obtiene

B = —1,41666666710~°, B> =1,207506832,
B3 = —0,3556426262, Bs =—0,01039321669
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con lo cual la funcién seno queda aproximada por
sinx &~ —1,416666667 10~° +1,207506832x —0,3556426262 x> —0,01039321669x°

gue coincide con la solucién obtenida antes.

3.3.2.2. Ajuste no paramétrico

Si se tiene datos tipo experimentales {x;,y;}? , y se desea un ajuste sin
parametros se plantea definir una funcion que represente algun tipo de
promedio de los puntos vecinos. Para ello se define una funcion K(x) que
debe cumplir

1. K es finita
/K es finita

preferentemente que tenga suporte finito

> W N

rapida de evaluar

5. continua y de derivada continua

para definir

_ YiyiK(x—x;)
YK (x—xi)

Noétese que la distribucién de Gauss no es una buena eleccion porque

tiene soporte infinito. Tampoco resulta una funcién escalén porque no es
diferenciable.

£(x) (3.3.10)

Una posible eleccién es

(a®> —x%)? si x| <a

Con este método se puede evaluar en cualquier punto x dentro del rango
cubierto por los datos, pero no es sensato intentar extrapolar.
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3.3.3. Interpolacion mediante el aproximante de Padé

Algunas funciones no pueden ser expresadas en forma polinomial con
precision apropiada, como es el caso de una expansion en serie truncada,

£(0)

n!

S
fx)~ Y cux", donde ¢,= (3.3.11)
n=0

Lo que puede resultar muy efectivo es aproximar la funcibn como una
funcién racional, esto es, el cuociente de dos polinomios,

Y™ onixt
f(x) =Ry n(x) = —=5—— (3.3.12)
1 +ZIJV:1 dij

donde los M +N +1 = S coeficientes n; y d; deben ser determinados y para
ello se exige que Ry y(x) satisfaga

R(0) = f(0); RM(0)=fW(0) para k=1,2..,(M+N)  (3.3.13)

donde Y*) se refiere a la derivada de orden

kdeY.En (3.3.13) se tiene M +N + 1 ecua- .
ciones para igual numero de incognitas. En | AN
otras palabras, se exige que la expanciénen ..\
serie de Ry n(x) hasta potencia M + N coinci- -« : \\
da con la expansién de f(x) hasta la misma AN
potencia. ” N\
Por ejemplo .
jemp Figura 3.6: De estas tres cur-
1— 2 vas, la que esta bajo todas co-
f= 5 Sinx rresponde a la que es el cuo-
I+x ciente de un polinomio cubico
tiene un desarrollo en serie sobre uno cuartico, la del me-
dio es la funcion exacta y la que
f~ x— %x3 + %xs — %)ﬂ + gg%gé?)xg esta sobre todas es de primer
orden en el numerador y de or-
93820541 11 i den 6 en el denominador. La se-
39916800 rie misma diverge a —e muy
rapido.

que diverge rapidamente, mientras que la
aproximacion de Padé

B x—1,009135886x°
7 1+ 1,157530781x2 4 0,1663166920x*

f
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representa a la funcidon en un rango mas amplio. Puede compararse

ademas con B

132 847 35899
1+ 2% + 350" + 13150%

f=

También se podria intertar, por ejemplo, un polinomio cuartico dividido por
uno cubico.

En general para obtener los coeficiente de Padé se debe resolver un sis-
tema lineal de ecuaciones, métodos que—como se ha visto—-si no son
bien tratados, podrian dar poca precision. Se sabe que por lo menos se
debe usar el método de factorizacién LU posiblemente seguido por algin
método iterativo que mejore la precision.

3.4. Problemas

3.1 Haga un programa utilizando el método de gradiente conjugado que
resuelva el sistema con seis incognitas x,: AX = b donde

4 12 3 2 =2 26

I 3 2 1 0 1 21

2 21 31 3 2 38

A= 31 3 5 2 -1 b= 40
2 01 2 1 2 26

-2 13 -1 2 5 35

En C el resultado de 9/10 puede dar cero. Se debe escribir 9.0/10.0.

3.2 (a) Se trata de probar el método de ajuste no paramétrico que se
define en §3.3.2.2 a partir de una funcion K, (x) con soporte en —a <
x < a que tenga forma de campana anulandose en los puntos ex-
tremos. Considere el archivo “DatosT2.dat” de N pares (x,,y,) que
puede bajar de ucursos. Defina dos funciones K,(x) diferentes y por
cada una de ellas utilice 3 valores de a. Esto da seis funciones Fg(x)
conf=1,2,.6.

(b) Ademas compare los seis ajustes anteriores con el interpolacion
de Lagrange F;. ;,Cuan suave es esta interpolacion? Si fuese intere-
sante incluya un detalle (un zoom) que muestre una pequena zona
de la interpolacion y los puntos dados.
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(c) Para cada uno de estas Fj y de F;, obtenga la suma § = %Zk(yk —
F(x;))%. Un buen ajuste debe ser suave y tener un Sg tan pequeno
como sea posible. Comente.

3.3 (a) Haga un programa que busque los ceros del polinomio: P =
x7 —3x0 — 8x° +20x* + 15x° — 13x% +24x — 36 que incluya tres ruti-
nas diferentes para buscar ceros: método de Newton, de la secante,
algun método de encajonamiento. Aleatoriammente el programa de-
be generar al menos 30 semillas diferentes, que se ubiquen entre
—3y 3, con las que se debe probar todas las rutinas “busca cero” y
por cada una de ellas debe anotar qué cero de P obtuvo y cuantas
iteraciones fueron necesarias en cada caso. Es muy importante que
cada una de las rutinas que buscan ceros tengan un limite al nimero
de iteraciones que hace (por ejemplo, no hacer mas de 50 iteracio-
nes). Su informe debe tener una tabla con columnas que den la se-
milla, el algoritmo, la raiz obtenida y el nimero de iteraciones; puede
decir “ninguna” ya que un algoritmo puede fallar con algunas semi-
llas. En C el generador de semillas puede ser: semilla = -3.0 +
6.0xdrand48 () ;

(b) Usando el algoritmo visto en clases encuentre los ceros simultaneos
de Fi(x,y) =x*+y* =10y K (x,y) =x*y—xy* —0,5y—2.0. Esto es, de-
be encontrar pares p; = (x;,y;) en los cuales ambas funciones son
nulas. Indique cuantas iteraciones fueron necesarias en cada caso.
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales
ordinarias

4.1. Reduccion a ecuaciones de primer orden
El problema de resolver
d’g

S =F(&,g9) con condiciones inicial 4.1.1)

puede ser replanteado en la forma

3—2 = f(£,5)  con condiciones iniciales (4.1.2)
donde
= 8 7 2
= = 413
’ ( 2 ) - ( F ) @19
es decir
ds _ 42 _ poe.
4E V% o =F(S:(8:32)) (4.1.4)

Se puede adivinar de lo anterior que siempre se puede reducir un pro-
blema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden mayor a uno a un
sistema de ecuaciones de primer orden.
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F puede plantearse definiendo

y:<’é) f:(;ﬁ) (4.1.5)

con lo que el problema consiste en resolver el sistema

Por ejemplo X =

1
m

dx dv

— =¥ =_—F 4.1.6
pramRE (4.1.6)

1
dt m

A continuacion se vera una serie de métodos para abordar (4.1.2).

4.1.1. Meétodo directo simple (de Euler)

Este método consiste en plantear (4.1.2) en la forma

Ynt1 =Y h
=212 ()

y de aqui definir la recurrencia
Ynt1 =Yn+hfat+ O (4.1.7)

Una forma para tratar de mejorar la precision podria consistir en aproximar
Yy = (yu+1 —yn—1)/2h con lo que la ecuacion a iterar es

Vil = Yno1 4+ 20 f+ O () (4.1.8)

pero ambas recurrencias sufren del mismo problema de estabilidad.

Estabilidad de (4.1.8): Sea y la solucion exacta del problema discreto.
Se define g, tal que y, =y, + €, con lo cual (4.1.8) pasa a ser

)_7n+1 +8n+1 — yn—l + &1 +2hf(§n7)_}n +8n)

= Vp—1+&—_1+2h (f(émyn)‘i‘%r;yn)gn) (4.1.9)

de donde .
df(&ns3n)

€1 =E,—1+2h
+1 1+ Jy

g, (4.1.10)
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que es la ecuacion que da la forma como se propaga el error. Si la funcion
f no es muy sensible a y se puede razonar suponiendo que es constante
y en tal caso se trabaja con g, = ¢, 1 +2y¢,. Esta Ultima ecuacién se
puede resolver suponiendo que

& =A"

porque (4.1.10) se recuce a A2 —2yA — 1 =0 que da las raices A+ = y+

1+ 7?y entonces

& =AML +BA" 4.1.11)

e Si y> 0 entonces A, > 1y A/ crece con ny el error crece.

e Si y< 0 se obtiene A = —|y|£+/1+y>y A_ < —1y A" crece con n
cambiando de signo. La solucion numérica que se obtiene va oscilando
en torno a la solucion y con amplitud creciente.

Es decir, el método es incondicionalmente inestable y no sirve.

4.1.2. Método implicito

La ecuacion (4.1.2) se plantea

CZZ_g)H; B f<5n+%’yn+%) (4.1.12)

El lado izquierdo se reescribe como

Inpdpd T Vngl

Y o) = 2L (4.1.13)
2

h

y el lado derecho se reemplaza por el promedio de los valores en n y en
n+1, L [f,+ fue1) con lo cual resulta

h
ynst =ynt 5 (ot far)) + O () (4.1.14)

La incégnita, y,.; aparece en ambos lados, por tanto, en cada paso de
iteracion se debe buscar el cero de la funcién

G(2) =25 (o) + £ (& 2]
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Estabilidad del método implicito: En forma analoga a como se pro-
cedid en el caso anterior se plantea

h _ _
Ynr1 + &1 =Ynt+ &+ E (f(gnvyn +€n) +f(€n+la)’n+l +€n+1) (4-1-15)

Expandiendo y trabajando un par de pasos se obtiene que

h
En+1 =€n+5(8yfnsn+8yfn+1en+1) (4.1.16)

El dltimo €,., puede ser reemplazado por ¢, ya que la diferencia es de
mas alto orden. Entonces

h
Enr1 =& 1+§(ayfn+ayfn+l) (4.1.17)

Lo crucial es el signo del paréntesis redondo en la expresion anterior. Si
es negativo el error decrece.

Como se ve, lo que importa es el signo de dy/d&. Si la funcion es cre-
ciente, el error crece (aunque puede que porcentualmente crezca menos
que la funcién) y si la funcién decrece el error decrece. El método puede
funcionar y puede no funcionar: es condicionalmente estable.

4.1.3. Algoritmos Runge-Kutta

Esta vez (4.1.2) se plantea en la forma
dy 2 e -
dE f(&.5)
¥(0) = Yo
Y se usa dos expansiones de Taylor,

Yt zyn+hyn’+7yn”+ﬁ(h3) (4.1.18)

h
Fupt =T+ 50"+ O (1) 4.1.19)
De la ultima, multiplicada por &, se obtiene

h2 = ! = / =/ 3
"= <y,,+% — ) h+ 6 (1) (4.1.20)
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Que se reescribe utilizando la ecuacién original

n ﬂ .
S W= (f,,+% —yn’) h+O(h) (4.1.21)
Al reemplazar esta expresion en (4.1.18) se cancelan las primeras deriva-

das y se obtiene
. h
Ynt+1 = )’n‘l‘hf(én 7)’n+ fn) (4.1.22)

Este resultado final conocido como RK2, trad|C|onaImente se reescribe en
la forma

7C’l == h]?(éna)_;n)

- 1-

ky = hf(&+ ,yn+2k1) RK2 (4.1.23)
Vo1 = Fathkat+ O

Este método es explicito, el error es orden #? y puede hacerse estable. La
desventaja es que la funcion f debe ser llamada dos veces en cada itera-
cion. Otra ventaja es que, puesto que avanza paso a paso y no requiere
de informacion anterior, se puede ir ajustando el paso 4 a medida que se
avanza en la integracion.

Siguiendo un camino semejante se obtiene algoritmos de mas alto orden.

RK3:
ki = hf(&n5n)
o= hf(Et gt 5h)
k3 = hf(En+h,3n—ki+2k) (4.1.24)
Vor1 = §n+é<k1+4k2+%3>+ﬁ(h4)
RK4:
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— —

h 1-
ks = hf(&+ 5,?,1 + Ekz) (4.1.25)

ks = hf(E+h5,+ks)
1 - - - —
Fort = Sutz (4 2+ 2k +h) +000°)

Ventajas: es 1, es estable, permite adaptar el paso. Tiene amplia aplica-
bilidad.

Desventaja: se debe calcular f cuatro veces en cada iteracion.

Sobre el paso variable. Para que el método sea preciso la magnitud de
los k, deben ser mucho menores que & = ||3,+1 — ¥,||. Si se va detectando
que tales magnitudes se acercan a 6 se debe escoger 4 mas chico. Por el
contrario, si ||k|| ~ & entonces se debe agrandar .

4.1.4. Estabilidad de RK4 enelcasoy = Ay

Un analisis completo de estabilidad depende de la ecuacién particular que se quiera
tratar, pero la tendencia general de cada esquema de integracién puede sondearse es-
tudiando lo que ocurre en el caso de la sencilla ecuacion y' = Ay. En lo que sigue se
estudiara para esta ecuacion la estabilidad de RK4. Calcularemos los k, y finalmente
usaremos la expresion para y,.; dada en (4.1.25). En las expresiones de los k, se re-
emplaza f por A multiplicando al segundo argumento de f que, genéricamente es y,
obtieniéndose

ky = hiy,

1 h
h h
ks = hA <yn—|—§7t <1+§/'L> yn>
h h
h h
hA (1+hx (1+§A <1+§A))) Vi (4.1.26)

Al reemplazar estos valores en la expresion para y,.| y escribiendo y,.1 = V11 + &1 Y
similarmente y, = 3, + &, (donde los y son la solucién exacta de la ecuacion discreta, se
obtiene que

ky

2 3 4
Entt g WA (A) (2)

. 5 —t g (4.1.27)
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Para que haya estabilidad este cuociente tiene que tener un valor absoluto menor que 1
y puede comprobarse que esto requiere que

27853 < hA <0

Por ejemplo, si A = —1 la estabilidad esta garantizada con 0 < & < 2,7853, que da un
amplio margen para tener una ecuacion absolutamente estable aun cuando, si z no es
peguenio, la solucién va a ser posiblemente poco confiable.

Si A > 0 se puede superar la limitacion de estabilidad integrando en la
direccidn opuesta, esto es, usando i < 0. Se comienza desde una “con-
dicidn final” y, por cierto no se llega a la condicion inicial que se da como
dato. Por lo que debe volver a integrarse con otra “condicién final” esco-
giéndola usando una rutina de Newton apropiada.

4.2. Integradores multipaso

4.2.1. Presentacion

Nuevamente considérese la ecuacion genérica

y'=£(E.y) (4.2.1)
Al integrarla entre &, y £,.1 se obtiene
§n+l
yet=n= [ f(6.()) 8 @22)
e

Elintegrando sera denotado ¢ (&) y debe tenerse presente que es un valor
dey =7.

En este tipo de algoritmo debe tenerse una condicion inicial: yo = y(&p).
Puesto que f(&,y) es una funcidén conocida, entonces de (4.2.1) se tiene
también y’(0). El valor y; = y(& + ) se puede obtener, al menos en una
aproximacion de bajo orden, por medio de y; =~ yy+hy’(0). Si se necesi-
tara mas puntos iniciales (por ejemplo yg, y1, y2), estos algoritmos deben
obtener esos primeros valores con alguna estrategia diferente como pue-
de ser RK4 con paso suficientemente fino.
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Al aproximar ¢ (&) ~ ¥, la integral en (4.2.2) resulta valer h%, + 0'(h?) y se
obtiene
Yl =Yn+h%, + ﬁ(h2>

que es el algoritmo de Euler, que ya se sabe que es inestable.

4.2.2. Algoritmo predictor de Adams-Bashforth

Los métodos AB! que se discuten a continuacién se basan en la predic-
cién del valor de F en el intervalo que se requiere en (4.2.2) usando como
informacion valores anteriores: %, 4,1 ...

Si se toma como aproximacion que ¢4(£) =a& + b y que exige que tal
expresion sea validaen & =&, | yen & =&, se obtiene

— _|_ 7

9(g)= 2"

Si se extiende la validez de la expresion anterior al intervalo siguiente, en
él se puede hacer la integral

G_1 + % G, + 0(h?) (4.2.3)

£n+l

GdE =h (%g — %%1) + 0(h?) (4.2.4)

n

Es decir, se usa el conocimiento de ¢ en (&,-1,&,) para extrapolar al inter-
valo (&,,&,+1) y hacer la integral recién descrita. Esta extrapolacion con-
duce al integrador AB3,

h
Y+l =Ynt 5 (34, —4,_1)+ O (1) AB3 (4.2.5)

Claramente aca se ha usado la extrapolacién como una forma de predecir
el comportamiento de la funcion.

A continuacion, versiones mas precisas. En la que sigue se aproxima ¥ =
a&? +bE + ¢ y los coeficientes (a,b,c) se determinan exigiendo que den
los valores ¥, >, 9, 1y %,. Una vez que se tiene tales coeficientes se
tiene una forma cuadratica para F que se integra en el intervalo (&,,&,1)-
Finalmente se obtiene:

Yn+1=Yn+ 1—112 (239, — 169, +5%,_>) + O (h*) AB4 (4.2.6)

1John Couch Adams (1819-1892)
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En forma semejante pero ahora tomando en cuenta %, 3, %, >, %,.1 Y %,
se obtiene:

Vntl =Yn+ % (5594, —59%,_1+37%,-2»—99,3) + ﬁ(l’ls) AB5
4.2.7)

Estos son métodos explicitos de alto orden (error pequefio) y rapidos por-
que ¥ se evalua una sola vez en cada paso. Pero se extrapola en lugar de
interpolar como lo hace Runge-Kutta y por tanto falla si ¢ es muy variable.
Por su propia naturaleza el paso 4 debe permanecer fijo.

4.2.3. Estimador de Adams-Moulton

En este caso se estima f,,.1 y en el caso AM3 se usatansolo &,y &, ;.

AM3: Setoma

_E—&,  E-&

9 Gt 2 G+ O(1)
que permite obtener que la integral de la derecha sea
[ aeyas = Dy o)
por lo cual
Ynt1 =Yn+ g (G + Y1)+ ﬁ(h3) AM3 (4.2.8)

Este es un método implicito y es equivalente a alguno de lo métodos que
ya se habia visto. Para determinar y,.,; se debe buscar el cero de

G(2) = yut 2 G+ (61, 2)) 2

Por definicion G(y,+1) = 0.
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/*Se usa un predictor corrector de
bajo orden para integrar un pen-—
dulo simple:

d"2 phi/dt"2 = -sin phi
Notacion: Y = phi
o = omega
F = [omega, —-sin(phi)]
Fu = F_up
Fd = F_downx*/
#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>
#define h 0.01

FILE
/+*No se usa arreglos, sino tan solo
el conocimiento de phi, omega y F
en tres 1instantes distintos que en
los apuntes se 1llaman (n-1,n, n+l)
y que aqu’i se llaman (0,1,2).

Es feo usar tanta variable global.
*/

double t, YO, o0, Y1, ol, Y2, o02;
double Fu0,Fd0,Ful,Fdl,Fu2,Fd2;
//Inicializaci’on poco elegante
void Inic()

{ Y0 =1.0; //phi(0)

o0 = 0.0; //dotphi (0)
//la linea que sigue significa
//phi (dt)=phiO0-omegaxdt y la
// siguiente
// omegal =-sin (phi0) xdt

+*archivo;

1l
o

Yl = YO - hxo0;
ol = —-sin(Y0) xh;
}
//Se llama AB3 en los apuntes:

void Predice ()
{ Y2 = Y1 4+ 0.5+h=(
02 = 0l 4+ 0.5xh=(
}
//Solo aqui entra fuerza -sin(phi)
void Estima ()
{ Fu2 = o02;
Fd2 = -sin(Y2);
}

3.0«Ful - Fu0 );
3.0«Fdl - FdO );

AM4: Estavez f(&) enelintervalo (n,n+ 1) se aproxima con una parabo-

//Se llama AM3 en los apuntes

void Corrige ()

{ Y2 = Y1 + 0.5+xhx (Ful + Fu2 );
02 = ol + 0.5+xh*(Fdl + Fd2 );

}

void Itera()

{ Predice();
Estima () ;
Corrige();
//Se traspasa valores

YO0 = Y1;
o0 = ol;
Fu0 = Ful;
Fd0 = Fdl;
Yl = Y2;
ol = 02;
Ful = Fu2;
Fdl = Fd2;
}
main ()
{ int k;
archivo = fopen("angulo.dat","wt");
Inic();
k = 0;
t = 0.0;
do
{ Itera();
k++;
t += h;
if(t>600)//.. partir de t>600

{ 1f (k%20==0)//se usa formato %g
{fprintf (archivo,
"$8g $12g\n",t,Y2);}
} //No es necesario guardar
} while (t<800); // para todo k
fclose (archivo);

la que pasa por los valores ¥, 1, 4,y %,.1 Y se obtiene

. h
12
y entonces

h
Yni+1 =Yn + E (ngH»l +8gn _gn—l) + ﬁ(h“-)

(5%9,+1+89%, —9,—1) + ﬁ(h4)

AM4
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Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

4.2.9)



67 Métodos Numéricos

AM5: En forma analoga que en el caso anterior pero usando un polino-
mio cubico con la informacién de (n—2,n—1,n,n+ 1) y se obtiene

Y+l =Yn+ % (9gn+1 +199, — 59,4 +gn—2) + ﬁ<h5) AMS5
(4.2.10)
Puesto que estos métodos son implicitos se debe determinar un cero con
métodos como el de la secante y eso conlleva un riesgo. Pero en §4.2.4
se muestra una variante muy exitosa.

4.2.4. Metodo predictor-corrector

Este método consiste en mezclar métodos explicito y otro implicito del
mismo orden.

La versidn mas sencilla de predictor-corrector es la regla trapezoidal de
Nystrom que se puede enunciar como sigue:

p: Primero se predice yii)l =y,_1+2h%,.

e: Con el valor recién obtenido de y,.| se evalua ¥,

c: El valor de y,. se corrije calculando y,+; =y, + % (G +%ni1)

En el método general de esta serie y que hace uso de los algoritmos AB
y AM se procede como sigue:

P: Usando AB se obtiene y(P)

. .1 @ partir de la informacion de puntos ante-
riores;

E: el dltimo valor obtenido de y,, | se usa para calcular %n(ﬂ =9 (&1, Vnr1);

C: el dltimo valor, %n(ﬂ se usa en AM para obtener yfli)l.

En el paso C se usa Adams-Moulton como si fuese un método explicito.
El paso P se hace una sola vez, pero los pasos (EC) se pueden hacer
sucesivamente para lograr algun tipo de convergencia, o que se denota
P(EC)". El paso E es el unico que hace uso de la funcion f de la ecuacion
que se esta resolviendo.

En lugar los algoritmos AM y BM se podria otros algoritmos de integracion
como se muestra en los que sigue.
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4.2.5. Meétodos predictor corrector especificos para ecua-
cion de Newton

4.2.5.1. Meétodo de Beeman

Predictor: se obtiene Ipas posiciones y velocidades en el instante ¢, =
t, + € a partir de lo que ya se ha determinado de los instantes anteriores

1 — —
Burt = Tty (3h—fir) e 4.2.12)

donde f, representa la fuerza por unidad de masa. Ella puede depender
tanto de las posiciones como de las velocidades.

Hecho lo anterior ahora se puede corregir el valor de las velocidades.
Corrector:

R . 5 5 2. 1 -
Vil =V + <Efn+l+§fn_ﬁf”_l>€ 4.2.13)

4.2.5.2. Predictor-corrector de Gear

Aqui se da una version sencilla de esta estrategia predictor-corrector para
la ecuacion de Newton ¥ = a, donde a(r,v) es una funcidén conocida. En
general todas estas cantidades tienen varias componentes.

En la etapa predictiva se calcula

h? n
Fngl = In + hvy, + Tan + Eb"
h? n
hvn+l = hvn + 2 7@n + 3€bn
(4.2.14)
h? h? /S
7Cln+1 = Ean + 3 gbn
n h®
gbn-i-l = gbn
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Con los actuales valores en r,.1 Y v,+1 Se puede calcular un valor corre-
gido a;,, ,, lo que define un error
h2

Api1= 5 (afH-l _an+1)

El Unico lugar donde interviene el lado derecho de la ecuacion de movi-
miento es en el calculo de «;,, ;. Una vez determinado este error se calcula
nuevas cantidades

Fnil = TIntl + coBut1

hvetr =nmppr + c1Apn
S antl = npl o0 Anti
n n

—but1 = —but1 + 38441
6 6

C.W. Gear (en trabajos de 1966 y 1971) determind los valores optimos
para los coeficientes c; en diversos casos. Dependen, por ejemplo, de si
la ecuacion que se resuelve es de primer orden (como las ecuaciones de
Hamilton) o de segundo orden (Newton) y también depende del orden de
la expansion que se haga (en (4.2.14) se expandi6 hasta b = r"'). En el
caso que aqui se ha presentado los coeficientes de Gear son

1/6

5/6

c=1 (4.2.16)

1/3

Al revés que los métodos predictor multipaso vistos antes, éste determina
directamente los valores en n+ 1 conociendo los valores en n.

4.3. Métodos de Verlet y variaciones

Este método para integrar las ecuaciones de Newton es tratado aparte
dada su importancia. Se trata de resolver ecuaciones de Newton

P = f(#1) donde f es la fuerza por unidad de masa 4.3.1)
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sin pasar a ecuaciones de primer orden. Estos métodos se definen cuando
f(7,t) no depende de las velocidades. Sin embargo es generalizable al
caso en que existe una fuerza viscosa lineal en la velocidad 7 = dy(7,1) — cV.

T — Fn+lf?nfl
Se usa V = e

L. Verlet? presentd su algoritmo por primera vez en su trabajo Computer
“experiments” on classical fluids. |. Thermodynamical properties of Lennard-
Jones molecules, Phys. Rev. 159, 98-103 (1967).

4.3.1. Propiamente Verlet

La ecuacion (4.3.1) se discretiza,

?n+1 - 2?11 + ?nfl

con lo cual,
Fupl = 2P — o1 + 1% o+ O(hY) (4.3.2)

En cada iteracién se evalua f una sola vez y el error es orden h*. La
velocidad no aparece.

Las iteraciones son (7,_1,7,) — 7441, pero si las condiciones iniciales son
7o Y Vo se puede integrar con RK4 desde 7, hasta 7, y luego se procede
. 2 = 3 =

con (4.3.2) o bien usando 7() = 7(0) +A¥(0) + & £(0) + 2 £/(0).
Notese que igualmente se puede despejar 7,_; y la ecuacion es la misma,
es decir, el algoritmo es reversible en el tiempo.

La velocidad se puede evaluar en la forma

7n+1 —Tp—1 2
n=—-—=""—+0C(h 433
e “33)

que es un error muy grande frente a &' (h*).

Si bien (4.3.2) aparece con un error de truncamiento pequeno, suele tener
error de redondeo grande porque a una diferencia de dos niumeros gran-
des (orden 1), 27, — 7,1, se le suma una cantidad de segundo orden, 42 a,.
Para evitar esta fuente de error existe el método leapfrog que se describe
en §4.3.3.

2Fisico francés nacido en 1931
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/*Verlet para orbita planetariax/

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>

#define h 0.004
#define h2 hxh
#define largo 20000
FILE *archivo;
int ii;
double x[31,yI[31;
void Inic() /#-————----———-———— */
{double vx,vy;
x[0] = 4.0;
VX = 0.0;
y[0] = 0.0;
printf (" (ojo: 0.1<vy<=0.6) VY[0]=");

scanf ("$1f",&vy);/* << por tecladox*/
x[1] x[0] + h*vx;
y[1] v[0] + hxvy;
}
void Verlet ()
{double xx,yy,r,r3,ax,ay;
XX x[1];
1%Y% y[1];

sgrt (xx*xxx + yy*yy);

r3 = r*Ir*r;
ax = -xx/r3;
ay = -yy/r3;
x[2] = 2.0%xx - x[0] + h2xax;
yI[2] = 2.0+yy - y[0] + h2xay;

}
void Iteral()
{ii = 0;

do

{if (11%10==0)

fprintf (archivo, "$9.6f $9.6f %9.6f\n",

hxii,x[1],y[11);

Verlet ();
1i++;
x[0] = x[1]; y[0] = wyI[1];
x[1] = x[2]; y[1] = vyl2];
}while(ii<largo || fabs(x[1]-4.0)>0.1);
}
main ()
{ Inic();
archivo = fopen("orbita.dat","wt");
Iteral();

fclose (archivo);

}

Figura 4.1: En este ejemplo se usa el algoritmo de Verlet para integrar la ecuacién de

un péndulo simple

4.3.2. Estabilidad del método de Verlet

Sea 1 la solucién exacta de (4.3.2) con # fijo y definamos

Xn =X, + &,

donde los ¢ representan desviaciones que se han introducido. La sustitu-
cion de esta definicion en la ecuacion de Verlet da

€r1 — (2+h*d)) & +&-1=0

4.3.4)

donde a, se escribié como a(x, +¢&,) =~ a(x,) + &, d),.

Caso de fuerza armonica:
fuerza armodnica,

entonces

&+1—2(1—R) g, +€-1=0

A continuacion se analiza el caso de una

(4.3.5)
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donde 2R = h*w?. Se reemplaza &, = g A" A ImA
lo que inmediatamente conduce a
A
A2—21—=R)A+1=0 (4.3.6)
ReA
cuyas raices son
Ar=1-REVR>-2R 4.3.7) e
por lo que A puede ser complejo. Figura 4.2: El plano complejo A.

Si R =0entonces A+ = 1.
Si R =1 entonces Ay = &i.
Si R =2 entonces A+ = —1.

SiR—wentonces A =1—R+tR,/1— % concluyéndose que A, =0y que
A_ = —oo,

En resumen, cuando R crece desde cero hasta infinito, A, recorre primero
la semicircunferencia ImA > 0 unitaria del plano complejo y luego avanza
desde A, = —1 hasta A, = 0 mientras que A_ recorre primero la semicir-
cunferiencia ImA < 0 unitaria del plano complejo y luego avanza desde
A_=—1hasta A_ = —co.

Si R <2 se tiene |A.| = 1 que garantiza estabilidad, mientras que R > 2
implica |A—| > 1 que garantiza inestabilidad.

2 2 e H
Puesto que R = "T‘” la condicion R <2 corresponde a i < %y si se reem-
plaza » = 2% entonces la condicion es h < L

Otros casos: Si se trata de otras fuerzas que provienen de un potencial
U(x), la cota maxima para h esta dada por el periodo minimo, es decir,
por la frecuencia maxima, que es proporcional a la raiz cuadrada de la
segunda derivada del potencial \/U" (xmin)-

Si bien de esta manera se obtiene estabilidad, eso no quiere decir que se
tenga confiabilidad, es decir, precision aceptable. Normalmente se debe
usar un h bastante menor que el que garantiza estabilidad.
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#include<stdio.h>
#include<math.h>

#include<stdlib.h> nent
#define PI M_PI {int k;
archivo = fopen("leapfrog.dat","wt");

#define h 0.0005
#define L 1.0
#define A 0.3
#define roce 0.01

fprintf (archivo, "%$% t \t\t X \t\t v\n");
fprintf (archivo, "%$8g %$12g %$12g\n",
t,X2,V3);

#define nu 3.0 inlf(éf

#define w02 (2+PI) N : Ot

#define wl (2.0xPI*nu) 4 o
o

#define Ar (wl+wl*A/L) . )
{ fprintf (archivo,

FILE xarchivo; neg $12g %12g\n",t,X2,V3);
double  t,tF,X2,X4,V1,V3; Lempmrog (s e )
double fuerza (double x) eaprroglli
- V1l = V3;
{return -w02xsin (x) X2 = X4
—rocexV3-Arxcos (wlxt);} - !
k++;

void Inic()
{ X2 =10.0; Vvl = 0.1; }
void LeapFrog()
{ V3 = V1l + hxfuerza (X2);
X4 = X2 + h«*V3;
t += h;}

}while (£<50.0);
fclose (archivo);

Figura 4.3: El caso de un péndulo con roce viscoso y forzamiento externo resuelto con
el algoritmo leapfrog.

4.3.3. Leapfrog

Puesto que
Vnd T Vn- 2
h +O0(h")=F,
se obtiene que
Vil =V, HhE + O (1)
Ademas . .
(e e BT
W + ﬁ(/’l ) = Vn+%

que conduce a
Pl =Tt +hV, 1+ o (1)

En resumen las ecuaciones que siguen deben usarse en el orden indicado

Vol =TV, thE 00

(4.3.8)
Fasl =TathV, o+ o (h?)
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Las posiciones se determinan con n entero y las velocidades con indice
semientero.

4.4. Algoritmos simplécticos

4.4.1. Operadores de traslacion

Se define la notacién

as 612 d2 at d"
dg = e PTG I P e N
e _1+ad§+2!d§2+'“+n!—d§"+ (4.4.1)
de donde se obtiene que
al = " d"
Ef(E) =Y om f(6)=f(§+a) (4.4.2)
= n'dé

La accion del operador ¢“# sobre una funcion f(&) es producir la funcion
trasladada f(& +a).

En forma similar se puede definir el operador exp [E : Vz} ,

fE+b) = f(Z)+(B-V)f(Z’)+%Z3-V(E-V)f(ZH—... 4.4.3)
. o . 1 0r
_ f(z)+;bja—zjf(z)+5§gbjbkmf(z)+... (4.4.4)

— exp [E : Vz} 1@ (4.4.5)

4.4.2. Ecuaciones de movimiento

En mecanica las ecuaciones de movimiento de un sistema pueden escri-

birse en la forma g/ .
r %
E<V)_<f) a0

donde a =1,2,...,N y f es la fuerza total por unidad de masa. Si trata,
por ejemplo de un sistema de dos particulas en 3D se debe entender que
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7 = (x1,y1,21,X2,Y2,22) Y algo similar en el caso de v. Si las respectivas
masas son m; y m, entonces f = (Fy/my,Fy/my).

Estas mismas ecuaciones pueden escribirse también usando el operador
Liouvileano,

L =%V, +f-V, (4.4.7)
donde los ingredientes con que se construye . estan en el vector ;

sobre el cual va a actuar.

La ecuacion (4.4.6) toma la forma

d (7 7
E(v):'g(v) (4.4.8)

La solucion formal del movimiento entonces es

?<€) _ es,,% r
V(€) vV
El problema es que esta operacion no puede hacerse en forma sencilla.

Sin embargo, si las fuerzas dependen solo de la posicidn conviene escribir
oL = £EATEB donde A=V.V,, B=f-V, (44.10)

(4.4.9)

t=0

El operador ¢4 actua sélo sobre los vectores posicion, es una simple
traslacion de la posicidn, mientras que el operador €8 actua sélo sobre
los vectores velocidad y es una traslacion de velocidades, es decir,

eal T\ [ F+ev e T\ 7
A7) () () e
Notese que en 7+ €V el vector velocidad es el que aparece en la segunda

componente y en v+ ¢ f el argumento de f es el vector 7 que esta en la
primera componente. Asi entonces, si se define la notacion

Fa =TF(t =€n) y v =V(t = €n) (4.4.12)

ESA ?n _ ?n+1 _ ?n + 8\7m
Vim Vim Vin ’
EB 7;n _ ?n o ?n
(1) = () (alen)
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Integrar el movimiento es no trivial porque
ee(A—i—B) 7& o£A B

Una forma conocida de encontrar una soluciéon aproximada es utilizando

la aproximacion

eS(A-i—B)-Fﬁ(SS) — €%B€8A€%B (4414)

4.4.3. Construccion del algoritmo ¢ (&%)

A continuacion se muestra en detalle como actua el operador compuesto
(4.4.14). El operador a la extrema derecha actua sobre (r,,v,):

o )= (5 )= Gt ) = (0557 )
Vit d Vn Vit 5 f(Fn) Va+ 5 I

El siguiente operador actua sobre este resultado

- o - - . L ez
(3] - on( ) (10 ) (2R
Vn+% Vn+% v”+% Vi %n

— — 2 2
_ A
Vo + 5 fu

Y finalmente

— — — 82 s
7 € Frt1 Fn+V €+ 5 f
Vn+1 vn+% Vn+§ <fn +fn+1>
En esta expresion final se ve que es crucial que f, dependa tan solo de las
posiciones, porque la parte superior de la ecuacion permite calcular 7,. 1,

con el cual se obtiene f,.; y asi se tiene los ingrediente para calcular
explicitamente v, .

4.4.4. EIl Jacobiano asociado

Por simplicidad se calcula el Jacobiano asociado al algoritmo unidimen-
cional
g2 £
Xn+1 :xn“f’vng“f’?fn, Vn41 :Vn+§ (fn+fn+l) (4416)
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Se comprueba que

X 11 _ e’ d f
dx, L+ 2 9x,
a-anrl _
ovy €
aVnJrl _ E afn + afn+1 axn+1
ox, 2\ dx, Ox,iq1 Oxp
OVpi1 €0 fni1 OXpy1

v, 209x,11 vy
que conduce a que

. OXpt1 aVn—H _ axn—H aVn—H .
ox, Jdv, dv, OIdx,

Autores han demostrado que J = 1 a todo orden y en cualquier dimension.
Esta es una caracteristica central de los algoritmos simplécticos.

J 1

4.4.5. Nuevamente el algoritmo de Verlet

El algoritmo simpléctico (4.4.15) escrito por componentes es

. L L &
Fnb1 = rn'i‘vng'i‘?fn

— — 8 s 7
Vn+1 = Vn+§<fn+fn+l)

Si a la primera de ellas se le resta una réplica con n — n— 1 se obtiene

2
— — — — — — 8 =z 7
Y41 _rn:rn_rnfl'i‘g(vn_vnfl)‘i'j (fn‘frwl)

pero, de acuerdo a la segunda de las ecuaciones, se puede reemplazar

— —

Vo — Va1 PO £ <ﬁ,,1 +fn> por lo que se obtiene

7;n—i-l — 27+ 7}1—1 = 82];;1 + ﬁ(84)

que es el algoritmo de Verlet obtenido como consecuencia del algoritmo
simpléctico (4.4.15).
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4.4.6. Algoritmos simplécticos de mas alto orden

Un teorema establece como construir algoritmos simplécticos de mas alto
orden. Una familia de ellos toman la forma

cA+B e+ O(e" ) H eUiAE hiBE aqui se define n (4.4.17)

Esta forma general es muy importante porque es trivial demostrar que

una traslacion de posicion sin trasladar las velocidades o vice versa es
.7 . . . 7! 3! .

una transformacion con Jacobiano unitario: det% = 1. Esta propiedad

es necesaria y suficiente para que se conserve el volumen del espacio de
fase, que es una propiedad basica de las evoluciones hamiltonianas.

Los coeficientes {a;,b;} se determinan exigiendo dos condiciones: que n
sea maximal (es decir, minimizando el error por truncamiento) y que haya
invariancia a la inversion temporal. La primera exigencia se traduce en mu-
chas condiciones dependiendo del valor de N. De todas esas condiciones
las que siempre se deben cumplir son

Zaj:1, ijZI

Para ver como exigir invariancia temporal se debe recordar primero que
—1
<e“‘1 2 .efAK) — oK o2 gt (4.4.18)

La expresion de (4.4.17) toma una forma como (4.4.18). Si se resume
(4.4.18) como U~!(¢) = V (1), simetria a la inversion temporal quiere decir
que V(1) =U(—t), lo que hace necesario que A} = Ak, A, = Ag_ etc.

El algoritmo (4.4.14) que se ha analizado corresponde a (N=2, n=2, a; =
0, ap =1, by =by = %). Un caso superior [encontrado por Forest y Ruth,
Physica D, 43, 105 (1990)] (N 4, n=4a =0, ap=a4=06, a3=1—
20, bi=by=8 by=b3=2)yo=(2-21/3)"1

Muchisimo mas sobre esto puede verse en el articulo de Omeyan, Mry-
glod y Folk en Phys. Rev. E 66, 026701 (2002) y en referencias que ahi se
citan.
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4.5.

4.6.

41

4.2

4.3

Recomendacion final

Si f se puede evaluar rapidamente conviene usar RK4.
Si se necesita ir adaptando el paso también debe usarse RK4.

Si es una ecuacion de Newton conservativa se debe usar alguno de
los algoritmos simplécticos.

Si f es muy lento de evaluar conviene usar un método predictor
corrector.

Problemas

Considere la ecuacion de un oscilador armonico forzado
X4 0®x = A sin (kx — Qr) (4.6.1)

Ella proviene de la ecuacion de una particula cargada moviéndo-
se en un campo magnético uniforme a lo largo del eje Z al que se
superpone una electrostatica plana que se propaga a lo largo del
eje X. Ver Physcis Today de noviembre 1988, p27. Esencialmente la
misma ecuacion es mencionada también en Physics Today, marzo
1987, p9.

Integrar la evolucion de la ecuacion de van der Pol

¥=(1—-x}xk—x (4.6.2)
Representa a un oscilador armdnico mas un término que podria re-
presentar un freno viscoso, pero para |x| < 1 ese término acelera en
lugar de frenar.
Integrar la evolucion del oscilador de Duffing

X=x—x

3 _ax+bcoswt (4.6.3)
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4.4 Se trata de calcular, usando RK4, el comportamiento de un péndulo
amortiguado por un roce viscoso y y forzado. Este sistema consiste
en una vara ideal rigida de largo L, de masa despreciable, en cuyo
extremo hay una masa m. El punto de apoyo & no esta fijo sino
gue oscila verticalmente con amplitud A y frecuencia v. Se puede
demostrar que la ecuacién para el angulo ¢ es

(2mv)’A

G+ Y+ o sing = — cos(2mvt)

donde w§ =%, =981y L=1m.

1. Tome A=0,07m, y=0,1seg™!, ¢(0) = 10° y ¢(0) =0y estudie la
amplitud angular asintética (t — o) como funcién de la frecuen-
ciaenelrango: 0,9 <v < 1,1 con v =0,001. (Amplitud angular
es el valor maximo que toma ¢(r)).

2. Tome A=03m, y=04seg~!, »(0)=0y v =3seg~!. Obtenga
la evolucién de ¢ tanto cuando ¢(0) esta alrededor de 10° como
cuando esta alrededor de 170°.

4.5 Modifique el algoritmo de Verlet original para el caso en que la ecua-
cion de movimiento bidimensional pueda tener una fuerza de roce
viscoso lineal, 7 = d(7) — ¢¥. Con ese nuevo algoritmo integre numéri-
camente la orbita en el caso

= —kF—kr*? (4.6.4)

y tome k; =1, k, = 0,05 y ¢ = 0,1. Use condiciones iniciales (x =
4,0,y =0,0), (vy =0,0,v, = 1,0) y dibuje la érbita durante tiempo sufi-
ciente para que corte al eje X ocho veces.

4.6 Estudie el movimiento de un péndulo plano, que en lugar de hilo
tiene un resorte de constante elastica k y largo natural R. La masa del
punto material es m = 1. Use coordenadas cartesianas para integrar
usando el algoritmo de Verlet. Las ecuaciones son

P _k(r—R)x

4.6. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Use: k=5, R =4, g =1, tome condiciones iniciales: (x=0,y = —R—
g/k,vy =0,1,v, = 0) e integre hasta r = 20. Calcule la evolucion del
punto material con RK4 y con Verlet usando el mismo dr = €. Esco-
ja este incremento de modo que ambos algoritmos den soluciones
parecidas pero distinguibles (al menos en la parte final). Para hacer
esta comparacion dibuje x(¢), y(¢) y y(x). Compruebe que usando un
dr varias veces mas chico ambos algoritmos dan esencialmente la
misma solucion. ¢ Cual de las dos soluciones originales estaba mas
cerca de la solucién mas precisa?

4.7 Integre la ecuacién

. r
— t —- _
rt)=—3

directamente en coordenadas cartesianas (x(¢),y(z)) usando como
condiciones iniciales:

7(0)=2f  ¥(0)=0,1j

En todos los casos integre hasta poco mas alla de completar una
vuelta y dibujando la érbita en el plano (x,y) usando N < 5000 aun
cuando el resultado sea insatisfactorio.

Convierta las ecuaciones a un sistema de primer orden e integre
usando RK4.

4.8 Para obtener el algoritmo para integrar la evolucion de una cadena
unidimensional de N osciladores amortiguados usando Verlet se co-
mienza con las ecuaciones de movimiento del sistema conservativo.
El lagrangeano del sistema (naturalmente sin amortiguar) es

N k 5
% A e -a 465)

Aqui los g, son las desviaciones del punto de equilibrio de cada osci-
lador. La ecuacion de movimiento genérica es mé, =k (qar1+qa—1 —2494)
de ahi que si se agrega amortiguacion la ecuacién queda mg, =

k (gat1+qa—1 —244) — cqa O equivalentemente

Ga = wz (Qa-i-l +qa—1— 2‘](1) —MN4qa (4.6.6)
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Al discretizar usando el algoritmo de Verlet se obtiene

1 n n—1 n+1 n—1
i =24 +q ) " —q
. 82“ “— =0 (qoy1 + o1 —245) —N——5— e “

El problema consiste en tratar dos medios: la interaccion entre las
particulas de la 0 a la A esta caracterizada por un w; y de la A +1
hasta la dltima por un @, (pero se usara el mismo n). La particula A
es la frontera entre ambos medios y es la que satisface una ecuacion
diferente.

Las particulas de la 1 a la A — 1 interactuan igual que en el caso
anterior. Lo mismo con las particulas de la A 4+ 1 en adelante.

Qa<A =
Qa>A =

[\Slaual \S]

(da+1+da—1 = 24a) =N 4a (4.6.7)
(da+1+9a—1—29a) =N qa

[\

y debe ser discretizada tomando esto encuenta. La particula A que
hace de frontera, en cambio, satisface

Ga= 03 qas1+ 0 ga 1 — (0} + 03)ga — M ga (4.6.8)

y usted debe discretizarla siguiendo un patron semejamte al ya usa-
do.

Considere a =0, 1,.,500, es decir, 501 puntos, donde A =250, a)lz =2,
3 =1y n =0,008. El punto a = 0 satisface ¢o(¢) = sinot tan solo si
t < %” después de eso permanece cero para siempre. Tome o =0,1.
El punto a = 500 esta siempre quieto. De modo que lo que se debe
evolucionar son las particulas a = 1,2,...,499. La condicion inicial es
qa=0, g, =0.

Haga seis gréficos ¢, () versus a para un ¢ fijo (cada uno de los cua-
les representa instantaneas del sistema) separadas por Ar = 120seg.
Es decir, el sistema en r = 120, t =240 .. hasta t = 720. Para que que-
de mas claro lo que representa cada figura, es mejor que dibuje lo
dicho con linea sélida y con linea mas débil o de puntos el estado del
sistema unos 4 segundos antes, de esa manera se vera el sentido
de la evolucién.
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Capitulo 5

Problemas de condiciones de
borde y problemas de
autovalores

5.1. Ecuaciones 1D lineales con condiciones

de borde
En este capitulo se aprendera a resolver ecuaciones lineales de la forma
d?y
E—R(x)y:S(x) (5.1.1)

donde S es un término inhomogéneo, R es una funcidn real. Ademas, en
lugar de imponerse condiciones iniciales—como podria ser (y(0),y’(0))—
se impondra condiciones de borde del tipo y(a) =y, y y(b) = y,. Cuando
R es negativo la solucion de la ecuacidon homogénea (esto es, con S = 0)
son oscilantes con nimero local de onda v/—R, mientras que cuando R es
positivo la solucion esta dominada por exponenciales reales tipo et VR,

Es facil comprobar, por ejemplo, que en el caso en que R(x) cambia de
signo como en la ecuacion y’ +y/x =0 (es caso con R(x) = —1/x), impo-
niendo condiciones de borde y(0) =0, y(1) =1 es oscilante para x>0y
diverge para x < 0. En efecto y = /xBesell;(1,2+/x)/Besell;(1,2).

Otro ejemplo que se puede mirar es y” +x%y =0con y(0) =0, y(1) = 1 cuya
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solucion es /xBesell, (3, 1x*)/Besell; (g, 7).

Si se tiene una ecuacion que incluye un término con primera derivada
como
" HAE) [ +Bx) f =C(x)

se hace el reemplazo f(x) = y(x) exp[—3 [*A(u) du] y se obtiene una ecua-
cion de la forma (5.1.1).

5.1.1. Dos ejemplos de ecuaciones lineales
5.1.1.1. La ecuacion de Poisson esféricamente simétrica

Si se busca el potencial electrostatico V generado por una distribucion de
carga p(7) se debe plantear la ecuacion de Poisson! V2V = —p /g que, si
hay simetria esférica, puede simplificarse a

1 d | ,dV p
S — |r—=—— 5.1.2
r dr [r dr} P2 ©-12)

y si se hace la sustitucion V(r) = ¢(r)/(eor) la ecuacion se reduce a

d’¢

que es de la forma (5.1.1) conR=0y S= —rp.

5.1.1.2. Una conocida ecuacion de autovalores

Similarmente, el problema radial asociado a la ecuacion de Schrédinger
es
d>Wr
dr?

2m 06+ 1)n?
2 2 _
+k (l")\PR:O, k(r)—? E—W—V(}’)

tiene la forma (5.1.1) con R(r) = —k*(r) y S =0. Si V(r) = —2 esta ecua-
cion tiene solucion tan solo para un conjunto discreto de posibles valores

ISimon Denis Poisson, francés, (1781-1840)
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para el autovalor E negativos. En cambio tiene solucion para cualquier E
positivo.

Ambos ejemplos podrian ser resueltos con métodos ya vistos excepto que
hay situaciones que hacen recomendable el algoritmo que se ve a conti-
nuacion.

5.2. El algoritmo de Numerov

En el método que se describe ahora las condiciones de borde tipicamente
deben imponerse en puntos diferentes y, en el caso de una ecuacion de
onda o tipo Schrddinger, hay un problema de autovalores que resolver.

Expandiendo y(x 4+ h) hasta ¢'(h®) se obtiene

h2
Yt —2Vn+Yn-1 = (y;’ +5 y;V) h? + 0(h°) (5.2.1)

Por otro lado, tomando la segunda derivada de (5.1.1) resulta

1V d2
= —|Ry+S
Yu dxz[ y+ ]n
R —2(Ry)n+ (RY)n—1  Spt1—28,+S,—
_ ( y)n—H (h;}) +( y)n 1_|_ n+1 - n 1+ﬁ(h2>(5.2.2)

Esta expresion para y!V y la expresion para la segunda derivada que da
la ecuacidn original, (5.1.1) se sustituyen en (5.2.1) y se reordena, obte-
niéndose la expresion basica para el algoritmo de Numerov (Boris Vasilyevich
Numerov (1891-1941))

w2 512 h?
(1 — ERHH) Y1 —2 (1 + ERn) Yn+ (1 - ERHI) Yn—1

h2
12

A partir de esta expresion se puede despejar ya sea y, ;1 0 y,_ para tener
una relacion de recurrencia que resuelve hacia adelante o hacia atras la
ecuacién con un error &(h%). En cada paso de iteracion las funciones R y
S son llamadas una sola vez.

(Spt1+10S,+S,1)+O(h®)  (5.2.3)
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. ., . 2 Ny ..
Si en la ecuacién de partida d—xy —Ry =S lafuncion S es funcion de x
y también de y(x) el método anterior sigue siendo valido. En tal caso la

ecuacion (5.1.1) no es lineal.

5.3. Problemas asociados a las condiciones de
borde

5.3.1. Integracion directa de un problema con condicio-
nes de borde

5.3.1.1. Primer ejemplo: la ecuacion de Poisson con simetria esféri-
ca

Se vera como resolver numéricamente el caso especial de (5.1.3) en
que la densidad de carga tiene una forma exponencial, p = %e‘r. Una
densidad de carga esféricamente simétrica implica una carga total Q =
4r [y r*pdr. En el caso actual arroja Q = 1. La funcién ¢ satisface

o r

— =——¢€ 5.3.1

arr 8z’ ©3.1)
Puesto que p es una funcion suave, el potencial V = ¢(r)/(&yr) es finito
en el origen, lo que implica que ¢ «< rV y, por tanto que ¢(0) = 0. Por otro
lado la forma asintética de V en infinito tiene que ser V(r ~ oo) que,
en el caso actual, implica que

T dmeyr

P(oo) = — (5.3.2)

Para resolver este problema con el algoritmo de Numerov se plantea

h2
¢n+1 :2¢n_¢n—l +E(Sn+l+losn+sn—l) (533)
donde S = —g-e™". Para proseguir se escoge un ryx suficientemente

grande para considerar que ya la solucion en ese valor tiene un valor
asintético muy cercano a ﬁ.
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for (k=2; k<=N; k++)
{r = kxh;
Sder = S(r);
F[k] = 2«F[k-1]1-F[k-2]+cO* (Sder+10*Scen + Sizq);
Sizg = Scen;
Scen = Sder;

Figura 5.1: El ciclo de itereacion inicial usando (5.3.3).

Para integrar se da inicialmente un valor arbitrario a ¢; = ¢ (k). El valor
de ¢ en rmax va a depender de ese valor arbitrario. Si se integra desde
infinito hacia la izquierda partiendo del valor ¢.. = ﬁ no se obtendria cero
enr=0.

El rango 0 <r < rmax €s dividido en N intervalos de tamano 4. La rutina que
usa (5.3.3) comienza con valores conocidos para los dos primeros puntos:
¢o Y ¢1 para calcular ¢, y continuar hacia la derecha. La rutina toma como
datos iniciales conocidos los valores Si,q = S(r=0) Y Scen = S(r=h) y luego
entra en un ciclo como el que se muestra en la figura 5.1.

Al integrar tomando en cuenta una sola condicién de borde se hace inevi-
table incorporar caracteristicas de la solucion general de la ecuacion. En
el caso particular que se esta viendo la ecuacion homogénea tiene co-
mo solucién general ¢, = a+ br lo que implica que la solucién general
de la ecuacién completa—de la forma ¢gen = ¢, + ¢,—crece linealmente
con r. El algoritmo (5.3.3) arroja, entonces, una solucion particular ¢, que
asintéticamente crece linealmente con r, lo que no es trivial de compatibi-
lizar con la condicion ¢(s0) = — ...

Una forma algo brutal de obtener la solucion buscada consiste en tomar
un cierto valor rmax como si ya fuese infinito y definir

6(r) = 9y(r) + Em—plmar) (534
Fmax

donde ¢, es el valor que se quiere imponer para ¢ en r = rmayx, ya que
asi es automatico que ¢(0) =0y que @(rmax) = dm. En resumen, se inte-
gra imponiendo tan solo ¢,(0) =0y una vez que se tiene esta solucion
numeérica, que llamamos ¢, se calcula ¢ usando (5.3.4). Los valores que
toma ¢, dependen del valor arbitrario inicialmente dado a ¢(k), pero ese
efecto es borrado al usar (5.3.4). La forma lineal de reparar la solucion tie-
ne sentido tan solo porque la solucion general de la ecuacién homogénea
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en este ejemplo es lineal.

5.3.1.2. Rutina de reparacion

Mas en general, para integrar cualquier ecuacion de la forma (5.1.1), con
S # 0, dadas las condiciones y(a) =y, € y(b) =y, Se puede comenzar
desde x = a hacia la derecha, obteniéndose una funcién y que satisface la
ecuacion y la condicién de borde en x = a. Pero esta solucion en general
no satisface la condicién de borde en x = b.

Para obtener que también se satisfaga la condicion de borde a la derercha
se usa una solucion de la ecuacion homogénea, y,(x) que en x = a satis-
faga y,(a) =0. Con § ey, se construye la funcion y(x) buscada utilizando
la expresion -
b —Y(b

nb) yi(x) (5.3.5)
Es facil comprobar que en efecto esta funcién y(x) satisface la ecuacién
diferencial y ademas satisface ambas condiciones de borde. En efecto,
puesto que fue construida como combinacion lineal de una solucién par-
ticular y de la ecuacién inhomogénea y una solucién de la ecuacion ho-
mogénea, esta garantizado que y(x) es solucion de la ecuacion lineal
original.

y(x) = 5(x) +

En los casos en que b = - se debe escoger un xm.x. En tales casos es
delicado escoger el valor que debe colocarse en lugar de y, en la ex-
presion anterior. Es recomendable estudiar el comportamiento asintoti-
co analitico de la solucion, descrito por una funcién y.sn: € imponer que
Y(Xmax) = Yasint (Xmax)- POr ejemplo, resolviendo (5.3.1), en lugar de tomar
O = ﬁ en (5.3.4) se puede primero ver que la forma asintética debe ser
de la forma ﬁ + B ey, para tener consistencia con x ~ «, es necesario
que B = ﬁ, viéndose que es conveniente usar ¢, = ﬁ + ﬁe*xmax.

Al integrar hacia la derecha desde x = a se debe dar un valor arbitrario
a y(a+ h) cuidando que sea muy parecido a y, para evitar que y pueda
tomar valores muy grandes y en general debiera ser y(a) + &(h). De otro
modo, los dos términos en (5.3.5) serian muy grandes de signo opuesto y
la solucidn y(x) resultaria poco confiable.

% En algunos problemas suele ser mas conveniente integrar de derecha
a izquierda.
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% Si las soluciones de la ecuacion homogénea son muy dispares, este
método puede no ser muy preciso.

En lugar de usar un método de reparacion, también puede definirse una
funcion F(z) = ¢(rmax) —y» donde z = ¢, y aplicar una rutina para buscar
ceros para alcanzar la solucidon. Esto no es eficiente y puede ser muy
inestable.

5.3.1.3. Segundo ejemplo

Un caso semejante al del primer ejemplo consiste en resolver numérica-
mente la ecuacion

Y —ady= —%e*r (5.3.6)

cona®>1, y(0) =0y y(eo) =0.

Puesto que el dominio es infinito, se debe escoger un rnax. El asunto
es escoger ahora un valor para y(rmax)- En un primer intento se le su-
pondra igual a y(«), es decir, y(rmax) = 0. En tal caso, al aplicar (5.3.5) se
obtiene

M — pmar B

yi(r) =3(r) — F(7max)

eMmax — g—Armax

que se anula en r = rmax.

Se puede hacer mejor. Ya que la solucion que se construye satisface au-
tomaticamente la condicién en r = 0, el asunto es integrar en un intervalo
finito y lograr que se satisfaga la forma correcta para » muy grande. Puesto
que la funcidon buscada se debe anular en infinito, es muy pequena para
r grande y su segunda derivada debe ser bastante pequena, lo que hace
sospechar (mirando la ecuacion original cuando se pone y” «y) que para
r muy grande y ~ re~". En efecto, ya se vio que la solucién de la ecuacion
homogénea que se anula en infinito decrece como ¢~ que es mas rapido
(a > 1) que el comportamiento que aca se esta indicando. Si se reemplaza
y=Bre " en la ecuacion y se conserva solo los términos dominantes, se
obtiene una ecuacién para B que conduce a y = y«(r) = 5———=¢~ "y una

2(a?—1)
solucion mas satisfactoria que y; es

ea

ya(r) = 5(r) - —S = (yumax)—““iax)e—armax) 537)

eMmax — @ —A’'max 2<a2 —1
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Esta funcién es cero en el origen y en el distante punto r,,x toma el valor
asintotico estimado. Se ve que la Unica diferencia con y; reside en el valor
que se escoge para y(rmax)-

Si se desea controlar las virtudes y defectos de y; e y, se deja constancia
que la solucion analitica de (5.3.6) es

_ 2e T+ (ra>—r—2)e"
v 2(2— 1)

(5.3.8)

5.3.2. Uso de una funcion de Green
5.3.2.1. El problema

Esta parte sigue de cerca los desarrollos del libro [2].

Existe una aplicacion menos conocida del algoritmo de Numerov y que
puede ser muy util en casos en que los otros métodos no dan precision
suficiente. Esto ocurre si las soluciones de la ecuacion homogénea tienen
comportamientos muy diferentes. Considérese nuevamente la ecuacion
general

d2
(ﬁ —R(x)) y=_S(x) con condiciones de borde y(a)=y,, y(b)=yp
(5.3.9)

El método que se vera a continuacion debiera ser aplicable aun si el inter-
valo (a,b) es infinito. Existen dos maneras de abordar este infinito: una es
hacer un cambio de variable, por ejemplo, si se hace el cambio x = tan({)
se puede cubrir todo el eje real x cubriendo un rango perfectamente finito
de(: -3 <{<T.

Otra posibilidad se presenta en los casos en que se puede obtener analiti-
camente la forma asintotica de la solucidén buscada y, por ejemplo, en lugar
de la condicidn y(ee) = 0 —imposible de imponer en un método numérico—
que impone que y(x) se comporte como una funcién sencilla y.(x), lla-
mada la forma asintotica de y(x). Por ejemplo, como ya se dijo, la forma

asintética de la funcion definida en (5.3.8) es ’26(22(:13) :
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5.3.2.2. Papel de la funcion de Green

Para resolver este problema con el concepto de funcién de Green (George
Green, inglés, (1793-1841)) se plantea primero resolver otro problema:

d? o
<@ —R(x)) f(x)=S8(x) fla)=0, f(b)=0 (5.3.10)

donde la funcién S(x) se relaciona con S(x) en la forma que se especifica
mas adelante.

Este ultimo problema se plantea como el problema de encontrar una fun-
cion de Green G(x,x’) que satisfaga

2
<% —R(x)) G(x,x') = 8(x—x) tal que G(a,x)=0, G(b,xX)=0
(5.3.11)
Las dos propiedades basicas de J(x—x'), esto es,
b
0(x)=0 <= x#0, O0(x)dx=1 paratodo ay b positivos
h (53.12)
permiten obtener de la ecuacion (5.3.11) que
S (G Ndx =1 53.13
/x_x/_8 (@ - (x)) G(x,x')dx = (5.3.13)

Se hace notar que

/Oo F(x)6(x—x0)dx=F(xp) para toda funcién F(x) bien definida en x = xo

Una vez que se tenga G(x,x’) se puede ver que f(x) se puede escribir en
la forma

flx) = / G(x,x)S(x)dx (5.3.14)

ya que trivialmente esta funcién f(x) satisface (5.3.10).
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5.3.2.3. Hacia la solucion del problema original

Una vez que se haya resuelto todo lo anterior se plantea que

y(x) =fl)+ax+p
) (5.3.15)
S(x) =S8(x)+ (ax+B)R(x)

debido a lo siguiente. La accién del operador j—; — R(x) sobre y(x) es la
accion sobre f(x) mas la accion sobre ax+ . De la primera accion, re-
sulta S(x) y de la segunda se obtiene —(ax+ ) R(x), de tal modo que la

accion de j—jz — R(x) sobre y(x) da S(x) que es lo que se buscaba.
En principio el problema esta resuelto siempre y cuando se escoja a y

B de tal modo que y(x) satisfaga las condiciones de borde indicadas en
(5.3.9).

Ya que f(x) se anula en ambos bordes, y(a) = aa+ B y y(b) =ab+p lo
que determina que

Yb—Ya by, —ayyp
o= =
b—a B b—a

quedando asi totalmente definida la solucion y(x) obtenida por medio de
la funcién de Green G(x,x').

5.3.2.4. Construccion numeérica de la funcion de Green

El asunto crucial, entonces, es obtener G(x,x’) y esto se aborda comen-
zando por construir dos soluciones especiales de

g —R(x)g=0 (5.3.16)

Se integra numéricamente (5.3.16) usando el algoritmo de Numerov des-
de « hacia la derecha a partir del valor g(a) =0 lo que numéricamente
define la funcion g_(x). Similarmente se obtiene una funcién g, (x) inte-
grando (5.3.16) hacia la izquierda desde b a partir de g (b) =0.

Definiendo el Wronskiano (Jozef Maria Hoene-Wronski, polaco, (1776-1853))

W(x)=g+'(x)g-(x) —g-'(x)g+(x)  laprima indica derivadas
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se puede demostrar en forma muy sencilla que W es una constante, esto
es, W = 0. Se escoge normalizar las soluciones g. de modo que W = 1.

El hecho que W # 0 garantiza que se tenga soluciones g linealmente
independientes.

Se define

G(x,x') = (5.3.17)

lo que implica que G(a,x’) =0y que G(b,x') =0.
Veamos, por otro lado, que el limite € — 0 de la integral
X+e [/ g2
A(e) E/ — —R ) G(x,x) dx
x'—€ dx?

no es trivial. Para ver esto se supondra que R(x)G(x,x’) es suave en el
rango X' — e < x < x' + & por lo que la contribucién del término con R en la
integral anterior se anula en el limite € — 0, mientras que el otro término

. . 2 . .
es la integral de una derivada: ‘27? por lo cual la integral anterior vale

dG dG
X lx=x'+¢ X

por lo cual (5.3.11) y (5.3.13) se cumplen y se comprueba que la funcion
G descrita es la funcién de Green del problema.

=W=1 (5.3.18)

x=x'—¢

5.3.2.5. La solucion formal de (5.3.9)

La solucion de la ecuacion original (5.3.9) es

) = /G(x,x’)f(X’)dx’erb_y“Hby"_ayb donde(5.3.19)
b—a b—a
SG) = S(o+ <y2:2"x+ byZiZyb) R(x) (5.3.20)

Fundiendo ambas expresiones en una se tiene que

yx) = /G(x,x’) {s(x’>+ (yb_y“ x’+by“_"yb) R(x’)} dax

b—a b—a

— Va4 b u—
y2bTda | 2Ya T AV (5.3.21)
b—a b—a
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Obviamente es fundamental verificar que y(x) cumple con las condiciones
de borde especificadas.

5.3.2.6. Ejemplo

En lo que sigue se considera la ecuacion

2
<% - W; U) ®(r)=—4mrp(r) con  £>0 (5.3.22)

con condiciones de borde ®(0) = 0, (=) = 0. La correspondiente ecua-
cion homogénea tiene dos soluciones
—0
O(r) = - @ (r) = ar't! 5.3.23
W)= Ty p(r)=ar (5.3.23)
cuyo Wronskiano vale la unidad para cualquier valor no nulo de a. Ellas
cumplen
®,(0)=0, @/ (00) =0

Los comportamientos de estas dos soluciones tanto para r muy grande o
muy pequeno son muy diferentes, lo que hace muy dificil utilizar cualquiera
de los métodos descritos hasta ahora ya que en métodos numéricos hay
una imprecision intrinseca que hace dificil deshacerse de la aparicion del
comportamiento fuertemente creciente de alguna de las dos soluciones
CIDZE cuando r es muy grande o muy pequeno. De las diversas formas de
evitar este problema una consiste en usar una funcién de Green.

En el caso actual

017,04
e
G(rnr') = - (5.3.24)
r (r/) /
2£+ 1 r>r

Que satisface G(0,7) =0 y también G(e,r ) = 0. Teniendo esta funcién
de Green se puede usar la forma genérica (5.3.21).

Especializando al caso ¢ =1 la ecuacion es

> 2
(W — ﬁ) O(r) = —4nrp(r) (5.3.25)
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con condiciones de borde ®(0) = 0, () = 0. La correspondiente ecua-
cién homogénea tiene soluciones

B=% =k
las que tienen Wronskiano unitario. La funcién de Green es,
G(r<r)= —iz G(r>r)= _r_2 (5.3.26)
3r’ 3r!
La solucion se construye en la forma
P(r) = /0 "G(r> ) S(F)dr + / TG(r<r)S(F)dr (5.3.27)

En este caso particular se obtiene una solucion analitica

8 2
o) =" 4z <2+r+—) e
r r

pero el asunto es obtener esta funcidén haciendo numéricamente la integral
(5.3.27).

5.4. Problemas de autovalores

Estos son problemas de ecuaciones lineales homogéneas de segundo or-
den con condiciones de borde en puntos diferentes. El problema genérico
que se analizara plantea determinar A tal que

&y
dx?
con y(a)=0 e y(b)=0.No se excluye que a = —o0 ni que b = . Puede

ocurrir que esta ecuacion no tenga solucion para cualquier valor de A. Los
valores permitidos de A se denomina los autovalores del operador

d2
dx?
Los autovalores pueden ser un conjunto discreto o continuo de valores o

una mezcla: valores discretos en un cierto rango y valores continuos en
otro.

+q(x)y=2y a<x<b (5.4.1)

+q(x)
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5.4.1. Problema sencillo de autovalores: una cuerda

El problema de una cuerda homogénea con y(X)
extremos fijos en x =0y x = L se puede es-
cribir en la forma

L
9%g(x,t 9%g(x,t
‘g(tz’ )¢ giz’ ), g0 =g(L)=0 \/ X
(54.2)
Se buscara soluciones para las cuales la al- Figura 5.2: En el problema de
tura de la cuerda para (x,t) sea factorizable /a cueraa se busca soluciones
en la forma g(x,t) _ T(t)y(x), donde y(x) eg con amplitud nula en ambos ex-

. ‘s tremos.
la amplitud de la cuerda en funcion de x, la
ecuacion es separable en dos ecuaciones

d’T ) d’y ®?

donde, por el momento, > es una constante desconocida. La prime-
ra ecuacion tiene como solucion general una combinacién lineal arbi-
traria entre sinwr y coswr. Escogiendo que T(0) = 0 se obtiene que
T(t) =Asinot.
La segunda, es la ecuacion de valores propios. Ella tiene como solucién
general y = ¢y sin(wx/c) + cp cos(wx/c). pero imponiendo las condiciones
de borde y(0) =0y y(L) =0, la primera implica que ¢, =0 y la segunda
exige que

in?lo0 = @="TC (5.4.4)

c L

donde n es un entero. De lo anterior se ve que las condiciones sobre
el problema han permitido determinar que @ es un multiplo de 7¢/L. No
cualquier valor para @ permite obtener una solucion al problema. Los —w?
son, en este caso, los autovalores del problema.

Lo que interesa es reproducir el resultado analitico anterior integrando la
ecuacion

—5=-0y con y0)=yL)=0 (5.4.5)

usando el algoritmo de Numerov
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El algoritmo de Numerov en el caso actual se reduce a uno donde, por el
momento, el valor de @ es arbitrario,

(HM) Ynt1—2 <I—M) yn+(l+w) Yn-1=0

12 12 12
(5.4.6)
La ecuacion anterior se puede reescribir en la forma
24 —10(how/c)?
(ho/c) (5.4.7)

Usando esta ultima forma se integra desde el extremo izquierdo hacia la
derecha usando h = L/N obteniéndose en el extremo derecho un valor
yn(®) que en general, depende del valor que se ha dado a o, por lo que
se define la funcion

F(o)=yn

Usando estrategias ya vistas en §3.2, se busca los ceros de F(®). Los va-
lores particulares de w; asi encontrados definen los autovalores del pro-
blema planteado en (5.4.5). Es un buen ejercicio ver si el método recién
descrito arroja los valores descritos en (5.4.4).

* *

Puede demostrarse que el problema de una cuerda inhomogénea puede
ser llevado a la siguiente forma como pude verse en Courant-Hilbert, IP Inc.,
1953, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1, Cap. V, §3.3.

d*y

o3t r(x)y(x) = @*y(x) con  y(0)=y(L)=0

donde r(x) es una funcién continua mientras que w? es el autovalor bus-
cado. Esta ecuacion se analizara en un contexto muy diferente en la sub-
seccion que sigue.
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5.4.2. Ecuacion de Schrédinger en una dimension: esta-
dos ligados

Un problema tipico de autovalores es el
gue plantea la ecuacion de Schrédinger

V' V@Y =Ey,  [lyPar=1

(5.4.8)
Se debe determinar los autovalores E \
asociados a V(x). Normalmente se va
a suponer que la funciéon V(x) tiende a
cero para |x| grande.

La integral en (5.4.8) es sobre el domi- Figura 5.3: La funcién potencial V y
nio sobre el cual la funcion y esta defi- el valor tentativo para la energia E de-

nida. La ecuacién sera escrita en la for- finen valores xi.q y xder que sirven de
ma base para escoger xXmin Y Xmax-

Vv'+k2(x)y=0 donde K*=E-V(x)

Para el caso de autofunciones asociadas a autovalores E < 0 existe un
rango finito (xi,q, xder) fuera del cual E < V(x), es decir k*(x) < 0y la solu-
cidon de interés decae exponencialmente. Esta es la caracteristica por la
que se llaman “estados ligados”: una solucion yg con E < 0 esta ligada “al
pozo” V(x). Sin embargo hay que tener presente que fuera de (xi,q,Xder) 12
ecuacion también admite una solucién exponencialmente creciente.

Los limites (xi,q,X4er) de esta zona son los llamados “puntos de retorno”
en los cuales se satisface V(x) = E. El algoritmo debe abordar el hecho
que la solucién general crece exponencialmente fuera de las fronteras de-
finidas por los puntos de retorno: (xi,q, x¢er). Un problema de este tipo no
puede ser simplemente integrado de izquierda a derecha o vice versa por-
que inevitablemente los errores de redondeo harian aparecer la solucion
exponencialmente creciente ahi donde no debe estar y ninguna rutina de
reparacion seria confiable.

Para evitar esto se integra desde algun punto xnij,—en general muy a
la izquierda de x;,q—hasta poco mas alla de algin punto intermedio de
empalme x.. A esta funcion se la llama yj,q. Ademas se obtiene yp,, inte-
grando desde un punto x,ax—lejos a la derecha de x4e,—hasta poco mas
a la izquierda del mismo punto de empalme.
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Para hacer estas integraciones se escoge N y h = %(xmax — Xmin)s Xn =
Xmin +nh de tal modo que x, = xmin +eh. Supondremos que se integra Ype,
desde la extrema derecha hastan =e— 1y yj,q desde la extrema izquierda
hasta e+ 1.

Para integrar desde los extremos

lo mas sencillo es suponer que Yi,q(xmin) = - —

0y que Wper(xmax) = 0, pero esto pue- o

de ser insatisfactorio. En general es | | | >
mas apropiado determinar los compor- e-1 e e+l
tamientos asintoticos de v a ambos la- .

dos y hacer uso de ellos. Figura 5.4: Para empalmar se inte-

gra hacia la derecha hastan=e+1y
hacia la izquierda hastan = e—1 donde

. ,
Se debe exigir que tanto y como vy 0 — ¢ es el punto de empalme.

sean continuas en el punto de empal-
me Xx,.

La condicion de continuidad en el punto de ampalme se consigue renor-
malizando una de las funciones. Por ejemplo:

nl = lI/Der[e] Vo In
(qu[ ] Fnal Viggl ])n . (5.4.9)

T Ry

Esto garantiza que en el punto de empalme n = ¢ haya un valor y[e] comun
a ambas funciones.

La condicion de que la derivada también sea continua en el punto de em-
palme se obtiene buscando los valores de E para los cuales la funcion

_ VYoerle+1] — Wperle— 1] Yizgle+ 1] — Yiggle — 1]
hyle] hyle]

se anule. Para ello se busca el valor de E apropiado usando algunas de
las estrategias vistas en §3.2. Los valores de E asi encontrados son los
autovalores E del problema que se ha planteado en (5.4.8).

La definicién anterior de F(E) corresponde a una definicion particular de
la derivada en x.. Si se escoge utilizar una expresidon mas precisa para la
derivada es necesario integrar yi,q por mas puntos a la derechade n=e
y lo propio para ype, hacia la izquierda.

F(E)

(5.4.10)
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En resumen:

1. Se escoge un valor semilla para E y un valor dE

2. Se calcula xizq Y xder- Con ellos se escogen (Xmin,Xmax), S€ €scoge
el valor de N y se calcula & = (xmax — xmin)/N. La asociacion entre el
indice discreto n y x €s x = xmin +nh. Se escoge también el punto del
discreto que se usara para el empalme, n = ¢, el que debiera estar
entre los puntos de retorno o coincidir con uno de ellos.

3. Se integra yi,q desde n =0 hasta n = e+ 1; se integra yp., desde
n=N hastae—1.

4. Se define yj,, por medio de una normalizacién de yj,q utilizando
(5.4.9); asi se logra que Vi,q Y Wper tengan el mismo valor en el
punto de empalme n =e.

5. Se calcula F(E) por medio de (5.4.10)

6. Se define nuevo E < E +dE y se repite lo anterior hasta que F(E)
cambie de signo.

7. Se ingresa a la rutina secante (u otra rutina disenada para encon-
trar ceros de una funcién) que terminara por encontrar un valor de E
tal que F(E) sea nulo, es decir, un valor de E para el cual la derivada
en x, sea continua.

5.4.3. Ecuacion de Schrodinger radial
5.4.3.1. Laecuacion

En problemas con funcion potencial central V =V (r) la ecuacion de Schréd-
inger —V2¥ +V (r)¥ = E¥ que debe satisfacer ¥(7) se simplifica si se es-
cribe con coordenadas esféricas en la forma ¥(7) = }CIJ(r) Yin(6,¢) donde
los ¥;,,(6,¢) son funciones conocidas llamadas esféricos armonicos.

La ecuacion para la parte radial ®(r) es reducida en forma estandar a
una ecuacion donde la funcion de energia potencial V(r) va acompanada
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de un término conocido como 0 la barrera centrifuga, de modo que la
ecuacion para ® es

e,
(5.4.11)
(0+1)

2
— |E—
2(r) -

—V(r)

donde ¢ es un entero no negativo. El problema central es encontrar los
autovalores E.

En lo que sigue se supondra que
|a funCién V(I") tlende a cero cuan- Potencial de Morse y tres funciones radiales
do r tiende a infinito. §3 ‘ ‘ ‘ ‘
40 ;
- - 30 7'
5.4.3.2. Comportamiento lejano

0+ 7

Lafuncion @(r) para r muy grande 0| -, e
debe tender a cero de modo que =~ O F-te :

. -30 k e gt
pueda ser normalizada: 0 Do

/|¢0de:1
0 Figura 5.5: EI potencial de Morse, V =

1 N . . tres de las la funciones &y, ®, y ®, sin nor-
grande es @ / ® ~ E que implica malizar correspondientes a los estados mas

que bajos (sin ceros, uno y dos ceros). Se apre-

cia que estas funciones se anulan en r = 0.

D(r ~ o0) o< exp [—\/ |E| r} Las lineas horizontales representan los co-
rrespondientes autovalores E < 0.

Si E > 0 hay problemas que no se
veran.

5.4.3.3. El comportamiento cerca del origen

Primer caso: Si V(r) cerca del origen es menos divergente que 2 la
ecuacion en la vecindad de r ~ 0 es

d*®  (((+1)

dr? r2 ®=0
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que tiene dos soluciones independientes, una proporsional a /*! y la otra
proporsional a r—*. La segunda solucién es inaceptable, de modo que

O (r ~ 0) oc 1!

que se anula en el origen como una potencia de r. La integracion numérica
se puede hacer entonces comenzando con ®,_g=0 y ®,_; <hlt!l y
ademas se debe integrar hacia la izquierda desde algun rmax ¥ hacer un
empalme para determinar los autovalores E.

Si en el origen V(r) es méas singular que r~2 se debe hacer un analisis
diferente.

Segundo caso, un ejemplo: El potencial de Lennard Jones 6-12 co-
munmente usado en simulaciones moleculares es

Vi =Ve {(%) . (3)6} (5.4.12)

r

Cerca de r = 0 se puede despreciar de k*(r) todos sus términos excepto
aquel con r~!2. La solucién no divergente en el origen satisface

12

o
" =Vy— P
0712
y es
'V, 6
d)(rNO):exp{— 5250-}

que se anula muy rapidamente al acercarse a r = 0. En la integracion
numeérica se debe evitar el punto r =0y es usual comenzar a una pequena
distancia del origen tomando 0,50 < rnin, < 0,80. Entre este punto y el
origen se debe usar la forma analitica dada en la ultima expresion.

Segundo caso, general: Mas en general, si el potencial en el origen
diverge como V, (2)" con n > 2, de modo que la ecuacion cerca del origen
sea .

@'~V (2) @

r
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puede verse que el comportamiento de & en el origen debe ser

2VVoo <g>3—1}

@Nexp{— s

En este caso general la funcion ®(r) también se anula exponencialmente
en el origen.

La integracién debe comenzar nuevamente desde un rn;, que sea una
fraccion de o. Mas cerca de r = 0 se debe usar la forma analitica.

La forma de integrar: Integrando hacia la izquierda, usando el algorit-
mo de Numerov, se comienza desde algun rn.x de tal modo que

D (N) o< exp[—+/|E| rmax] y D (N —1) o< exp[—+/|E[ (rmax—h)]
hasta un punto menor al punto de empalme e.

Desde r = 0 se comienza con la forma analitica de modo que para r = h,
esto es, n = 1 se toma que V(r ~ 0 aproximadamente es

A si la barrera centrifuga domina
D(1) o< .
exp [—2‘,{—#2" (%)Tl} si domina el potencial
donde V(h ~0) =~ Vy (o /h)".

Una vez que se ha hecho las dos integraciones se ejecuta el procedimien-
to de empalme.

5.5. Problemas

5.1 Encuentre los primeros cuatro autovalores A de la ecuacion de una
cuerda inhomegénea,

2
fl4A(1+5)f =0

con condiciones de borde f(0) = f(1) = 0. Los autovalores se or-
denan segun el nimero de nodos de la autofuncién. Grafique (sin
normalizar) estas cuatro autofunciones.
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5.2

5.3

54

5.5

Obtenga numéricamente las funciones propias normalizadas y los
valores propios asociados al potencial

B x*t—16
C144x°

V(x)
en —oo < x < o correspondientes a los primeros cuatro autovalores.

Encuentre todas las autofunciones y los autovalores E, < 0 que re-
sultan de la ecuacion de Schrodinger

<_j_; —|—V(x)) ¥(x) = E,¥(x)

donde —o < x <oy
Vix)= —10e/20

indicando con n de qué nivel se trata. Haga un grafico por cada fun-
cion de onda ¥(x) (puede dibujarse méas de una ¥ en un solo gréafico
si no resulta enredado). También dibuje el potencial y sobre él di-
buje con lineas horizontales todos los E, encontrados agregando (a
mano) el valor de n que corresponda. Discuta y comente.

Obtenga los tres primeros autovalores del problema de la ecuacion
de Schrédinger estacionaria adimensionalizada

con0<x<oo ycon V=—3¢",

X

El enlace covalente suele ser modelado por el potencial central de
Lennard-Jones 9-6,

(2 (22 ())

donde o es la distancia media entre atomos vecinos a temperatura
muy baja. Resuelva la ecuacion (5.4.11) obteniendo los niveles pro-
pios de energia y las correspondientes funciones radiales para los
casos /=0y /¢=1.Use o =1, V;=230.
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Capitulo 6

Integrales Monte Carlo y el
algoritmo de Metropolis

La pregunta mas persistente en este capitu-
lo es como generar una secuencia de nime-
ros que tengan una distribuciéon W conocida.

6.1. Numeros aleatorios r < U(0, 1)

Desde los primeros tiempos en que se abordd problemas numéricos con
los mas primitivos computadares se vio la importancia de los numeros
aleatorios. Hay problemas que, en el contexto de métodos numéricos,
requieren de algun algoritmo para generar una secuencia de numeros
(enteros o reales), {xo,x1,x2,...} que pueda ser considerada aleatoria. El
concepto de aleatoriedad, sin embargo, es sutil y en muchas de sus apli-
caciones interesa poder decidir cuan aleatorios realmente es la secuen-
cia que se construye. No existen medidores universales de aleatoriedad
sino ciertos criterios reconocidos como condiciones necesarias que las
secuencias deben satisfacer. Existe una amplia literatura sobre el tema.
Para fines introductorios basta con estudiar los criterios que se encuen-
tran en Numerical Recipies [5]. En lo que sigue no nos ocuparemos de
estos problemas y aceptaremos el generador de numeros aleatorios que
nos da el compilador que estemos usando.
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Se supondra que se cuenta con un generador
de numeros aleatorios r uniformemente distri- a b
buidos en el intervalo (0,1). Para no tener que
usar la expresion numeros r uniformemente dis-

tribuidos en el intervalo (a,b) se dira c
r<U(a,b) (6.1.1)
Si se tiene un generador r < U(0,1) se puede B S

definir una variable

r'=(b—a)r+a (6.1.2) Figura 6.1: Se busca que

. , L s=a+b+c+d+e tenga el
|a que SatISfaCe Vo U(a, b) En C |a funC'on que menor valor posib|e_

se usaes drand48 ().
Veamos a continuacion un ejemplo muy sencillo.

Cuatro puntos que forman un cuadrado de 1 x 1 deben ser unidos por
medio de cinco trazos de largos a, b, ¢, d y e en la forma que muestra la
figura. El asunto es que las coordenadas de A y B deben escogerse de tal
modo que el valor de s = a+b+c+d +e sea el menor posible.

6.2. Densidades de probabilidad

6.2.1. Distribucion y el promedio discreto

Las secuencias {x;} de numeros aleatorios reales usuales son las que
estan uniformemente distribuidas en el intervalo (0, 1), pero es de mucho
interés saber generar secuencias que estan distribuidas de acuerdo a una
distribucion escogida W (x) en (a,b).

Se define una densidad de probabilidad W (x) en (a,b) con una funcion no
negativa en ese intervalo que esté normalizada,

b
/ W(x)dx =1 6.2.1)

Con ella se define el promedio de cualquier funcién f(x) con x € (a,b),

U= [ W 1 62.2)
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La variancia Gf de f es

o7 = (f )y — (Fw (6.2.3)

y a o7, que se llama la desviacion estandar de f, es una medida de cuanto
se desvia f de su promedio.

Para calcular numéricamente (6.2.2) se debe utilizar una secuencia de
numeros {x;};,—1.n en el intervalo (a,b) que tengan distribuciéon W (x) y uti-
lizar la forma aproximada

1 N

Hlwr~=Y flxj) con  xj«W (6.2.4)

Pero, ¢ como generar la secuencia x; < W?

6.2.2. Distribuciones relacionadas

Supongamos que se tiene una variable Y4
aleatoria x en el intervalo (a,b) generada 9®
con distribucién W(x) y ademas seay = g(x) ay
donde g es funcion una monoétona: ol

y=g(x), dy=g'(x)dx  (6.2.5)

Esto es, se asocia a cada x; de una secuen- 9@
cia con distribucion W un valor y; = g(x;) en
el intervalo (g(a),g(b)). ¢ Qué distribucion se

debe asociar a los y;? Figura 6.2: Dada una funcién

- . . mondtona y = g(x) queda defini-
Puesto que la probabilidad asociada aunin- 4, ,na relacién Eamre los interva-

tervalo Ax en torno al punto x es P =W (x) Ax, los Ax y los intervalos Ay
la misma probabilidad tiene asociado el co-
rrespondiente intervalo Ay en torno a y = g(x ) siempre que Ay = %Ax.
Es decir, la probabilidad asociada a este intervalo Ay es W(y)Ay =
W (y)g'(x) Ax = W (x) Ax. De la dltima igualdad se desprende que los y; se
distribuyen segun

5 [W(x)

W(y) = ¢ (x) L:gl(y)

AX -
a b X

(6.2.6)
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Si la variable x = g~ (y) tiene distribucion W (x) en el intervalo
(a,b), la variable y tiene distribucion W (y) = [W (x)/g'(x)] g1y
en el intervalo [g(a),g(b)].

Es automatico que W tiene la normalizacion correcta. En efecto, la relacién
JPW dx =1 implica

g(b)
[ Wdy=1
g(a)

6.2.3. Obtencion de secuencia W (x) a partir de U(0,1)

Si en los resultados de la subseccion anterior se considera (6.2.6) en el
caso W(y) =1con 0 <y<1, esto es, los valores de y son generados por
una distribucion uniforme U (0, 1)

y<«U(0,1)
entonces los x; = g~ !(y;) estan distribuidos de acuerdo a

W(x)=g'(x) (6.2.7)
en el intervalo [a = g~1(0), b =g~ '(1)].
Esta dltima relacién implica que si se Ay

conoce W(x), la funcion g(x) definida
por

glb) =1

g(x) = /u W)y (6.2.8) 9

permite definir el cambio de variable y = X
g(x) tal que y € [0, 1]. 9(@)=0 >

a b

Si y«U(0,1) entonceslos x=g7'(y)

se distribuyen de acuerdo a W (x) donde Figura 6.3: Una funcién mondtona
).

W y ¢ se relacionan por (6.2.8 g(x) cona < x<b tal que g(a) =0y
ye por { g(b) = 1 define una distribucion W (x)

dada por (6.2.7).

Lo anterior es una descripcion formal
del asunto, pero no se deja claro aun la forma de proceder en un caso
arbitrario ya que se requiere
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= poder calcular g(x) = [; W(x')dx’ analiticamente y ademas

» se debe poder determinar analiticamente la funcion inversa ¢! para
poder tener los x; = g~ (y;).

® Un ejemplo en que todo puede hacerse analiticamente es el si-
guiente. Se escoge la distribucion de velocidades

2
W(c) = TC /T con  0<c<w (6.2.9)

se obtiene .
a0 = [ Wi =1
0

0 equivalentemente

c=g'(y) =v/-Th(1—y)

Puesto que siy«+ U(0,1) entonces 1 —y < U(0,1) y se puede usar y

enlugarde 1—y,
c=+/—T Iny

es decir, dada una secuencia de nimeros y; < U(0,1), la secuencia
cj =+/—T Iny; tiene la distribucién (6.2.9).

6.2.3.1. El histograma asociado a una distribicion W (x)

Se tiene una secuencia x; con distribucion de probabilidad W (x) en el in-
tervalo a < x < b. Se divide este intervalo en M pequenos intervalos iguales
de largo A = bM;". Si la secuencia es de largo N suficientemente grande, el
intervalo k-ésimo debiera contener H, puntos de la secuencia con

_(b=a)N

ka M Wi, kIl,...M

donde wy es el valor de W(x) en el punto medio del k-ésimo intervalo.

Si la igualdad anterior se divide por N y se suma sobre k, el lado izquierdo
arroja necesariamente 1, muentras que el lado derecho arroja el valor de
la integral [ W (x)dx en la aproximacion trapezoidal con error &(M~2).
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6.2.4. El caso de n variables

El razonamiento recién descrito puede ser generalizado a n variables. Se
tiene un n-uplo de variables aleatorias, X = {xi,...,x,} en un dominio Zx
con distribucion W(X). Ademas se tiene una funcién invertible, ¥ = G(X),
donde las nuevas variables Y estan, en el dominio %y = G(%x). La trans-
formacion G induce una distribucién W (Y) para las variables Y y ambas
distribuciones se relacionan por

_ W)
W(Y) = [J(Y;X)L(:Gl(”

donde J(Y;X) es el Jacobiano J = det[dG(X)/dX]. Esto es asi porque

WY)dYy =W (Y)J(Y;X)dX =W (X)dX

De especial interés es, al igual que en la sub-

seccion anterior, el caso en que los Y tienen

distribucién uniforme y el dominio %y es el hi- W)
percubo unitario, es decir 0 <y, <1 para to- A

do a. Ental caso W(Y) = 1 en este hipercubo. G 20

Dada una funcion G(X) se define secuencia )
de n-uplos X = G~1(Y) los cuales tienen una Figura 6.4: Se tiene un n-

distribucion uplo X de variables aleatorias
en un dominio 9x con distri-

W(X)=J(Y;X) (6.2.10) bucion W(X). Ademas se tie-

ne una funcion invertible, ¥ =
G(X), donde las nuevas varia-
bles Y estan, en el dominio 9y =
G(Zx). La transformacion G in-
duce una distribucién W (Y ) para

6.2.5. Uso de W(xl’xz) para las variables Y.
generar gaussianas

Un ejemplo de esto se da a continuacion.

El método visto en §6.2.3 no se puede aplicar en forma directa cuando se
quiere generar una secuencia {x;} segun la distribucién gaussiana

1
Wy (x) = o~ (x—a)*/20” Coo < x < oo

o271 ’
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La distribucién esta trivialmente relacionada con la distribucion centrada
en el origen y con variancia unidad:

W (x) = \/lz_nexz/z (6.2.11)

que tampoco se puede resolver en forma directa porque la funcion g(x) =
1. W (¥')dx' no puede ser escrita con funciones elementales, ni menos se
puede obtener la funcién g~.

Sin embargo, como veremos, es facil generar pares (x;,x;) con la distribu-
cion
2 (2,2 .
W(xnx)=—e (i +x2)/2 0<xi<e con i=12 (6212
gue esta correctamente normalizada,

/ / W(Xl,xz) dx1 dXQ =1
0 Jo

En efecto, si se hace el cambio de variable

2 T
V1 = ;arctanﬂ X1 =/ —21nyzcos%
X1
(6.2.13)
T
2 = e~ i t)/2 Xy =+/—2lny, sin%

se obtiene que el Jacobiano de la transformacidn es precisamente
2
J(YX) =W (xr,0) = = e~ xiT)/2 (6.2.14)

Basta con generar pares (y;,y2) por medio de y; < U(0,1) con j =1, 2
para que (6.2.13) genere una secuencia de puntos en el plano (xj,x;) con
la distribucion (6.2.12).

6.3. Integracion Monte Carlo

6.3.1. El problema

Se discutira la forma de calcular

= /bf(x) dx 6.3.1)
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#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>

#define PI M_PI
#define N 200 void Guarda ()
#define Max le+8 { arch = fopen("gaussiana.dat","wt");
int j, Suma; for (3J=0; J<2xN; Jj++)
int H[2xN]; { printf("%$4d %8d\n",3j,H[]]);
double X1,Y1,Y2; fprintf (arch, "$g \t %g\n",
FILE =*arch; (1.0%3/N), (L.0«H[F]/H[0]));}
void generador () fclose (arch);
{ Y1 = drand48(); }
Y2 = drand48();
X1l = 0.2% )
sgrt (-2+«1log(Y2)) main ()
*cos (0.5+xPIxY1);} { Inicia();
void Inicia() Histograma () ;
{ for(3=0; J<(2*N); J++) Guarda () ;
H[Jj] = 0; printf ("# de puntos admitidos = %d.\n",
Suma = 0;} Suma) ;
void Histograma () printf ("De modo que se acepto el
{ int s; %$14.10f por ciento de los puntos\n",
for (3=0; J<Max; 7Jj++) 100.0*Suma/Max) ;
{ generador(); }
s = (int) (N=*X1);
if (s<(2%N))
{ H[s]++;
Suma++; }}}

Figura 6.5: Cddigo que permite generar una distribuién Gaussiana. Se recomienda gra-
ficar los datos guardados [x, /"W (x)] y también [x,log(.#' W (x)] donde .¥" se escogio para
que la distribucion valga 1 en el origen. Una distribucion Gaussiana normalizada en el
intervalo 0 <x<o es W = (2b/\/7) exp[—b>x’] de modo que W(0) =2b/+/T.

utilizando secuencias de numeros aleatorios.

6.3.2. Primera forma

Sea {x;};—1.~ una muestra aleatoria de valores de la variable aleatoria x
con distribucion W en (a,b). Si en (6.2.2) se toma W (x) = cte = blTa y fes
la funcién a promediar, entonces

= [ s as
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que, por (6.2.4) es %ij. Multiplicando por (b —a) se obtiene que si x
esta uniformemente distribuida en (a,b),

2
b b—a & b—a |1% , (1Y
I:/a fx)dx =~ N j;fj + N szzlfj— Nj;fj (6.3.2)

-~

of

donde los x; <~ U(a,b) y fj = f(x;).

La incertidumbre con que se evalua la integral depende tanto de la des-
viacion estandar intrinseca de f en este intervalo, o, como del tamafio N
de la muestra. Notese que es necesario cuadruplicar el valor de N para
disminuir la incertidumbre a la mitad. Esto contrasta con la regla trapezio-
dal que es ¢(N—2). Sin embargo, como se vera en §6.3.3, en el calculo
de integrales sobre muchas variables, el método Monte Carlo es el mas
eficiente.

En resumen, la primera forma de integracion Monte Carlo es

b b—a N O'f
f(x)dx = Zf(xj)-i—ﬁ(—), xj«U(a,b) MC1
a N j:1 \/N
(6.3.3)
res = 0.0;
n = 0; for (n=0; n<N; n++)
suma = 0.0; { x = PIxdrand48();
do{x = a + (b-a)=*drand48(); res += sin(x);//cada 50 pasos
suma += f (x); if (n%$50==1) //escriba el resultado
n++; { intgr = PIxres/(1.0xn);
}while% (n<=N} printf (" %10d %$12.8f\n",n,intgr);
integral = (b-a)xsuma/N; }

}

Figura 6.6: A la izquierda rutina para generar nimeros alteatorios x cona<x<b yala
derecha el resultado que poco a poco converge hacia el valor de la integral.

Este método da, por lo general, resultados pobres, salvo que se use mues-
tras de tamano N muy grande o bien f varie poco en el intervalo. Un punto
a favor es que se usa un solo drand48 y no hay ningun if.

Si f = fy es constante la integral es exactamente (b —a) fy, y el lado dere-

cho vale %N = (b—a)fy para todo N. La forma (6.3.3) de calcular una

integral es la mas ingenua forma de integrar usando nimeros aleatorios
dentro de aquellas que pertenecen a la categoria integracion Monte Carlo.
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Por ejemplo el célculo de [ sin(x)dx: y tal vez puede hacer un gréfico de
los que toma intgr como funcién de N para asi ver el tipo de convergencia.
Posiblemente conviene tomar n = 10® y guardar el valor de la integral una
vez cada 10° sumandos.

Como se acaba de comentar, si la funcidén es constante el resultado que
arroja MC1, (6.3.3), es exacto (en particular no depende de N) y si f varia
muy poco este método da valores razonables. Pero en general se requiere
hacer uso de formas mas elaboradas de integracion Monte Carlo, las que
usan valores x; que provienen de una distribucion W escogida especial-
mente.

La otra obvia limitacion del método recién descrito es que es aplicable tan
solo si el dominio es acotado. Con dominios infinitos o con integrandos
de alto contraste se procede siguiendo un camino emparentado al que se
vio en §2.3

El algoritmo MC1 es generalizable a muchas dimensiones con la siguiente
dificultad: si el dominio de integracion se define como relaciones entre las
variables (por ejemplo x> +y> <1 & x—y > 0) se debe encontrar una
forma econdmica de generar puntos uniformemente distribuidos sobre ese
dominio y nada mas. Normalmente la Unica solucién razonable consiste
en generar puntos uniformemente distribuidos en un dominio mas grande
pero sencillo (por ejemplo —1 <x<1 & —1<y<1)y haceruso tan solo
de los puntos que caen dentro del dominio de interés.

Mas adelante sera util tener presente que la propia formula MC1 sugiere
que una forma de calcular (f),, es

b

(Fhw = N

__ N

EY Wix)f(x;)) con  xj«U(a,b) (6.3.4)
j=1

ya que la anterior no es sino MC1 donde se ha puesto W f en lugar de f.

Esta es una primera manera de resolver el problema que plantea (6.2.4).

Ya se ha comentado que si el integrando varia fuertemente en el dominio
de integracion este algoritmo puede dar resultados muy pobres. Una for-
ma sencilla—que suele dar buenos resultados sin abandonar lo basico de

MC1—consiste en encontrar una funcion integvrable f(x) que sea parecida
a f(x). Es decir, si se conoce el valor | = fff(x) dx y ademas se cumple
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que f(x) = f(x) — f(x) es una funcién suficientemente plana en el dominio
(de modo que MC1 en ella es satisfactoria) la integral se puede calcular
usando

/ ? ) dx 1+ / "F ) dx MC1b (6.3.5)
a a

con MC1

6.3.3. Aplicabilidad de los métodos Monte Carlo

Si se quiere calcular una integral con métodos tradicionales (trapezoidal,
Simpson etc) en dimenson D tomando un total de N puntos, los intervalos
en cada dimension deben ser subdivididos en N'/? intervalos de tamafio
heN'/P_Laintegral en cada dimension arroja un error de order &'(h") (v =
2 con el método trapezoidal y v =3 con el método Simpson) y este mismo
es el orden del error de la integral sobre todas las dimensiones: ¢'(h") =
O(N~V/P). Si se desea calcular integrales en muchas dimensiones (por
ejemplo, D = 10) el error es bastante significativo salvo que N sea muy
grande.

En cambio una integral Monte Carlo siempre tiene un error ¢(N~1/2) que
normalmente resulta mas conveniente cuando la dimensién es algo mayor
que 4.

6.3.4. Metodo explicito

Se desea calcular fab F(x)dx pero la variacion de la funcion en este inter-
valo es muy grande o el intervalo es infinito o ambas cosas a la vez. En

tal caso se debe sequir el siguiente método que se basa en escoger una
distribucion w(x) tal que f(x) = F(x)/w(x),

b b
I:/ F(x) dx:/ w(x) f(x)dx (6.3.6)
donde w(x) debe satisfacer

b
w(x) >0 en (a,b) y / w(x)dx =1 (6.3.7)
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Haciendo el cambio de variable

se obtiene que
dy = g'(x)dx = w(x)dx = dx=——
que permite escribir

Lo I~ |« ~
1= [ 7o) ar= [Fo~gET0) e U0D 638

: por lo cual

con y;«<U(0,1) MC2 (6.3.9)

En lugar de usar x < U(0,1) como en MC1, se usa una secuencia sesgada
x; =g (y;) para sumar valores de la funcion f = F /w.

Este método es exitoso si la desviacion estandar de los valores f(y;) =
[f(xj)}xj:g,l(yj) es pequena. Lo ideal seria escoger w proporcional a F, de
tal modo que f sea tan solo una constante. Esto en general no es posible
si se desea satisfacer las condiciones de hacer analiticamente la integral
g(x) = [*wdx y de conocer la funcion inversa g!.
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En resumen el algoritmo MC2 explicito esta descrito aqui
b
I = / F(x)dx MC2 explicito
[F(x)}
w(x) | emg1(y

Z{Ff

W(x]):|xlg yj)

con y;«U(0,1)

donde g = [y w(x')dx' y w se escoje para que la funcién f seade
poco contraste en el intervalo [0, 1]

o) = [igg } x=g1()

b
, wl@<x<b)>0, /w(x)dle

(6.3.10)
El error en el caso MC2 continua siendo ¢'(c¢/N'/?). La diferencia esta en
que con MC2 se puede lograr una desviacién estandar mucho menor.

Todo lo que se ha dicho en esta seccidn debe ser entendido aplicable al
caso multidimensional.

© Ejemplo. Se plantea calcular numéricamente la integral I = [;° %e*xz dx
que se sabe que vale 1y se escoge w(x) = ée*)‘/". Con este w se ob-

tiene que
L R
yms) = [ Letinay i
Od

relacion que se puede invertir a
x=—aln(l—y)

Es decir, si la secuencia y; proviene de U (0, 1) entonces x; = —a In(1 —
y) se distribuye de acuerdo a w(x) = ée*"/". Pero los y; y los 1 —y;
tienen la misma distribucion lo que permite escribir

2a _ x/a Y 2a _ a’lny
fle)=TZe e fy) = oy ey

V& ’ Vr
y la integral I en la forma aproximada
~ 2 Y [ent] i SO0y e U(0,1)
NVT = xj=—aln(y;) N\F ’ ! ’
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Un codigo posible para ejecutar la estrategia anterior, tomando a = 1, es

res = 0.0;

for (n=0; n<N; n++)

{v = drand48 () ;
x = -log(y);

res+= exp (—-x*x + X);

}
final = 2.0xres/ (sqgrt (PI) *N);

6.3.5. Estrategia de von Neumann

Consideremos una funciéon F(x) no negativa en el intervalo (a,b) y sea
Fy un valor mayor o igual al mayor valor de F(x) en el intervalo. En la
figura 6.7 se ha dibujado la curva F(x) en una caja de altura Fy y base
(b—a). Elareadelacajaes (b—a)Fyy el area bajo la curvaes I = [ Fdx.
Si se lanza puntos al azar con distribucion
uniforme en la caja, la probabilidad que cai-
gan bajo la curva F(x) es p = m [ Fdx
y, computacionalemnte p ~ n; /n donde n es
el total de puntos lanzados y n; son los que
cayeron bajo la curva, lo que permite con-
cluir que

F(x)

b n
I:/a Flx)dxe ;(b_Cl)FO (6.3.11) Figura 6.7: Dada una funcion

_ . no negativa en x € (a,b) la es-
Para hacer integrales de funciones que trategia de von Neumann permi-

cambian de signo se debe integrar separa- te calcular la integral [!F(x)dx
damente cada tramo donde no haya cambio usando nimeros aleatorios.

de signo. Este método resulta muy pobre si

F(x) es de alto contraste. En general primero se debe hacer un cambio de
variable.

Una rutina que ejecuta el calculo de [F es

n = 0;

nl = 0;

do

{ x = a + (b—-a)+*drand48();
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% = FOxdrand48 () ;
Fx = F(x);
n++;

if (y<Fx) nl++;
}while (n<=N}
integral = (b—-a)*nl*F0/N;

Se genera un x < U(a,b) y un y <~ U(0,Fp). Con n se cuenta el total de
puntos mientras que n; cuenta los puntos que caen bajo la curva F(x). La

secuancia que resulta tiene asociada una distribucion W (x) = %.

Pruebe el método calculando i sinxdx.

En el método anterior n; cuenta los puntos (x,y) que satisfacen y < F(x).
Es claro que la probabilidad de que un punto (x,y) sea aceptado es propor-
cional a la funcién F(x). El costo de cada nuevo punto es llamar dos veces

alafuncion drand48 (), unavez a F(x) y ademas hay un if. Comparese
con MCH1.

6.3.6. Integracion Monte Carlo en dimension D

La integracién Monte Carlo en dimension D toma las formas ya vistas. La
formula basica es la generalizacion trivial de (6.3.2),

(f2) = (f)°

N (6.3.12)

[ @V =V £y £V
donde todos los promedios de arriba se refieren a los que se obtiene de
(A) = ¥ Y A®R) P U(V) (6.3.13)

y U(V) designa un generador de puntos aleatorios y uniformemente dis-
tribuidos en el volumen V de integracion. La integral se puede calcular
usando una extencion directa de MC1, (6.3.3),

/f(7)dV = % Zf(?i), 7 U(V) (6.3.14)
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Sin embargo el dominio sobre el cual se quiere hacer la integral puede
ser suficientemente complejo para que no valga la pena calcular su vo-
lumen. En tal caso se define un volumen sencillo V; que contiene a V' y
se genera puntos uniformemente distribuidos en V; y se suma solo los f;
que corresponden a puntos en el interior de V. En tal caso la integral se
calcula como

/f(7)dV = Zf(ﬁ), 7 U(Vy) (6.3.15)

y N son todos los puntos generados dentro de V;. Si f fuese una constante
f(x) = fo entonces el resultado anterior seria I = %V, fo donde n; son los
puntos que caen dentro de V, pero n;/N ~ V/V, y entonces se obtiene
I~V fy que es lo que debe ser.

Suele tener que hacerse cambios de variable (por ejemplo si el dominio es
infinito o la funcidn tiene variancia grande). El cambio que se haga tiene
que ser explicito.

6.3.7. Integracion Monte Carlo en dominios dificiles

En mas de una dimensidn se suele querer hacer integrales en dominios
Q complicados, [, f(X)dx. Siempre se puede hacer un cambio f = wh
donde w > 0. Para no complicar la exposicion se supondra que se integra
directamente f tal que f > 0 en el dominio. En tal caso el problema es el
de generar puntos equiprobables en Q. La solucidén que aqui se plantea es
una generalizacion de la estrategia de von Neumann definida en §6.3.5.
Se define un dominio sencillo (por ejemplo un hipercubo) que contiene a
Q. Ademas se escoge un valor f; mayor o igual a todos los valores f(x)
en el dominio y se procede como sigue

n = 0;

nl = 0;

do

{ x = aleatorio uniforme en el hipercubo de vol=WO0;
y = aleatorio uniforme en el intervalo (0, £f0);
n++;

if (y<f(x)) then nl++;
}while (n<=N)
integral = WOxf0*nl/N
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Es bueno siempre que la funcién no varie mucho dentro del dominio.

6.4. Laestrategia Metropolis para calcular pro-
medios

6.4.1. El algoritmo de Metropolis

El algoritmo de Metropolis (Nicholas C. Metropolis, griego (1915-1999);
su vida cientifica fue en EEUU) fue concebido originalmente en el contex-
to de Mecanica Estadistica para calcular promedios asociados a sistemas
estadisticos en equilibrio. Esta estrategia sin embargo es de gran generali-
dad y primero sera presentada sin hacer uso de los detalles que Mecanica
Estadistica requiere. Luego se vera como se aplica, en particular, en esa
area.

Reducido a su esencia, el algoritmo representa una estrategia para gene-
rar una secuencia X < W(X) para cualquier distribucion de probabilidad
W en un un espacio de puntos X sobre los que se pueda asociar una dis-
tribucién de probabilidad W (X). En un sentido muy poderoso, Metropolis
resuelve el problema planteado en (6.2.4) con un cédigo eficiente y bre-
ve. Un promedio, como senala (6.2.4), se logra con el simple promedio
aritmético de los valores generados.

Primero se va a definir el algoritmo de Metropolis y luego se va a argu-
mentar que tiene las propiedades deseadas.

El algoritmo. Se escoge una semilla X, y se entra en el ciclo que sigue
donde, a partir del dltimo punto X,, se define un nuevo punto X, el cual
puede ser aceptado o rechazado. El esquema es el siguiente:

a) Se usa alguna regla, cuyas propiedasdes se discuten mas adelante,
para generar, a partir de X,, un X,, (el subindice p es por “prueba”).
Esta regla debe ser simétrica, en el sentido que sea igualmente pro-
blable generar X, si se proviene de X,, que vice versa.

b) Se acepta o rechaza X, de acuerdo a

W (X;)

>r then X,.1=X, else X, 1=2X, (6.4.1)
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donde r + U(0,1) de modo que X, siempre queda definido.

Si W, > W, entonces W, /W, es mayor que cualquier r <— U(0,1) y el nuevo
X, es aceptado. Es decir, X,, es aceptado incondicionalmente si es mas
probable que X,. Si, por el contrario, X, es menos probable que X, solo a
veces X, es aceptado. Se subraya que con este método la secuencia {X,}
tiene puntos repetidos por cada vez que un X, no es aceptado. Esto debe
ser asi por razones estadisticas.

Dado un ndmero x en el intervalo (0,1), ¢ cual es la probabilidad P(x) de que
un numero aleatorio r en (0, 1) satisfaga x > »? La respuesta es P(x) = x. El
algoritmo de Metropolis hace uso de esto.

Lo 6ptimo al generar una secuencia Metropolis es que la tasa de acepta-
cion de los X, esté en torno al 50 %.

Un problema que se presenta en algoritmos como estos es que X; y X1
no sean independientes. Por la forma como se generan los puntos, ellos
normalmente son cercanos (en algun sentido) lo que implica una correla-
cion entre ellos. Una forma de resolver esto consiste en no utilizar todos
los X; generados, sino que se toma en cuenta sélo uno de cada v de ellos.
El valor de v depende del problema que se esté resolviendo.

En muchos casos interesantes en fisica la probabilidad W es proporcional
a la exponencial ¢ £/*T; menos la energia (—E) dividida por kT (k es la
constante de Boltzmann y T la temperatura en grados Kelvin). Si la tem-
paratura se mide en unidades de energia se puede sustituir kT por T y
W e E/T,

W(X,)
W (Xn)

En tales casos la condicién > r esidéntica a eEE»)/T > ry a su vez

esta condicidn es idéntica a
E,~E,>TInr (6.4.2)

que, computacionalmente, puede ser mas rapida y manejable.
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6.4.2. Por qué funciona

Supongamos que se han generado N secuencias de largo » a partir de N
semillas XJ(’) coni=1..Nyj=1..n.

Sea D,(X) la densidad de probabilidad de presencia de los puntos x\" en
la vecindad de X y D,,(Y) es la densidad en torno aY. Y es el punto, antes
llamado X,,, que serd aceptado o rechazado. Al iterar una vez mas hay un
cambio en D, que se debe a traspaso neto de puntos de la vecindad de X
a la vecindad de todos los posibles puntos Y. Este cambio que sufre D,,(X)
formalmente es 6D, (X) = D,+1(X) — D,(X) y se puede expresar como

8D,(X) = Y. D(Y)P(Y 5 X)=) Du(X)P(X —7Y)

-

'

ganancia péF&ida

P(Y = X) DaX
- ;Dn(Y)P(X ) PEX : Y; - DnEYs (6.4.3)

donde P(X — Y) es la probabilidad de que del punto X se pase al punto
Y. Asintéticamente se alcanza un estado de equilibrio en el sentido que
D(X) ya no evoluciona mas, esto es, 6D se anula. La solucién general que
anula el lado derecho es muy dificil de encontrar. No demostraremos que
la solucidn requiere que el corchete sea nulo para todos los pares (X,Y).

¢ Se dice que se alcanza la densidad de equilibrio D4 cuando D(X) deja
de evolucionar en todos los puntos X y se satisface

Deg(X)  P(Y = X)

= 6.4.4
Deg(Y) ~ P(X = Y) 644
es decir, D = 0, lo que hace a D.q un punto fijo.
e Si D esta muy cerca de D.q Y ocurre que
D, (X P(Y = X
n(X) P = X) (6.4.5)
D,(Y) T P(X—=Y)
el factor en el corchete en (6.4.3) es ne-
gativo y hay traspaso neto hacia Y, lo Wy <Wy Wy < Wy
que acerca a D(X) al equilibrio. Las dos ~ Ayy 1 Wy [Wx
Ayx | Wx /Wy 1
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ultimas propiedades muestran que el
mecanismo anterior conduce a un equi-
librio estable. El punto fijo es un punto
de equilibrio estable.

Si se escribe
P(X — Y) = PXYAXY (646)

donde pxy es la probabilidad de que si
la semilla es X se intente Y,y Axy es la
probabilidad de que (6.4.1) acepte a Y
si la semilla es X. Por definicién de la
estrategia de Metropolis pxy es simétri-
ca: pxy = prx- Entonces (6.4.4) se pue-
de escribir

Deq<X) _ AYX
De(Y)  Axy

(6.4.7)

Ahora analicemos (6.4.1) a laluz de (6.4.7). Teniendo X e Y fijos, y X como
semilla, se sortea un r < U (0, 1).

= Si Wx < Wy, se ve que % > 1 es mayor que cualquier ry X1 =Y.
Esto se traduce en el 1 del primer casillero de la tabla.

= Si Wy > Wy, es decir - < 1, la probabilidad de aceptar a Y es %,
que es el valor superior derecho de la tabla.

En forma similar se obtiene los valores que estan abajo en la tabla para el
caso en que Y es la semillay X es el que se acepta o rechaza. Se com-
prueba inmediatamente que el valor del cuociente Ayx /Axy es siempre el
mismo y es Wy /Wy, es decir,

(6.4.8)

6.4. LA ESTRATEGIA METROPOLIS PARA CALCULAR PROMEDIOS  Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



125 Métodos Numéricos

y usando los casilleros de la derecha se obtiene lo mismo, lo que muestra
que | Doq = W |y por tanto queda aclarado que (6.4.1) finalmente conduce
aw(X).

En el analisis anterior se hizo uso de la ya cidada propiedad elemental: da-

do un x en el intervalo (0,1), la probabilidad de que un r <+ U (0, 1) esté en-
tre 0 y x es exactamente P = x.

6.4.3. Metropolis en mecanica estadistica

Es muy tipico considerar un sistema de .4 particulas cuyo hamiltoniano

2 .
es de la forma H = Zué’—,;; + Y.< Vap Y Querer calcular, por ejemplo, un
promedio estadistico candnico de una cantidad que solo depende de las
posiciones de las particulas, A(7,) como

YA ) eV ET)
(A) = (Z )V/U«T)
e

(6.4.9)

donde V =Y., V. quiere decir la energia potencial total del sistema y la
suma (integral) es sobre los estados configuracionales del sistema. Nor-
malmente lo anterior es una integral " # sobre todas las posiciones po-
sibles de las particulas del sistema. En la practica la cantidad de estados
es un continuo que no puede ser integrado o es un discreto gigantezco,
de modo que lo que se hace es un muestreo del espacio de estados, tal
como se hace en la integral Monte Carlo. EI método de Metropolis genera
estados (configuracionales) directamente con la distribucion W requerida,
por ejemplo,

e BV

W= W (6.4.10)
Cuando, por ejemplo, se calcula en mecani-
ca estadistica el promedio de una cantidad
que depende tan solo de las coordenadas de /’
las particulas del sistemas (por ejemplo de un
liquido), se utiliza una distribucion W como en o
(6.4.10). Mas en detalle, si se tiene un potencial \\
interparticula, V,, = V(ry), €l exponente simbo-
Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias

Figura 6.9: El espacio se
divide en celdas de tal ta-
ma no que cada particula in-
teractua tan solo con aque-
llas que estan en su propia
celda o en las celdas veci-
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lizado como BYV es

BV=B)Y Vu (6.4.11)

a<b

Esta es una suma sobre todos los pares posi-
bles de particulas del sistema. Si el sistema tie-
ne N particulas, la suma tiene ¢'(N?) sumandos.
Para sistemas medianamente grandes tal suma
seria un inconveniente prohibitivo. Pero lo que
interesa es el cuociente W,/W,, es decir, intere-
sa calcular AV=V, -V,.

Sien la iteracion X, — X, se cambia las coordenadas de una sola particula—
la particula k-esima—#, — 7} entonces en la diferencia (6.4.11) la mayoria
de los términos se cancela idénticamente y queda tan solo aquellos que
involucran a la particula k,

AV = Z (Fa—73) =V (Fa— )] (6.4.12)

Esto hace que ahora la suma tenga ¢'(N) sumandos. Aun esto es dema-
siado cuando se desea hacer céalculos sobre sistemas muy grandes.

La solucion viene de una aproximacion que solo puede hacerse si el po-
tencial V,;, decae suficientemente rapido. Si decae rapido se opta por apro-
ximar a cero el potencial mas alla de una distancia Ry, es decir, se hace
la aproximacion V (ru,, > Ro) = 0. Se dice que Ry es el radio de influencia
de cada particula. Una vez que se ha escogido el valor de R el sistema
se divide en celdas cubicas de tamano mayor o igual a Ry. De esta ma-
nera se logra que cada particula solo interactue con otras que estan en
su propia celda o en alguna de las celdas vecinas. Por cada celda c el
programa mantiene una lista L. con el nombre de las particulas que hay
en ¢ y cada vez que una particula cambia de celda el programa actualiza
borrando a esa particula de la lista que deja y anotandola en la nueva.
La suma (6.4.12) se hace tan solo sobre las particulas de las celdas que
corresponda. Esta suma ya no dependen del tamano N del sistema y se
dice que es (1) precisamente porque no depende de N.

La generacion del estado de prueba X, no es un asunto enteramente tri-
vial. Si es muy cercano a X, la probabilidad de aceptacion puede ser muy
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alta y puede haber una gran correlacion entre los estados sucesivos. Por
otro lado, si X, es muy lejano a X, la probabilidad de rechazo puede ser
muy alta lo que hace muy probable que X, +; = X,, lo que implica correla-
cién maxima.

En la literatura en el tema suele decirse que el algoritmo de generacion
de los X, sea ajustado en una corrida en blanco para lograr una tasa de
aceptacion de alrededor de 50%. Y ademas para promediar no se tome
todos los estados de la secuencia {X,} sino uno de cada K estados, para
desminuir los efectos de correlacion entre estados consecutivos. Mi expe-
riencia es que hay casos en que lo anterior es claramente inconveniente.

e Para saber mas sobre los temas de este capitulo se recomienda

- Monte Carlo Methods in Statistical Physics, M.E.J. Newman & G.T. Bar-
kena, Clarendon Press, Oxford, 1999.

- A guide to Monte Carlo Simulations in Statistical Physics, D.P. Landau,
K. Binder, Cambridge University Press, 2000.

6.4.4. Propiedades necesarias

Un algoritmo como el de Metropolis genera una secuencia de puntos X
distribuidos segun W (X). El algoritmo debe cumplir con una serie de pro-
piedades para ser satisfactorio a los propositos de Mecanica Estadistica.

Estas propiedades no necesariamente se refieren a toda la historia de
la secuencia generada, sino a las propiedades que la secuencia alcanza
una vez que ha relajado al equilibrio. Es necesaria esta aclaracion porque
si el punto de partida es muy improbable, la primera parte de la secuen-
cia puede ocurrir en una zona muy poco representativa de la distribucion
W (X). Pero tarde o temprano la secuencia va a alcanzar las zonas impor-
tantes de W y es a partir de ahi que se dice que se tiene propiedades de
equilibrio.

Proceso de Markov. Para los fines de este capitulo, un proceso de Mar-
kov genera aleatoriamente una secuencia de puntos X en algun espa-
cio cumpliendo ciertas propiedades. La probabilidad P(X,Y) de generar
el punto Y si se proviene del punto X solo depende de estos dos puntos.
En particular no depende de la historia anterior de la secuencia y debe
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satisfacer Yy P(X,Y) = 1, es decir, dado un X siempre se produce un Y.
La probabilidad P(X,X) puede ser no nula (en el algoritmo de Metropolis
claramente es no nula).

Ergodicidad. Se desea que, sin importar el punto X, de partida, la se-
cuencia debe en algun momento alcanzar un punto arbitrariamente cer-
cano a X con probabilidad no nula. Mas aun, la frecuencia con que la
secuencia visita una vecindad de X debe ser proporcional a W(X).

Balance detallado. Si se considera la parte de la secuencia que se tiene
después de haber llegado al equilibrio, la probabilidad de alcanzar un pun-
to X debe ser igual a la probabilidad de salir de ese punto, en el siguiente
sentido: Yy W(X)P(X,Y) = Xy W(Y) P(Y,X).

El balance detallado exige algo mas restrictivo:

W(X)P(X,Y) =W (Y)P(Y,X)

Esta Gltima exigencia—aunque no se justificara—garantiza que la secuen-
cia efectivamente alcanza un equilibrio y no es atrapada en algun tipo de
ciclo limite. En el caso de Metropolis esta propiedad quedo establecida en
(6.4.7).
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6.4.5. Integrales usando el algoritmo de Metropolis
6.4.5.1. Caso unidimensional

Para calcular la integral

b
I:/f(x)dx, con f(x)>0, xe(ab)

en el intervalo (a,b) se divide el intervalo en M trozos iguales de largo
h= bﬁ. La secuencia x; generada por Metropolis produce un histoprama
H, donde cada componente H[j], (j =0,...M — 1) del histograma da las
veces que fue visitado ese intervalo

athj<x<a+h(j+1), j=0,...M—1
En la medida que el histograma es fiel se debiera satisfacer que

0= Hlj] ~ independiente de j

i

por lo cual se puede tomar cualquier valor de j para definir Q, aunque es
recomendable hacerlo usando un j para el cual f; tenga un valor grande
(muy probable). Se dird que Q = Hp/ fp, donde P quiere decir muy proba-
ble. Puesto que la integral se puede aproximar por

h Nh
I~hY fi~—=Y H[j|]=—

donde N =Y ;H[/] es el largo de la secuencia que se ha generado. De lo
anterior se obtiene que
I Nhfp

Esta expresion final muestra que no se necesita construir un histograma.
Todo lo que interesa es el largo N de la secuencia, el “volumen” 4 de una
pequena zona del dominio de integracion, donde la funcion tiene un valor
significativo fp y, por ultimo, el niumero entero Hp de elementos x; de la
secuencia que estan en este dominio.

(6.4.13)
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6.4.5.2. Caso general

Se desea hacer la integral
[ stax

de una funcién no negativa en el dominio ¥ de integracion. Se escoge
algun punto X, del dominio en el cual f(X) tenga un valor relativamente
grande (ojala un maximo) y se escoge un pequefo volumen A en torno
a Xy donde se pueda suponer que la funcion es una constante f). Se
puede usar el propio Xy como semilla inicial para generar una secuencia
Metropolis usando a f(X) como probabilidad, aun cuando sabemos que
su integral en general no vale uno. De los n puntos de la secuencia, se
cuenta los n; puntos que caen dentro de A. La probabilidad que caigan es
ese pequeno volumen es

Jy F(X)dX
de donde se despeja que
/ Fx)ax =~ fo A (6.4.14)
¥ ni

Para que este algoritmo sea efectivo, primero debe correrse un ciclo que
ajuste el criterio de generacion de X, que termine arrojando una tasa de
aceptacion del orden del 50%. Solo entonces se comienza a calcular la
integral.

6.5. Problemas

6.1 Determine un minimo de la energia potencial E asociada a un sis-
tema bidimensional de 20 particulas puntuales que interactuan de a

pares con el potencial
1 1
Vab =4 (T - T)
Tab Tab

donde r,, es la distancia entre a y b. Las particulas se pueden mo-
ver tan solo en el plano XY con coordenadas 0 < x, < 10 y también
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6.2

6.3

6.4

0 <y, < 10. Suponga que una de las particulas esta fija en x = 5,
y =5y que otra solo puede moverse en el eje X con y =5. Un sis-
tema de este tipo esta en su minimo de energia tan solo si esta a
temperatura cero. Mas adelante se vera como determinar estados
representativos asociados a una cierta temperatura. Como configu-
racion inicial coloque a las particulas desordenadamente dentro de
la caja de 10 x 10. La “evolucién” del sistema se hace en forma alea-
toria intentando modificar una sola coordenada a la vez en la forma
Znueva = Zactual + (0,5 —drand48()) 8 y el nuevo valor se acepta tan solo
si la energia disminuye. Conviene aumentar el valor de 6 (por ejem-
plo en un 50%) cuando z,..va €S aceptado y disminuirlo levemente
cuando znueva €S rechazado, ¢,por qué? @ Expligue muy claramente
el procedimiento seguido. @ Haga un grafico (o una tabla) con la
evolucion de la energia como funcion del nimero de ciclos, donde se
define como ciclo el conjunto de las 37 iteraciones que intentan mo-
dificar cada una de las 37 coordenadas del sistema libres de variar.
Una vez que haya obtenido un minimo de E dibuje la posicion de
las particulas. Interprete el valor de E en base: a este dibujo y a la
expresion para V.

Calcule la integral [ sinxdx, f = sinx, usando MC2, factorizandolo
en la forma f =wh con

3 { 4 ( 77:)2
W= — _— xX— —
2 2 2

y compare la velocidad de convergencia con el resultado de integrar
en forma directa usando MC1.

Compruebe que I = [ %% dx puede calcularse usando y = 1 en
laforma I~ £ ¥, y;sin(1/y;) con y; + U(0,1).

Obtenga el valor de la integral 9-dimensional

/\/x‘l‘+2x‘2‘—|—3x‘3‘+..+9x‘9‘ dxy..dxg

dentro de una hiperesfera de radio 2 sin hacer cambio de variables.
Estime el valor numérico del error de su resultado. El resultado muy
aproximadamente es 6,3 x 10°.
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6.5

6.6

Escriba y ejecute un programa inteligente que genere una secuencia
aleatoria {x;} de 20 millones de valores que se distribuyan segun
W) = — 2 con 0<x<o
(1+x2)2

Haga un histograma H [k] que registre la frecuencia de ocurrencia de
los valores 0 < x <20 en celdas de largo 0.1, es decir, el histograma
tiene 200 componentes. ;Qué porciento de la secuencia esta en
este intervalo? En un mismo gréafico superponga los valores de W (x;)
y del histograma normalizado, es decir los valores .4 H|j], ¢cdémo
debe hacerse la comparaciéon realmente? ;como se escoge A ?
Explique en detalle. Obtenga ademas el promedio Monte Carlo de
e~ * con respecto a W usando los primeros n millones de valores de
la secuencia, conn=1,n=2 .. hasta n = 20.

Use la funcién

W(x) = % (26771 3¢ 0?)
para generar con el algoritmo de Metropolis una secuencia {x,} par-
tiendo de xo escogido a gusto entre -2 y 2 y definiendo x, = x, + 6 A
donde A+ U(—1,1)y 6 = 6,0 (si, dice 6.0). La literatura dice que un
buen 6 es aquel que implica que aproximadamente la mitad de los
x, son aceptados. Use la funcion drand48 () de C inicializada una
sola vez con srand48 (M), y M es un entero cualquiera. Haga un
histograma %, (k = 0.,799) de los valores de la secuencia que que-
pan dentro de —4 <x <4, y dibuje 100« /;/n; comparando con W (x)
para 50 mil y 5 millones de iteraciones, donde n; el el nimero de
puntos de la secuencia x, que cayeron dentro de (—4,4). Por cada
punto x que esta en tal intervalo se puede hacer:

J = (int) (100.0%x(4.0 + x));
h[j]++;
nl++;

Si el histograma fuese h[0 < j < N| puede comprobar que la ins-
truccion de mas arriba seria § = (int) 0.125%N=* (4.0+x);ya
que (4.0+x) puede alcanzar el valor 8.0. Se debe dibujar 0,125 x N x
h[j]/nl.
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6.7

6.8

6.9

Considere un sistema unidimensional de 11 varas de largo 1 dentro
de una “caja” de largo 14. Suponga que la interaccién entre ellas es
de energia potencial Vy = 1 si se penetran y nula si no se tocan. Por
medio del algoritmo de Metropolis obtenga la densidad n(x) media
del sistema. Para ello divida la caja en 200 intervalos y determine
numeéricamente la probabilidad de ocupacion del centro de cada va-
ra en cada uno de los 200 intervalos. Es claro que [n(x)dx=1. Tam-
bién determine la probabilidad g(x) de que la particula 6 (la central)
tenga distancia relativa x con alguna otra particula. La funcion g(x)
se llama funcion de correlacion de pares. Haga variar esta distancia
x relativa en el intervalo (0,5) y haga una normalizacién arbitrara a
g(x). Para unas tres temperaturas diferentes obténga tanto la densi-
dad como g(x) usando T =0,01, T = 0,4, T = 10. Explique claramente
todo lo que haga.

Considere un sistema 2D de 30 particulas interactuando con un po-

tencial
1 1
Vab =4 <ﬁ - T)
rab rab

inicializadas en orden cristalografico triangular (hexagonal de ca-
ra centrada) en tres filas de 10 particulas. Utilizando el algoritmo
de Metropolis estudie el coeficiente de expansion lineal del sistema
(cambio de la longitud media del sistema) como funcién de la tem-
peratura.

Comience con una temperatura muy baja (7 =0,001). Con cada nue-
va temperatura se comienza de la configuracion final que se obtuvo
con la temperatura anterior. Al cambiar de temperatura el sistema
debe ser relajado (unas 30 mil iteraciones) antes de comenzar a
“‘medir”.

Considere el modelo de Ising ferromagnético en dos dimensiones
definido sobre un reticulado cuadrado, descrito por el hamiltoniano
H=-JY Y SijSu—BY_ Si
(i.j) (k1) (i.))
donde las variables dinamicas S;; solo pueden tomar los valores +1,

J es la constante de acoplamiento positiva y B es el campo magnéti-
co multiplicado por el momento magnético de cada spin. Los indices
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(i,j) recorren la red cuadrada y los indices (k,/) recorren los cuatro
vecinos del nodo (i, j), esto es,

(k, 1) ={(i=1,)): (i+1,)): (6, /= 1): (i, j+ 1)}

Se debe usar una red cuadrada de N x N spines con condiciones
de borde periddicas. Cada producto S;;Sy; tiene asociado en forma
natural un trazo elemental de la red y el término —JY.; y ¥.x1) SijSu
debe entenderse como una suma sobre todos los trazos elementales
de la red, sumando una sola vez cada trazo.

Para usar las condiciones de borde periodicas sin complicaciones,
la lista de spines vecinos se llama de la siguiente forma

(k,1) ={(i—1mod N, j);(i+1mod N, j)(i, j—1 mod N); (i, j+1 mod N)}

donde mod es la funcién resto, que en C corresponde al operador %.
Se define la magnetizacion instantanea como

M = Z S,’j
(i.J)

Se desea medir la curva M(T) para B= 0y la curva M(B) para
T =Ty < T.. Si se usa el sistema de unidades en que J = 1, mida
la primera curva desde T =0 a T = 3,0, y la segunda curva des-
de B=-2aB=2,para T = 1,0. Debe hacer ambas curvas en los
dos sentidos, esto es, una vez aumentando y la otra disminuyen-
do el parametro de control. Use una red de tamano N = 50. Ademas,
dé una pequena interpretacion de los resultados que obtenga e iden-
tifique la temperatura critica.

Para construir cada curva, se propone usar el siguiente método. Se
genera primero una condicion al azar (cada spin toma al azar un
valor 1 6 -1). Luego, se relaja el sistema para una temperatura y
campo magnético iguales al punto inicial de la curva. Después de re-
lajar se promedia la magnetizacién con esos parametros. Se varian
los parametros y se usa como condicion inicial el estado final que
resultdé de la simulacidn anterior. Después de una breve relajacion
(porque como los parametros son similares, el estado de equilibrio
debe ser similar) se promedia la magnetizacién, y asi sucesivamen-
te.
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6.10 Considere el siguiente modelo para la molécula H,. La molécula

esta compuesta por dos nucleos de hidrégeno (protones) a distan-
cia L. En torno a cada nucleo hay un electron que supondremos que
esta en un édrbital s. La expresion para la funcion de onda de un
electron en ese orbital en torno a un ntcleo ubicado en R es

W(F:R) = — PRI/ (6.5.1)
may

donde qg es el radio de Bohr.

El operador de energia electrostatica de la molécula, que incluye la
interaccion entre electrones y nucleos, esta dado por

Lo e? &2 2 2

A—nl |A-R| |A-R) |B—Ri

e €2
__’ — +—» —
|m—Rz|  |RI—R2

(6.5.2)

donde 7 y 7 son las posiciones de los electrones, R y R, las posi-
ciones de los nucleos y e es la carga electrdnica.

Luego, sin considerar antisimetrizacion por spin de los electrones, el
valor medio de la energia electrostatica es

<U> = /d3r1 d3r2 T(ﬂ;ﬁl)z lP(,:*Z;R’Z)Z U(f’l,f)z;ﬁl,ﬁz) 6.5.3)

Use un sistema de unidades donde ap =1y e =1y coloque a los
nucleos en R, = L/2i y R, = —L/2i. Se pide graficar (U) para se-
paraciones L que van desde L = 1,5 hasta L = 2,5. Integre usando
el algoritmo de Metropolis consideando que las dos distribuciones
p(7) = W(7;R;)? (i=1,2) dan la probabilidades con que se distribu-
yen 1 y > respectivamente. No es necesario preocuparse por las
divergencias en U, pues las integrales son finitas.

Tal vez le convenga separar en coordenadas centro de masa y rela-
tivas.
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Capitulo 7

Ecuaciones elipticas

En este capitulo y los que siguen se vera tan solo los métodos mas senci-
llos para integrar ecuaciones (normalmente lineales) a derivadas parcia-
les. Existe una amplia variedad de métodos mas refinados que no seran
mencionados.

7.1. Ecuacion y condiciones de borde

Considérese el sencillo caso bidimensional de una ecuacion de Poisson
dentro de un dominio en el plano XY, con borde dado por una curva ce-
rrada I

V2P = G(x,y) (7.1.1)

Como condiciones de borde se puede imponer condiciones rigidas, o de
Dirichlet

[q)]l“ = [gl(x7y)](x,y)el" (7.1.2)
o bien algun tipo de condicion sobre las derivadas, por ejemplo,

oD
(W)F = 206 )] yper (7.1.3)

donde d/dn =#-V es la derivada normal al borde I" del dominio de inte-
gracion y se llama condicién de borde tipo Neumann. Cuando en todo el
borde se tiene este tipo de condicidn la solucién del problema no es Unica
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porque a la solucion que se tenga se le puede agregar una constante arbi-
traria y sigue siendo una solucién del mismo problema. Pero una ecuacion
como V?® = G(®,x,y) puede tener condiciones de borde tipo Neumann en
todos lados y tiene solucidn Unica excepto que sea una ecuacion de auto-
valores (G = k(x,y) D).

Mas en general se puede tener condiciones de borde mixtas,
P
on F+}/(x,y)<1>(x,y) = [g(xvy)]()@y)el" (7.1.4)

La derivada (%—‘f)r se debe entender como 7- V® donde 7 es la normal al
borde.

En todo lo que sigue se puede rehacer los calculos considerando ecua-
ciones elipticas mas generales, tales como

V(p(x,y)V@(x,y)) +q(x,y)®(x,y) = G(x,y) (7.1.5)

pero en nada sustancial cambian los métodos de aquellos requeridos para
integrar (7.1.1).

7.1.1. Integral de accion

Definiendo la integral de accion S[®)]
S[®] = /dx dy B (ch)%ch} (7.1.6)

se busca la condiciéon bajo la cual S permanece estacionaria—esto es
0S =0 —y que sea compatible con las condiciones de borde rigidas,

asz/dxdy V- V(8®) + 5D G (7.1.7)
pero
/ch-V(aq)) dxdy — /V- (5OVD) dxdy—/SCI)Vzcbdxdy (7.1.8)

La primera de las dos integrales de la derecha es equivalente a una inte-
gral sobre el borde I" de la zona de integracion,

/SCIDVCI)-ﬁds
r
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donde 7i es el vector normal al borde I' y ds es el elemento de arco. Pues-
to que @ no varia sobre el borde ((6®)r = 0) la primera integral es nula
concluyéndose que

55:/dxdy [-V?®+G] 5@ (7.1.9)

que debe ser nula para cualquier variacion 6®. Esto implica (7.1.1).

Puesto que la ecuacion proviene del minimo de la integral de accién, el
problema se reduce a encontrar el minimo de S compatible con las condi-
ciones de borde.

Para una ecuacion como (7.1.5) basta con considerar la integral de accién
1
S[®] = / dxdy {5 p (V®)* + F(®)

que implica la ecuacion

OF

F(®) puede, por ejemplo, ser —%qcp2 —dG.
7.2. Discretizacion

7.2.1. Discretizacion en el volumen

La ecuacion (7.1.1) puede ser discretizada en la forma

D1k — 2P+ P 1k . D1 2P+ P

= = =Gy (7.2.1)

De esta ecuacion se despeja ®; , definiéndose una relacion de recurrencia
para ir actualizando los valores de los ®; ;

1
i 5 [ D14+ Pim1 o+ D1 +Pig1 — H2 Gy (7.2.2)
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Esta relacion de recurrencia converge practicamente a partir de cualquier
conjunto inicial de valores para ®; .

Algo mas en general se define, en lugar de (7.2.2)
o
4

que se reduce a (7.2.2) cuando w = 1. Esta regla debe manejarse usando
un solo arreglo ®;.. Si se intenta actualizar el valor de ® en todos los
sitios usando (7.2.3) con el arreglo previo, el método, en general, no es
convergente.

Si las condiciones de borde son tipo Dirichlet

Qi (1—@) D+ — [Pry1 g+ Pig gk + Pigs1 +Pipo1 —*Gy]  (7.2.3)

se puede usar directamente (7.2.3) sin mas (L)
consideraciones cuidando no alterar los va-
lores colocados al comienzo en los bordes. (i—1,N-1)i,N-1) (i+1,N-1)

7.2.2. Discretizacion en los bor-

des en un caso tipo Neumann Figura 7.1: Detalle de Ia dis-
cretizacion en el borde superior
La condicion (7.1.3) discretizada es del dominio de integracion.
Dy —Piy_1 =hg; (7.2.4)

Al considerar (7.2.2) con k=N — 1, a la derecha aparece un ®;y que se
reemplaza, usando la ultima expresion, y se obtiene

4D; ny_ = Pip i N—1 +Pimin—1 + {Pin-1+hgi} +Pin—o— WGin-1 (1.2.5)

Entre llaves aparece la expresion usada en lugar de ®; 5. De esta nueva
expresion se deduce inmediatamente la relacion de recurrencia especifica
para los puntos vecinos al borde,

)

Oiy_1— (1-—0)Piy_1+ 3

(@i v-1+ @it N1+ Pin—2—h*Gin_1+hgi]

(7.2.6)
Obtenidos los valores anteriores se actualiza los puntos del borde mismo
con

Oy =Pin_1+hgi (7.2.7)

En resumen: lejos de los bordes se itera con (7.2.3), al lado de los bordes
se itera con (7.2.6) y los puntos del borde se iteran con (7.2.7).

7.2. DISCRETIZACION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



141 Métodos Numéricos

7.2.3. Convergencia
7.2.3.1. Iteracion en el volumen

Para estudiar la convergencia de (7.2.3) se utilizara la regla de iteracion
lejos de los bordes.

La version discreta de la integral de accién es
VL P SETANES VL . A
S:Z \———— ) t5|——F— ] +PiGik
ik 2

h 2 h
y, puesto que interesara la condicion dS/d®; = 0 para cada ®;; separa-
damente, basta con tomar en cuenta de todas las contribuciones a S solo
aquellas con términos que tienen un ®;; con indices fijos:

W (7.2.8)

1 1 1
§ = 5(®ik—¢i—1k)2++§(¢i+1k—q’ik)2+§(q’ik—q>ik—1)2
1 S .
+§ (q)ik—i-l _q)ik)Z +h2q)ik G +terminos sin ®;;

= 207 —DuD; ;PP gs— Py P — Pt Pigs 1
+h? @ Gy + términos sin @,

= &P, gq)ik_q)iflk_q)z#lk_q)ikfl _q)ik+1 +h2 G,‘E +términos sin D,

B

= &, B+términos sin ®;; (7.2.9)

En esta expresion para S se va a reemplazar ®;;, por la expresion dada en
(7.2.3), definiendo asi un nuevo valor S’. Pero primero (7.2.3) sera rees-
crita para las necesidades actuales,

®
D — Dyt "y [~ 4Dy + @iy 1 gk +Pi g g+ Dy 1 +Pig1 — h* Gy
A=W /4
— Dy+A (7.2.10)
Notese que A y B se relacionan por
4
2<I>,-k—|—B:—6A (7.2.11)
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Al hacer el reemplazo (7.2.10) en la expresion para S, tanto en el factor
explicito ®;;, como en B se obtiene

S' = (®y+A) (2A+B)

gue permite calcular la variacion de S como

A = S§-§
= 2424+ A (20 +B)
4A
()
(0]
_ 2w—2A2
(0]
—2
_ 7“’(“; ) 2 (7.2.12)

Si o < 0 el ultimo factor es positivo, lo que no se quiere. Para que S dis-
minuya se necesita A < 0 lo que requiere que o sea positivo y menor que
dos,

0<w<?2 (7.2.13)

De este sencillo analisis parece desprenderse que el valor éptimo es
o = 1, sin embargo puede comprobarse que valores de w mas cerca de
2 son los que dan una convergencia mucho mas rapida. Debido a erro-
res numericos, si ® se acerca mucho a 2, el algoritmo se desestabiliza y
diverge.

7.2.3.2. lteracion con condicion de borde tipo Neumann

Se presenta en forma muy esquematica la forma de obtener la condicién
cuando se itera cerca de un borde cuando se tiene las condicion de borde
de tipo analizado en §7.2.2.

o Se define ¥ imponiendo que la expresion a la derecha en (7.2.6) sea
®; y—1 +o¥. De esta ecuacion se despeja th,-,N,l.

o Se define S; y—; como la suma de todos los términos de S que con-
tienen ®; y_;. Una vez que se tiene esta expresion se elimina ®; y
usando (7.2.7), lo que da una nueva expresion para S; y—i.
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0 En S;n—1 se sustituye ®; y_; usando la regla de iteracion (7.2.6), lo
que da una expresion que designamos S; ;.

o Se define 0 = ngN_l —Sin—1. En ella se sustituye thi,N—l por la ex-
presion que se obtuvo en el primer paso.

El resultado de este procedimiento es

_ 3o(w—2)
==

que nuevamente garantiza convergencia cuando se satisface (7.2.13).

Si el problema que se resuelve es (7.1.1) y la condicién de borde es tipo
Neumann en todos los bordes, entonces la solucion no es Unica, porque
si W es solucidn, también lo es W + cte. Basta con fijar arbitrariamente el
valor de ¥ en un punto del dominio para que el método garantice unicidad.

5 P2

7.3. Fluidos incompresibles estacionarios

7.3.1. Las ecuaciones

Lo anterior se aplicara a un caso bidimensional que se deduce a partir de
las ecuaciones hidrodinamicas

P v (or) = 0 (73.1)
ot
v I
p (a—t-l-(v-V)v) = —Vp+nViy+pg (7.3.2)
%—f +(#-V)T = xVT (7.3.3)
p densidad v velocidad hidrodinamica
p presion T temperatura
donde T viscosidad g aceleracion de gravedad
K conductividad térmica o coeficiente de expansion térmica lineal
|V funcién corriente { vorticidad
v=mn/py Viscosidad cinematica
zZzu
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Se va a hacer dos simplificaciones: (a) no hay dependencia temporal y
(b) la densidad es reemplazada por la densidad media py excepto en el
término con gravedad donde se coloca

p=(1—-0o(T—-Tp))po- (7.3.4)

Ty es la temperatura media del sistema. En el caso de liquidos la densidad
varia un poco, no asi en el caso de gases.

Existe una sencilla solucion hidrostatica a las ecuaciones anteriores si se
supone que el fluido esta entre una base a temperatura fija 7, en y=0y
un borde superior a temperatura 7; en y = y;, suponiendo que g = (0,—g)

Vv = 0
= T+ (T, —-Tp) Y la temperatura cambia linealmente con la altura
V1
ol —1T,
P = gpo {5 tyl yz—y] +po (7.3.5)

7.3.2. Ecuaciones estacionarias para la funcion corrien-
te, la vorticidad y la temperatura

Sin tiempo y teniendo densidad uniforme (7.3.1) se convierte en
V-v=0 (7.3.6)

pero todo campo con divergencia nula puede ser expresado como el rotor
de otro campo que, en el caso presente, se denomina funcion corriente,

v,
vi = &0y esto es en 2D (7.3.7)

Donde ¢;; es antisimétrico y €, = 1 mientras que y es un seudovector, o
que bidimensionalmente lo hace un seudoescalar,

= u ?9_‘” Yy
V:(V):<_a_"’>:(—%c) (7.3.8)

Notese que y esta definido salvo por una constante aditiva.
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Adicionalmente se define la vorticidad, esencialmente como el rotor de la
velocidad

C = —Eijaivj'
= Viy (7.3.9)
Las ecuaciones hidrodinamicas originales se reducen a
VW = wi—wl +agl (7.3.10)
Viy = ¢ (7.3.11)
KV2T = yT— T, (7.3.12)

que es un sistema acoplado de tres ecuaciones diferenciales para los tres
campos v, { y T.

En problemas con g =0, la ecuacion (7.3.12) se desacopla de las otras de
modo que basta con resolver solamente (7.3.10) acoplada con (7.3.11).

Las dimensiones de estas cantidades son

wi=[e/,  [El=0/, ([T =me?/e], k] =[v]=1¢/1]
(7.3.13)

EJERCICIO: Demostrar que

2 2 2 2
a"’a"’—(a"’)]— 9P (7.3.14)

2 =
V7P =2p0 [3)62 dy? dxdy & dy

7.3.3. Lineas de corriente

Sila curva T, definida por [x(s),y(s)], es una curva en el plano XY sobre
la cual la funciéon W es constante se puede deducir que
d¥

0 = ——
ds

_owdr vy
~ dxds dyds

=—vi+uy
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de donde
dy v
dx u
lo que implica que la velocidad v es tangente a la curva I'. De aqui que
si se desea imponer que en alguna parte la velocidad siga una linea es-

pecifica, se debe imponer que ¥ sea constante sobre esa linea.

7.3.4. Version discretade vy {

Las componentes de la velocidad son u y v. En términos discretos estas
componentes se asocian a los trazos horizonatales y verticales del reticu-
lado, como lo muestra la figura 'y

Yk Vik-1  VYik—Vi-1k
Uik = 7 Vi = B

(7.3.15)
Se puede pensar que en cada cuadrilatero ele-
mental hay una corriente ;. en el sentido que in-
dica la figura, y las componentes de la velocidad
resultan de sumar las corrientes que impone cada -1,k ",k

Y ,
celda. \ p. U

Por otro lado, la vorticidad es el rotor de la veloci- llJ,,k_ U g
dad, ,

G = (uy—vx)y .
Wikt! — Uik  Vielk— Vik Figura 7.2: Esta figura
= ’ A - /h ayuda a tener una ima-
U poq — Vi — i oV gen pictorica del significa-
bkt1 ’HZ Lk T Vik (7.3.16) do “local’ de .

En el nunmerador esta la suma de las componentes de la velocidad aso-
ciadas a cada uno de los cuatro lados de la celda, tomando en cuenta el
signo segun la forma que indica la figura.

En general se llama circulacin de un campo vectorial A por un camino
cerrado I a la integral,

C= fﬁ-d?. (7.3.17)
r
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El signo de la circulacin est ligado al signo con que se escoja recorrer a la
curva cerrada I'. La expresion (7.3.16) es proporcional a la circulacion de
la velocidad v en una celda de integracion.

7.4. Primer ejemplo: conveccion térmica

Esta vez se estudiara la dinamica de un fluido 2D en una caja rectangular
ABCD de L, x L, con pared inferior AB mantenida a temperatura fija 7 =7,
y pared superior CD mantenida a temperatura fija T =7,, T, > T;. Hay
gravedad que apunta hacia abajo como lo indica la figura 7.3. Las paredes
laterales AD y BC son perfectamente aislantes (flujo de calor nulo) por lo
que ‘3—)7; =0 en los bordes verticales. Se debe resolver las tres ecuaciones
acopladas (7.3.10), (7.3.11) y (7.3.12), que con la notacion actual son,

Wi = 9,0 -, +gaT, (7.4.1)
Viy = ¢ (7.4.2)
kVT = 9 T.-vT, (7.4.3)
Puesto que las paredes son sélidas el cam-
po de velocidad se anula en ellas lo que ha- P T, ¢
ce que el campo y sea constante en todo el ;9 o
perimetro y se escoge nulo. La temperatura §3=° w0

aparece solo derivada, lo que deja la liber-
tad T — ¢y + T'. Por ejemplo, se puede tomar
Tiop = 0y Thot = A. A To B

El problema se discretiza en un reticulado de  Figyra 7.3: Note que los vérti-
Ny x N, y, para simplificar la notacion, supon- ces tienen nombres diferentes

dremos que se logra tener celdas cuadradas que en la figura del flujo con
de h x h. obstaculo. La funcion corriente
es nula en todo el perimetro.

En cuanto a la vorticidad ¢ se razona en for-
ma parecida al caso visto anteriormente. Se
comienza por hacer una expansion de y en potencias de & y hasta segun-
do orden en un punto (1,k) a distancia & del borde izquierdo,

- oy h? (0%y
Wlk—W°k+h<Tx)0k+?<W)0k (744
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El primer término es nulo porque ¥ es nulo en el borde. El segundo tam-
bién es nulo porque es la segunda componente de la velocidad evaluada
en el borde. Por otro lado, { = dyu— d,v pero a lo largo del borde izquierdo
u =0, es decir, dyu =0, de donde, {,p = —dv =+ ¥ = V¥,,. Un punto
sobre AD es un punto (0, k) por lo cual

- °y 2 _
Co,k = <W)0k = 2 Vik (7.4.5)

La dltima igualdad viene de (7.4.4). En forma semejante se obtiene las
condiciones de borde para { en los otros tres bordes. Todas ellas son:

— 2 _ - 2 _ — 2 _ - 2 _
COJ{ =2 Yiks Ci,Nz ) ViN,—1> Cz;o =2 Vit CNhk iy YN, —1k-
(7.4.6)
Una forma interesante de adimensionalizar cuando se hace un andlisis de
las ecuaciones continuas es: xy = Ly &, Yy =vyy { = L—’% g.

Las ecuaciones van a ser adimensionalizadas primero en forma genérica
para luego buscar la forma especifica mas conveniente. Se va a usar

=My, {=Mh{, T=AT (74.7)

donde A =T, — T;. Ademas se usara una forma compacta para los opera-
dores diferenciales discretos

2_ 1 9 _1
Vo= 2 & P 2h5" (7.4.8)
de tal modo que
Of = firtk+ficrk+ fike1 + fik—1 —4fi (7.4.9)
Of = fik+1— fik—1 (7.4.10)
las tres ecuaciones hidrodindmicas entonces son
V;Lz . 1112 ' . OtgA .
A
h_;(szw = Ml (7.4.11)
K ﬂ«l
ﬁ&T = m (5klll5iT — 5,‘1//5kT)
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Escogiendo A, = A, /h? se logra que la segunda ecuacion sea

by =¢
y ahora las otras dos ecuaciones quedan
A o gh’A
BL = 3, B dE—dysL)+ =67
Ol = j—; (W& T — Sy T)

Aparecen tres coeficientes numeéricos. Se escoge A, = 4v para que el pri-
mer coeficiente sea uno. Automaticamente el tercer coeficiente toma el

valor v

K

que se conoce como numero de Prandtl. El segundo coeficiente puede
ser escrito como

_ Ra
ST
donde el numero de Rayleigh es
AL a
e (7.4.12)
VK

En resumen, las ecuaciones de iteracion en puntos del interior son (seguro
que he cometido errores: rechequear)

1
Vik = Z[\Ui+l,k+ll/i71,k+%,k+l+llfi,kfl_Cik}

1
Gk = 2 [Ci+l,k + Gt Gkt + Gik—1 — (Vi1 — Wik—1) (Givrx — Gim1k)

+ (Gigert = Gik—1) (Wir1 e — Vic1k) =8 (g1 — Tifl,k)] (7.4.13)
1
Ty = 1 [Y}Jrl,k‘l‘Tifl,k‘i‘Ti,kJrl + Tt

AP { (Wi 1k — Vic1 k) (Tigert — Tik—1) — (Wiks1 — Vig—1) (k= Tim1) }}

A estas ecuaciones aun se les debe agregar el parametro @ de sobre-
relajacion para acelerar la convergencia. El problema aparece con dos
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parametros de control en las ecuaciones mismas, u y Pr aparte de los que
puedan entrar a través de las condiciones de borde.

Puesto que el campo de velocidad en los bordes debe anularse, debe
cumplirse que y sea constante en los bordes, y no hay pérdida de gene-
ralidad tomando nula tal constante:

Uj k+1

%70:()7 II/i,NZZO7 II/O,k:07 II/Nl,k:o
De modo que v se itera en los puntos interiores ik ? m?"iﬂ,k

sin restricciones.

Arriba y abajo la temperatura debe ser fija y como Uk
aparecen sus derivadas no hay pérdida de gene- ’
ralidad si se toma Figura 7.4: La vortici-
dad puede ser interpreta-
To=1, Tin,=0 da como la circulacion lo-
’ ’ cal del campo de veloci-
dad.

mientras que a los costados la derivada de T debe
ser nula, esto es, Ty — Tox = 0 y también Ty, x —
Tn,—1x = 0. Al usar la férmula con que se itera T
para T x se obtiene al lado derecho un par de Ty ; que son reemplazados
por T . Esto conduce a la ley de iteracion

1

Ty, = 3 [TZ.k + 111+ Tk (7.4.14)
+Pr {(vox — Vo) (Tiks1 — Tij—1) — Wigr1 — Vig—1) (Tox — Tox) }

Tor = Tik (7.4.15)

Algo semejante debe hacerse al lado derecho.

En el caso del campo de vorticidad £, se debe cumplir las condiciones de
borde (7.4.6) que en el caso adimensionalizado son

Cox=2Vig, Cinvy=2Vin—1, G0o=2Vi1, Cnvi=2VWn_1k-

de modo que ¢ debe ser relajado en los puntos interiores y a continuacion
deben imponerse estas condiones de borde.
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7.5. Segundo ejemplo: flujo y obstaculo

El sistema se discretiza en N; intervalos en la direccion X y en N, inter-
valos en la direccion Y de tal modo que el intervalo elemental en ambas di-
recciones es h (tan solo para que la notacidbn sea sencilla),

B W=yp &0 C
x=ih y=kh i=0,.Ni, k=0,.N,
751 "¢ W0

Las coordenadas enteras del obstaculo son Lp’j‘o H 7,=0
E < (i1,k1) Y G < (i, k2) (=0 el

A W=y =0 D
7.5.1. Las ecuaciones discretas
en el volumen Figura 7.5: Con linea puntea-

da se senala un “borde” de ori-

. gen puramente algoritmico pa-
Este es un problema que se plantea sin 5 jntegrar en una zona finita.

gravedad por lo que bastara con resolver E/ obsticulo es el rectangulo
(7.3.10) acoplada con (7.3.11). El campo de EFGH.
temperatura se puede evaluar al final si se desea.

Se vera el caso de un fluido 2D que pasa mas alla de un obstaculo rectan-
gular EFGH. Para resolver este problema se impondra ciertas condiciones
de borde de naturaleza fisica y otras que son mas bien hipétesis simplifi-
catorias. Se escoge resolver el problema dentro de un rectangulo ficticio
ABCD suficientemente lejos del obstaculo. Se supondra que el fluido fluye
laminarmente desde la izquierda de modo que en los bordes izquierdo y
derecho

_dy
_g_o

-V a izquierda y derecha la velocidad es solo horizontal

Se supindré que la componente horizontal de la velocidad hidrodinamica
arriba BC y abajo AD vale vy. Es decir, arriba y abajo se tomara

u=yy,=mn arriba y abajo la componente horizontal de la velocidad est] fija

Respecto a la vorticidad, sin mayores argumentos se supondra que es ce-
ro abajo, arriba y a la izquierda. En cambio a la derecha satisfara d{/dx =
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0: ley de Kelvin sobre la conservacion de la vorticidad que establece que
en fluidos sin viscosidad la vorticidad se conserva.

Todas las condiciones de borde impuestas hasta aqui se hacen sobre un
borde ficticio y son simplificaciones del problema. La condicidn fisica tipica
de hidrodinamica es que la velocidad es cero en los puntos de contacto
con un solido, es decir, v es constante en el perimetro EFGH. Puesto que
y esta definido salvo por una constante aditiva, se toma

y=0 en EFGH

La condicion sobre { en este perimetro sera discutida mas adelante.

Adimensionalizacion: Sea L una distancia caractaristica L del proble-
ma y se define los campos adimensionales como sigue:

v =vL{ Cz%ﬁ (7.5.2)

Los campos X son adimensionales. Puesto que en todo lo que sigue
de este problema se trata solo con los campos adimensionales no se
pondra el acento. En cambio las pocas veces que se haga referencia a
los campos con dimensiones se les sobrepondra una barra: vy ¢

La ecuacion (7.3.11) se escribe

_|_

<1lfi+1,k —2Vik+Visik
V()L

Vik+1 = 2Vik + Vik-1) _ Vo »
h? L

L2 I ik

Los factores vy se cancelan vy, si se escoge L = h, no aparece ninguna
constante en esta ecuacion, reduciéndose a

1
Vik =7 (Wit k4 Vic 1k + Vi1 + Wik—1 — Gik] (7.5.3)

gue es la primera ecuacion que se usara para iterar.
En forma similar (7.3.10) puede ser convertida en

1 R
G = 1 Ci+1,k+Ci—1,k+Ci,k+1+Ci,k—1+z{(llfi+1,k—llfi—1,k)(§,k+1—Ci,k—l)

—(Wik+1 —llfi7k—1)(Ci+17k—Ci—1,k)H (7.5.4)
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en esta expresion

R o
\%

es una especie de numero de Reynolds. Un niumero de Reynolds con
significado fisico es EF vy/v.

7.5.2. Las ecuaciones en los bordes

Ecuaciones para y: Ya se ha dicho que y =0 en todo el borde con el
obstaculo.

En AB se tiene y, =0, que se expresa como
Yok = Vik (7.5.5)
Usando esta relacion en (7.5.3) tomada con i =1 da
4y k= Yo +z%+‘lfl,k+l + -1 —Cix
Vi

que permite escribir, ya con w incorporada,

®
Vik=1-0)y i+ 3 (Vak + Wikt + Wik—1 — Cix) (7.5.6)

En AD se tiene g, = vy, es decir, y; 1 — y;0 =1, esto es

Vio=Vi1—1 (7.5.7)
que se usaen (7.5.3) y se obtiene, en forma similar que en el caso anterior,

®
vii=(1—-o)y+ 3 (Wit 1+ Vi1 +vin—1-G 1) (7.5.8)

En forma entéramente analoga, en BC se satisface

Vin, = Yin,—1+1 (7.5.9)
y también
)
Vin—1= (1= @)Yy, -1+ 3 (Wit N1 FVWimiNy—1 + 1+ Win,—2 — Ciny—1)
(7.5.10)
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Y también en forma entéramente analoga, en CD se satisface

YUnik = YN—1k (7.5.11)
YN, —1k (1-o)yn, -1k

)
+§ (W, =2 + Wiy — 1 1 + Wy —1k—1 — Cvy—1x) (7.5.12)

Ecuaciones para { en bordes exteriores: Las condiciones sobre { en
ABCD son sencillas,

Sx = 0  izquierda
Lo = 0  abajo (7.5.13)
vy = 0 arriba

A la derecha se exige {, = 0 (ley de Kelvin de conservacién de la vortici-
dad) lo que conduce a

CNl,k = Clel,k (7.5.14)

Tomando (7.5.4) con i = N; — 1 se obtiene

vy -1k

~ =
40n—1k = Cnjk FOn—2k+ Cvi—1x+1 + O —1 41
R
+t7 {(WNl,k —WN,—24) (Cn 11 — CN —1k—1)
—(WN =11 — Wy —1 k1) (Cnvy & — CNl—z,k)}

que trivialmente se convierte en

0

Cvi—1k = (1—(0)CN1—171<+3

(CNl—z,k + v —1 k1 + O —1 41
R
+Z (WN k= Wy —2.) (Cvy =1 k1 — SNy —14—1)

_(Wer,kJrl - V/lel,kfl)(CNl,k - Cle,k)}) (7.5.15)
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Ecuaciones para { en bordes del obstaculo: Para obtener las condi-
ciones de borde para { en torno al obstaculo se hace una expansion de
Taylor de y para un punto (i,ko +1) con i <i < iy,

_ _ oy n (%Y
Vik+1 = Vig, Th (3—y) iko * 2 <&—y2) ” T+ (7.5.16)

El primer término de la derecha es nulo porque v es nulo alrededor de to-
do el obstaculo. El segundo es cero porque corresponde a la componente
tangencial de la velocidad en contacto con un sélido. Ambas componen-
tes de la velocidad son cero en los puntos de contacto con un sélido. En

particular vy, es cero a lo largo de FG, es decir, % = 0 sobre FG, lo que
implica que 9%y/dx*> = 0 sobre FG. Pero en general,

»_ 0%y 0’y
T

entonces sobre FG es
_ YA
- |5
Y 1rc

que se puede reemplazar en (7.5.16) «i-|{||-
obteniéndose

| - |

L2 ‘

h? — % 12 N1
Vik+1 = 5 ¢ ika
Figura 7.6: Como explica el texto,
que, al pasar a campos adimensionales conviene definir varias zonas de inte-
se reduce (y las otras se obtienen por 9racion.

métodos semejantes):

Gk = 2Wikt1 FG
Gk = 21k EF
Cok = 2Wi+1k GH (7.5.17)
Gk = 2Wig -1 HE

Las rutinas de integracion deben tomar en cuenta con cuidado el rango
de las variables enteras (i,k). En la figura se muestra un caso en que
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0<i<N;y0<k<N,.Elobstaculo es un rectangulo con vértices opuestos
(i1,k1) y (i2,k2). Debe tenerse rutinas que aplican todas las condiciones
de borde del perimetro. En estas rutinas debe primero actualizarse los
puntos inmediatos al perimetro y s6lo entonces los del perimetro mismo.
Debe haber otra rutina que aplica las relaciones asociadas al contacto con
el obstaculo y finalmente rutinas que integran en los “puntos interiores” de
las zonas que en la figura aparecen como U (up wind o corriente arriba),
L1y L2 que son laterales y D (down wind o corriente abajo). Naturalmente
gue puede escogerse integrar en forma algo diferente, pero es importante
escoger correctamente los rangos de integracion de cada rutina para no
deshacer, por ejemplo, las condiciones de borde.

7.6. Algoritmo de mas alto orden

Este capitulo comenzé planteado una forma de discre-
tizar la ecuacion 7 2 6
Vo =G

obteniéndose como algoritmo basico aquel definido en |3 0 1
(7.2.2). Lo que sigue se basa en el analisis que se hace
en [6].

Si se observa los puntos definidos en la figura 7.7 donde
0 representa al punto (x,y), 1 representa al punto (x+ Figura 7.7: Pun-
h,y), 6 se asocia con (x+h,y-+h) etc. entonces se puede tos del algoritmo.
afirmar que el algoritmo visto en (7.2.2) toma en cuenta tan solo los puntos
0,1,..4

Se puede definir un algoritmo mas preciso que se deduce de expandir la
funcién en los puntos 0, 1, ... 8 que indica la figura 7.7,

8 4 5

Do = D(x,) Q1 =P(x+hy)  Pr=D(x,y+h)
Dy =D(x—hy)  Dy=dx,y—h)  Ps=D(x+hy—h) (161
O =P(x+h,y+h) ©;=P(x—h,y+h) Pg=>(x—h,y—h)

Definiendo S| =® 1+ P, + P34+ Dy y S) = D5+ Dg+P;+Pg se comprueba
que el algoritmo original se obtiene de

S; — 4,

e Vo4O =G+ O = S —4Py=hG+O(h*)
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que, escrito en forma discreta debe entenderse como,

Dy g f+ D1+ DPigr1 +Pig1 — 4D = WGy + O(hY) (7.6.2)

Mas preciso es

481 +8,—2000 _,.  h*_, 4 n_, 4
~VO+ —VO+O(h*) =G+ -—=V>G+O(h
6h2 i) +oUr) TR et ()

Por lo cual la forma basica para definir el algoritmo es

h2
481 + 8, — 20dy = 6K*G + 7V2G +0(h%)

cuya forma discreta es

4(Pip1 o+ Pic1k +Pijr1 + Pik—1)

h2
+ @it + Lo ho1 +Pim 1 g1 + Pior g1 — 20D, = 6RPG+ 7V2G + O(h)
(7.6.3)
Despejando ®;; se tiene un algoritmo de iteracién mas preciso que (7.2.2).

7.7. Problemas

7.1 Ecuacion de Poisson: (a) Integre la ecuacion de Poisson 2D para
el potencial electrostatico

V2V (x,y) = —ELOP(X,)’) =G(x,y)

dentro de una caja cuadrada de L x L con L = 10. El potencial V en el
perimetro vale: V(x,0) =V (x,L) =x/10, V(0,y)=0 y V(L,y) =
1. Utilice un coeficiente de relajacion o > 1,5.

Dentro de la caja hay una zona rectangular con vértices opuestos en

(2,4; 2,4)y (4,4, 44) dentro de la cual G(x,y) = —1. Vale cero fuera
de esa zona.

7.2 Hidrodinamica 2D: Integre las ecuaciones hidrodinamicas 2D defi-
nidas en este capitulo para las funciones corriente, vorticidad y tem-
peratura usando el método de relajacidén para el caso de un fluido
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en una caja rectangular de 3 x 1 tal que la pared de abajo es mas
caliente que la de arriba. Considere ademas que paredes latera-
les son perfectamente aislantes. La admimensionalizacién definida
en el capitulo condujo a ecuaciones discretas que tienen solo dos
parametros: u y Pr. Fije Pr=1y varie u desde 0,001 con du =0,0001.
Si bien la diferencia de temperatura arriba y abajo va cambiando, por
defincion la diferencia adimensionalizada es siempre la unidad.

Mientras esta iterando con un u fijo se desea saber si hay conver-
gencia y cuando. Una vez se ha convergido guarde en archivo el
valor de u, el valor de dT y el nimero de iteraciones que fueron ne-
cesarias. Nunca barra menos de 50 mil veces antes de comenzar a
observar los cambios que sufre dT. Esto debe hacerse asi porque
hay que dar la oportunidad para que la solucion se desestabilice
hacia una nueva forma mas estable. Siempre tome los campos del
caso anterior como los valores iniciales.

7.3 Flujo en 2D: Integre las ecuaciones 2D que determinan las funcio-
nes corriente y vorticidad en la geometria que indica la figura 7.5. Un
fluido viene de la izquierda y hay un obstaculo rectangular EFGH.
Para efectos practicos se escoge un dominio finito ABCD que no co-
rresponde limites fisico sino al borde del dominio que se usa para
integrar y al cual se le asocia condiciones de borde sencillas.

Antes de adimensionalizar se escoge las siguientes condiciones de
borde: y, =0en ABy CD, y, =vo en BCy AD; { =0 en DA, ABy
BC, en cambio ¢, =0 en CD. En el perimetro EFGH se toma y =0
mientras que las condiciones para { son mas complicadas y son las
que se discuten en clases. Se adimensionaliza usando y — hvyy
y { — 2C. Esta forma de proceder hace que aparezca un unico

parametro en las ecuaciones, R = ”% donde v es la viscosidad ci-
nematica. Aunque no es totalmente correcto se lo denomina nimero
de Reynolds.

Utilice una grilla definida por coordenadas enteras (Ny,Ny): A=(0,0),
C=(1000, 120), E=(60,40), G=(80,80). Conviene que los campos ini-
cialmente valgan 0.0 excepto si alguna condicién de borde exigiera
otra cosa.

a) Integre el caso R =0.8. usando al menos dos valores mayores que
la unidad del coeficiente de sobrerelajacion w. Indique cuantas ite-
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raciones fueron necesarias. Presente en un solo grafico una familia
de curvas iso-y y en otro una familia de curvas iso-log|{|. Tabule los
valores de y y { en los puntos (Ny,N,) de la grilla que corresponden
a N, =70y N, es multiplo de 50, esto es N, es 0, 50, 100, 150, ...
hasta 1000.

b) Integre el caso R =4.5. Luego de haber iterado al menos 50 mil
veces guarde los valores de y y { y presente graficos de las curvas
iso-y y las curvas iso-log|{| y la misma tabla definida en (a). Una vez
alcanzada la iteracion 50 mil, guarde los valores de o 30 Y de oo 30
y coloque tic=0. Luego cada 5000 iteraciones aumenta tic en unoy
vuelva a guardar yog g0 y de oo 30 hasta tener tantos puntos que se
vea una grafico interesante (por sobre 200 puntos). Haga graficos
de yop 30 y de oo 30 Versus fic.
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Capitulo 8

Ecuaciones parabolicas

8.1. Ecuacion general

Los métodos que se presenta a continuacion son generalizables a ecua-
ciones de la forma

JF 0 oF
>+ 3 <B(r,x,F)$) = S(t,x,F) (8.1.1)

tanto con condiciones de borde rigidas como derivativas.
La ecuacion propiamente parabdlica mas general tiene la forma

aFy +bFy+VabF,+...=0 (8.1.2)

donde los subindices senalan derivadas, los coeficientes a 'y b representan
funciones de (¢,x) y los puntos suspensivos representan términos con tan
solo primeras derivadas o sin derivadas. La ecuacién (8.1.1) es un caso
cona=0.

Suele ocurrir que estas ecuaciones admitan separacion de variables. Eso
las convierte en ecuaciones diferenciales ordinarias lo que no es de in-
terés en este capitulo.
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8.2. Ecuaciones tipicas

8.2.1. Ecuacion de calor

Las ecuaciones parabodlicas mas conocidas en fisica posiblemente son la
ecuacion de difusion de calor que en su forma tridimensional es

‘;—f = kV2T (8.2.1)

pero que normalmente veremos en una sola dimension espacial

oT 22T

Puede pensarse que se trata del problema de una barra muy larga con
temperatura T (z,x) que varia en el tiempo. Pero también puede verse un
caso tridimensional con simetria esférica. La ecuacion no tiene exacta-
mente la forma (8.2.2) pero es igualmente tratable.

Mas en general se puede estudiar ecuaciones como

e 9*®

=S s(x) (8.2.3)

8.2.2. Ecuacion de Schrodinger

Un caso interesante es el de la ecuacion de Schrédinger dependiente del
tiempo, que podria ser

¥

- = _iHY¥

ot !

H = —-V?4+V (8.2.4)

W(r=0) = Wolx), W(r,£0)=0
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8.2.3. Otros ejemplos de ecuaciones parabdlicas
La ecuacion de Burgers:

ouU oU 1 9%U
—=-UVU—+=—= 8.2.5
o1 x T Reox? (8:22)
proviene de hidrodinamica. Sin el ultimo término se la llama ecuacion de
Burgers con viscosidad nula y Re es un numero conocido como el nimero
de Reynolds.

La ecuacion de Swift-Hohenberg:

oU
= =AU (1-U% - (1+VH?U (8.2.6)
Esta ecuacion tiene derivadas de cuarto orden en las coordenadas, pero
es comunmente considerada como parabdlica y se integra con los mismos
métodos.

Los autores se inspiraron en el estudio del fendmeno de conveccion térmi-
ca. Si se resuelve con una sola dimension espacial y condiciones iniciales
arbitrarias lo tipico es que la solucién evolucione hacia un conjunto de
“patrones” que se desplazan a velocidad constante.

Hidrodinamica incompresible 2D dependiente del tiempo: Sien las
ecuaciones con que se presenta §7.3.1 se impone p = py estrictamente
en todas partes, la primera ecuacion es V-v =0 que, como ya se sabe,
se puede reducir en 2D a la introduccion de la funcién corriente y tal que
ve =1V, Y v, =—Vy,. Sisedefine {=V?y se obtiene una ecuacion
dinamica para ¢, reemplazando a (7.3.10) con lo que las ecuaciones son

d
a_f = II/ny_Wny‘f‘VVZC (8.2.7)
0 = Vy—¢ (8.2.8)

Esto es, una ecuacién parabdlica acoplada con una ecuacion eliptica.
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8.3. Adimensionalizacion de la ecuacion de di-
fusion de calor 1D

Si en la ecuacion (8.2.2) se hace el cambio de variables y funcién a canti-
dades prima adimensionales:

LZZJ
It =—,

T=TT
c 0

x=Lx, (8.3.1)

donde L normalmente es el largo del intervalo, por lo cual ahora0 <x' <1y
Ty es alguna temperatura caracteristica, mientras que 7’ es adminesional.

De esta manera, si ademas se elimina las primas, la ecuacion queda

oT  9°T
= - 0<x<1 8.3.2
o~ ov srs (83-2)
8.4. Integracion explicita directa
El problema adimensionalizado anterior se 1
puede escribir en forma discreta en la forma 3 L g
8l n g
n g KT Tk K 8
T T 24T 8.4.1) = i g
8 h2 . . @
0 1 condicion inicial N-1 N

que conduce a

Figura 8.1: Las variables (x,t)
se discretizan en la formax=kh,
con k=0,1,...N y t=ne,
conn=0,1,... Los valores k=0
y k= N corresponden a los bor-

donde r = % Esta forma de integrar puede

dar buenos resultados. En la literatura se ha
demostrado que si 0 < r < % esta regla de

des. Se subraya que el intervalo
X de integracion esta dividido en
N celdas de largo h.

iteracion no diverge. Sin embargo dentro del

rango permitido no da resultados muy precisos salvo que r sea bastante
pequeno, pero esto implica € pequeno, es decir, la integracion avanza
lentamente en el tiempo.
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8.4.1. Condiciones de borde rigidas

La integracion (8.4.2) con condiciones de borde rigidas es trivial ya que
basta con usar la férmula iterativa (8.4.2) sucesivamente conn=1,n=2,
n=73...recorriendo cadavezde k=1hastak=N—1.

8.4.2. Condiciones de borde derivativas

Puede haber varias condiciones de borde con derivada. Algunas son:
oT
on

o bien un borde que tiene asociada una tasa de absorciéno emisién de

energia. En cada punta la version adimensionalizada de condiciones de
borde derivativas se puede escribirse en la forma

8T aT
|:g:| izq —H (T N Tizq) ’ {g} der =—H (T - Tder) (8.4.4)

0 borde aislante perfecto (8.4.3)

Estas condiciones se podrian discretizar en la forma

h

Iy —Ty-1 _

=1t (T§' — Taq) AL = (T~ Taer)  (845)

pero es mas conveniente agregar puntos ficticios mas alla de los extremos
e imponer
n n
2h

n n
TN+1 B TN—l .

= W (T3 — Tirq) = (T —Teer)  (84.6)

Este método se usa a continuacién en em caso especifico siguiente

ar _ 9T
dt — ox?
T(0,x) =g(x) condicion inicial
: (8.4.7)
T(t,x=0) =T1; condicion de borde rigida
T'(t,x=1) =—p (T — Tyer) condicion de borde derivativa

donde ¢g(0) = 7;. La ultima condicion describe una vara cuyo extremo de-
recho dinamicamente ajusta su temperatura acercandola al valor Te,.
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Al discretizar el método explicito (8.4.2) exige imponer 7' = T;. En el extre-
mo derecho, como se ha dicho, conviene agregar un punto ficticio k=N+1
e imponer

T1<71+1 - Tl\r;—l . n n __on n

— 5, ~ M (Ty — Tger) = Tnpr =Ty —21h(Ty — Tger)
Puesto que en la expresion (8.4.2) para k = N aparece Ty, | se debe hacer

uso de la expresion anterior para obtener la regla correcta para 7" I sin
que aparezca el punto ficticio k =N+ 1.

Como se ha visto, el hecho que una de las condiciones de borde sea
derivativa implica que existe una variable dinamica adicional que en este
caso es Ty.

Si ambas condiciones de borde hubiesen sido derivativas se tendria N + 1

variables dinamicas: Ty, Ti,...Ty, esto es, todas ellas tendrian que ser
iteradas.

8.4.3. Condiciones de borde periodicas

Si las condiciones de borde son periddicas se puede considerar la misma
malla discreta que muestra la figura 8.1 tan solo que se debe considerar
gue los puntos correspondientes de k =0y k = N son idénticos. Asi enton-
ces la regla de iteracion (8.4.2) sigue valida pero se debe tomar en cuenta
que

To’1+1 = rTy_+(1-2r)Tg + 71}, (8.4.8)
ol = rTi_,+(1=20) i +rT¢ (8.4.9)

8.5. EIl método de Du Fort-Frankel

En el caso de la ecuacién
oU d*U

— =K
ot dr?
los autores proponen
n+1 n—1 n n+1 n—1 n
U U _ Y —Uc —Up +U-,
2¢ h?
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que lleva al algoritmo explicito

l-a a 2ke
n+1 __ n—1 n n _
U’ Y +W(UHI+U,H) donde o= 3 (85D

Un defecto del método es que requiere condiciones iniciales en dos tiem-
pos consecutivos. Una condicidn necesaria para que este método dé la
solucién correcta es que £ — 0 lo que es automatico si se exige que
e=0(h*)yh—0.

8.6. EIl método tridiagonal

8.6.1. La ecuacion de calor

A continuacion se vera un meétodo que no esta limitado a que r = 2 sea

pequeno y que es aplicable a una gran variedad de ecuaciones parabdli-
cas.

Se comienza planteando nuevamente la ecuacion

or_or
at  0x2

con condiciones de borde que por el momento seran rigidas:

T(t70) = Tizq7 T(t71):Tder
T(O,x) = g(x) con g(0>:Tizq7 g(l):Tder (8.6.1)

y g(x) es alguna condicién inicial dada compatible con las condiciones de
borde.

En forma discreta las condiciones de borde son
Ton = Tizq7 T]<]1 = Tder (3.6.2)

y la condicién inicial es la funcién g(x) que se abreviara, en notacién dis-
creta, como g,

T =g, con go="Ty, &v="Tier (8.6.3)
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Esta vez se plantea la ecuacion discretizada

Tkn-H . Tkn _a

c > (8.6.4)

+1 +1 +1
L =20 + 1 4 2—a [T\ —2T'+ T,
h2 2 h?

donde 1 <k <N —1, lo que implica que en particular son necesarios los
valores Ty = Ti,q Y Tv = Tger-

Escogiendo a = 0 se tendria el método explicito y queda excluido en el
contexto actual. El caso a = 1 conduce al método conocido como de Crank-
Nicolson y con a =2 se lo llama el método implicito, pero a puede tomar un
continuo de valores. El caso a = 1 de Crank-Nicolson es especial porque
corresponde a

aT n+% 1 n+1 n
<8—t)k 9 [(VZT)k + (VZT)k]

Para a cualquiera la ecuacion (8.6.4) puede ser reescrita con las cantida-
des con n+1 alaizquierda y con n a la derecha

—arT" ! +2(1+ar)T ! —ar Tkrfll

=Q2-a)rT 1 +2(1-2—a)r) T + (2 —a)rT}, (8.6.5)

El problema consiste en obtener los 7"*! suponiendo que se conoce los
T". La ecuacion anterior puede ser vista de la forma

AL 1 FAL AT Gy = by con 1<k<N-—1 (8.6.6)

De arriba se ve que ¢ = Y A= —ar, A)=2(1+ar), A; =-—ar
mientras que

bi=02—-a)rT! {+2(1—2—a)r)T]'+ (2 —a)rT}" (8.6.7)
k k—1 k k+1

gue es un valor conocido cuando se esta por obtener los Tk’1+ I
Mas en general, el problema es resolver una ecuacion del tipo

Mé =5 (8.6.8)
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donde M es una matriz rectangular tridiagonal:

. )
A7 AY AT 0 . 0
— 0
0 Ay A) Ay 0 0
— 0
0 0 A AY AT 0
M =
0 0 0 0
0 0 .. .. .. .. 0
(0 0 .. 0 Ay A AL ]

Se ve que M tiene N+ 1 columnas (numeradas del 0 al N) y N — 1 filas. Esta
matriz multiplica al vector ¢ = {¢o, ¢1,..., py_1, ¢y} donde las componentes
0o y ¢y estan definidas por las condiciones rigidas. El vector b tiene N — 1
componentes. La ecuacién (8.6.8) conduce, entonces a N — 1 ecuaciones
para las N — 1 incognitas @ = {¢1,...,¢y_1}. Este problema es idéntico al
problema

ATdo+(AQ), =b = (AB), = b — AT ¢o
(AG), = by 2<k<N-2 (8.6.9)
(A@)y_ +Ay 108 =by1 = (AQ)y_; =bn_1 —Ay_ 0N

donde A es una matriz tridiagonal de (N —1) x (N —1). De esta manera el
problema se reduce auténticamente al de una matriz cuadrada tridiagonal

A de (N—1)x (N—1) y un vector b modificado por las condiciones de
borde:

-

Ap=b cuyasolucion formales @ =A"'b (8.6.10)

3

Notese que si se tuviera que ¢y = ¢y = 0 el problema descrito en (8.6.9)
es sencillamente

—

Aj =b

con el vector b original.
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8.6.2. El algoritmo para el caso rigido

El método que se explica a continuacion se usa para resolver ecuaciones
parabdlicas lineales.

Se plantea resolver para ¢ la ecuacién
Ap =5 (8.6.11)

donde A es una matriz de (N —1) x (N — 1) tridiagonal, es decir, (8.6.11)
es

k =1,....N—1
AL Ot +AY G+ AT G =b cond ¢ =Uj; (8.6.12)
On = Uder

Se destaca que si bien en la ecuacion anterior el rango de k es de 1 a
N — 1, los ¢ estan definidos también con k =0y k = N. El problema que
se plantea implica, de alguna forma, invertir la matriz A. Se va a encontrar
un algoritmo que permite encontrar ¢ en pocos pasos.

Ecuaciones lineales de recurrencia como estas siempre tienen solucién
de la forma

Pr1 = P+ Pr (8.6.13)
Reemplazando este ¢, en (8.6.12) se obtiene

A (ot O+ Br) + AR+ Ay dm1 = by
que implica que

AT by — A B
Pr E 1+ g

B A;(Xk-i-Ak A;(Xkﬁ-Ag

que tiene la forma de (8.6.13) y por lo tanto se debe identificar

., = % (8.6.14)
k—l - A]jak—"-Ag 0.
b — A Br
_ —_— 8.6.15
Br—1 AT o+ AT ( )

gue son ecuaciones de recurrencia para los o y .
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Para que todo sea consistente se debe cuidar los puntos del borde. La
ecuacion (8.6.12) para k = N — 1 debe coincidir con (8.6.13) con k =N —2.
Pero ellas son

AY Up+AYon_1 +Ay  on—2=by_1, ON-—1=0N_20v—2+ By—2
(8.6.16)
Comparandolas se obtiene oy_; = —Ay/AY Yy Byv—1 = (bn —AfUger) /AY

Juntando estos resultados con las relaciones de recurrencia (8.6.14) y
(8.6.15) con k = N se obtiene que

ay-1=0, Bn—1 = Uder = v (8.6.17)

Con esto se usa las relaciones de recurrencia (8.6.14) y (8.6.15) para ob-
tener en forma descendente todos los oy y todos los ;.. Una vez que estos
coeficientes se conocen se usa (8.6.13) en forma ascendente, sabiendo
que ¢y = U; para obtener todos los ¢,. El problema ha sido resuelto.

8.6.3. Ecuacion de calor con conductividad variable
La ecuacion de calor en espacio unidimensional para 7'(z,x) es

3_T_iK()3_T
or  ox \" Wy

wwor o
dx dx ox?

Discretizando con igual peso en los instante n+ 1 y n se obtiene

(8.6.18)

1 1 1 1 1
- [ K =K T T, LK L 2T AT
£ 2 2h 2h g h?
1 K1 — K1 Tl — T i — 2T+ T

+ 5 { > o K - (8.6.19)

Definiendo r = £/h? la ecuacion puede ser llevada a la forma

r(Kis1 — 4Ky — Koy ) T +8(1 4+ 7Ky T

+r(—Kip1 — 4K+ K1) T = B (8.6.20)
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donde
By = r(—Kip1 + 4K+ K1) T +8(1 — 1K) T + r(Kiy1 + 4K — K1) T,

viéndose que (8.6.20) tiene la forma (8.6.6) ya estudiada.
Si se escoge

Tkn-‘rl _ Tkn _a

| | ! ! !
Kir1 — K1t TE =T LK T -2+ T,

€ 2 2h 2h k n
2—a Ky =K T — T, T — 2T+ T
T { 2h o K 2 8.6:21)
Se obtiene una ecuacién de la forma (8.6.12) con
A;{L = ar(Kk,l - Kk+1) - 4arK,/<'
AY = 8(1+arky) (8.6.22)

A]: = ar(Kk+1—Kk_1)—4arKk

que multiplican a 7;"', 7!, 71! respectivamente; mientras que el lado

derecho es de la forma
P + il +m
donde

pr = r(a—2)(Kip1+4Kp — K1)
2 = 8(1+r(a—2)K) (8.6.23)
my, = r(a—2)(—Kk+1—|—4Kk+Kk71)

8.6.4. EIl caso con condiciones de borde periodicas

Esta vez consideraremos la forma de aplicar el método tridiagonal para la
ecuacion

AL 01 +AY O+ AT Ot = by vlidacon 1<k<N-—2 (8.6.24)
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y, debido a la periodicida, la ecuacion anterior toma formas especiales en
dos puntos

Ay Onv—1 +A) o +A 01 =bo

2 8.6.25
AN71¢N72 ‘|‘AR/,1¢N71 ‘|‘A;,1¢0 =bn-1 ( )

lo que da un conjunto de N ecuaciones lineales para las N incognitas
¢07¢17 "'7¢N71-

El problema anterior corresponde a enfrentar un problema de la forma
M$=b <  Mo,=bh (8.6.26)

donde la matriz M es de N x N y tiene la forma

[ A) Ay 0 . 0 Ay ]
A7 A Af 0 N 0
— 0
0 Ay, AY AT 0
M= (8.6.27)
0 0 0
0 . 0 Ay, AV, Af,
v 0 0 Ay, AL

Los elementos de esta matriz los denotamos M;; y tanto i como j varian
entre 0 y N — 1. La matriz M tiene no nulas las tres diaginales centrales y
dos elementos de vértice como se aprecia en (8.6.27).

La matriz M puede escribirse como una matriz tridiagonal A mas valores
en los vértices:

Mij = Aij+Aq 808(v-1)+Ay_1 Si(n-1)0; (3.6.28)

Si se definen los vectores i = {a,0,..,0,b} y w = {c,0,..,0,d}, esto es u; =
adio +bdy_1) Y wj = ¢8jo +dd;y_1), s€ obtiene que u;w; = acdiodo; +
add;o0(y—1)j +bcd;y-1)00; +bdd;(y_1)6n-1) j- S€ necesita que ad = A y
que bc :A;A. La matriz M escrita en la forma (8.6.28), como una nue-
va matriz tridiagonal A mas una matriz i ® w cuyos Unicos elementos no
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nulos estan en los cuatro vértices matricialmente se puede representar
por
M=A+iu®V

. A A7 .
Escogiendo wy = - y wy_1 = =2 se obtiene

CaAt 0 0 . 0 Ay ]
0 0 0 0 . 0
0 0 0 0 0
QQWw= (8.6.29)
0 0 0
0 .0 0 0 0
AL 0 . 0 0 g

viéndose que i queda indeterminado.

Se vera que la respuesta al problema (8.6.26) se obtiene resolviendo dos
problemas tridiagonales estandar para vectores auxiliares 1j y &,

Afj = b, AE =i (8.6.30)
y la solucion es
T R
¢ =i ¢ 8.6.31)
1+w-§

como se comprueba a continuacion.
Primero se multiplica el lado derecho de (8.6.31) por la matriz A lo que da

Wi Tk Ui

- 8.6.32

y segundo, la accion de i ® w sobre el lado derecho de (8.6.31) da

Wik WiTlj & winjwnn — wilw;&;

w1 — 1+Wn5n”iwj§j = = 1J+wn§n 2]

winj

= u—r—— 8.6.33
ul 1+Wn§n ( )
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Sumando (8.6.32) y (8.6.33) efectivamente se obtiene b;.

En resumen, para resolver el problema Mg = b con M de la forma (8.6.27)

se definen i = {a,0,..,0,b} y w = {5+ AN ,0,..,0, a 0.}y deben primero resol-
verse dos problemas tridiagonales planteados en (8.6.30) siguiendo lo
aprendido en §8.6.2 para luego platear la solucién del problema (8.6.26)
en la forma (8.6.31).

Desde el punto de vista analitico, la solucion ¢ no depende de los valores
escogidos a y b, pero numéricamente se deben escoges con cuidado para
que la precision sea optima.

8.7. Un caso parabdlico en 1+2 dimensiones

A continuacién se comenta brevemente una forma de integrar una ecua-
cion parabdlica en (¢,x,y) de la forma
JF

5 = —ii-VF +VvV2F (8.7.1)

. 1 .
Paso 1: En un primer paso se calcula los F*2 a partir de los F" plantean-
do un problema tridiagonal en el indice i, mientras que en j el método es
explicito.

}‘H»l nJ,»l n+l
Fi.j ’ _Fiflj - _u Fi+1,2j_Fi—1.2j an]+1 anj 1
g ) 2h
Ft—or 2 4 —2F)+F!
v z+l Jj hz lj+1 e z] 1 (8.7.2)

. 1
Paso 2: En un segundo paso se calcula los F"*! a partir de los F"*2
planteando un problema tridiagonal en el indice j, mientras que en i el
método es explicito.

+1 nt3 s nt s +1 +1
F;nj _Fi,j ’ - _y Fi+172j_Fi—1,2j anj+1 Fflj 1
g Y 2h
”"‘2 ”"‘2 "‘*‘2 n+l1 n+1 n+1
—2F T BN ERL oF
v | L 3 J 4 bt ;sz Lim118.7.3)
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Este método puede ser aplicado, por ejemplo, a las ecuaciones de fluidos
incompresibles vistas en el capitulo anterior. Seria especialmente sencillo
en el caso de un flujo con obstaculo, sin gravedad y paredes laterales
rigidas.

8.8. Dos meétodos adicionales

8.8.1. Meétodo de Richtmayer

Se estudia resolver ecuacion
ou _d*um
ot ox2
Se hace la siguiente deduccion del método (donde &, fue definido en
(7.4.9))

m entero mayor o igual a 2

U U 8 Ut 4 (1-0)& (UM B51)
€ h? o

pero

AU™\"
myn+1 m\n
U™ = U")+e <—8t )k

~ e (28 vy
N k du ), \ ot ),
= UMp+mU™) (Ut -up) (8.8.2)
que se reemplaza en (8.8.1) usando la notacion
A=Ut U

lo que da
Ay Ly m,n m—1,n m,n
2= - _932{Uk +mU;, Ak}+(1—9>52Uk ]
17 m—1.n m,n
= ﬁ _mGSZ{Uk L A]{}—|—52Uk7 ]
17 _ _ _
= = mG{U,ﬁll’nAkﬂ =20 17”Ak+U1:n—117nAk—1}+UZ£

2+ U]
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La ultima expresion convierte al problema en uno tridiagonal.

8.8.2. Metodo de Lees

El método de Lees (M.Lees, Math. Comp. 20 516 (1966)) aborda ecuacio-
nes parabdlicas de la forma

b(U) ‘;—[t] - % (a(U) ‘;—Z) , a(U)>0, bU)>0

La derivada espacial se expresa en la forma

kt3 -3
La ecuacion se discretiza
UI’H—I - Unfl 1 1
k k _ _
bt = etasuy = pela (vl -uly)}

1 n n n n n n
Esta expresion es inestable si « = b = 1. Ademas, hasta aqui, es explicito.
La estabilidad se resuelve si se hace los reemplazos que siguen, los que

convierten al problema en uno que ya no es explicito,

1
up —>§(U,§5“+U,§’,+U,ff1) donde ¥’ puede ser K =k+1, k, k—1

1 1
a’;Jr% —>§(az+l—|—a2) az_%—>§(az+azfl)

Con lo cual el problema es tridiagonal.

8.9. Ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo
8.9.1. Usando el método de Crank Nicolson

Se estudiara un método para integrar (8.2.4) con el método de Crank Ni-
colson. En el caso actual la ecuaciéon de Schrddinger discretizada formal-
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mente se plantea en la forma

A A

, S [Hy"  +HYy"| (8.9.1)
que se puede reordenar en la forma
i€ i€
w“+3Hw“:w—7Hw (8.9.2)
o bien "
1-£H
yl=—2 vy (8.9.3)
1+5H

Este método es bueno porque el operador que actua sobre y” tiene la
forma F = 1= y |F| = 1, lo que sugiere que se preserva la norma de y en

~ T+iz 9
su evolucién temporal. También se observa que
l—iz 2
1+iz  1+iz

y basado en esto se escribe

2
1 I =y — 8.9.4
y' T EH ]vﬂ xX—v" (8.9.4)
donde se ha definido, '
(LﬁfH)xzzwl (8.9.5)
Se quiere resolver (8.9.5), 0 mas bien su version discreta,
i€ — 22X+ Xi—
Kt {_Xk—i—l h?gk Xk 1+Vka] oy
que se reescribe como
2ih? 452
X1+ (—2+ = —thk) Xkt X1 = — - Wi (8.9.6)

que es un problema tridiagonal y, por lo tanto, en principio ya se sabe
resolver. Una vez que se obtiene y, se inserta en (8.9.4) y de ahi se sigue.
Se ha demostrado que este método es estable.
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8.9.2. EIl método explicito de Visscher

Este método aparecio presentado en Computational Physics, 5 596 (1991).
La idea es separar a la funcion de onda en sus partes real e imaginaria,

Y =Vyr+iy;

que lleva a escribir la ecuacion de Schrédinger como un par de ecuaciones
reales,

Vr=Hyp, Y =—Hyg (8.9.7)

que se discretizan evaluando a yr en tiempos enteros yy, y la parte ima-
ginaria en tiempos semienteros

n__ -1 N n+%_ nf%
Yr ;UI’% :Hllff 2 7 Y ~ Y _ _Hlljg (8.9.8)
y se despeja
1l L 1l
VR=Vg ' teHY ?, ll/1+2:‘l/1 *—eHyg (8.9.9)

Con estas ecuaciones se itera en forma explicita. Antes, claro, se debe
usar que

Jir1 = 2fi+ fi1
_ -

S i

Hf= %

+Vifi = + <Vk+%) fi  (8.9.10)

8.9.2.1. Conservacion de la norma

Se vera que la norma de la funcién de onda se conserva en el tiempo. Para
ello primero se define la densidad de probabilidad en tiempos enteros y
semienteros,

1

2 ntl n— 1 1 n+i 2
P'=(yg) +vy, ‘v, *, P =yt 1//,’5+<1//, 2) (8.9.11)

A continuacion se calculara la diferencia entre es estas dos densidades y
finalmente se va a demostrar que al sumar sobre k (integrar sobre x) se
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obtiene cero.
1 n+1 n+4 2
A=pP'""2-p' = (1//,’5+qu/, 2) wﬁ—l—(w, 2)
n+i n+i
Ly (wﬁ2+eHw;s)
n+% n+%
= ¢e|ygHy, *—vy, "Hyg (8.9.12)

Al reemplazar H en la Ultima expresion se obtiene que la contribucién de
V se anula trivialmente. La contribucion de —d?/dx* es menos trivial. Se
escribe omitiendo los indices de tiempo que ya se sabe cuanto valen para

YRY VI,

€
A= — (Wrk {Wr+1 =2V + Wik—1} — Wik {Wri+1 — 2WRk + WRi-11})

de donde se observa que hay términos que por pares se cancelan, por
ejemplo

Y WRkWiki1 — Y Wik Wrk—1 =0

k k
Podria haber contribucion de términos de borde, pero en los bordes la
funcion de onda es nula. Habiéndose obtenido cero al sumar sobre k, se
ha demostrado que [ |w|?dx no cambia en el tiempo y por lo tanto la norma
se preserva. Este es un gran mérito del método de Vissher.
8.9.2.2. Estabilidad
El analisis de estabilidad se hara en forma bastante limitada y a pesar de

ellos la experiencia muestra que da criterios que funcionan. Se comienza
replanteando las ecuaciones (8.9.9) en forma matricial,

Vi (1 €H yi!
(w}“’”z) - (0 ! )(w}””)’
szl B 1 0 szl
(w}’”2> - (e 1)(#”)
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En los pasos que sigue se usa la abreviacion A = e H y las dos ecuaciones
anteriores se pueden escribir como una sola,

vi \ [ 1-A2 A v
(‘l/? 12 = _4 1 lVlnf3/2

Esta ecuacion tiene una estrutura del tipo v = M y"~! lo que implica que
v" = M"y°. Un método de iteracion con esta estructura diverge si al me-
nos uno de los autovalores de M tiene mddulo mayor que 1y produce una
funcién nula si el mayor autovalor es menor que 1. Para que el método
funcione es necesario que los autovalores tengan modulo 1.
Los autovalores de la ecuacion matriz de arriba son

A? A

=1——4+—+/A2—4 8.9.13
Y i) ( )

e Si |A| > 2 la primera parte 1 —A?/2 es menor que —1 y por lo tanto
A_ < —1lo que es inaceptable.
e Si |A| <2 los autovalores se pueden escribir en la forma

A
AfJ——ilV4A2 (8.9.14)

y trivialmente se comprueba que |A.| = 1 que es lo que se necesita para
la estabilidad. Ahora se vera las implicasiones que tiene esto sobre los
valores de €y h.

Con este objetivo se usara un potencial esencialmente plano, V, = Vy y
funciones de onda estacionarias planas,
s vkm
v, =Ty (;) e'nN
La accion de H sobre y, da

(k+1 v(k=1)m

el —2é W N ~vk77:]

Hyy, =Ty [— i +Voe' v

El numerador del primer término se puede escribir,
jva _jvx\ vkx ve  _;va\2 vix
< N_2_|_e’N>e‘N = <32N_e’21v) e\

\'%/4 . vkrm
= —4 Sin2 (ﬁ) e’%
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lo que muestra que los autovalores son

por lo cual

Los valores extremos que toma A son €Vy y €V, + 2£ lo que lleva a
[

., 4¢e
—2<eVy<2 y también —2<€Vo+ﬁ<2

Escogiendo las mas exigentes se obtiene

4e

_2<€V0<2_ﬁ (8.9.15)

8.10. Método implicito

Se considerara en 0 < x < 1 la ecuacion

0 9°
P985, ew0)=a,  d1=b,  6(0.9)= /().
(8.10.1)
Sea ®(x) una solucidn estatica, es decir,
®" = —S(x), ®0)=a, PD()=b (8.10.2)

Si se define u(r,x) tal que ¢(r,x) = P(x) + u(x,t) entonces se cumple que
u(t,0) =u(r,1) =0y el problema se reduce a
w = u’
u(t,0) = 0,  u(t,1)=0 (8.10.3)
Usando el método de separacion de variable este problema resulta trivial.
Si se hace la expansion

u(t,x) =Y are®" sin(rmx) (8.10.4)
r=1
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las ecuaciones de borde nulas en x =0y x = 1 implican
g =—(mr)? (8.10.5)

lo que asegura que todos los sumandos van a cero cuando ¢ — <. Esto
muestra que en ecuaciones parabolicas del tipo (8.10.1) tienen solucio-
nes estaticas estables: las oscilaciones mueren como lo muestra (8.10.4).
Se hace notar que la suma en (8.10.4) comienza en r = 1 porque si hu-
biera una componente r = 0 ésta seria estatica y la parte estatica ya fue
considerada.

La ecuacion (8.10.1) se discretiza ahora en la forma
n+1 ¢k q)]?:-ll 2¢n+1 4+ ¢n+1

= 7 +8i (8.10.6)

que corresponde a escoger a =2 en (8.6.4) y arroja

ot =of e (¢>,?if 2¢>”“+¢”“)+ssk (8.10.7)

,|-|(5

Estabilidad: La ecuacion anterior se escribe en forma vectorial
¢ =¢"—eH¢" T + €8S (8.10.8)
que formalmente es

¢ = (1 +eH)™ (5" +e§) (8.10.9)

Puesto que H es la version discreta de — 3 2, sus autovalores E, son po-
sitivos implicando que los autovalores de (1+&H) ™! son

1
1+€E,

que necesariamente son menores que la unidad si € > 0. Esto asegura
que el método es estable.
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Integracion numérica: Para integrar el problema (8.10.7) se utiliza un
método tridiagonal semejante al descrito en sec.8.6.1 usando a = 2. La
ecuacion discreta puede ser puesta en la forma estandar

—r ¢+ (1+2r) ¢ —r gt = 9 + Sy (8.10.10)
que tiene forma tridiagonal con coeficientes A que no dependen de k
At=—r A'=142r A =7 "=+ eS, (8.10.11)
Las condiciones de borde e inicial son

o8 =a, ¢y=»b
(8.10.12)

0 = fe, con fo=a, fv=b

Tal como en el caso de la ecuacion de calor el problema se resuelve por
medio de

o e s 1 8.10.13

(0} —ak¢k+1+/3k (8.10.13)

Para comenzar, se sabe que ay_; = 0y se puede obtener todos los o de
una sola vez. Y todos los  a partir de las as y de By_; = b se obtiene to-
dos los s. De estos dos conjuntos y la condicion inicial para ¢ se obtiene
todos los ¢;'.

8.11. Problemas

8.1 Una esfera de radio R es sacada de un horno con distribucion casi
uniforme, T(t = 0,r) = Ty, de temperatura y es colocada en un am-
biente que se mantiene a temperatura 7. La esfera se ira enfriando
en forma esféricamente simétrica de acuerdo a

T ,
" kV*T

oT

[5} . = —u(T(,R)—Ty)

Para efectos de hacer compatible la condicion de borde en r = R
con la condicion inicial, suponga que en r = 0 la temperatura vale T;
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en todo el volumen excepto en la capa externa 0,95R < r < R donde
la temperatura, en r = 0, decrece linealmente desde el valor T; en
r=0,95R. Use que dT /dr|,— = 0.

1 Escriba la ecuacién anterior, aun en forma continua, en la forma
de la ecuacion parabdlica que va a integrar numéricamente y
también escriba las condiciones de borde que va a utilizar para
tal ecuacion (todo en lenguaje continuo).

2 Escriba todas las ecuaciones del algoritmo tridiagonal que va
utilizar, en particular, deje muy claro la forma en que va manejar
los bordes y la forma en que va a escoger ag Yy Bo.

3 Use los siguientes valores: R = 100, Ty = 400, k = 0,01, u =1,
Ty = 20. Integre la evolucion de T (¢,r) escogiendo N = 5000,
dr=h =R/N y tres valores para dt = € en torno a € = 1. En-
trege un grafico del perfil de temperatura inicial y el perfil de
T cada vez que en el centro de la esfera la temperatura tome
los valores 350, 300, 250, 200, 150 y 100. Indique el valor del
tiempo ¢ para los que el centro toma tales valores. Compare los
resultados que se obtienen con los tres dt = € escogidos. Si las
eleccciones han sido razonables debieran ser parecidos.

8.2 Integre la ecuacion de Schrédinger adimensional

dy [ 9?
5 = ! (—W —|—V(x)) v

usando el algoritmo de Visscher. Tome como condicion inicial
2 .
Y(x,0) = Ae Hlx0) pibx

con u = 0,006, b = 0,333. El potencial es un pozo o una barrera cua-
drada de ancho 10 y magnitud 0,1, es decir, V(x) = £0,1 en un rango
(Xl,xz =x1+ 10).

Se recomienda reticular el espacio en 4000 segmentos que abar-
quen desde x = 0 hasta x = 2000, (= =0,5), x; = 1000 y el paquete
inicial esta muy cerca de la zona con pontencial no nulo, por ejemplo,
xp = 920. Para el incremento del tiempo parece ser bueno € = 0,05
(discutalo).
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Para simplificar el problema puede aproximar 1//,1/2 a la parte imagi-
naria de y(x,0). Para evitar problemas I6gicos no actualice los va-
lores de y en los extremos (piense que corresponden a x = +) y
detenga el calculo cuando el paquete llegue en forma significativa a
alguno de los extremos. Parece que esto es 1 ~ 890.

Dibuje P(¢) = [ |w|?dx como funcién del tiempo y para algunos tiem-
pos 1 interesantes dibuje p; = |y (x,%)|%.

Resuelva tanto para V, = 0,1 como para Vo = —0,1.
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Capitulo 9

Ecuaciones hiperbodlicas

Las ecuaciones hiperbdlicas requieren de métodos especiales
porque la informacion contenida en las condiciones iniciales y
las condiciones de borde normalmente no pueden alcanzar a
todo el dominio de integracién. La influencia de tales condicio-
nes impuestas se propaga a lo largo de las llamadas curvas
caracteristicas y es dificil lograr un método de integracién co-
rrecto sin tomar en cuenta esta limitacion en la debida forma.
Es probable que so6lo cuando las caracteristicas son lineas rec-
tas un programador inadvertido puede dar con una forma sa-
tisfactoria de integrar ecuaciones hiperbdlicas. Para hacer facil
comprender el papel jugado por las caracteristicas es conve-
niente comenzar estudiando un problema analogo que se pre-
senta con ecuaciones de primer orden [6].

9.1. EIlI método de Lax-Wendroff para
ecuaciones hiperbodlicas de primer orden

Una forma de integrar ecuaciones del tipo

o f = —3G(f) 9.1.1)

187
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se obtiene en lo que sigue. Se define

A(f)£ﬁ

y se calcula
P f =—0,0,G = —3,(0,G) = =, (A(f) 0,.f) =+ (A(f) :G)  (9.1.2)

Por otro lado se tiene que

flx,t4¢€) = f(xt)-l—sé?,f—l— 82f+6*’( )
2

= f(x,1) —€dG+ 3 d, (A 0;G) (9.1.3)
que se discretiza en la forma
G" —_G" G -Gt
" " AN k+1 kAR Kk~ Yik—1
n+1 _ Gk+1 — G & e Tkt h k—y h
ko 2h 2 h

que se simplifica al algoritmo de Lax-Wendroff

2
n 1 n € n n n n n n
" fk ( k+1 )+2h2 ( ( k+1_Gk)_ k—% (Gk_ k71)>
9.14)
En esta expresion se debe entender

g, -a (T )

k+2 2

El algoritmo (9.1.4) pertenece a la clase de algoritmos llamados conser-
vativos y que en forma genérica son de la forma

=R [ (f£+j7---7f1?—j+1>—H(f£+j—1,---,f1?_j)] 9.1.5)

Esta clase de algoritmos son apropiados, por ejemplo, para describir on-
das de choque.

El esquema (9.1.4) tiene la forma genérica anterior con j =1y

H(a.p) = G =C®) _ ZhA (““’) [G(a) — G(b)]

2 2
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Existe una generalizacion a dos pasos de lo anterior, es de la forma
predictor-corrector y tiene dos parametros o y . En el paso intermedio
se calcula una funcion /¢

Paso 1: e
b= (1=B)fi+B fir = 5 (G = G) 9.1.6)
Paso 2:
a1 =B —a=B)f | +2B(1—-P)—a(l=2a)fi —B(o—P) S\,
k - 2062
+<a—ﬁ>zk—§;a—ﬁ>zk_l RN, 017

donde A, = G(¢). Aunque en general este algoritmo puede dar problemas,
los autores (Lerat y Peyret, 1974, 1975) recomiendan escoger

oczl-l—ﬁ, B=

1
2 2

9.1.1. Pequena extension del método de Lax-Wendroff

Se considera esta vez
o f = —g(t)dG(f) (9.1.8)
se obtiene en lo que sigue. Se define

A(f)=—5, £=ag

y se calcula
atzf = _gaxG —8 ox0,G
= _gaxG_gax (Aatf)
= _gaxG+gzax (A(f) axG>

Por otro lado se tiene que

2
ferite) = fln)+edf+ 5o +0()

2
_ f(x,t)—Eg(?xG—i—%[—gA&xf—i—gZ(?x(Ac?xG)] 9.1.9)
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que se discretiza como antes usando

G" — G"
gaxG_>gn k k—1
h
. B
A f — {&} " Af———
2h
n GZH_GZ — Al GZ_GZ—I
2 20 kt3 k=3 "
g0k (Ad,G) — {g”} 7

El resto sigue igual.

9.2. Ecuaciones de primer orden y sus
curvas caracteristicas

Consideremos la ecuacion
a—+b—=c (9.2.1)

donde a, b y ¢ pueden ser funciones de (x,y,U). Se va a ver que en cada
punto del dominio de solucidn pasa una curva C a lo largo de la cual hay
que resolver una ecuacion diferencial ordinaria.

Se usara la notacion,

oU oU
= = 9.2.2
dx dy ( )
Con esta notacion la ecuacién original es
ap+bg=c (9.2.3)

Un pequeno desplazamiento produce un cambio en el valor de U

dU = pdx+qdy

¢=b4 |5 que da

a

pero de (9.2.3) se sabe que p =

_c—bg

dUu dx—+qdy
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que se reordena como
g (ady—bdx)+cdx—adU =0 (9.2.4)

La ecuacion anterior es independiente de p = %—‘j porque a, b y ¢ solo
dependen de (x,y,U). Ademas (9.2.4) se hace independiente de ¢ si se
escoge que dx y dy no sean independientes, es decir, si se define que
el desplazamiento sea a lo largo de una curva C tal que su pendiente
satisfaga

ady—bdx=0 (9.2.5)

con lo que (9.2.4) se reduce a
cdx—adU =0 (9.2.6)

viéndose que (9.2.5) es una ecuacion para C y (9.2.6) es una ecuacion
para U sobre C. Ellas se pueden resumir, ademas de definir un elemento
de arco ds, planteando

dx _dy _dU _

d 9.2.77
a b c s ( )

De esta igualdad doble, la primera es la ecuacion para la caracteristica
C mientras que la igualdad del ultimo miembro con cualquiera de las pri-
meras es la ecuacion para U sobre C. Planteada la ecuacion de la carac-
teristica en la forma (9.2.5) pareciera que se debe obtener x(y) o bien y(x),
sin embargo puede ocurrir que ninguna de las dos formas pueda dar una
funcion univaluada. Es mas general formular (9.2.5) como una ecuacion
en términos del parametro s ya mencionado,

dx dy

== = 2.
P 15 b (9.2.8)

La ecuacion para la funcion U sobre la caracteristica es

dUu
— = 9.2.9
75 ¢ ( )
Lo anterior puede ser presentado planteando la ecuacién original (9.2.1)
sobre una curva parametrizada por un parametro s. Sobre la curva se
tiene que

dU dx dU  dydU

— = —+—= 9.2.10
ds ds ox + ds dy ( )
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y se escoge que la curva sea tal que el lado izquierdo de (9.2.1) coincida
con dU /ds, es decir, se exige (9.2.8) y por lo tanto dU /ds = c¢. Un par de
ejemplos sencillos debieran ayudar a asimilar lo anterior.

9.3. EIl método de las caracteristicas

9.3.1. Ejemplos para ilustrar los conceptos basicos

9.3.1.1. Ejemplo muy sencillo

U JU
Yo Tay 77
Y (9.3.1)
U0<x<1l,y=0) =¢(x) condicion de borde

En esta ecuacion se tiene a=y, b=1y ¢ =2 por lo que las ecuaciones
parameétricas para las caracteristicas son

dx dy
— = — =1 9.3.2
Se resuelve la segunda escogien-
do y(0) =0 lo que da y =s. La 25
primera ecuacion se convierte en 27
2 15 ¢
dx/ds = s que da x(s) = s7/2 + xg, 1l
es decir x = 5y +xg lo que permi- 05 |
te escribir la ecuacion de las ca- > 0
racteristicas, o
) -15 +
y-=2x—2xR 9.3.3) 2t
-25

, . 0 0.5 1 15 2 2.5 3
estas son parabolas con el eje X X

como eje de simetria parametriza- _. - ,
Figura 9.1: Las caracteristicas asociadas a

das, por xg, que es el punto S9bre los extremos del dominio de las condiciones
el eje X por el que pasa la parabo- jjciales del problema.

la descrita en (9.3.3).
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Para los propésitos del problema planteado se necesita solo las parabolas
para las que
0<xx<1

De (9.2.9) se desprende que dy = dU /2, que implica U = 2y + Ug, pero
como U (xg,0) = ¢(xg) entonces Ug = ¢(xz). De (9.3.3) formalmente se
despeja que xg = % (2x—y?) lo que finalmente permite escribir

2

Ulx,y)=2y+¢ (x— 3)
El término ¢ en la expresion anterior es constante a lo largo de cada ca-
ractaristica. Para verificar que esta solucién es correcta se debe notar que

wu wu __
g—d’ 8—y_2 yo

donde la prima indica la derivada de ¢ con respecto a su argumento.

En resumen, lo que se ha logrado es determinar el valor de la funcién
U(x,y) en el dominio comprendido entre las dos parabolas [y> = 2x; y*> =
2 (x—1)]. EI método analitico debiera dejar claro que con la condicién ini-
cial dada no es posible conocer a la funcién U fuera del dominio descrito.
Un método numérico ingenuo podria intentar integrar la ecuacién hacien-
do un reticulado rectangular regular con celdas de (4, x hy) en el plano
(x,y), lo que llevaria a una solucién incorrecta tan pronto el incremento #,
sobrepase el valor i, /y.

9.3.1.2. Ejemplo algo mas elaborado

Se busca integrar la ecuacion

oU oU )

T =

o + Jy con
Ux=0,y>0)=1+¢" Ux>0,y=0)= (9.3.4)

1+x

Las condiciones de borde coinciden en el origen. las ecuaciones para las

caracteristicas son
dx B

dx dy _
ds

1 —
’ ds

U (9.3.5)
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y la ecuacioén para U sobre las caracteristicas es

au _ _p (9.3.6)

ds
La primera de las ecuaciones (9.3.5) permite escoger la parametrizacion
s =x. De (9.3.6) se obtiene inmediatamente que

1

y se debe determinar A(x,y), que es constante a lo largo de cada carac-
teristica, pero que depende de x e y.

La segunda de las ecuaciones (9.3.5), y (9.3.7) se obtiene que sobre la
caracteristica
dx

dy=——~—
YT Aoy) +x

que se puede resolver de dos maneras equivalentes. La primera es directa

y da

Alx,y) +x
A(x,y)

Si de aqui se despeja x da x=A(e’ > —1). Definiendo xp = x(y =0) se
despeja ygr = —In((A+xp)/A) que finalmente da

y=yr+In (9.3.8)

x=A(x,y) (¥ —1)+xp€ (9.3.9)

Estas dos formas equivalentes que definen a las caracteristicas. La prime-
ra forma es util para describir las caracteristica que nacen en (x = 0,yg)
y la segunda para las que nacen de (xp,y = 0). Se comprobara que en el
primer caslo se debe tomar A(0,yr) = 1/(1 + e k) y en el segundo caso
A(XO,()) = —2)60_

A partir de la primera condicion de borde: Se usa U =1/(A+x) en
x =0 junto a la condicién de borde en x =0, lo que permite deducir que A =
1/(14e7r), valor que se reemplaza en (9.3.8) para despejar formalmente
que
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caracteristicas

e —x
yg =In 357 .7
1+x 3 g .
., . "o 25 )
Esta expresidn permite escribir A . o |
como funcion de (x,y), lo que lle- 15|/
vaa Ll
o 05 |
e o
Ulx,y) = 1+ %0 2 4 6 8 10
X

En este caso las caracteristicas Figura 9.2: Aqui se dibujan caracteristicas
son parametrizadas por el punto Pertenecientes a las dos familias del ejemplo.
yr > 0 del que nacen sobre el eje

Y y se definen por

ycarac = yR +ll’1 (1 + (1 +€7yR)X)

A partir de la segunda condicion de borde: SeusaU =1/(A+x) en
y =0 junto a la condicién de borde en y =0, lo que permite deducir que A =
(1 —xp)/2, valor que se reemplaza en (9.3.9) para despejar formalmente
que

1+ 2x -

0= + e

Esta expresion permite escribir A como funcion de (x,y), lo que lleva a

1+e™

En este segundo caso las caracteristicas, parametrizadas por el punto xj
en que nacen sobre el eje X satisfacen

142x—x
Yearac = In | ————

14+ xg
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9.3.2. Integracion numérica a lo largo de una caracteristi-
ca

La integracion numérica general debe si-
multaneamente encontrar la forma de la ca-
racteristica como la funcién U sobre ella.

Se supondra que se conoce los valores de
U sobre una curva I" (Que no puede ser una
caracteristica). Sea P un punto sobre I': P =
(xp,yp) € T'y sea C la caracteristica que pasa
por P. Al punto P se le asocia s = 0.

Para integrar se escoge un paso h para el Figura 9.3: La curva T' cor-
parametro s. Las ecuaciones (9.2.8) y (9.2.9) ta a la caracteristica C en P =

al mas bajo orden se pueden escribir (xp,yp). Otro punto cercano so-
bre C es R = (xg,yr).

xl(gl) —Xp yl(gl) —y U,gl) —Up _

P
= =b 3.10
h ap, h P, h cp (9 )

de las que se obtiene trivialmente las tres cantidades de orden 1,

(x;”, yg),U,gl)). Estos tres valores permiten calcular valores (al(gl),bg),c](gl)).

A continuacién las mismas ecuaciones se escriben

xgﬂ) —Xp _ ap—i—ag) ygﬂ) —yp _ bp—l—bg) UIgVH) —Up _ cP—l—c%v)

h 2 ’ h 2 ’

2
(9.3.11)
Las que se iteran desde v = 1 hasta el orden que se considere necesario.

Una vez que se tiene el valor aceptado para (xg,yg,Ug) que corresponde
a s = h se procede a usar estos valores para avanzar, sobre la misma
caracteristica hasta un punto que corresponde a s = 2h. El procedimiento
es el mismo. De esta manera se logra obtener toda la caracteristica que
nace en Py todos los valores de U sobre esa caracteristica.

& Usando el método anterior integrar

oU oU "
+U = =-U* con la condicion de borde  U(x > 0,0) =1

\/)_68_)6 dy
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9.4. Sistema de ecuaciones hiperbodlicas
de primer orden

Si se tiene el sistema de M ecuaciones para U (x,1),

U oU L

— +A(x,t)=—+B(x,1)U = F(x,¢ 94.1
ot + (x7 ) Ox + (xv ) (x7 ) ( )
este sistema es hiperbdlico sila matriz A de M x M es diagonalizable y sus
autovalores oy son reales. En general se supondra que ellos son funciones

de (x,¢) y que no dependen de U.
Para resolver este sistema se comienza escribiendo

dU = dx—gx +dt—8t
= dxa—U—l-dt ﬁ—AiU—Bﬁ
ox ox

= (dx—th)a—U+dt (17"— Bﬁ)
ox

En el primer paso se eliminé la derivada parcial con respecto al tiempo. A

continuacion se encuentra la condicion para que la derivada con respecto

a x también desaparezca. Se escribe A = P~! AP, donde A es una matriz

diagonal (en la diagonal estan los autovalores o de A) y P es la matriz

para diagonalizar a A. Al multiplicar a la ecuacién por P se obtiene

—

PdU = (dx—th)P%—Z YdipP (ﬁ - BU) 9.4.2)

que por componentes es un conjunto de M ecuaciones

M-1

_ M—
Z ijde:(dx—dtOCk> Z
J=0 j=0

1 1

an M-
ija—x +dt Z ij (Fj _BjiUi)
j=0
donde los indices jy kvariasde 1 aM ode 0 a M — 1 segun lo que se pre-
fiera. Por cada uno de los valores del indice k se define una caracteristica
% como la curva x¥) (1) que satisface la ecuacién

dxk)

7 = OCk(x,l‘) (9.4.3)
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A lo largo de % se satisface

M—1 M—1 M—1
ijde =dt Z ij Fj — Z Bj,'U,' 9.4.4)
Lo anterior se ilustra a continuacion con un problema unidimensional de
fluidos.

9.4.1. Fluido compresible sencillo
Esta parte sigue de cerca el modelo planteado en la referencia [6]

Considérese las ecuaciones (7.3.1) y (7.3.2) para el caso en que solo hay
velocidad hidronamica en la direccidn x, los campos so6lo dependen de
(x,7), se desprecia el término con viscosidad (n = 0), no hay gravedad
y la temperatura es uniforme y constante en el tiempo. En tal caso las
ecuaciones se reducen a

Jdp dpv
or T 0
(9.4.5)
v, v
p&t pv&x - Ox

Adicionalmente se supondra que vale la ecuacién de estado p = Ap?, lo
que implica que dp/dp = Ayp?~! = yp/p. Se define

d
C2—_p:Q

= (9.4.6)
dpp
que permite reescribir la segunda de las ecuaciones (9.4.5) en la forma
2
dv  dv c*dp ©9.4.7)

o VT pax
La cantidad ¢ no es una constante; es la velocidad del sonido y depende
de la densidad.

El sistema de ecuaciones (9.4.5a) y (9.4.7) puede ser escrito como

d(p PO (p)_
E(\/) + <%2 v)%(v)_o (9.4.8)
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Es facil comprobar que los autovalores de la matrizson A1 =v—cy A, =
v+c. Sin embargo, se reobtendra este resultado avanzando por un camino
mas explicito.

Para determinar curvas caracteristicas se escribe la variacion de ambos
campos en la forma dF = F,dx+ F,dt simultdanamente haciendo el reem-
plazo F; por lo que dan las ecuaciones dinamicas que se tiene mas arriba:

dv =v,dx— (vvx + %sz) dt
(9.4.9)

dp = pydx— (vpy+pvy)dt
De la segunda ecuacion se obtiene que

_dp+pvydt
Y dx—vdt

que se reemplaza en la primera, obteniéndose
p (dx—vdi)dv=p |(dx—vdt)* — P di*| vy — P dpdt (9.4.10)

En el paso anterior se elimind p,. La ultima relacion es independiente de
vy Si se escoge que la integracion se haga en curvas que satisfagan

(dx —vdr)* = > dr?

lo que se cumple en dos familias de curvas caracteristicas:

d
—d): = v+4c curvas f 9.4.11)
d
d—f = y—c curvasg (9.4.12)

No se trata de dos curvas, sino de dos familias de curvas. Cada miembro
de estas dos familias se caracteriza por una constante de integracion.

La evolucion sobre estas caracteristicas reduce la ecuacion (9.4.10) a la
forma

p (dx—vdt)dv = —c*dpdt

p ((vte)dt—vdt)dv = —c*dpdt
cdptpdv = 0 + sobre curvas f/g  (9.4.13)
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Las ecuaciones que hay que integrar numéricamente se pueden resumir
en

¢.: dx = (v+c)dt combinadacon cdp+pdv=0 (9.4.14)
¢-: dx = (v—c)dt combinadacon cdp—pdv=0 (9.4.15)

Los diferenciales que aparecen en estas ecuaciones estan definidos sobre
las caracteristicas. Por ejemplo, en (9.4.14), dp es la variacion de la den-
sidad cuando hay un desplazamiento sobre la caracteristica f, en cambio
en (9.4.15) aparece el cambio de la densidad sobre la caracteristica g.
Ambos dp llevan el mismo nombre pero son objetos diferentes.

A continuacion se define un método para integrar estas ecuaciones. Se
hara en dos etapas. En la primera etapa, ver la figura 9.4, se define las
ecuaciones
xr—xp = (vp+cp)(tr—tp) (9.4.16)
xg —xg = (vg—co)(tr —10)
que permiten despejar xg y tz. Luego las
ecuaciones cdp + p dv se discretizan,

cp(Pr—pp) + (v —vp)pp =0 dx vcdt

cg(pr—pPg) — (vr —vg)po =0

(9.4.17) dx vcdt

que permite despejar pr y vg. De pr se
obtiene cp.

Las cantidades recién obtenidas son
una primera aproximacion a xg, g, Pr
y vg. A continuacion se puede escribir
una forma mas precisa para los dos pa-
res de ecuaciones:

xj’e“ —xp = l(w:-l—v?e +cp+ck) (t,’é+1 —1p)

+1 _ +1

xg —xg =3(vo+vg—co—cg)(tg" —1to)
Se usa las primeras dos ecuaciones con n = 1 para obtener valores xz y
tg de segundo orden e inmediatamente se usa las otras dos, también con

n=1:

Figura 9.4: Las curvas PR y QR son
curvas caracteristicas.

(9.4.18)

(CP+C?€) (pIngll _pP) = —(V;lel+1 _VP> (pP+pIr€l) (9419)
(co+ck)(pr" —Po) = (%" —vo)(po+pf)

9.4. SISTEMA DE ECUACIONES HIPERBOLICAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
DE PRIMER ORDEN



201 Métodos Numéricos

para obtener valores pg y vg de segundo orden. Estas cuatro ecuaciones
se puede usar reiteradamente para lograr convergencia a valores finales
(XR,IR; PR, VR)-

Para integrar, entonces, se parte de la base que se tiene curvas I" sobre
las que se ha definido condiciones iniciales y/o de borde. Esto significa
que sobre I" se conoce las cuatro cantidades (x,z,p,v). Se escoge puntos
sobre estas curvas, que van a jugar los papeles de Py Q de mas arriba.

La forma tipica de integrar
en este caso consiste en ob- k-1 (% k+1

tener toda la secuencia de 3 \Ky/\&s/\
“puntos R” a partir de puntos » N7
consecutivos de I" que jue- \O/\k/ A/

ganelpapelde Py Q.Lase- 1 1 g J
cuencia de puntos R asi ob-
tenidos definen una curval’y 04 1 - K ]

que sera la nueva curva a

partir de la cual se cons- Figura 9.5: Las dos faimilias de caracteristicas de
truird una curva I',. este problema forman un reticulardo no regular.

N

La iteracion de este problema es distinta al pasar de tiempos “pares” a

tiempos “impares” que al revés. En el primer caso las identificaciones
_ (42V 42 (2 2 _ (2v+1 2v+] :

son P = (x",5;"), 0= (i) Yy R=(x" 7 ,5.""") mientras que en el

segundo las identificaciones son P = (xV 1,2V, 0= (" iV ) y

R=(x2",12).

Condiciones de borde. Suponiendo que en la malla de caractaristicas
se tiene un punto Q sobre una caracteristica g (crece hacia la izquierda)
y el préximo punto, R, esta en el borde izquierdo. De (9.4.17) y (9.4.18)
las ecuaciones que fijan las condiciones de borde a la izquierda en una
primera iteracion son

xr—xg—(vo—cg)(tr—1g) = 0
co(Pr—Po)—(VrR—vg)po = 0 (9.4.20)

Por ejemplo, se puede presentar el caso que xg = 0y que las condiciones
de borde del problema sean que la velocidad en el borde sea nula, vg =0.
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Se tiene dos ecuaciones y dos incégnitas: 7z y pg. Algo similar debe ser
planteado al lado derecho.

9.4.2. Fluido compresible con entalpia variable

Esta parte sigue de cerca el modelo planteado en la referencia [3]

Esta vez se considerara las ecuaciones

dp  dp v
E+ya+p$ =0 (9.4.21)
dpv  Ipv?  dp

ot + dx + ax f
donde f, reemplazando al término nV>¥, es una forma sencilla de repre-

sentar la resistencia del flujo. Si en la segunda ecuacién se elimina ‘Z—’;,
usando la primera, se obtiene la forma

dv  dv ap
P (E +V$) Lo g 9.4.22)

y la ecuacion para la entalpia H,

JH JH 1(dp dp\ _
P (a—t +Vg) ~7 (a_t —i—va—x) =0 (9.4.23)

donde Q es la tasa de generacion de calor y J es una constante que hace

calzar las unidades. Puesto que

OH  OHJp OHIp

o T dp o apor
on _ omap o op
dx  dp dx Idp ox

se puede reescribir (9.4.23) en la forma

dHJdp JdHIp dHdp JHJIp\ 1(dp  dp\ _
”(%E*%E)“’V(%awa J\ar T7ax) =9
(9.4.24)
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el cuadrado de la velocidad del sonido es
dH /dp
2 —_— —
@ =~ HTap 1707 (9.4.25)

lo que permite obtener

2
a—p+pczﬂ+v8—p: O

o P o T ax T poHdp (94.26)

Si ahora en (9.4.23) se elimina %—f usando la ecuaciodn recién escrita, se

obtiene
O0H OJdH c?dv 0 20

— ==
or ox TUox T p pudE

(9.4.27)

Las ecuaciones (9.4.22), (9.4.26) y (9.4.27) se pueden resumir en la forma

o [ v o 1p 0\ 5 [ f/p
e A p v 0 nl P = ~c*Q/(pdH /dp)
H A U H Q/p—c*Q/(Jp*dH [Ip)

(9.4.28)
La matriz A en este caso tiene autovalores

o) =v+c, o =v—c, o3 =V

Si se define

1 —l/pc 0 1/2 0 J
P= 0 c —plc — Pl=| —pc/2 0 pJc

1/27 1/(2pJc) O —c/(2J) 1/(pJc) ¢
(9.4.29)

se obtiene que PAP~! =diag{v —c,v,v+c}.

En base a estos resultados se puede llegar a las siguientes ecuaciones
gue deben ser integradas a lo largo de las respectivas caracteristicas.

Ecuaciones para las caracteristicas y las cantidades v, p, H .

Caracteristica ¢, :

dx
il v+c (9.4.30)
dv dp oc?
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Caracteristica ¢_:

% = v—c (9.4.32)
dv dp oc?

En ambos casos las derivadas son sobre la respectiva caracteristicas.
Estas dos caracteristicas se denominan sonicas.

Caracteristica ¢; o caracteristica material-

dx

— = 9.4.34

I v ( )
dH 1dp
I 4.35
dt J dt Q © )

Método explicito parcialmente basado en las caracteristicas

Un método basado en la integrancion a lo largo de las caracteristicas, tal
como se hizo en §9.4.1 seria mucho mas satisfactorio.

Este método calcula p**!, v+*1 y g+l
a partir de p", v y H". En lo que sigue
h=Xp41 — Xk =X —Xp—1 Y los intervalos n+1
temporales valen . Se usa ademas que

Xk —XA 5 XA —Xg—1 5

pa = A Pr—1 Tpk n
X — X XA — Xj—
va = khszfl—l—%vZ k-1 Ak B k+l
Xk+1 — XB XB — Xk
ps = — it Pit1 _
Xpsl —Xp xp ~ x; Figura 9.6: Los puntos A y B son
vg = Vi + Vi1 las intersecciones de las caracteristi-
h h cas ¢, y ¢- que pasan por el punto

) (n+1,k) con el gje n.
Se plantean las ecuaciones

n+1 n+1 QC2

P —PA Ve VA _p o ¥C
+<pc>+ R+—Cf paH/ap

£
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n+1l n+1 2
Wi =Py M v e Q0
de de pdH /dp

donde debe entenderse que (pc) . es los promedios sobre las caracteristi-
cas %.. De lo anterior se obtiene

P (pe) VT = eRy +pat(pc) va (9.4.36)
pZH —(pc)_ VZH = €R_+pp—(pc)_va (9.4.37)
Los factores que aparacen en los dos lados derechos se conocen, de
modo que estas dos ecuaciones permiten obtener pj !y vit1.
Estas ecuaciones pueden no ser validas en

los bordes que, tipicamente, corresponden a 1 n+1
kZOYk:N. ,/‘,:\'\\
Para determinar la entalpia se usa (9.4.35) SN
en la forma P n
D D
H,?H —Hp 1p’,§4rl — Db <v>>0 <v><0
<p>m € - j € = <Q>m

Figura 9.7: La caracteristica
donde Hp es el valor de H en el punto D que material define un punto D que

es la interseccion de % con el eje ny se cum- 6512 @ 1 izquierda o derecha
ple que segun el signo de promedio (v),,

dev en %;.
xp>x; & (v), <0
xp<xp & (v),>0
como muestra la figura 9.7 donde Hp se define por medio de

W W e+ (1= 0) i) HE con (v, >0
Hp = (9.4.38)
[0 [+ (=10, ) HE con o (v), <0

y expresiones similares para pp. Pero pZH ya se conoce, de modo que

1 1
n+1 _ - n+1
H =00 e(0), + J(pk pp) | +Hp (9.4.39)

Conociendo H;"'y pi*!, se usa la ecuacion de estado para determina la
densidad p y otras propiedades que pudieran interesar.
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9.5. Ecuaciones de segundo orden cuasilinea-
les

Se considerara la ecuacién

02U b 22U N 02U
o2 P orox ' C o2

a +e=0 (9.5.1)

donde los coeficientes a, b, ¢, e son, en general, funciénde ¢, x , U, U y
oU.

Se usara la notacion

L
p_ at7 C]— ax7
(9.5.2)
2*U 02U 2*U
k=57 V=532 = o

Tal como en el caso de las ecuaciones de primer orden, se busca las li-
neas caracteristicas en el plano (x,t), parametrizadas por un parametro s,
a lo largo de las cuales la ecuacién diferencial se transforma en la expre-
sion de la diferencial dU cuando varia s, es decir, dU = pdt + gdx donde
dt y dx son las variaciones a lo largo de las caracteristicas.

La notacion anterior permite que la ecuacion original se escriba
aR+bS+cW+e=0 (9.5.3)

A continuacion se manipulara para que desaparezcan las segundas deri-
vadas, lo que conduce a la definicion de las caracteristicas.

Como se ha dicho, la ecuacion original anterior sera convertida en ecua-
ciones para curvas caracteristicas f y g y una forma diferencial para U
sobre las caracteristicas. Las curvas caracteristicas quedaran definidas
por funciones (xs(s),t¢(s)) Y (xg(s),%,(s)) de un parametro s. Usando un
punto para indicar derivada con respecto al parametro s, se puede escribir

p=Ri+Sx

g=Si+Wx ©:54)
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de donde se despeja
R_p—ﬁ

o lsi (9.5.5)

X
que permite reescribir (9.5.3) en la forma

W =

. e
al i s+ L2
X

que reordenada y multiplicada por x da

.\ 2 . .
—iS (a <§) —b;#—c) —l—ap?—l—aj—l—ex:o

La ecuacién anterior ya no depende ni de R ni de W. El proximo paso es
lograr que tampoco dependa de S. El cuociente f sera llamado X (s) y, para
que la ecuacion no dependa de S se exige que el paréntesis grande sea
nulo:

aX?>—bX+c=0 (9.5.6)

la que da, en cada punto (x(s),z(s)) dos soluciones para X llamadas f(s)
y 8(s),

b+Vb?—4ac
2a

b— VD —4
g = ———5——% (9.5.7)
a

f =

Esto quiere decir que (9.5.3) permite dos direcciones en cada punto (7,x)—
definidas por X = %—que resuelven (9.5.6). A lo largo de tales curvas dp
y dq satisfacen,

aXdp+cdg+edx=0 (9.5.8)

Las direcciones que emergen de (9.5.6) se llaman direcciones caracteristi-
casy las ecuaciones de tipo (9.5.1) son clasificables de acuerdo al tipo de
soluciones que emergen de (9.5.6), o que se decide con el signo/valor de

b* —4ac (9.5.9)

como lo resume la tabla que sigue:
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tipo de ecuacion raices signo
hiperbolica reales y diferentes  b? —4dac >0
parabdlica reales e iguales b*—4dac=0
eliptica complejas b*> —4ac <0
Una ecuacion puede ser de distinta naturaleza en
distintas zonas del espacio (z,x), como por ejemplo t
xUs +tUpe+xUy = F(t,x,U,U;, Uy) (9.5.10) . Hiper

En este caso a =x, b=t,c =xy la naturaleza de esta —EHP—————Elp—
ecuacion es hiperbdlica, parabdlica o eliptica segun .- Hi
Si b* —4ac =t*> — 4 x* es positivo, nulo o negativo como
lo senala la figura 9.8. En la figura se ve los dominios
donde es hiperbdlica y eliptica. En las fronteras la
ecuacion es parabdlica.

per

Figura 9.8: La
ecuacion (9.5.10) es
hiperbdlica, parabdlica
o eliptica dependiendo

96 Ecuaciones hiperbélicas de la zona del plano

(x,7) que se considere.

9.6.1. Planteamiento del problema

En el caso hiperbdlico pasan dos caracteristicas diferentes por cada pun-
to. Ellas tienen pendientes
dx dx
> == 9.6.1
I I =8 9.6.1)
que se denominaran las f-caracteristicas y las g-caracteristicas.
Por lo anterior, la ecuacién
’U b 0°U N ’U
&
dt? dt dx dx?
con coeficientes a, b, ¢ y e que son funciones conocidas de (¢,x,U, p,q), tie-

ne caracteristicas cuyas pendientes se obtienen resolviendo la ecuacion
algebraica

a +e=0 (9.6.2)

dx 2 dx
it R A — 6.3
a (dt) bdt +c=0 (9.6.3)
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Las raices se denominan fy g.

A lo largo de las caracteristicas los diferenciales dp y dq estan relaciona-

dos por

dpd d d
a_p_x+c_q+ = =

dt dt ' dt 65_0

que se puede escribir

dx

“ar

dp+cdgq+edx=0

gue toma dos formas, segun de qué caracteristica se trate,

afdp+cdqg+edx=0

agdp+cdg+edx=0 (9.6.4)

En las dos relaciones anteriores los diferenciales, a pesar de tener el mis-
mo nombre tienen valores distintos; dp, dg y dx en la cada una de estas
ecuaciones representan las variacion de p, ¢ y x en la caracteristica co-
rrespondiente, f en la primera y g en la segunda.

Finalmente se usa ademas
dU = pdt + qdx (9.6.5)

que puede evaluarse a lo largo de cualquiera de las dos caracteristicas.

9.6.2. Integracion explicita

Existe una variedad de problemas para los cuales las caracteristicas son
integrables en forma explicita antes de iniciar el método numérico. En lo
que sigue se describe el caso en que las caracteristicas se van obteniendo
numéricamente punto a punto.

Sea I'" una curva que no es una caracteristica y supongamos que sobre
ella se conocen U, p y ¢. Sean P, Q puntos muy cercanos en I', es decir
los valores up, ug, pp, po, gp Y qo SON conocidos.

El primer paso consiste en resolver (9.5.6)

apfz—bpf-i-Cp =0

9.6.6
anz—ng—l—CQ =0 ( )
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para escoger un valor para fp y otro para g consistentes para que exista
un punto cercano R donde se corta la f-caracteristica que pasa por P con
la g-caracteristica que pasa por Q.

En una primera aproximacién se toman los
arcos PR y QR como rectas con pendien-
tes fp y go por lo que se puede escribir

R
1 1
xl(?) —Xp :fP<t[(3 ) —l‘p)
(9.6.7) 8 r
(1) (1)
Xp' —X0 = ty ' —1
® —X0=280(tx —1o) P 0
De estas 'dos ecuamone(si)se( 1(;btlene valo- Figura 9.9: Naturalmente en las
res aproximados para (tz ', xz ") ecuaciones hiperbdlicas de segun-
A las ecuaciones (9.6.4) se les puede dar 9 ?fd,eg existen dos familias de ca-
la forma aproximada racteristicas.
1 1 1
anP(pI(Q) _pP) +CP(CI§€) _CIP) +€P(X§e) _XP> =0 (968)

apgo(py) — po) +colay) —a0) +eo (xy) —xg) =0

que dan primeras expresiones <p§;>,q§;>).
La ecuacion para determinar U

U U
dUu = jdt—l—a—xdx—pdt—l—qu
en forma aproximada es
1
ug) —up = 3 (pp -i—pg)) (tl(;) —tp)+ (qg) +4qp) (xg) —xP)] (9.6.9)

que determina un valor para u§Q>. También se podria usar la otra carac-

teristica para aproximarse al valor de u;”, o0 ambas y luego utilizar el pro-
medio.

De esta manera se obtiene primeros valores para las cinco cantidades
( (1 (1 1) (1) u(1)>_

IR »XR sPR 4R s Up

Con estos valores se determinan (a;”,bg),c;”,eg)).
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A partir de todo lo anterior se define un método iterativo para mejorar los
valores en R. Este método iterativo permite obtener valores X "+1) a partir
de valores X("). Se ingresa al ciclo iterativo siguiente ya conociendo todo
sobre las cantidades en el punto R a primer orden. Es decir, en lo que
sigue, el primer valor de n es 1y se determinan cantidades X .

1. Se usa el conocimiento de la iteracion n para resolver la ecuacion

alx?—pPx +cW =0 (9.6.10)

cuyas raices son flg”) y g&").

2. Se reemplaza (9.6.7) por

(n) (n)
x}(Q ) fr sz (tlg ) ) x}(Q +1)_xQ: 0+8g (tlg +1)_IQ)
9.6.11)

para obtener (¢ x\r™).

3. Se reemplaza (9.6.8) por

(n) (n) (n
ap+ay’ fp+f n+1 cptc n+1
3 K 2R (P = pp) + LR (gt

(n)
epZeR (xgz+l)_xp):0
(9.6.12)
(n) (n) (n)
ap+ap’ go+g nl cotc n+1
2 5 = 5 (Pt — po) + 2R 5 (ax ™" —q0)

(n)
Leot el (o

para obtener (pit! gty

4. Hecho todo lo anterior se usa (9.6.9) en la forma

(n+1) (n+1)
n + n n
)y, PPEPR )y ORGP nl)

R T up > IR 3 XR

(n+1)
para tener u, .

(9.6.13)
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5. Habiéndose obtenido en primera aproximacion las cantidades: g,

XRs PR, qr Y ug S€ calculan, en esta aproximacion, los coeficientes
(n+1) b(n—H) (n+1) (n+1)
ap bR ,CR sep .

Los pasos recién descritos se repiten hasta tener convergencia para las
cinco cantidades que se quiere evaluar en el punto R. Si P, Q y R estan
suficientemente cerca se requiere de pocas iteraciones para que las in-
teraciones anteriores converjan.

Recorriendo la curva I con pares cercanos (P,Q), se obtiene una nueva
curva—esto es, nuevos puntos (x,7))—cercana a I' sobre la cual se de-
termina la funcidn y sus derivadas. Esta nueva curva se usa para seguir
avanzando.

9.7. Condiciones de borde

Xizq

Figura 9.10: En el texto se analiza la forma como se determina las cantidades asociadas
a un punto R en el borde izquiero cuando se tiene toda la informacién en un punto Q sobre
la misma caracteristica.

En lo que sigue, se analiza la forma de determinar los valores en los pun-
tos R en el borde izquierdo a partir de los valores que ya se han determi-
nado en puntos Q como lo ilustra la figura 9.10.

(a) Sila condicion U (x,t) en x = xi,q €s rigida entonces es dato

Ur = U (xi,q,t) que implica conocer  pr = p(Xizq,t) (9.7.14)
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(b) Sila condicion U (x,t) en x = xi,q €s derivativa entonces es dato

U'p = [aUa(;c”)} — ar 9.7.15)
X=Xizg

De modo que segun si la condicion de borde a la izquierda es rigida o
derivativa se conoce pg 0 gg.

Puesto que se conoce todo en el punto Q de la figura 9.10, se determina

que
bQ — 4/ bZQ — 4anQ
f0= ZGQ
que se usa en la forma discreta de dx = gdt,
Xizqg — X0 = 8G (IR —IQ> (9.7.16)

para determinar tz. Seguidamente se una la forma discreta de agdp +
cdq+edx,

aggo (Pr— Po) + <0 (4R — q0) + €0 (Xizg — X0) (9.7.17)
En esta expresion se conocen todos los factores excepto por uno. Si la
condicion de borde a la izquierda es rigida se conoce pg y (9.7.17) permite
determinar gg. Si condicidén de borde a la izquierda es derivativa se conoce
qr Y (9.7.17) determina pg.

Finalmente de (9.6.9) se tiene que

Ur =Up+ % [(pr+Po)(1r —10) + (4R + 90) (Xizg — X0)]

Todos los factores que hay en el lado derecho ya han sido determinados
de modo que se ha integrado correctamente desde Q hasta R.

Un razonamiento similar se puede usar para tratar las condiciones de bor-
de al lado derecho.

9.8. Problemas

9.1 Integre el problema de un fluido compresible unidimensional sin vis-
cosidad que obedece las ecuaciones
9, 9pv

§+8x =0
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av adv ap

P HPVS = o (9.8.1)

y ecuacion de estado p = Ap?. Considere 0 < x < 1, condiciones de
borde v(0,7) =0y v(1,#) = 0 y condicion inicial p(x,0) =1 en todo el
domino excepto que en el intervalo 0 < x < 0,1 vale

p(x,0) =1+40,1 cos(10mx)

EscojaAd=2,y= % y divida el intervalo (0, 1) en 10 mil trazos iguales.
Guarde los cuatro campos en un archivo a 4 columnas (x,z,p,v),
unos 100 valores cada vez. Por ejemplo la primera columna contiene
X0, X100, X200 - - - , |2 sSegunda tiene 1y, 100, t200 - - - €tC. Su archivo debe
registrar estos bloques de altura 101 a intervalos regulares (tal vez
cada 400 barridos de 0 < x < 1) para tener un vision de la evolucion
del sistema. ltere su sistema al menos unas 25 mil veces.

Una de las muchas formas de mostrar lo que ha obtenido puede ser,
por ejemplo, mostrar la evolucién de la densidad usando gnuplot con
las instrucciones

set nokey

set nosurface

set contour base

set view 0, 0, 1, 1

splot "mis.datos" u 2:1:3 w d

En el caso de la evolucion de v(x,) también interesa ver el signo.

9.2 Integre la ecuacién
U  J*U N aaU
o2 oJx? ot
usando el método de las caracteristicas en el intervalo 0 <x <1
con las condiciones de borde U(0,7) =2 sinwt, U(1,t) =0, y con las

condiciones iniciales U(x,0) =0y dU(x,0)/dt = 0. Estudie los casos
conw=l4ryw=15n,yx =2,0y a =8,0.

=0

a) Dibuje U(x,t = fijo) para diversos valores k de iteraciones: para
k = 5000, 10500 x 13400. (Para k = 5000 la funcién U debiera ser cero
sobre la mitad del intervalo).
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b) Grafique U (x = 1,t) y U(x = 1,t) desde ¢ = 0 hasta un tiempo sufi-
cientemente largo para que se vea que el sistema ha alcanzado un
estado de régimen.

c¢) Una vez en el estado de régimen dibuje U(x,1y) para un instante
to para el cual U(0,1p) = 2,0

La ecuacion planteada es la que satisfacen las componentes del
campo eléctrico y magnético cuando se propaga una onda electro-
magnética en un medio algo conductor. El coeficiente o es propor-
cional a la conductividad del medio. La condiciéon de borde en x =0
puede pensarse como la que impone una onda que llega desde el
vacio al medio conductor que comienza en x = 0. La condicion de
borde en x = 1 corresponde a la presencia de un conductor perfecto
de ahi en adelante. Ese borde actua como un espejo.
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Capitulo 10

Transformada rapida de Fourier

Este capitulo sigue de cerca la primera parte del correspon-
diente capitulo de [5]

10.1. La transformada continua

10.1.1. La delta de Dirac

La nocidén de la “funcion” 6 juega un papel especial en este capitulo. Ella
se define como

— oo —oo

5(f):/°° gy 5(r):/°° e It f (10.1.1)
donde 6(y#0)=0 'y
/ " §(x) h(x)dx = h(0) (10.1.2)

para cualquier funcion k(x) continua en x = 0.
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10.1.2. Relacion entre una funcion y su transformada

Si g(7) es una funcion continua y G(f) es su transformada continua de
Fourier se satisface

()= [ ememiar = g= [ G(Heiar 1013

Notese que en este formalismo se considera valores tanto positivos como
negativos para la variable de frecuencia f.

10.1.3. Convolucion y correlacion

La convolucioén de las funciones g1 (¢) y g2(¢) como la funcion de r denotada
g10g2 (1) se define por

oo

glogz(t)E/mgl(f)gz(t—f)df (10.1.4)

Notese que g1 0g2 (1) = g20g1 (1) y la transformacion de Fourier asociada
es el simple producto

G1(f) Ga(f)

A esta propiedad se la llama teorema de la convolucion.

La correlacion entre dos funciones g; y g2, que se denota Corr(gi,g2), €s
una funcion de ¢ que se define por

o0

Corr(gl,gz):/ g1(t+171)g(r)dr (10.1.5)

Notese que la transformada de Corr(gy,g2) €S

G1(f)G2(—/)

que—si G»(t) es real—da G (f)G;(f) (teorema de la correlacion).
Si g(¢) es real entonces la transformada de su autocorrelacion es |G(f)|>.
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10.1.4. Potencia

La potencia total esta dada (teorema de Parseval)

potencia totaI:/ |g(z)\2dr:/°° \G(f)|*df (10.1.6)

— o0 —o0

o0

También se define la densidad espectral unilateral de potencia
P(f) =GP +IG(=f)P,  0<f<eo (10.1.7)
de modo que la potencia total es
Pa= | PS)df
Notese que
si g(t) esreal entonces P,(f) =2|G(f)|? (10.1.8)

10.2. Transformada de Fourier en dominio fini-
to

Considérese el espacio de funciones h(x), definidas en 0 <x < L y las
funciones base

1 2minx/L
en(x) = —=e , donde n=0,1,2... 10.2.1
n (%) N3 ( )
Estas funciones satisfacen
L
/ en(x) ey, (x)dx = Sy (10.2.2)
0

de modo que es posible escribir i(x) en términos de las funciones base
en(x)

h(x) = i Hye,(x) (10.2.3)
n=0
y a la inversa
L
Hy, — / h(x) ¢ (x) dx (10.2.4)
0

Se puede llamar transformada de Fourier directa a (10.2.4), mientras que
(10.2.3) es la transformada inversa.
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10.3. Transformada de Fourier discreta

En lugar de considerar la funcion continua g(z) con —oo < t < oo se utili-
zara una muestra discreta de datos g,

g =g(Ak),  k=0,+1,42 43, . (10.3.1)

y a A se la denomina la tasa de muestreo.
Asociada a A se tiene la frecuencia critica de Nyquist,

1
fe= A (10.3.2)

Se habla del analisis estadistico de senales para referirse, en el contexto
actual, al espectro de una serie temporal 0 senal es una funcion positiva
de una variable de frecuencia asociada a un proceso estocastico estacio-
nario, o una funcién dada del tiempo que tiene dimensiones de potencia
por hertz, o energia por hertz. Intuitivamente el espectro descompone a
la funcidén temporal en componentes asociadas a las distintas frecuencias
presentes en el proceso y asi ayuda a identificar periodicidades escondi-
das. Suelde decirse espectro de potencia, densidad de potencia espectral
o densidad espectral de energia.

Aca se usara la expresion densidad de potencia espectral con la abrevia-
tura PSD por power specral density.

Si la funcion g(r) esta definida en —e <t < o su densidad de potencia
espectral muy probablemente va a ser infinita. Por lo general interesa li-
mitarse a una lapso finito de tiempo y calcular para esa funcion g(¢t)—nula
fuera de un dominio finito de +—su correspondiente densidad de potencia
espectral.

Hay razones que permiten apreciar la importancia de la frecuencia de
Nyquist:

a) Sise muestrea una funcidn continua g(¢) a intervalos Ay g(¢) resulta
tener un ancho de banda limitado por frecuencias de magnitudes
menores que f,, esto es,

G(f)=0 paratodo |f|> f. ancho de banda limitado  (10.3.3)
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entonces la funcion g(¢) queda totalmente determinada por el mues-
treo g;. En efecto, si g(¢) esta dado por el teorema del muestreo o
“sampling theorem”,

sin 27rfc (t—kA))

Akz_ Sk Ty (10.3.4)

La expresidon anterior muestra que el contenido de informacion de
una funcion de ancho de banda limitado es, en cierto sentido, infini-
tamente menor que el de una funcién continua general. En tal caso
basta una muestra discreta y no continua.

A menudo se debe trabajar con una senal que—por razones fisicas—
tiene un ancho de banda limitado, al menos en un sentido aproxima-
do. Por ejemplo, la senal puede haber pasado por un amplificador
que responde a un ancho de banda limitado. En tal caso, el teo-
rema dice que toda la informacion de la senal puede ser registrada
muestreando a una tasa A~!, igual al doble de la frecuencia maxima,
(10.3.2), que entrega el amplificador.

Si se muestrea una funcién continua que no esta limitada a un ancho
de banda (—f. < f < f.), toda la informacién asociada a frecuencias
fuera de este rango es errdbneamente trasladada a ese rango. Este
fendmeno se denomina traduccion falsa (en inglés se dice aliasing).

La forma de superar la traduccién falsa consiste en primero tener
claro cual es el ancho de banda de la senal, o bien imponer un limite
conocido por medio de un filtro analdgico de la senal continua y, se-
gundo, muestrear a una tasa suficientemente fina (A pequeno) para
dar al menos dos puntos por ciclo para la frecuencia mas alta.

Para reparar el efecto de la traduccion falsa conviene estimar la
transformada de Fourier G(f) imponiendo que ella sea nula fuera
del rango (—f, f¢). Si, al hacer esto, se observa que G(f) se acerca
a cero en sus extremos (f — f. Y f — —f.) S€ puede suponer que se
tendra un resultado razonablemente bueno, pero si esto no ocurre
podemos sospechar fuertemente que componentes fuera del rango
se han colado al rango critico.

Se tiene entonces una muestra discreta y de tamano finito N,

a=gt), t=kA, k=01, N—1 (10.3.5)
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Supongamos ademas que N es par.

Ya que se tiene un numero finito de datos se quiere calcular igual nimero
N de transformadas G(f) en el rango (—f., f.). Se escoge hacerlo para las
frecuencias discretas:
n N N
= == 10.3.6

W=an  "TTas (10.3.6)
Mas adelante se reemplazara este rango de n por (0,1,..,N).
Se hace notar que

Inp=Ffc yque  fi,==%fy (10.3.7)

En (10.3.6) se define N + 1 frecuencias, pero en lo que sigue se vera que
solo se toman en cuenta N.

La exponencial exp[27if,t] en el caso discreto (usando f, y r =kA) es

o2Tifut _ p2mink/N (10.3.8)

Esta exponencial no cambia si se reemplaza n — n+ N porque

eZni(niN)k/N _ ezmnk/NeiZm'k _ ezmnk/N (10.3.9)

ya que exp[+27ik] = cos(2mik) = 1. Esto es, e?¥*/N es periodica en n con
periodo N. En particular el caso n = 0 es equivalente al caso n = N por lo
que a ambos se les asocia la frecuencia nula.

Enlos casos 0 <n < % se continuara asociando la frecuencia f, definida
en (10.3.6). En cambio, en los casos con —% <n <0, en lugar de asociar
la frecuencia negativa f_, se le asociara a frecuencia negativa equivalente

N—n
NA

SN =— (10.3.10)

. f=0 >0 e f<0 f=(
Se ve entonces que las frecuencias que 1

entran en este formalismo tiene siempre o N/2 N
una magnitud que no sobrepasa f.. _

. ‘ Figura 10.1: Esta figura ilustra la
De todo lo anterior se ve que el rango rejacisn entre los valores de n abajo

para n dado en (10.3.6) puede ser reem- con las frecuencias que se le asocia,
plazado por el rango n =0,1,.N —1 de arriba. Ver también la tabla (10.3.11)
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tal manera que para 0 <n < % se obtie-
ne frecuencias f, tales que

O0<n< — 0§fn<fc

< =z

Mientras que con n tal que 5 <n < N se asocia frecuencias negativas.

La tabla que sigue muestra la relacion entre los valores de n y la frecuencia
asociada

N n n
0< — n=———=-"—"—"—"—Jc
sn<y | h=anT ey
N 1
n= 5 Inp=%sx =%fe (10.3.11)
N N—n N—n
_ < — —

Noétese que las frecuencias de mayor magnitud ab-
soluta son +f..

Con lo anterior se define la transformada

o N-1 N—1
G(fn) :/ g(t)esznt dt ~ Z gk 2l A — A Z o o2ikn/N
- k=0 k=0

(103.12)
Pero la transformada de Fourier discreta G, se
define omitiendo el factor A,

N/2 Nn

Figura 10.2: Represen-

—1 . tacion gréfica de las fre-
_ 2mikn/N
Gi=) gre™™ "/ (10.3.13)  cuencias como funcién de
k=0 n segun (10.3.11).

gue graficamente se representa por la figura 10.1.
Por ejemplo, en el caso N = 16, esta figura tendria las 17 frecuencias. Esto
es lo que representamos a continuacion anotando abajo los valores de n

0, tfer 2fer o Sf Ife fe, —3fe =S8fc o —Ef —if, O

0 1 2 .. 6 7 8 9 10 .. 14 15 16
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Oa %fm %fm . gfc %fm :l:fCa _%fm _%fc . _%fc _%fm 0

0 1 2 .. 6 7 8 9 10 11.. 14 15 16

Puesto que la primera y ultima frecuencias son iguales (y nulas) efectiva-
mente hay tan solo 16 frecuencias diferentes.

Mas en general, siempre con N par, se tiene
fo= 0 2fe ~fe o N2f £fe Y2 fe o —xfe —3f O

NtZ  N—-2 N—1 N

_ N-2

|

La transformada discreta asocia a los N numeros complejos g, son los N
nuameros complejos G,,. Ella no depende de ningin parametro dimensional
tal como A.

G(f,) ~AG, (10.3.14)

La transformada inversa que—a partir de G,—recupera la funcion original
8ks €S

1 N—1

="y Y Gye 2N (10.3.15)
n=0

y el teorema de Parseval (10.1.6) toma la forma
N-1 5 1 N—1 5
Y el =5 X 1Gil (10.3.16)
k=0 n=0

También se puede escribir formas discretas para la convolucién y la corre-
lacién.

10.4. La transformada rapida de Fourier (FFT)

Se define la matriz W de componentes W”* como

Wk = 2mikn/N (10.4.1)
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con lo cual (10.3.13) se puede escribir

N—-1
Gu=Y W'g (10.4.2)
k=0

que puede mirarse como el producto de la matriz W multiplicando al vector
g. Segun la expresion anterior, cada uno de los G, requiere de N multipli-
caciones y n=0,1,...N — 1 toma N valores, de modo que hasta aqui se
debe hacer ¢(N?) multiplicaciones. En lo que sigue se vera como reducir
el nimero de operaciones.

En efecto, en lo que sigue se ve que la transformada discreta de Fourier
se puede reescribir como la suma de dos transformadas de largo N/2, una
usando los indices pares y otra los indices impares:

Z 2mikn/N g n=0,1,..N—1
k=0
N/2—-1 N/2—-1
_ Z 2min(20/N g 4 Z o27in(2k+1)/N 8okt
N/2— N/2—1
_ Z ATink/(N/2) g Ly Z 2Tk N/2) g 1 (10.4.3)
h— k=0
= G,T+W"G’ donde W =2®i/N (10.4.4)

donde + quiere decir parte par o impar. Se puede comprobar que G, y
G, son periodicas en n con periodo N/2 debido a que

627ri(n+N/2)k/(N/2) — ez%ink/(N/Z) eZEik — eZEink/(N/Z) (1045)

Con esto debiera ser claro que el costo de calcular G, es N/2 productos
complejos y lo mismo ocurre con G,, .

Dado un n tal que 0 <n < % para calcular G, y/,, se debe considerar
sumas como en (10.4.3). En ambas sumas aparecen exponenciales como
(10.4.5) y ademas y, puesto que

WhHN/Z _yyn et — _yyn (10.4.6)

se cumple que
Gy = G -W"G, (10.4.7)
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lo que muestra que si se calcula los G y G, con 0 <n < % se puede
calcular no tan solo los G,, sino ademas los GH%, esto es, hay que hacer

la mitad de los calculos para obtener todos los G,,.

Habiendo reducido el célculo de G, al célculo de G, y G,, con la mitad
del esfuerzo, en forma semejante se puede reducir el problema de calcular
G, al problema de calcular sus N/4 datos pares y sus N/4 datos impares,
lo que podriamos llamar el calculo de Gy G, ~. Y algo similar se hace
con G, dando G, " G, ~. Esto hace que el caso mas sencillo se presente
cuando N es una potencia de 2, N = 29.

Teniendo N = 2¢ diver-

Sos autores argumentan 888? ? g
que la transformada de 0010 2 4
i A i 0011 3 12
Fourler eStandar rGQU|e' (0123456789 101112131419 0100E 4 2
re de N>=2% ope- 0101 5 10
. . (024681012141 35 7 9 111319 0110 6 6
raciones, mientras que i 7
la FFT (transformada de ©%swes 0iuis o6 151 1000 8
H AAi H 1001 9 9
Fourier rapida) requiere 4@ urlsarasmears 1010 o s
de ¢279=NInN ope- <1o11 1" 13
H . . 1100 12 3
raciones. Por ejemplo, si 1101 a1
g = 12 se reduce el nu- 1110 1% 7
1111 15 15

mero de operaciones de

224 =16.777.216 a 12 x Figura 10.4: A la izquierda se muestra como las suce-
212 —49 152. sivas separaciones en términos pares e impares lleva al

. orden final. A la derecha se ilustran el reordenamiento
Se concIHye que existe de los indices de 16 datos comprobandose que corres-
una relacion de recurren-  ponde a la inversion de los bits.

cia donde las componen-

tes llegan a tener una secuencia de indices “par” e “impar”. Se hace uso
de la representacion binaria de n, esto es, n es expresado con ceros y
unos, de modo que a 0 se asocia “par” y a 1 se asocia “impar”, como se
ilustra en las figura 10.4 y en (10.4.8). Las transformadas cada vez mas
gruesas (menos puntos) deben ser vistas, en la representacion binaria de
n, como la eliminacién secuencial de los bits menos relevantes.

La idea basica es la siguiente. Se toma el vector original g de componen-
tes g, y se lo reordena segun el orden natural que resulta una vez que
se cambia cada indice k por el que corresponda a una inversion de bits
como se ilustra en la Fig. 10.4. Esto corresponde a tomar objetos como
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( r r Gt
G+
0.8
Gt
++
G, 2043812 G
o
Gy1n i
G,
+
Go02,.14 , G+
+—+
G210 L
Gy
J’__
n=2,6,10,14 GE
+77
Ge. 14 i
Gl4
Gu—o,...15 | (10.4.3)
r r —+++
Gl
—++
1.9
G9—++—
—+
GZ159.13 Gy
_+_
Gs 13 L
B 13
G,_13,.15 ) .
G,
——+
301 L
L 11
G, 371115
Gy~
7.15 -
\ \ \ 15

Figura 10.3: Otra forma de ver las sucesivas separaciones de los G, originales a las
partes pares/impares.
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G,f——t—*t~+*t~ e invertir el orden de estos indices superiores.

Lo anterior no es tan sencillo y debe explicarse en mas detalles. Si se
tiene tan solo 16 datos, en la primera separacion, tipo (10.4.4), se suman
(0,2,4,6,8,10,12,14)y luego los datos (1,3,5,7,9,11, 13,15); en la segunda
separacion se debe sumar (0,4,8,12) y (2,6, 10, 14) seguido de (1,5,9,13)y
(3,7,11,15); en la tercera separacion se tiene (0,8), (4,12), (2,10), (6,14),
(1,9), (5,13), (3,11), (7,15). Si se compara los pares anteriores con la
columna de la derecha en la Fig. 10.4 se comprueba que coinciden. Esto
hace conveniente que se reordene los datos colocando el dato 0 seguido
del dato 8, seguido de 4, seguido del 12 etc.

Cooley y Tukey demostraron en 1965 que si el indice de los datos se
coloca en forma binaria, el reordenamiento de los datos corresponde a
una inversion de los bits que es lo que senalan las dobles flechas en la
figura 10.4, por ejemplo, [0101] intercambia lugar con [1010]: el quinto dato
es renombrado como el décimo y el décimo como el quinto. En cambio los
namros 0, 6, 9 y 15 permanecen en sus lugares porque, descritos en bits,
son simétricos.
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