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Los calculos estan hechos con Mapl e por lo que son muy confiables. Sin embargo
puede haber errores de trascripcion.
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Si dos particulas chocan en 1D las ecuaciones i
para el choque son 2. Una particula rebotando con-

/ tra suelo oscilante
pp = pl+A 1)

/ — —
P2 = p2-A 2 2.1. Notaciéon

donde el momentum intercambiado A es Supongamos una sola particulas rebotando
(1+r1)mmy contra un piso que oscila periddicamente. En-

= M+ mp (V2 —va) tre golpe y golpe el movimiento de la particula



es

- g
Vo —g(t —to)

Xo+Vo(t—to)—g(t—to)2

(8)

Los instantes de los golpes contra el suelo se-
ran designados ty, (k= 1,2...), la posicién en
el choque k se denotard x¢ y la velocidad de
despegue desde x¢ se denotara vx. Ademas se
usara la abreviacion para desigmar al par
(Xk,Vk).

De esta manera se tiene que la particula emer-
ge de su primer choque desde el punto del es-
pacio de fase: y; = (x1,v1), tiene un vuelo libre
de acuerdo a las ecuaciones (8) y tiene un se-
gundo choque del cual emerge desde el punto
Yo = (X2, V2) del espacio de fase.

Si se conoce la dindmica del suelo, por ejemplo

9)

y si se conoce la regla de choque con el suelo
para una particula que llega al suelo con veloci-
dad v, se aplica la ecuacion (7):

Z(t) = Asinwt

Vk = (14+r)z—rv (10)

entonces, dado Vi se puede, al menos en prin-
cipio, calcular Vi, 1.

Aparte de r se va a usar como parametro adi-

mensional a
_ Aw?

g

gue es la forma adimensional de cuantificar la
aceleracion maxima de la base oscilante.

r (11)

2.2. Puntos fijos sencillos

Veamos un candidato a punto fijo en el caso
de una particula que golpea un suelo periodi-
co. La situaciéon mas sencilla es que la particu-
la regrese a golpear el suelo cuando éste esta
en la misma fase ¢* = wt que cuando despego

y por lo tanto se encuentra a la misma altura:
Xki1 = Xk = X*. Debido a esto la velocidad con
gue regresa es la misma con la que despegoé
del bote enterior, excepto por el signo: Ve = —Vv
y por lo tanto (10) implica que

1+r.
Vi = —7
1-r
F1+r
= gE—li_rcosrp* (12)

Aqui Z© es la velocidad del suelo en el punto
donde se produce el choque, z* = Awcos@*. En
el caso elastico la condicion que esto ocurra es
V¥ = 27+ Vv* que solo admite solucién con z= 0.

Por otro lado, el tiempo que toma la particula
entre un bote y el pr6ximo esta determinado por
su velocidad de despeque y es 2v*/g. Pero este
tiempo debe ser igual a un maltiplo del periodo
del suelo, es decir, 2n71t/w, entonces

(13)

Puesto que un coseno es menor que la unidad,
se obtiene inmediatamente una cota inferior pa-
rarl,

1—r
1+r
En el limite inelastico (r — 0) esta cota se redu-
ce a n1t. La cota en el limite elastico es nula. Si

r> % ~ 0,517 se obtiene Imin < 1.

Nt (14)

I_min =

Para r = 11—050 y n =1 se detecta efectivamente
gue el bote simple comiemza cuando
17m
r= >3 = w~ 152382635

De (13) se ve que la fase @; del suelo para un
choque peridédico sencillo esta totalmente deter-
minada por los datos del problema: el coeficien-
te de restitucion r, y el parametro adimensional
Ir.

El punto fijo (x*,v*) esta definido por

23 gr H x

X = P sing, (15)
w o grl4r .9 1

Vo= 1_rcos(g1 =Nm— = 2ngT (16)



¢,€s éste un punto estable?

3. Analisis de la vecindad del
bote sencillo asociadoa n=1

3.1. El punto fijo sencillo

Se sabe que el bote sencillo esta caracterizado
por la fase ¢* del suelo, ocurre a la altura x* y el
despeque tiene velocidad v* donde

1-rm
COS(p* == m F (17)
X' = P sing (18)
_
Ve o= © (29)

Este es el punto fijo mas sencillo que se puede
tener, donde la amplitud A del suelo se reempa-
zard por A= 2)—2 cada vez que parezca conve-
niente.

3.2. Despegue cerca del punto fijo

Supongamos que se tiene una condiciébn muy
cercana al punto fijo. Se trata de un despegue a
altura x, con velocidad vk en un instante ty tales
que

X = X +0x (20)
Vg = V'+0v (21)
Asin(wty) = Asin(¢" + wd) (22)

La ultima expresion se puede escribir como

L N . Tgl—r
A(sin WO, COS =X +——
(sing” + wdccosy™) = X"+ — "o

lo que determina que la desviacion de ty respec-
to a los tiempos asociados al punto fijo es

= 227 5x (23)

3.3. Vueloy altura del choque

Puesto que se la particula despega en condi-
ciones cercanas al punto fijo, el tiempo de vuelo
deviera ser cercano al periodo T = %’T del suelo.

El tiempo de vuelo es t,,o = T + ot el cual de-
termina la altura de la particula al cabo de ese
vuelo y la altura del suelo en ese instante. Por
definicibn ambas alturas deben ser iguales. La
primera es

Xk+l:Xk+(T+5t)Vk—g(T+5t)2

y la segunda es
X1 = ASin(O)(tk + tvuelo))

Definiendo d'x = x¢,1 — X* la primera de estas
dos expresiones conduce a

g

O0'X = Ox+ %Tév—aét (24)

Para ver lo que da

ASin(w(tk + 1:vuelo))
= A(Sinwt, COSwWt,yelo + COSWLK SINWL,yelo0)

es necesario determinar que

sinwty = sing* + &cosep*
coswty = C€osY* — wdsing*
sinWtyueo = @Ot
COSWtyyele = 1— wot

con lo cual la segunda expreién para X1 €S

o'x= _ *__gg Fo)
X=Xk41 — X 1 r(5k+ t)
que da
o'x= _gga 5
X =dx+ 1+r t (2)

Comparando con la expresién anterior para d'x
ellas coinciden si

st— 11" sy
g



con lo cual se concluye que

m(l—r
O'x = OXx+ mi-r) ov (26)
w
De esta expresion se obttiene que
N1 =1
(27)
ml—r
Mo — (1-r

w

3.4. Las velocidades

Si la particula despega desde altura x, con velo-
cidad vk y vuela durante un tiempo t,,eo = T +dt
entonces vuelve a golpear el suelo con veloci-
dad

Ve = Vk — Glyuelo = —V'+dv— gdt

Golpeando al suelo con esta velocidad, vuelve
a despegar con una velocidad dada en (7),

(A+r)z—rVv
= (1—|— r)AOOCOS(CU(tk‘i‘tvuelo) —I'Ve

Vi1

Definiendo &'v = vy 1 — V* un trabajo cuidadoso
conduce a

_wrsing* (1+47)3

dv= dx+ (r?— (1+71)T sing*) dv

m 1-r
(28)
De esta expresion se tiene que
A, _ _Wrsing' (1471)?
21 = m 1—r
(29)
Nz = (rP—(1+r1)Tsing")

4. Matriz de estabilidad y sus au-
tovalores

La matriz A\ ya determinada tiene un determi-
nante muy sencillo:

detA = r?

Los autovalores A; y A, de A son un tanto com-
plicados.

Definiendo

R=/F2(L+r2—m2(1-1)?

los autovalores A; y A, son

A = 1412 (14+1)R+VIFT/(L+1—R)((1-1)2—(1+1)R)
= 2

1412 (141)R—VIiT/(L+1—R)((1-1)2—(1+1)R)
2
(30)

Ay =

Ver PTOFIJONEWB.MW.

Por ejemplo, al usar nuevamente r = 0,15 se re-
cupera que hay un ' minimo que vale %T y ade-
mas se obtiene un valor maximo—que corres-
ponde al valor donde aparece la primera bifur-
cacion. Este valor sélo se puede obtener numé-

ricamente y es
IMmax &~ 2,78980061

y que corresponde al vaklor que arroja la simu-
lacion.

Apéndices

A. Estabilidad

Supongamos que se define una sucesion yi por
medio de una funcién f

Yier1 = T (Vi) (31)

Una cuestidon de especial interés, una vez que
se conaoce un punto fijo y* de la sucesion

y =Ff(y")
es saber decidir si este punto es localmente es-
table. La idea es saber si a partir de puntos muy

cercanos al punto fijo hay convergecia (con la
funcion f) hacia el punto fijo.

(32)



Para estudiar este tipo de estabilidad se hace
un analisis lineal (estabilidad lineal) como sigue.
Se supone que Yk es muy cercano a y*,

Yk =9"+0 (33)

Se define &' por
k=Y +8 = f) =Ty +9)

= f(y)+3- (%) (34)

donde el término entre paréntesis a la extre-
ma derecha es el gradiente de f evaluado en
el punto fijo que se esta considerando. Se ve
gue se puede cancelar un par de términos y la
ecuacion anterior (dentro de esta aproximacion
lineal) se convierte en

% = Nap (39)

donde

ofa\”
ro=(52) (36)

Yo
/\ es una matriz e interesan sus autovalores: A,.
Un punto fijo es estable si todos los autovalores
de A tienen modulo menor que 1,

y* es estable <« |Aa] < 1,Va (37)

(postergo la demostracion, esta en muchos la-
dos)

También es de mucho interés estudiar los pun-
tos que si bien no son puntos fijos de f si lo son
del cuadrado de f, fo f, esto es,

(38)

Estos puntos corresponden a periodo doble.



