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Introduccién

Existen muchos tipos diferentes de ecuaciones integrales, cada una de las
cuales puede presentar problemas al resolverlas; a menudo muchos algoritmos
diferentes han sido propuestos para tratar con un solo caso.

Hay una estrecha correspondencia entre las ecuaciones integrales lineales,
que especifican relaciones lineales entre funciones de un espacio de funciones
de dimensioén infinita, y la conocidas ecuaciones lineales, que especifican rela-
ciones andalogas entre vectores de un espacio vectorial de dimension finita.
Debido a que esta correspondencia yace en el corazéon de la mayoria de los
algoritmos computacionales, sera valioso hacerlo explicito al ver como se
clasifican las ecuaciones integrales.

Las ecuaciones de Fredholm involucran integrales definidas con limites
fijos. Una ecuacion inhomogenea de Fredholm de primera especie tiene la
forma

b
o(t) = / K(t,5)f(s)ds 1)

Aqui f(t) es una funcién desconocida a resolver, mientras que g(t) es cono-
cida. La funcién de dos variables K(t,s) es llamada el kernel. La ecuacién
(1) es andloga a la ecuacién matricial

K-f=g (2)

cuya solucién es f = K~! - g, donde K~! es la matriz inversa. Asi como la
ecuacién (2), la ecuacién (1) tiene solucién unica donde quiera que g es no
nula y K es invertible. Sin embargo, como veremos, esta tltima condicién es
a menudo la excepcién a la regla.

El analogo del problema de autovalores en dimension finita

(K—ol)-f=g (3)



es llamada ecuacion de Fredholm de seqgunda especie, usualmente escrita como

£(t) = A / K(t,5)f(s)ds + g(t) (4)

De nuevo, las convenciones de notacién no corresponden exactamente: A
en la ecuacion (4) es 1/0 en la ecuacién (3), mientras que g es —g/A. Si
g (0 g) es nula, entonces la ecuacién es homogénea. Si el kernel K (t,s) es
acotado, entonces, como la ecuacién (3), la ecuacién (4) tiene la propiedad de
que su forma homogénea tiene soluciones para al menos un conjunto infinito
numerable A = \,,n = 1,2,..., los autovalores. Los autovalores son reales
si el es kernel simétrico.

En el caso inhomogeneo, en que g (o g) es no nula, las ecuaciones (3) y
(4) son solubles excepto cuando A (o o) es un autovalor— porque entonces
el operador integral (o matriz) es singular. En las ecuaciones integrales esta
dicotomia es llamada la alternativa de Fredholm.

Las ecuaciones de Fredholm de primera especie presentan frecuentemente
dificultades analiticas dificiles de abordar. Aplicar el kernel a una funcién
es generalmente una operacion que suaviza, asi la solucion, la cual requiere
invertir el operador, serda extremadamente sensible a pequenos cambios o
errores en la entrada. Suavizar repetidamente realmente pierde informacion,
y no hay manera de devolverla en una operacion inversa. Métodos especia-
lizados han sido desarrollados para tales ecuaciones, a menudo son llamados
problemas inversos. En general, un método debe aumentar la informacion
dada con algiin conocimiento previo de la naturaleza de la solucién. Este
conocimiento previo es entonces usado, de una forma u otra, para restaurar
la informacion perdida.

Las ecuaciones inhomogeneas de Fredholm de segunda especie usualmente
no presentan dificultades analiticas. La ecuacién (4) puede ser escrita como

/ (K (t,5) — 06(t — 5)]f(s)ds = —ag(t) (5)

donde §(t — s) es la delta de Dirac (se ha cambiado A por su reciproco o por
claridad). Si o es suficientemente grande en magnitud entonces la ecuacion
(5) es, en efecto, diagonalmente dominante y por tanto bien condicionada.
Solamente para o pequeno volveremos al caso que se comporta mal.

Las ecuaciones de Fredholm homogéneas de segunda especie no son asi
mismo, particularmente mal condicionadas. Si K es un operador de suavizado,
entonces mapeara muchas f en cero, o cerca de cero; de este modo habra un
gran numero de autovalores degenerados o casi degenerados cerca de o = 0
(A — o0), pero esto no producird dificultades computacionales. De hecho,



podemos ver ahora que la magnitud necesaria para rescatar la ecuacion inho-
mogenea (5) de un destino mal condicionado es generalmente mucho menor
que la requerida para dominancia diagonal. Ya que el término o desplaza
todos los autovalores, basta que sea suficientemente grande como para des-
plazar a la agrupaciéon de autovalores casi nulos del operador de suavizado
fuera de cero, de modo tal que el operador resultante sea invertible (excepto,
por supuesto, en los autovalores).

Las ecuaciones de Volterra son un caso especial de las ecuaciones de Fred-
holm con K(t,s) = 0 para s > t. Las ecuaciones de Volterra se escriben en
una forma en que el limite superior de intregracién es la variable indepen-
diente .

La ecuacion de Volterra de primera especie

gw:/wamw (6)

tiene su ecuacién matricial andloga (ahora escrita en componentes)

k
> Kiifj = o (7)
j=1

Comparando con la ecuacién (2), vemos que la ecuacién de Volterra corres-
ponde a una matriz K que es triangular inferior, con entradas nulas sobre
la diagonal. Cuando las mediciones experimentales de ruido no dominan,
las ecuaciones de Volterra de primera especie tienden a comportarse bien; el
limite superior de la integral introduce un paso agudo que convenientemente
retira cualquier propiedad suavizante del kernel.

La ecuacién de Volterra de segunda especie se escribe

t
10 = [ K(t5)(s)ds + 900 (8)
cuyo analogo matricial es la ecuacién
(K-1)-f=g (9)

donde K es triangular inferior. Las razones por las que no hay A en estas
ecuaciones son (i) en el caso inhomogeneo (¢ no nula) puede ser absorbida
en K, mientras que (ii) en el caso homogéneo (¢ = 0), un teorema dice que
las ecuaciones de Volterra de segunda especie con kernel acotado no tienen
autovalores con autofunciones de cuadrado integrable.

De este modo hemos especializado nuestras definiciones al caso de ecua-
ciones integrales lineales.



Los integrandos en las versiones no lineales de las ecuaciones (1) o (6)
serfan K(t,s, f(s)) en lugar de K(t,s)f(s); las versiones no lineales de las
ecuaciones (4) o (8) tendrian un integrando K(t,s, f(t), f(s)). Las ecua-
ciones no lineales de Fredholm son considerablemente mas complicadas que
sus contrapartes lineales. Afortunadamente, no se dan frecuentemente en la
practica. En contraste, resolver una ecuacién no lineal de Volterra involu-
cra usualmente solo una paquena modificacion al algoritmo para ecuaciones
lineales.

Casi todos los métodos para resolver numéricamente ecuaciones integrales
hacen uso de reglas de integracion, frecuentemente reglas de integracion Gaus-
sianas.

Reglas de integracién Gaussianas

La idea de las reglas de integraciéon Gaussianas es darnos la libertad de
escoger no solo los Wy como en la integrales de Montecarlo, sino también
las abscisas en que la funcion sera evaluada: ya no tendremos una particion
regular ni impuesta por W. En general, con buenas elecciones, esto permite
una mejor aproximacion de las integrales.

Hay, sin embargo, un aspecto adicional de las férmulas de intagracion
Gaussiana que amplia su utilidad: podemos arreglar la eleccién de los Wy y
las abscisas para hacer integrales exactas de la clase: p(z)W (z), donde p(x)
es un polinémio. Ademas, la funcién W (z) puede ser escogida de modo tal
que elimine alguna singularidad de la integral en cuestién. Para resumir,
dada W (x) y un entero N, podemos encontrar un conjunto de wy y abscisas
x, tal que la aproximacion

[ Wsen =3 wpa) (10

sea exacta si f(z) es un polinémio.

Notemos que la féormula de integraciéon (10) puede ser escrita sin hacer
claramente visible la funcién W: definamos g(x) = W(z) f(x) y v; = w; /W (z;),
entonces (10) serd

b N
[ stwrte = 3 vig(ay) (1)

Caso general: las abscisas que se usaran corresponden a los ceros de un
conjunto de polindémios ortogonales; para introducir polinémios ortogonales,
fijemos el intervalo de interés en (a,b). Podemos definir el producto escalar



de las funciones f y g sobre la funcién de ponderacion W como

b
(flg) = / W () f () g ) d (12)

El producto escalar es un nimero. El conjunto de funciones mutualmente
ortogonales e indivualmente normalizadas se llama conjunto ortonormal.

Se puede encontrar un conjunto de polinémios que (i) incluya exacta-
mente un polindémio de orden j, llamado p;(x), para j = 1,2,..., y (ii) todos
los cuales sean ortogonales sobre la funcién de ponderacién W (x). Un pro-
cedimiento constructivo para encontrar tal conjunto se tiene en la siguiente
recurrencia

pi(x) = 0
polz) = 1
piri(z) = (v —aj)pi(z) —bjpj1(x) j=1,2,... (13)
donde
o = @Ry
(pilp;)
212 .
b, = Ll o (14)
! (Pj-1lpj-1)

El coeficiente by es arbitrario, podemos hacerlo cero.

Los polinémios definidos por (13) son moénicos, es decir, el coeficiente
de la mayor potencia es la unidad. Si dividimos cada p;(x) por la constante
[{pj] pj>]% podemos obtener el conjunto de polinémios ortonormales. Se puede
hallar polinémios ortonormales con otras normalizaciones. Siempre se pueden
hacer moénicos dividiendo el polinémio j por el coeficiente ); de la mayor
potencia.

Si el cuerpo sobre el que estamos trabajando es C, entonces por el teorema
fundamental del dlgebra, el polindmio de orden j tiene exactamente j raices
en su dominio. Ademads, se puede demostrar que las raices de p;(x) entrelazan
las j — 1 raices de p;_;(z), es decir, hay exactamente una raiz de la primera
entre cada dos raices adyacentes de la segunda. Este hecho puede resultar
util si necesitamos encontrar todas las raices.

Recordemos que queremos encontrar estas raices porque es precisamente
en estas abscisas donde evaluaremos no sélo la funcion a integrar sino también
la funcién de ponderaciéon W (z) escogida. Una vez conocidas las abscisas,
necesitamos encontrar los w; una manera practica de hacerlo es utilizando la



siguiente férmula (que se deja sin demostrar)

L (pn-1lpn-1)
T pvaa(wg)ply ()

(15)

donde py(x;) es la derivada del polinémio ortonormal en su cero z;.

De modo que el célculo de una regla de integracion Gaussiana tiene dos
aspectos distintos: (i) la generacién de polinémios ortonormales py, . .., py,
es decir, el calculo de los coeficientes a; y b; en (13); (ii) la determinacién de
los ceros de p;(z) y el célculo de las ponderaciones w; asociadas. En el caso de
polinémios ortogonales “clésicos”, los coeficientes a; y b; son explicitamente
conocidos, y se podria omitir la parte (i). Sin embargo, si nos enfrentamos
a una funcién W (z) “no-clasica”, y no conocemos los coeficientes a; y b;, la
construccién del conjunto de polinémios ortogonales no es trivial.

A continucién se presenta una lista con las funciones W (z), intervalos,
y relaciones de recurrencia que generan los polinémios ortogonales que se
usan con mayor frecuencia y sus correspondientes formulas de integracion
Gaussiana:

Gauss-Legendre:

W(z) = 1 -l<z<l1
U+DP = (2 +1)zh —jF (16)
Gauss-Chevyshev:
W) = (1—a?)7 Y2 -l<z<1
Tin = 2215 =Ty (17)
Gauss-Laguerre:
Wi(x) = z%° 0<z<o0
G+DLE, = (—z+2j+a+1)Lf —(j+a)Llf, (18)



Gauss-Hermite:

W(z) = e —00 < <00
Hj+1 = QZL'H] - 2jHj_1 (19)
Gauss-Jacobi:
W) = (1—-2)*(1+x)° —l<x<l1
oGP = (d+ et - [P (20)

donde los coeficientes c;, d;, e, y f; son dados por

¢; = 20+D)(+a+8+1)2i+a+p)

di = (2j+a+p+1)(a* -5

e, = (2j+a+B)Q2j+a+B8+1)2j+a+8+2)

fi = 20+a)([i+P)(2 +a+p+2) (21)

Ecuacién de Fredholm de segunda especie

Nos interesa encontrar una solucién numérica para f(t) en la ecuacion

£(t) = A / K(t,5)f(s)ds + g(1) (22)

el método que se describird, uno muy bésico, se conoce como método de
Nystrom. Se requiere una ragla de integracion

[ uts)ds =3 wintsy (23)

Si aplicamos (23) a (22) resulta

F(t) =AY wiK(t, ;) (s;) + 9(t) (24)



evaluando (24) en los puntos de integracién

f(t:) = A Z w; K (ti, 55) f(s5) + g(ti) (25)

Sea f; el vector f(t;), g; el vector g(t;), K;; la matriz K (;,s;), y definamos

Kj = Kijwj (26)
Ahora en notacién matricial la ecuacién (25) es
(1-XK)-f=g (27)

Este es un conjunto de N ecuaciones lineales con N incognitas que puede
ser resuelto con técnicas estandar de descomposiciéon triangular. La solucion
se comporta bien a menos que A esté muy cerca de un autovalor (porque en
tal caso el kernel tiende a diverger).

Descomposicion Triangular

Supongamos que somos capaces de escribir la matriz A como el producto

de dos matrices
L-U=A (28)

donde L es triangular inferior y U es triangular superior (en ambos casos los
elementos de la diagonal son no nulos)

Podemos usar este tipo de descomposiciones para resolver el conjunto
lineal

A-x=(L-U)-x=L-(U-x)=b (29)
mediante primero resolver para el vector y tal que
L-y=>b (30)
y entonces resolver
U-x=y (31)

La ventaja de proceder asi es que la solucién de un conjunto triangular de
ecuaciones es muy trivial; la ecuacién (30) puede ser resuelta por sustitucién
hacia adelante, como sigue

by
o=

11

1 1—1
i = —|bi— iiY; 1 =2,3,...,N 32
Y a{ Zagyg} i (32)

Jj=1



donde a;.s son los elementos de L. La ecuacién (31) se resulve por sustitucion
hacia atras

- YN
N = =
BN
| N
r, = —|yi— ﬁzx} t=N—-1,N—-2...,1 33
5 |n- 3 o (53)

J=i+1
donde los (3, son elementos de U.

Realizando la descomposicién Triangular

Primero, escribimos la (i, j)-ésima componente de la ecuacion (28). Esa
componente es siempre una suma que empieza por

Oéﬂﬂlj + ... = aij (34)

El nimero de términos en la suma depende, sin embargo, del niimero menor
entre ¢ y j. Tenemos, de hecho, tres casos

1< j: Ofilﬁlj + Oéz’z’ﬁz‘j = Qjj (35)
1= a1 + uiBi; = Qij (36)
i>7: ;11 + B = aij (37)

Las ecuaciones (35)-(37) totalizan N? ecuaciones para N2+ N incégnitas a’s
y (’s (la diagonal aparece dos veces). Ya que el nimero de incégnitas es
mayor que el nimero de ecuaciones, debemos especificar N de las incognitas
arbitrariamente y entonces tratar de resolver las otras. De hecho, es siempre

posible tomar

Lo que sigue es usar el algoritmo de Crout, el que de manera muy trivial
resuelve el sistema de N? + N ecuaciones (35)-(38) para todos los a’s y (’s
imediante solo reordenar las ecuaciones de una cierta manera! Es como sigue:

e Sean a; = 1,i=1,..., N (ecuacién (38))

e Para cada j =1,2,3,..., N realice estos dos procedimientos: Primero,
parai=1,2,3,...,7, use (35),(36) y (38) para resolver los (3’s, esto es

i—1
ﬁij = Qj; — Z Oéikﬁkj (39)
k=1

9



(cuando @ = 1 en (39) la sumatoria se toma igual a cero). Segundo,

parai=j+1,j+2...., N use (37) para resolver los a;;, esto es
1 e
Qij = o— <aij - aikﬁkj) (40)
Bij k=1

Debemos asegurarnos de realizar ambos procedimientos antes de proceguir
con el siguiente j.

Ademas, es necesario realizar la operacién llamada partial pivoting que
a grandes razgos consiste en hallar el mayor 3 en una fila, dividir todo por
éste y mover esta fila para poner el 1 producido en la diagonal. Solo de esta
manera se puede asegurar que el algoritmo sea estable.

Para resumir, este procedimiento resuelve la ecuacion (27) mediante en-
contrar las matrices L y U talesque L- U =1 — )\I~{, y luego aplicar (32) y
(33).

Ahora que tenemos la solucién en los puntos de integraciéon {t;}, para
obtener un valor aproximado de la solucion en otros puntos, Nystrom observo
que debemos usar la ecuacién (24) como férmula de interpolacién, y asi
mantener la presiciéon ya obtenida.

Una desventaja de los métodos basados en reglas de integracién Gaus-
sianas es que no hay una manera simple de estimar el error en el resultado.
El mejor método practico consiste en incrementar el valor de NV, en digamos,
un 50% y tratar la diferencia entre las dos estimaciones como una aproxi-
macién del error obtenido en el resultado con N mas grande.

Veamos ahora las soluciones de la ecuacién homogénea. Si ponemos
A =1/ocy g =0, entonces la ecuacién (27) queda como una ecuacién de
autovalores estandar

K- f=of (41)
Notemos que si el problema original tiene kernel simétrico, entonces la ma-
triz K es simétrica. Sin embargo, ya que las ponderaciones w; no son iguales

para la mayoria de las reglas de integracién, la matriz K no es simétrica. El
problema de autovalores es mas sencillo para matrices simétricas, y por lo
tanto debemos restaurar la simetria si es posible. Dado que los w; son posi-
tivos, podemos definir la matriz diagonal D = diag(w;) y su raiz cuadrada,
D!/2 = diag(,/w;). La ecuacién (41) se convierte en

K-D-f=of (42)
Multiplicando por D'/2, obtenemos

(Dl/2 K- D1/2> h=o0h (43)

10



donde h = D2 . f. La ecuacién (43) esta ahora en forma simétrica.

La solucién a las ecuaciones (42) y (43) dard en general N autovalores,
donde N es el nimero de puntos de integracién usados. Para kernels de
cuadrado integrable, dardn una buena aproximacién a los N autovalores mas
bajos de la ecuacién integral. Kernels de rango finito (también llamados de-
generados o kernels separables) tienen solo un nimero finito de autovalores
no nulos (posiblemente ningtino). Uno puede diagnosticar esta situacién al
notar una acumulacién de autovalores o nulos en la presicion de la maquina.
El niimero de autovalores no nulos permanecera constante al incrementar N
para mejorar la presicion. Aqui hay que tener algin cuidado: un kernel no
degenerado puede tener un numero infinito de autovalores con un punto de
acumulacion en ¢ = 0. Se puede distinguir los dos casos por el compor-
tamiento de la solucion al incrementar N. Si sospechamos que el kernel es
degenarado, usualmente seremos capaces de resolver el problema por técnicas
analiticas descritas en todos los libros de texto relacinados con el tema.

Ecuaciones de Volterra

Una ecuacion tipica de Volterra de segunda especie es

£(t) = / K(t,5)f(s)ds + g(1) (44)

La mayoria de los algoritmos para ecuaciones de Volterra comienzan de t = a,
construyendo la solucién a medida que avanza. En este sentido, éste no solo
nos recurda la sustituciéon hacia adelante, sino también los problemas de
condiciones iniciales para ecuaciones diferenciales. De hecho, muchos algo-
ritmos para EDO tienen equivalentes para ecuaciones de Volterra.

La manera mas simple de proceder es resolver la ecuacion en una particion
uniforme:

b—a
N

Para hacer esto, debemos escoger una regla de integracién. Para una par-
ticion uniforme, la mas simple es la regla trapezoidal:

ti=a+ih, i=0,1,...,N, h

(45)

fo = 9

i—1
1 1 .
(1= ghKa)fi = h(EKiofo + ijfj) +g, i=1,... N (46)
7=1

(Para una ecuacién de Volterra de primera especie, el 1 a la izquierda estaria
ausente, y ¢ tendria el signo opuesto, para el resto de la ecuacion los cambios
son directos)

11



La ecuacién (46) es un método explicito que da la solucién en O(N?) ope-
raciones. A diferencia de las ecuaciones de Fredholm, no es necesario resolver
un sistema lineal de ecuaciones. De modo que las ecuaciones de Volterra
usualmente envuelven menos trabajo que la correspondiente de Fredholm.

Si interpretamos la ecuacién (44) como una ecuacién vectorial de m fun-
ciones f(t), entonces el kernel K (t, s) es una matriz m x m. La ecuacion (46)
ahora también debe ser entendida como una ecuacion vectorial. Para cada i,
tenemos que resolver m X m ecuaciones lineales algebraicas por eliminacion
Gaussiana.

Para ecuaciones de Volterra no lineales, hay que transformar la ecuacion
(46) cambiando el producto Kj; f; por K;;(f;), y similarmente para los otros
productos de K y f. Asi para cada i resolvemos una ecuacion no lineal para
fi con un lado derecho conocido. El método de Newton con una eleccién
inicial para f;_; usualmente funciona muy bien siempre y cuando el tamano
de paso no sea muy grande.

Ecuaciones integrales con kernels singulares

Muchas ecuaciones integrales tienen singularidades en el kernel, en la
solucion, o en ambos. Un método simple de integraciéon mostrara una pobre
convergencia con N si ignoramos tales singularidades. No hay un procedi-
miento que funcione en todos los casos.

Algunas sugerencias tutiles son:

e Las singularidades integrables pueden ser removidas a veces por un
cambio de variable. Por ejemplo, el comportamiento singular de K (¢, s) ~
s'/2 o s1/2 puede ser removido por la transformacién z = s'/2. Note-
mos que hemos asumido que el comportamiento singular es sélo de K,
mientras que la regla de integracién toma el producto K (t,s)f(s), y es
este producto el que debe ser considerado. Uno siempre deberia deducir
la naturaleza singular de este producto antes de probar una soluciéon
numérica, y tomar las medidas que sean necesarias. Comunmente, sin
embargo, un kernel singular no produce una solucién singular para
f(t). Por ejemplo, el kernel K(t,s) = §(t — s) resulta ser el operador
identidad.

e Si K(t,s) puede ser factorizado como w(s)K (t,s), donde w(s) es sin-
gular y K (t,s) es suave, entonces una integracién Gaussiana basada
en w(s) como funcién de ponderacién, funcionard bien. Aun cuando
la factorizacion sea solo aproximada, a menudo la convergencia mejora

dramdaticamente.

12



Este método es un caso especial del product Nystrom method, donde
uno factoriza un término singular p(¢, s) y construye una funcién de
ponderacion conveniente para su integracion Gaussiana. Los calculos
en el caso general son muy complicados porque dependen de la eleccion
de {t;} y ademads de la forma de p(¢, s).

Cuando el kernel no es estrictamente singular, pero es “casi” singular,
pueden ser ttiles algunas férmulas especiales de integracién. Un ejem-
plo es cuando el kernel esta concentrado en torno a ¢ = s en una escala
mucho més pequena que la escala en la cual la solucién f(t) varia. En
tal caso, una férmula de integracion puede estar basada en aproxima-
ciones locales de f(t) por polinémios, mientras calculamos los primeros
momentos del kernel en los puntos de tabulacion ¢;. En tales casos el
estrecho ancho del kernel es mas una ventaja que un problema: la regla
de integracion llega a ser exacta cuando el ancho del kernel tiende a
cero.

Un rango de integracion infinita es también una forma de singularidad.
Truncar el dominio en algtin valor finito es solo un ultimo recurso. Si
el kernel va rapidamente a cero, las reglas de integracién de Gauss-
Laguerre o Gauss-Hermite funcionaran bien. A las funciones con una
“cola larga” podemos aplicar la transformacion

2c

s=_@ (47)

la que mapea 0 <s<oo en 1>2z>—1 asiquese puede
usar la integracion de Gauss-Legendre. Aqui a@ > 0 es una constante
que debemos ajustar para mejorar la convergencia.

Una situacién comin en la préctica es que K (t,s) sea singular en la
diagonal t = s. Aqui el método de Nystrom falla completamente porque
el kernel queda evaluado en (t;,s;). Una posible cura es sustraer la
singularidad:

[ K@ = [ K@l - solds+ [ K)o
= [ K@) - s s )

donde r(t) = f;K (t,s)ds, que se calcula analitica 0 numéricamente.
Si el primer término del lado derecho es ahora regular podemos usar el

13



método de Nystrom. En lugar de la ecuacién (25), tenemos

N
fi =AY wiKy[f; = fil 4 Arifi + g (49)
o

A veces, el proceso de sustraccion de ser repetido hasta que el kernel
quede completamente regularizado.

Integracion en una particién uniforme con ponderaciones
arbitrarias

En general es posible encontrar reglas lineales de integracion de n puntos
que aproximen la integral de la funcién f(z), veces una funcién de poderacion
arbitraria w(x), sobre un rango arbitrario de integracién (a, b), como la suma
de los productos entre las ponderaciones y n valores uniformemente espacia-
dos de la funcién f(x), digamos « = kh, (k+1)h, ..., (k+n—1)h. El esquema
general para derivar tales reglas de integracion consiste en escribir las n ecua-
ciones lineales que se deben satisfacer si la regla de integracion es exacta para
las n funciones f(z) = const.,z,x?, ..., 2" y entonces resolver estas para
los coeficientes. Esto puede ser hecho analiticamente, una vez para siempre,
si los momentos de la funcién de ponderaciéon

W, = Ly d 50
2= | e (50)
sobre el mismo rango de integracion, son conocidos. Aqui el factor h™" se

escoge para hacer que W, escale como h si b — a es proporcional a h.
Llevando a cabo este proceso para el caso de cuatro puntos obtenemos

[wmwmz

éf(k:h) [k 1)k + 2)(k + 3)Wo — (3K + 12k + 11)W; + 3(k + 2)1W — W]

+%f([k: + 1]h) — k(k+2)(k + 3)Wy + (3k* + 10k + 6)W; — (3k + 5)Ws, + Wg]
+%f([k +2]h) :k(k F 1) (k4 3)Wo + (3K + 8k + 3)W) + (3k + )W, — Wg]
+%f([kr +3]h) — k(k +1)(k +2)Wy + (3k* + 6k + 2)W; — 3(k + 1)Ws + W3]

(51)
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Mientras que los términos en paréntesis cuadrado parecen escalar como k2,
hay tipicamente una cancelacién en O(k?) y O(k). La ecuacién (51) se puede
utilizar para varias elecciones de (a,b). La eleccién obvia es a = kh,b =
(k+3)h, en cuyo caso tenemos una regla de integracién de cuatro puntos que
generaliza la regla de Simpson 3/8. De hecho, podemos recobrar este caso
especial poniendo w(x) = 1, ahora (50) es

h
W, = ——I[(k+3)"*" — k" 52
— =k +3) | 52)
Cada uno de los cuatro términos en paréntesis cuadrado de (51) llega a ser
independiente de k, y (51) se reduce a

(k+3)h
/k f(@)ds = %f(kh) + %f([k; 1R) + %f([k L 9h) + %F([/ﬁ +3h)

h

(53)
Volviendo al caso general w(x), son ttiles algunas otras elecciones para a
v b. Por ejemplo, podrfamos querer tomar (a,b) como ([k + 1]h, [k + 3]h)
o ([k + 2]h, [k + 3]h), permitiendonos completar una regla cuyo nimero de
intervalos no es un multiplo de tres, sin pérdida de presicion: La integral serd
estimada usando los cuatro valores f(kh),..., f([k + 3]h). Atn mas 1til es
escoger (a,b) como ([k+1]h, [k+2]h), usando asi cuatro puntos para integrar
el Unico intervalo central. Estas ponderaciones, al ser puestas juntas en
una férmula extendida, dan esquemas de integracién que tienen coeficientes
suaves, i.e., sin las alternaciones del tipo Simpson 2, 4, 2, 4. Todas estas
reglas tienen el mismo orden que la regla extendida de Simpson, que es,
exacta cuando f(x) es un polinénmio cibico. Si se desea obtener reglas de
orden més bajo, se derivan de manera similar. Las formula de tres puntos es

[ ww s -

%f(k:h) [k 1)k -+ 2) W — 2k + 3)W, + W72

f(k + 1]h) [ — k(k +2)Wo + 2(k + )W, — Wg]
+%f([k+2]h) [k(k+ DWo — (2k + D)W, +W2} (54)

Aqui el caso especial simple es tomar, w(z) = 1, tal que

h
W, = ——[(k + 2)"" — g+l 55
——(k+2) ] (55)
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Entonces la ecuacién (54) es simplemente la regla de Simpson

(k+2)k
[ e = G+ Al U+ 52 (66)

Para funciones de ponderacién w(x) no constantes, sin embargo, la ecuacién
(54) da reglas de un orden menor que Simpson, ya que no tienen la simetria
extra del caso constante.

La formula de dos puntos es simplemente

(k+1)h
/k  waf(a)ds = FEREDWo- WL+ FE IR+ W] (57
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