Capitulo 8

Sistemas extendidos

8.1. Repaso

8.1.1. Centro de masa Gy posiciones conrespectoa G

En la seccion §2.2 se dio algunas de las definicio-
nes basicas necesarias para describir sistemas
de muchas particulas. Entre ellos, la masa total
del sistema y la posicién y velocidad del centro
de masa,

N . 1 N . 1 N
M= ma7 RG:_ ma?a7 VG:_ mava
k; M aZ1 M aZl
(8.1.1) Figura 8.1: Si G es el cen-

El centro de masa tiene como ecuacién de movi- 0, 4¢ masa, Rg es la po-
. sicion de Gy P, es el vec-
miento tor posicion de la particula a

desde G.
dVg

N
M= =F©®  donde F™= Y Fa (8.1.2)
a=1

y se demostré que la fuerza a la derecha es la suma de las fuerzas externas
sobre el sistema.

La posicion de de la particula a se puede descomponer segun
Fa= I_Q’G‘i‘ﬁa (8-1-3)
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168 P. Cordero S. & R. Soto B.

8.1.2. Momento angular

En §2.2 también se definid el momento angular total del sistema y se vio
gue obedece a la ecuacion

dt

Hasta aqui se ha trabajado sélo con un sistema inercial S.

Y Fax foxt (8.1.4)
a

También se define

—

lc = Zmaﬁaxva
a

=y MaPax Pa (8.1.5)
a
y el momento angular de la masa total ubicada en el centro de masa
7S =MRg x Vg (8.1.6)
de modo que se cumple que
Z[/:Z%—{—ZG (8.1.7)

La dinamica de /g se obtiene a partir de tomar la derivada ZG =3 MyPa X ﬁa

y hacer uso de que myP, = MuFa — MaRg. El primer término es la fuerza total
Fa sobre la particula a mientras que el segundo, al sumar sobre a se anula

porque queda (5 ,Mafa) X Rg por lo cual
c=T6=) Pax Fa (8.1.8)
a

Todo esto fue visto en el capitulo 2. También se vio que
T, = ﬁG % f’ext_|_ ﬁaX foxt

= To4+Tg (8.1.9)
de modo que también _
06 =15 (8.1.10)

8.2. Momento angular y matriz de inercia

8.2.1. Generalidades

8.2. MOMENTO ANGULAR Y MATRIZ DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Por el momento se supondra que se tiene
un sistema extendido que consta de N ma-
sas puntuales, m,, con posiciones Ty con
respecto al sistema inercial S. Si se desig-
na R al vector que va desde ¢ al origen ¢’
se tiene que

fa=R4Ta) = Va=R+QxT (8.2.1)

Relacionaes similares pero usando S” en O

lugar de S’ se onbtiene
~ - Figura 8.2: Se tiene un sistema
Ta=R+T" = Va=R+V"” (8.2.2) intercial Scon origenen ¢y dos sis-
temas con origen en el punto ¢” fijo
ya que la velocidad angular asociada a S”  al sistema movil: S’y S”. El primero,

es cero. Comparando ambas relaciones es S, tiene ejes que se mueven solida-

claro que V" = Q x T’ riamente con el sistema extendido y
a ar mientras que S” mantiene sus ejes
De 8.2.1 se desprende que paralelos a los de S
ly= nbl?{xl.-?ﬁ— %ﬁx(ﬁx?a’)+ ma?a’xl.-?z+ ma?a'x<f)xf’a’)
(8.2.3)

En el segundo y tercer término del lado derecho hay factores que no de-
penden del indice a, por lo que pueden ser factorizados fuera de la sumay
las sumas quedan reducidas a ¥, maf, que no es sino MR/, donde R’ es la
posicién del centro de masa del sistema en el sistema S', de modo que

Uy = ;mal?{x I.?H—Ml?ix <§>< I?{’) + MR’ x I.?{+Zma?a’>< (ﬁx?a') (8.2.4)

(%)

El ultimo término puede ser reducido a una forma de gran interés. Se co-
mienza haciendo uso de la identidad vectorial @x (bxC) =d-cb—a-bC.

() =Y (07,0
a

Tomando la i-ésima componente de la expresion anterior y usando que
! _ <3 0. ;
Fa- Q=733 1rajQj se tiene

125 e )
(x)i = azlglma(ra 3ij —ra,raj) Q; (8.2.5)
= Z'ﬁ" Q; (8.2.6)
]
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. . . ! . .
donde la matriz de inercia Iﬁ del sistema con respecto al origen ¢’ se
define por

N
[ > ma(r;fa,- — rgirgj> (8.2.7)
a=1

Con esto el momento angular del sistema con respecto al origen & del
sistema intercial Ses

7, = MRx R+ MR x (fzxfe’>+|v|ﬁ’><§+|ﬁ’fz (8.2.8)
8.2.2. Elcaso ¢0'=G

En sl caso ¢’ = G el vector R’ = 0 mientras que Fa’ = Ba y el vector R= Rg.
El momento angular se escribe

Zﬁ = MﬁG X\7G —|—ZG (829)
donde
lc=1°Q (8.2.10)

8.2.3. Sistemarigido con punto Pfijjoen S

En este caso es conveniente escoger P = ¢ = ¢’ por lo que R=0Yy (8.2.8)
se simplifica a

Ip =170 (8.2.11)
La expresién (8.2.11) permite ver que en general el momento angular no
es paralelo a la velocidad angular. En el caso particular en que la velocidad
angular es proporcional a uno de los autovectores de I” los vectores lp y Q
si son paralelos.

8.3. Energia cinética y la matriz de inercia

8.3.1. General

Utilizando la descomposicién (8.2.1) Fa = R+ .’ la energia cinética del sis-
tema se puede escribir

1
K = E;mﬁv‘%

8.3. ENERGIA CINETICA Y LA MATRIZ DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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reescrito:

Se us6 que

Con lo anterior

Nl NI

Z%(§+ﬁx?a’>2
Zma<R2+2§- (axraf)+<axfa/)2)

En el segundo término se puede aislar ¥ ,mafa’ = MR’ donde R’ es la po-
sicion del centro de masa en el sistema S'. El Ultimo término puede ser

Dos casos especiales:

a) Si ¢’ =G se tiene que R" =0y R= Rg por lo que

2 2

- 1 L N2
tltimo = Egma(Qx?a)
_ 1 Vo' - QxTy
= 2Zmaa a
_ 1 QT xVy/
= nga a a
1~ -
= 2Q-ly
2 %
1o =
= 0.1 0 (8.3.1)
2
lo=170Q (8.3.2)
1 . Lo oo, 1l e
K:EM#+MRQxR+§Qw Q (8.3.3)
1 1—» —
K=-MVZ+2Q:1°Q (8.3.4)

b) Si el sistema tiene punto fijo P se escoge P = ¢ = ¢’ con lo cual

R=0y

1o b
K=2Q-1"Q
2

(8.3.5)

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular
Q que se le dé al sistema, y puesto que K > 0 entonces la matriz
I” es positiva semidefinida. Como ademas es simétrica esto implica

Universidad de Chile
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que IP es diagonalizable y sus autovalores son nonegativos. Ellos se
denominan los momentos de inercia principales del sistema rigido.

La orientacién (del sistema de referencia solidario S') de los ejes en
que se logra esta forma para IP se llaman los ejes principales y son
autovectores de Ip.

8.4. La estructura de una matriz de inercia

8.4.1. Su forma matricial

Las matrices de inercia en el caso de sistemas de muchos puntos masivos
tiene la forma tipica

N
Iij = Zlma(razdj — rairaj) (8.4.1)

Por ejemplo

l11= z Ma(r; —XG) = Z Ma(Ya + 2)
a a
y los tres elementos diagonales son:

l11 = YaMa(Y3+2)
lo2 =S amMa(Z+X3) (8.4.2)
33 = YaMa(XG+Y3)

La matriz de inercia en forma matricial es

Va?+2°  —Xa¥Ya = —XaZa
=M | —XaYa Z°+X"  —YaZa (8.4.3)
a ~XaZa  —YaZa  XaZ+Ya®

gue es real y simétrica. Se vera también que sus autovalores son none-
gativos. Los tres autovalores de | se denominan los momentos de inercia
principales del sistema mientras que los autovectores definen los ejes prin-
cipales.

Si se trata de una distribucion continua de masa la matriz de inercia se
define
B2+PS  —PPy  —PxP:
= / -0y PE+PE —pyp; | dm (8.4.4)
—oxPz  —PyP:  PE+ P

[ G
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Genéricamente se denomina dm al producto de la densidad de masa por
el elemento de linea, superificie o volumen segin lo que corresponda,

Ads
dm=<{ o0d¥ (8.4.5)
pdVv

El centro de masa en estos casos continuos es una integral de %? multipli-
cado por la densidad que corresponda y se integra sobre todo el cuerpo,

L1
Re — M/? dm (8.4.6)

En los casos de distribucién continua de masa los momentos de inercia se
definen como

lij = [A(T) (r?&; —xx;) ds caso lineal
lij = [o(f) (& —xx)) d’ caso laminar  (8.4.7)
lij = [p() (r*& —xx;) dV caso volumétrico

0 mas econdémicamente

Iij :/(I‘Z(;j —Xin) dm (8.4.8)

La matriz de inercia es aditiva : La definicion de matriz de inercia, (8.4.1),
contiene N sumandos, uno por cada particula del sistema En algunos ca-
sos puede ser (til separar a un sistema rigido en dos sistemas con N; y
N, particulas cada uno, N = N1 + N, y en tal caso la matriz de inercia se
puede separar en dos, una con indices a que toma N; valores y la otra que
toma el resto de los valores. La matriz de inercia del sistema completo no
es mas que la suma de las dos matrices de inercia parciales,

15 = OF + @ (8.4.9)

8.4.2. Teorema de Steiner

Consideremos la matriz de inercia I° con respecto a ciertos ejes con origen
en un punto Q y veamos su relacion con la matriz de inercia con respecto

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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al centro de masa Gy ejes paralelos a los anteriores. La relacion entre los
vectores posicion es

?a:ﬁG‘i‘ﬁa

S Mara® = ;ma(piJrRéJrZﬁa-ﬁe)
= 3 Mg MRS
mientras que
Zmaxaixaj:Zma(paipaj+RGipaj+PaiRGj+RGiRGj):Zmapaipaj—i'MRGiRGj

lo que determina, al reemplazar en la definicién de las matrices de inercia
(todas de la forma (8.4.1)) que

'i? =I1$+M (R&3j — RsiRs;)) teorema de Steiner (8.4.10)
donde
1§ =Y ma (028 — paipaj) (8.4.11)
a

y Rg es el vector QG.

Si se usa la notacién Rg = (X,Y,Z) el teorema de Steiner toma la forma

Pay’+Paz>  —PaxPay —PaxPaz Y2422 XY —XZ
R=Yma| —PaxPay PaP+Pal —PaPaz |+M| XY Z4+X2  -YZ
a —PaxPaz —PayPaz  Pax’ + Pay’ —XZ -YZ  X4+Y?
(8.4.12)

EJERcICIO Escriba la relacién (8.4.10) para dos puntos Q; y Qo y reste
ambas relaciones. Vea que obtiene una relacién entre 1< e 122,

8.5. Ejemplos de matriz de inercia

8.5.1. Ejemplo 1: tridngulo

Tres masas puntuales m forman un triangulo equilatero de lado a en el
plano Y’Z' centrado en G, y con vértices en los puntos p; = (O,—%,Z;\‘/é),
P2=(0,3, ﬁg) y (B3=0,0, —%) tal como lo indica la figura adjunta. Se com-

prueba que S ,Pax> =0Y SaPay’ = SaPar” = a—22 También se comprueba que

8.5. EJEMPLOS DE MATRIZ DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Y aPayPaz = 0.

Con todo esto y las expresiones generales dadas
mas arriba, la matriz de inercia resulta ser

I = mé&

o O
oNRF O
N O O

Si se trata de una lamina triangular de densidad
uniforme o = 4M/(\/3a%), se debe hacer la inte-
gral (8.4.4) con py =0 (ya que la lamina esta en el
plano Y’Z’), (para simplificar la notacién se usara
X = py, etc.)

s w23 [ asizva (YD ;)2
c - ¥ / / 0
\/éaZ -a/v3 —a/3-2//3 0 —yz
, /100
12 2
00 3

8.5.2. Ejemplo 2: cilindro

A continuacion se calcula la matriz de
inercia de un cilindro de masa M con
respecto a su centro de masa. El ci-
lindro tiene radio R, altura h, los ejes
cartesianos de S’ se escogen de mo-
do que el eje de simetria es el eje Z'.
La densidad pg del cilindro se toma
uniforme,

P = TRen

Figura 8.3: Matriz de iner-
cia de un triangulo equilatero
de lado a con respecto a su
centro G.

0
—yz | dy| dz

¥
(8.5.1)

El elemento de volumeny el rango de
las variables son

dVv =pdpdedz,

h

Figura 8.4: La matriz de inercia de un ci-
lindro es facil de calcular.

NI

(8.5.2)

Universidad de Chile
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por lo que
M

El vector posicién de un punto interior cualquiera del cilindro es ¥ = xi’ +
y]'+2zk’ con x= pcosp y y = psing. De aqui que

M p?sifp+2 —p?sinpcosp —zpcosy
IG:M/ —p?sinpcosp p?cog o+ —zpsing | pdpdedz

—2Zp COSp —zpsing p?
Usando que
Jpdp =% [dp =R
[sifpdp =m [dp =2m
se obtiene
N
2
ISlindro =M 0 % + 2—2 0 (853)
0 o ¥

En el limite R— 0 se obtiene la matriz de una vara de largo hy en el limite
h — Oresulta la matriz de un disco de radio R. En ambos limites la expresion
para la densidad ya no es aplicable.

El sistema es una vara si se toma R= 0,

100
Mh?
I\(/Bara = E 10 (854)
0 0O
y es un disco si se toma h=0,
100
MR?
1S o = — (010 (8.5.5)
0 0 2

Usando el teorema de Steiner se puede calcular la matriz de inercia I”, a
partir de I, con respecto a un punto P con tan solo saber el vector Rg que
va desde P hasta G.

8.5. EJEMPLOS DE MATRIZ DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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8.5.3. Dos ejemplos para hacer

En el primero caso se trata de una vara de largo h, (0 < z< h) con densidad
variable dens:3M22/h3. La matriz de inercia de esta vara, con respecto a
su extremo P resulta ser

w
=y
N

= 0 0
I\I?ara inhom. = M 0 3—22 0 (8.5.6)
0O 0 O
Demuestre que la matriz de inercia del cono de la figura 8.5 es
3R? | 3
50 T 55 0 ] 0
I"=M o ELIF 9 (8.5.7)
3R?
0 0 T

Los dos primeros términos diagonales son iguales por-
gue las direcciones X e Y pueden ser rotadas sin que
nada cambie.

El el limite R — 0 se recupera la matriz de inercia
de una vara dada en (8.5.6) porque, efectivamente, el
cono tiene, a altura zuna masa

dm= 3';:'—322 dz
Figura 8.5: Uun
cono con vértice en
P, altura h y radio
L. . basal R. El angulo de
8.6. Dinamica y ejemplos apertura del cono es

6 = arctarg}.

8.6.1. Las ecuaciones basicas

Las leyes necesarias para resolver la dinamica de cuer-
pos rigidos son las del movimiento del centro de masa

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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y la dinamica de 7, y de /g:

Z[/ :MﬁGx\_ig—{—ZG ZG :|Gﬁ )
dé, dég .
- = a X fext -G _ p % fext
dt ; ana dt ; ana
Moy 1n o PR -
K :EVG—{—EQI Q M—2 :FtOt
(8.6.1)

En algunos casos conviene utilizar conservacion de energia mecanica.

8.6.2. Péndulo cénico doble
8.6.2.1. Descripcion en sistema &

Consideremos un péndu-
lo conico doble como el
de la figura. Se trata de
dos masas m; y np que
estan en los extremos de
una barra de largo b+c.
La barra gira en torno al
eje Z con velocidad an-
gular Q = Qk mantenien-
do un angulo 6 fijo con
el eje Z. El sistema S
tiene Z/ =Z y XY’ son
ejes horizontales tal co-
mo sistema inercial pero
esta rotando con la mis-
ma velocidad angular Q
gue el péndulo, de mo-

do que los vectores 7, y Figura 8.6: Un péndulo conico doble. La proyeccion de

f, siempre estan en el Ie_llba(rjra al ptlano horizor~1taltqu$ pasa por P define la direc-
cién de vector acompafiante 1

plano X'Z y son P

71 =bsin@ +kbcoso, 7, = —'csin@ —kccosd

8.6. DINAMICA Y EJEMPLOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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expresados con los vectores base asociados a S'. En esta base se obtiene,
de (8.4.3), que

(myb? + myc?) cos’ 6 0 —(myb? + myc?) sinB cosh
|P = 0 m1b2 + m2C2 0
— (myb? + myc?) sinf cosB 0 (myb? + myc?) sir 6

mientras que Q = Qk. Se determina entonces que

—cosf
lp=10 = Q(mb?+myc?)sind 0
sinf
= Q(mb? +myc?)sing (ksin® — 7 cosd) (8.6.2)

8.6.2.2. Descripcion en el sistema S’

Ahora se describira lo mismo pero usando, por un lado, la matriz de inercia
descrita en otro sistema referencia S”.

Este sistema S” se define de modo que su eje Z”
coincide con la direccion de la barra del péndulo
y se escoje el eje X” en el plano ZZ". La matriz
de inercia de la barra con dos masas en sus ex-
tremos es particularmente sencilla en el sistema
S” porque las coordenadas de las dos masas son
' =(0,0,b) y 7.’ = (0,0,—c) lo que da la matriz
de inercia

myb? + mpc? 0 0
| = 0 meb? +mpc? 0
0 0 0

Figura 8.7: Vista lateral

. . . L del péndulo doble.
La matriz de inercia que se definié con respecto

a los ejes de S’ es correcta pero conduce a una
descripcion mas complicada. En la base de S” la
velocidad angular es

—sinf
Q=0 (K'cosd —1'sinf) = Q 0
coso

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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con lo cual el momento angular es

myb? + mpc2 0 0 —Qsind
p = 0 m1b2+mzc2 0 0
0 0 0 Qcosb
—QsinB(myb? + myc?)
= 0
0
= —Q (mb?+myc?)sing 7 (8.6.3)

expresidn que es equivalente a (8.6.2).

Si se desea que la Unica fuerza externa que ejerza torque desde P sea el
peso, entonces Q debe tener un valor muy preciso. Para determinar Q se
exige que fp = Tp.

=

De (8.6.3), y puesto que (%)S: Q x " = Qj" cosH se tiene que

?p = —Q? (myb® + myc?) sinfcosh |
Por otro lado, puesto que §= —gk =g ("sing — K’ cosf) por lo que
Tp = (mpb— myc) sinB gj”
Asi, se obtiene que la condicion para que el péndulo sea cénico es

2 (mc—mb)g
(myb? + myc?) cosO

Pareciera que el numerador pudiera ser negativo, pero se puede ver que
tal situacién es inestable. En efecto, para que este sistema sea estable el
centro de masa G, que esta en la recta que une a las dos masas, tiene que
estar debajo de P.

8.6.3. Cilindro rodando pendiente abajo

Un cilindro de radio R rueda sin deslizar
por un plano inclinado que forma un angulo Z
a con la horizontal. Si bien este problema
se puede resolver razonando en forma ele-
mental, aca se usara los conceptos recién

definidos. X

F

8.6. DINAMICA Y EJEMPLOS Facultad de Ciencias Fisicas 9M temmaticas

Figura 8.8: Un cilindro rueda pen-
diente abajo.
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En el problema hay tres fuerzas: el pe-
so Mg(Tsina — kcosa), la normal N = Nk y
el roce estatico que impide que el cilindro
deslice: F = —Ff. La posicién del centro de
masa es Rg = xi+ Rk, por lo que RG Xi. La
velocidad angular es Q = @], pero como el
cilindro rueda sin deslizar se cumple que x = R, lo que permite escribir

—
I
O xTx O

mientras que la matriz I® es esencialmente aquella dada en (8.5.3) pero
tomando en cuenta que ahora el eje es en la direccién Y:

h
7t F?Z 0
IC|I|ndro =M 0 > i 0
por lo que /g =15, 4,.Q 1|\/|R2Xj = lMRXJ

El torque 1 se calcula sumando los productos del vector posicién (desde
G) del punto de aplicacién de cada fuerza criz la fuerza que corresponda.
El peso y la normal no producen torque, de modo que solo se debe hacer
el producto cruz entre el vector posicion de C donde actua la fuerza de roce
cruz dicha fuerza:

e = (—RK) x (—F7) = RF|

La ecuacién dinAmica que se obtiene es

. 1 M
Ip=RF = SMRK=RF = F=2xX (8.6.4)

La componente 7 de la ecuacién MRg = Ft

. M .
M)‘(‘:—F+Mgsma:—5>'<'+ Mgsina (8.6.5)
de donde se concluye que
X= 2—39 sina (8.6.6)

Otra forma de analizar el mismo problema: La energia cinética del cilindro
es (ver (8.3.4)) K = Mx?/2+1¢?/2, pero como ¢ = x/R, se tiene que K =

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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(MR? +1)%?/(2R?). Por otro lado la energia potencial es U = —mgxsina.
Puesto que K +U es constante, su derivada es nula. Tal ecuacion permite
despejat X reobteniéndose (8.6.6).

8.6.4. Una semicircunferencia con densidad lineal uniform e

La densidad de masa lineal es uniforme, A = % donde R es el radio de
la semicircunferencia. Se toma como P el centro de curvatura por lo que
el vector que sefala los puntos de lacurvaesr=R (k’ cosQ+ T’sin(p) donde

) = —1/2...¢/2.
El elemento de arco es Rdgp, por lo que dm=
Ads= M Rdp=MYdg P X

_ 1M 7 - 2R A~ n
=—_ | R(K i'si do=—Kk ~0.64RK
Rg v n/ (K cosp+T1'sing) do - )

Puesto que F =R (R’cos<p+|”sin(p) entonces X =

Rsing, y= 0y z= Rcosp. La matriz [rzcij _xixj] Figura 8.9: Semicircunfe-
es rencia de radio Ry masa M.

R?cos ¢ 0 —R2singcosp
0 R? 0
—R?singpcosgp 0 RZsir? @

por lo que
R?cog ¢ 0 —R2singcosp M M2
2

1P = 0 R2 0 o=
—de

1 00
020
—R?singcosp 0 RZsir? ¢ 001

Si este sistema es un péndulo que oscila en torno al eje Y/ =Y estonces
Q = a )’ donde a es el angulo que forma Z’' con el eje vertical Z (que en
este ejemplo apunta hacia abajo. El momento angular en tal caso es

lp=1PQ=MRa |

Por otro lado el torque es

r:M%xQ:M%?R’xg(R’cosa—l”) :—ZM”gRsinajA
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lo que conduce a
a= Esina
R
Con todo lo anterior también puede resolverse en forma semejante el caso
en que el arco oscila en torno al eje X’ = X, lo que lleva a un resultado
parecido pero no indéntico.

8.6.5. Sistema oscilante sin punto fijo

Se plantea estudiar el movimiento oscilatorio de un arco como el de la
figura 8.10, de densidad lineal de masa uniforme, masa total M y radio Ro.
Ya se ha visto que la matriz de inercia del arco es

Figura 8.10:Un alambre semicircular se mantiene en un plano verticailasdo de tal modo
gue su punto central C se levanta (como en esta figura), desidaciendo contacto efiy luego
levantandose por el otro lado. En la figura el arco tiene cotacon la horizontal en el punto B
y esta inclinado en un angulg con respecto a su posicion de equilibrio estatico. En el lduyio
estaticop = 0, y C coincide tanto cod’ como con B.

100

, MR}

|ﬁ:7? 020
001

cuando se escribe con respecto a las direcciones X'Y’Z’. En su oscilacion
el arco rota con velocidad angular

= | ~ &

Q=9j, 1=

El vector posicién de ¢’ desde el sistema inercial con ejes (1, R) y origen en
0 es .
R= 00" = —Ro(gi+k)
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Por otro lado la posicion del centro de masa desde ¢’ es

2Ro;,  2Ro ¢ -
— K= (kcosp+Tsing)

R=0G=
En (8.3.3) se vio como escribir la energia cinética en un caso como el

actual, en términos de R, R, R/, Q y de 17°. A los tres sumandos en (8.3.3)
los denominaremos Kj, K> y K3 respectivamente. Es facil determinarlos

MR%(pz
K, — ZMR%(pZ (8.6.7)

MR%(pz

Por otro lado, la energia potencial gravitacional depende de la masa, la
posicion de Gy de g,
¢ _ Mgk

U:—Mg<R+R) k= T(n—Zcoszp)

Se debe exigir que la energia total: E = K+U es constante, es decir dE/dt =
0, lo que conduce a
. sin T
(T—2cosp) o+ %p +@?sinp=0
Para oscilaciones pequefias tanto ¢ como @ son chicos y la ecuacién pue-
de aproximarse a

SUN
2R
gue implica pequerias oscilaciones con frecuencia
g
w= - -
(m-2)Ry

8.6.6. Disco que rota en circulo sobre un plano

Se tiene un eje perpendicular a un plano horizontal. De este eje nace, a
altura R sobre el plano, un brazo horizontal de largo L—en la direccién del
eje Z’—y en cuyo extremo hay un disco de radio R. El disco tiene densidad
uniforme, masa total M y gira en torno a su eje Z’ con una velocidad angular
dada ;. Puesto que no desliza sobre el plano, ademas gira en torno al eje
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Figura 8.11:Una rueda gira sobre un plano sin resbalar. Su eje mantienpumto fijo sobre el
ejeZ.

vertical con velocidad angular @, totalmente determinada por la anterior.
Se desea determinar el momento angular del disco.

Se escoge coordenadas polares, con lo cual
(I}_L - ’RICUJJ 6:)2 == _JA/(*)Z
lo que determina que la velocidad angular total del disco sea

0
Q=K —jJw=| —w (8.6.8)

El punto material C del disco que en el instante actual esta apoyado sobre
el plano tiene velocidad nula en ese instante, pero, porque es parte de un
sistema rigido con punto fijo, tiene que valer Vc = Q x T¢, esto es,
- ~ o ~ oy R
0=QxTc=(Kw — Jwp) x (LK =R}’ = W=rw

Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del disco,
1S, @ la que hay que agregar la matriz [R?&; — RR;]. donde R= (0,0,L),

100 100
MR2
o = —— | 0 1 0 |+ML2[ 0 1 O
00 2 000
42+ R2 0 0
M 2 2
= 7 0 42+R? 0 (8.6.9)
0 0 .23
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y se la va a multiplicar por Q y como matriz de inercia se va a usar directa-
mente (8.6.9). Entonces ¢ = lgiscoQ Se escribe

) M 42+ R? 0 0 0
= 7 0 42+R2 0 —Ron
0 0 R W
0
= — | —(L2+R)Rwy
2R%wy
R N 2
- @(k’ZR—j’¥> (8.6.10)

8.6.7. Trompo en movimiento conico

Se considera un trompo que
consiste en un brazo de lar-
go L que nace de un punto P
en cuyo extremo hay un disco
de densidad uniforme, radio B Z’
y masa M. Esto es Rg = —LK
usando la base asociada al sis-
tema {P, X',Y’,;Z'} de la figura
8.12.

El brazo mantendra un angulo
6 =constante con la vertical tal
como indica la figura. En cada
instante el disco estd girando
con velocidad angular @, res-
pecto a un sistema fijo al brazo, Figura 8.12: Un disco gira en torno a un eje de
pero el brazo mismo esta giran- largo L. El otro extremo del eje esta fijo al punto

do con una velocidad angular P- El sistema S’ tiene eje Z que coincide con el
& en torno al eje vertical. Es- brazo de largo L y el eje Y’ esta en el plano de Z’

. y la vertical.
tas velocidades se expresan en
la forma
a=wk, =w (Kcosd+['sing) = Q=K(w+wcosd)+|wsing

Este movimiento es posible tan solo si w; y y satisfacen una condicién
gue se deduce mas adelante. En general el angulo 6 no es constante y el
movimiento del trompo es bastante complicado.
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La matriz de inercia I” = [R23; — RRj] + I®y, tal como en el ejemplo anterior,
resulta se

M 412 + R? 0 0
'P:Z 0 424+R 0
0 0 R?

por lo que el momento angular % = I°Q es

lp = % [(4L% + R?) wpsind ' + 2R% (ax + wpcosh) K]

En esta expresion todas las cantidades son constantes en el sistema de
referencia inercial excepto por dos vectores unitarios asociados a S/, de

modo que /p se calcula sencillamente usando producto cruz con &:

Tp = @y x Ip = % [— (4L + R?) w sinf cosh + 2R (w1 + wp cosB) w,sinb| 7

que debe igualarse al torque que produce el peso
T = MRgxd
M (~LK) x (—g) (K cos8 + |'sin6)
—MgLsin8T (8.6.11)

por lo que finalmente puede escribirse que

% [~ (4L% + R?) w5 sin6 cosh + 2R (wy + wp cos) w, sinB] = —MgLsind
(8.6.12)
que es la relacién que deben satisfacer w, y w, para que el trompo tenga
un movimiento coénico. Notese que si se cambia el signo de w;, y de w, la
ecuacion no cambia. Esta ecuacién implica que el caso w, = 0 es posible
tan solo si 8 = 0lo que es intuitivo.

Suponieneo que 6 # 0 la ecuacién anterior se puede reescribir en la forma

(%—E) a>220059+%R20)la)2+gL:0 (8.6.13)

A continuaciéon un par de casos especiales.

Elcaso 6 =7:
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Elcaso L=0:

2
cosf = _c@
(0V/]

Nétese que para pasar de (8.6.12) a (8.6.13) se eliminé un factor global
sin@, lo que supone que 8 # 0. Sin embargo si en (8.6.12) se impone que
w, = 0 se desprende que necesariamente 6 = 0.

8.7. Nocion del momento de inercia  Ipp y aplicacio-
nes

8.7.1. El concepto

Si se define h como el vector unitario que en cada instante apunta en la
direccion de Q, es decir,

Q=0Qn
entonces L L
0% IPA= Z1pa Q2 8.7.1
donde el escalar Ips es
lpa=h-17A (8.7.2)

y es el momento de inercia relativo al eje que pasa por Py tiene direccion
A, (P,A). Por componentes es

lpa =5 Ma (rZ — (Ta- A)?) (8.7.3)

Es atil notar que

—
=
X
>

S~—

—
=
X
>

~—

x (T'x f))
—A-TA)
= r2—(r-n)? (8.7.4)

—
“l :»

—~

lo que permite ver que otra forma de escribir la matriz de inercia es

= 3 my(Fax A) - (Fa x ) (8.7.5)
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8.7.2. Nuevamente el teorema de Steiner

Si G es el centro de masa, el que suponemos que no esté en el eje (P,A),
se puede relacionar los momentos de inercia lps Y Iga donde el segundo
se define relativo a un eje (G, ) con la misma direccién A. Si se denota por
T, la posicién de m, desde Py g, la posicion desde G, y el vector de Pa G
se le designa R entonces

a=R+Pa
A partir de (8.7.5) se obtiene que
3 Ma(Fa n)2

a

IpA

S Ma(Pax M)+ 5 Ma(Rx )% +25 ma(Rx ) - (Ba x )

La Ultima de las sumatorias se anula debido a
(2.3.23) lo que finalmente conduce a

Ipn=lga+M (Rx ﬁ)2 (8.7.6)

Si G estuviese sobre el eje (P,f), entonces R x
A= 0y ambos momentos de inercia resultarian

iguales. )
_ . Figura 8.13: Se puede es-
EJERcCICIO Escriba la relacion (8.7.6) para dos tablecer una sencilla rela-

puntos Q1 y Q2 (ejes paralelos) y reste ambas cion entre el momento de

relaciones. Vea que obtiene una relacion entre nerciacon respecto al punto
fijo P y el momento de iner-

lo.a € g, - cia con respecto al centro de
gravedad G.

8.7.3. Ejemplos

De la expresion (8.5.3) para la matriz de inercia
del cilindro con respecto a su centro de masa,

1,4 S€ Obtiene directamente que
1
lok = 5|\/|R2 (8.7.7)
R? W

Para calcular la matriz con respecto a un eje paralelo al eje X’ que para
por el punto P se debe calcular RxAcon A=y R= —LK, con lo cual
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Rx A= —Li por lo cual

2 12
lpy =g +MLZ=M 5—Fh——kL2
’ ' 4 12

En el limite de un disco resulta
. R2
g5 =lgp +MLZ =M <Z - L2>

Figura 8.15:Se considera también un cilindro cuyo eje es horizontal y um@P que esta a
distancia L sobre G. Se estudia el caso en que el eje de rotasiparalelo al eje Y(perpendicular

al eje del cilindro y caricaturizado en el dibujo izquierdp)el caso en que el eje de rotacion sea
paralelo al eje del cilindro y caricaturizado en la figura dederecha. En ambos casos el vector que
vadePaGefR=—L7.

e En el caso en que el eje que pasa por P es en

la direccion |, A= |y Rx h= Lk por lo que o
R? h?
oo =M [ — + — +L?
P <4+12+ )

Un caso particular es un disco que gira en torno
a un tangente horizontal tangente al disco (L = R)
en que resulta

: 5 . . .
Ig'j§,c° = ZMRZ eje horizontal tangente al disco

(8.7.9) Figura 8.14: La matriz con
~ ) respecto a un eje paralelo al
e En el caso i =k se obtiene eje X’ que para por el punto

P
R2
IP,R/ =M <? + L2>
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de donde puede verse el caso particular de un disco oscilando en su propio
plano en torno a un punto en su perimetro (R=L) que arroja

- 3 .. . .
| 9isce = zrMR2 punto fijo en el perimetro del disco

La dinamica en casos como los anteriores, en los cuales la direccion del eje

A de rotacion esta fija se obtiene una ecuacion escalar a partir de fp = Tp.
Primero

lpn =04
h =
=AN-1"MQ
= IpaQ
por lo cual _
gp’ﬁ =Tpn= Tp-f (8710)
P Y )
z e
R \‘
2
G
X
<

Figura 8.161amina circular que se mueve como un péndulo en torno a urogRiegn su perime-
tro. Los ejes Xe Y’ de S son solidarios al circulo y este gira en torno &Y

En el caso representado en la figura 8.16 ya se vio algo mas arriba, en

(8.7.9), que Ig‘j§°° = 2MR? de modo que el momento angular es

Por otro lado el torque del peso es

~

Tp; = 1" x (Mg)(i' cosp+k’sing) - | = —~MgRsing
por lo cual
. _@ )
Q= 5Rsm(p
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8.8.

8.1

8.2

8.3

8.4

Problemas

Una placa cuadrada de lado ay masa total M

su vértice P (ver figura). Inicialmente el cua-
drado esta sujeto por un hilo horizontal como
indica la figura. (a) Obtenga la tension del hilo.
(b) Si el hilo se corta obtenga la velocidad an-
gular maxima que puede alcanzar el sistema.
(c) Obtenga la frecuencia de pequefias oscila-
ciones en torno a su posicion de equilibrio.

Una placa rectangular de masa M, lados ay b

y espesor despreciable se hace girar con ve-.

locidad angular constante Qg por un eje que
pasa por la diagonal del rectangulo. EI movi-
miento ocurre en ausencia de gravedad. De-
termine las fuerzas que ejercen los soportes
en cada extremo del eje. Comente.

Sistema: un disco de densidad uniforme, radio

Ry masa M y un eje de masa despreciable’

que une un punto fijo de un plano horizontal
con el centro del disco. El disco gira apoyado
en el plano horizontal. (a) Determine el mo-
mento angular. (b) Determine el torque total
que actua sobre el disco.

Una barra de largo L y masa M y densidad
lineal uniforme, puede girar libremente sobre
un eje horizontal colocado en uno de sus ex-
tremos. En el punto medio de la barra se en-

cuentra un anillo de masa mque tiene un coe-

ficiente de roce estatico u con la barra.

hilo a

g

Si el sistema se libera desde el reposo con la barra en posicién hori-
zontal, se observa que el anillo comienza a deslizar cuando la barra
forma un angulo 71/4 con la horizontal. Determine (a) el momento
de inercia del sistema antes que el anillo comience a deslizar, (b) la
velocidad angular y aceleracion angular de la barra en el instante en
que el anillo va a comenzar a deslizar, (c) la fuerza que ejerce sobre

la barra el punto de apoyo.

8.8. PROBLEMAS
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