Capitulo 5

Equilibrio y oscilaciones

5.1. Energia potencial y equilibrio

5.1.1. Punto de equilibrio

La energia mecanica total de un cuerpo cuya fuerza total es conservativa
tiene la forma 1
Emec total= ém\F+U(?) (5.1.2)

y esta cantidad es fija durante toda la evolucion del sistema, es decir, si se
la calcula en cualquier momento de su historia se obtiene el mismo valor.
La energia Emec totasqueda determinada por las condiciones iniciales.

En general el movimiento no puede extenderse en cualquier direccion ar-
bitrariamente. Al despejar la magnitud de la velocidad:

V|| = \/%\/m (5.1.2)

gue obviamente es real y positiva—se observa que en ninglin momento la
energia potencial U puede ser mayor que la energia total E. Si la particula
alcanza un punto en el cual se cumple que E = U, este es un punto con
velocidad nula pero normalmente la fuerza

F=—0U(F) (5.1.3)

no lo es. El movimiento entonces se reinicia hacia puntos donde E > U.
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102 P. Cordero S. & R. Soto B.

> El gradiente de una funcién escalar cualquiera h(r') siempre apunta
en la direccion en que la funcion h crece més rapido, esto es, en la
direccion en que su derivada es més grande y positiva. Por ejemplo
si h(x,y) es la funcion altura sobre el nivel del mar de la descripcién
de una zona de nuestra geografia en un mapa (plano XY), entonces
Oh apunta en la direccion en que la altura crece mas rapido.

El gradiente de la funcién energia potencial apunta en la direccién en que
crece la energia potencial con mayor derivada, pero como en (5.1.3) hay
un signo menas, se concluye que la fuerza apunta en la direccién opuesta,
en la direccién en que U decrece con mayor derivada.

Se llama punto de equilibrio a una posicion 1 en la cual la fuerza total es
cero: JU (te) = 0. Para que el equilibrio sea estable se debe cumplir que al
colocar en reposo a la particula en un punto suficientemente cercano a e,
la particula adquiera un movimiento oscilatorio en torno a ese punto.

5.1.2. Andlisis unidimensional

En un caso unidimensional la energia po-
tencial es una simple funcién U (x) y la fuer-
za es F = —dU/dx La fuerza apunta ha-
cia la izquierda en los puntos en que U es
creciente y apunta hacia la derecha en los
puntos donde es decreciente.

En particular, en la vecindad de un minimo

Xe la fuerza que hay a la izquierda de es-

te punto apunta hacia la derecha (también _. . )

nacia x) y la uerza que hay a la derecha 913 40 s eerd peer
de Xe apunta hacia la izquierda (0 sea hacia pyede presentar puntos de interés
Xe). Esto permite entender porqué un mini- como minimos y maximos.

mo de U es un punto de equilibrio.

Si una particula estd sometida a una fuerza
total conservativa, se llama punto de equilibrio estable a un punto T para
el cual se cumple que:

(i) si la particula es dejada en reposo en ese punto permanece en reposo
en él; (ii) si se la deja en e con una velocidad suficientemente pequefia, la
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particula oscila en torno a ese punto.

Xe

Figura 5.2:Ejemplo de funcién (k) con dos minimos. Las lineas a trazos representan algunos
valores posibles de la energia mecanica total. Puesto quel(fasegura que esta energia es siempre
mayor (a lo sumo igual) a U entonces para los valores indisade E el movimiento no puede
extenderse indefinidamente en el eje x.

Como la fuerza total es conservativa, existe una energia potencial U (x) y
la fuerza total es F = —dU/dx. En las zonas donde U es creciente F es ne-
gativo (es decir, la fuerza apunta hacia la izquierda) y en las zonas donde
U es decreciente, F es positivo. Esto muestra que si xe €s un minimo de U
la fuerza en una zona en torno a Xe apunta hacia Xe y es nula justo en Xe.
Esto quiere decir que si se da como condicion inicial x(0) = X y una veloci-
dad suficientemente pequefia, entonces la particula va a ser frenada por la
fuerza hasta que invierta el sentido de su movimiento. Debido a (5.1.1), en
el punto x; en el cual la velocidad se hace cero se cumple que E =U(Xp).
En la figura 5.2 se puede ver graficamente en qué puntos la particula solta-
da desde xe con la energia total indicada por linea de trazos, llega un punto
en que su velocidad se hace cero—los puntos de retorno—y se devuelve.
Para los tres valores de E indicados en la figura 5.2 el movimiento ocurre
en una zona limitada del eje X. También se puede adivinar que si la energia
es suficientemente alta el movimiento puede ser no acotado.

EJEMPLO. La energia potencial
debida a la fuerza peso es mgz

Una pelota ideal rebotando ad in- . )
finitum contra el suelo puede mo- ol ya
delarse con el potencial mgzpara 5] /
2> 17y con ¥(z+12)? para z< 7 \ o //
donde zy = mg/(2k) representado % ya

en la figura 5.3. Dada una ener- NS

gia cinética inicial, la particula tie- N\ V. —

ne una energia total E fija para s T I

iempr m ve en el dia- . ] . .
siempre y, o .O.Se e en el dia Figura 5.3: La energia potencial asociada a
grama, el movimiento es acotado una particula rebotando en un suelo se modela

entre un z,;, y una altura maxima. con U =mgzpara z> 2z y con U = §(z+2)?
para z < zy donde zp = mg/(2K).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



104 P. Cordero S. & R. Soto B.

OTRO EJEMPLO.  Un caso muy
ilustrativo es el del péndulo plano
formado por una vara rigida sin
masa de largo R en cuyo extremo hay una masa puntual m.

La energia cinética como siempre es
K= %m\F pero en este caso vV = Rg.
La energia potencial esencialmente es
mghy, como se ve de la figura 5.4, h=
R(1—cosy). El cero de energia poten-
cial se ha escogido en el punto mas bajo
gue tiene el recorrido de la masa m.

De aqui que la ecuacion para la energia
total conservada sea

EMT:%1 R¢? + mgR(1—cosg) (5.1.4)

Figura 5.4: Un péndulo simple tie-
que muestra que la energia potencial en ne la energia potencial planteada en
este caso es mgR(1—cosp) y cuya for- (5-1.4)-

ma se puede apreciar en la figura 5.5.

Se puede comprobar que derivando
(5.1.4) una vez con respecto al tiempo, R (1-cos fi
se obtiene la conocida ecuacion para el —
péndulo.

Y OTRO EJEMPLOMAS: Consideremos
un caso con energia potencial U dado
por

O P N W H O N ©

a b N
y X siempre positivo. Esta energia Figura 5.5: La energia potencial aso-
potencial, ciada al péndulo.
representada en la figura 5.6 es diver-
gente en el origen, tiene un Unico minimo en x. = 2b/a y tiende a cero
cuando x crece indefinidamente. Para cualquier valor negativo de la ener-

gia total el movimiento esta acotado entre dos valores Xmin Y Xmax (PUNtos
de retorno)

a 4|E|b a 4|E|b
Xmm 2|E| ( a2 ) 9 Xmax 2|E| ( + a2

(5.1.6)
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Cuando la particula alcanza uno de
estos valores extremos la velocidad
se hace cero pero dU/dx# 0, es de-
cir, la fuerza es no nula y la particu-
la tiene una aceleracidon que apunta
alejandose del valor extremo. En una
situacién asi, el movimiento consiste
en ir y volver entre estos dos valores
extremos de x. El movimiento es pe-
riodico pero en general es diferente a
un movimiento armaonico simple.

Figura 5.6: La energia potencial —2 + 3
tiene un solo minimo, en x=xe=2b/a, y

. . . tiende a cero cuando x — oo.
En cambio, para cualquier valor posi-

tivo de la energia el movimiento tiene

una cota inferior xmin pero no tiene cota superior: una vez que la particula
adquiere velocidad hacia la derecha no cambiara mas la direccion de su
movimiento.

Si se escoge un punto cualquiera X = Xo cCOMOo posicion inicial, ¢cual es la
minima velocidad inicial para que la particula logre tener un movimiento
no acotado hacia la derecha? La respuesta se obtiene exigiendo que en el
momento inicial (y siempre) la energia sea no negativa, es decir, %mv(?ﬁ-
U (Xo) > 0, es decir,

%>~ 2Ux). (5.1.7)

En las zona en que U (Xp) es positivo esta relacion no es restriccion alguna
y la particula escapa a infinito siempre; en cambio en la gran zona en que
U (xo) es negativo (5.1.7) da una cota a la rapidez inicial. Esta cota inferior
se denomina velocidad de escape. <

> Completamente en general la velocidad de escape—aque depende
de la posicion inicial rp—es la velocidad minima necesaria para que
la particula pueda tener movimiento no acotado.

Para una funcién de energia potencial arbitraria U (x) que tiende a un valor
constante U, cuando x — o la velocidad de escape en un punto x cualquie-
ra esta dada por

VesdX) = \/% v/ Ue —U(X) (5.1.8)

& Determine el valor en metros por segundo de la velocidad para escapar de la
atraccioén gravitacional de la Tierra partiendo desde el nivel del mar.
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5.1.2.1. Integracion de caso conservativo unidimensional

La ecuacion (5.1.2) unidimensional en un rango en que la velocidad es
dx 2
— =4/ =vVE-U(X
dt m ®

puede ser llevada a la forma integral

m X dx
t:\/; /XO o (5.1.9)

valida, como se ha dicho, mientras la velocidad no cambie de signo. Esta
es una solucién formal de todos los problemas unidimensionales.

5.1.2.2. Caso sencillo en que la energia no se conserva

En lo anterior se ha explotado el analisis en el que las fuerzas son todas
conservativas. Sin embargo si se toma el caso en que se agrega una fuerza
contante no conservativa como es el caso del roce dindmico, también se
tiene un gréafico de energia suficientemente sencillo para poder hacer un
andlisis facil de interpretar.

Considérese el caso de un oscilador sobre un plano horizontal: mk = —kx
al que se agrega la fuerza de roce dinamico. Este roce apunta hacia la
izquierda cuando el movimiento es hacia la derecha (x > 0) y viceversa, es
decir, F.ce = —€umgdonde ¢ es el signo de x. Mientras el desplazamiento
es hacia la derecha, la fuerza es negativa y el trabajo que esta fuerza
no conservativa efectlia es proporcional a x. En efecto, de la ecuacion de
movimiento completa: mXx = —kx— € umg se puede integrar una vez para

obtener
Ime— _Ke_ sumgx

gue se puede escribir como

Ewr (t) = E\pr — £umgXxt)

Esta dltima relacion describe la forma como la energia mecéanica total ini-

cial Eh(,lo% va disminuyendo a medida que el sistema evoluciona.

& Resuelva un caso especifico para el cual pueda hacer un grafico que ilustre
la evolucion Eyr (t).
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5.1.3. Discusion avanzada: Tiempos de frenado en puntos de
retorno

Estas notas no son necesarias para la comprension de los capitulos posteriores, pero pue-
den aportar a la compresion de ciertos temas avanzados de este capitulo.

Cuando se analiza la dinamica de una particula usando diagramas de energia en casos
unidimensionales o en tres dimensiones con conservacion de momentum angular, surge el
concepto de punto de retorno. Si la particula tiene una energia constante E, los puntos de
retorno son aquellos donde la energia potencial (0 la energia potencial efectiva) se iguala
a la energia U(x*) = E. Al acercarse a un punto de retorno, la rapidez de la particula se
hace cada vez mas pequefia hasta anularse en x*. Una pregunta que surge es cuanto
tiempo tarda la particula en frenarse para luego rebotar y si ese tiempo es finito o infinito.
La respuesta depende de las propiedades del punto de retorno.

5.1.3.1. Primer caso: El punto de retorno no corresponde a un maxi-
mo de la energia potencial

Se considera el caso representado en la figura 5.7, donde la particula viaja hacia la dere-
cha. Si xg es la posicion inicial de la particula, se puede determinar el tiempo que tarda en
llegar a x* utilizando la ecuacién de la energia, donde se despeja la velocidad

dx /2

i E(E -U(x)
que también se puede escribir como U
;% _1
2
2(E-U(x) E

Integrando la Gltima expresion entret =0y t*,
el instante de detencién, y usando el teorema
del cambio de variable, se tiene

X! dx e
b JEE-Uo

Para calcular esta Ultima integral se necesita
conocer la forma explicita de la energia po-
tencial. Sin embargo, es posible decir si es
finita 0 no. Como x* no corresponde a un
maximo de la energia potencial, localmente
U(x) se puede aproximar por una linea recta
U(x) =~ E+U’(x*)(x—x*). Luego, si se consi-

X

Figura 5.7: Cuando la posicién de la par-
ticula alcanza un punto en el cual la ener-
gia total coincide con la energia potencial,
se tiene un punto x* de retorno.
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dera una distancia 6 pequefia, se tiene que

/-x*fé dx +/x* dx
0 JEE-UX] X0 21U (x—x)]

Haciendo el cambio de variable y = x* — x en la segunda integral se obtiene

tr =

t*

X'~ dx 5 1
h V [E—u<x>1+/° V v

2 21 11
n U (x*)y
X'—0 dx 2mo
o 2 )
H[E-UX]

gue es un valor finito.

Luego, en el caso analizado, el tiempo que tarda la particula en frenarse es finito.

5.1.3.2. Segundo caso: El punto de retorno es un maximodelae  ner-
gia potencial

Al igual que en el caso anterior, hacemos una aproximacion para la energia potencial cer-
ca del punto de retorno. Como es un maximo, la aproximacion correspondiente (serie de
Taylor) da una parabola: U (x) ~ E +U"(x")(x — x*)?/2, con U”(x*) < 0. De esta forma se
tiene

dx

. X —0 dx X*

t /Xo \/m +/x*—6 \/% [—U”(X*)(X—X*)Z/Z]
B dx m o dy

- ,/n%[E—U(x)]jLV —U”(X*)/o y

La ultima integral diverge, lo que muestra que en esta condicion la particula tarda un tiempo
infinitamente grande en detenerse completamente.

Un ejemplo de esta Ultima situacion corresponde a un péndulo (barra rigida y masa en el
extremo) que es soltado desde el reposo, con la particula en la altura maxima. Demuestre
que la particula tarda un tiempo infinito en volver a la posicion vertical. También tarda un
tiempo infinito en despegarse de la cuspide.
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5.2. Pequeias oscilaciones en torno a un punto de
equilibrio.

5.2.1. Oscilaciones 1D.

Consideremos el caso de una energia potencial U (x) que tiene un minimo
en X = Xe. No tendra importancia si U tiene ademas otros minimos. Puesto
que se trata de un minimo, esta garantizado que (dU/dx)x—x, = 0. Supon-
dremos que el movimiento tiene una energia total levemente superior a
U(xe), es decir, la energia cinética es siempre muy pequefa y la particula
permanece todo el tiempo muy cerca de X = Xe. El punto X tiene a ambos
lados puntos de retorno muy cercanos. En tal caso, la expansion de U (x)
en torno a xe que solo llega hasta la segunda derivada de la funcién puede
ser una excelente aproximacion para U,

2
U(x) =~ U (%) +% (%—:;) (X—Xe)? (5.2.1)
X=Xe

Esta energia potencial aproximada da como fuerza aproximada

F(X) = —k(X—Xe) con k= (‘(jjz—;))(_xe (5.2.2)

que es la fuerza de un resorte de largo natural X, y constante elastica dada
por la segunda derivada de U evaluada en el minimo.

Se ha obtenido que un sistema mecanico cualquiera, cuando esta cerca
de una posicién de equilibrio puede ser descrito como el movimiento de
una masa unida a un resorte ideal. Esta aproximacion es valida cuando el
desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio es pequefio. El estudio
en detalle del movimiento de una particula unida a un resorte describe, en-
tonces, el movimiento de cualquier sistema mecanico cerca del equilibrio.

La ecuacién de movimiento de la particula cerca del punto de equilibrio es
entonces

mX = —K [X— Xg], donde x = x(t) (5.2.3)
ecuacion que fue estudiada en el capitulo 3, donde se obtuvo que el mo-
vimiento que resulta es una oscilacion arménica en torno a X con una
frecuencia caracteristica dada por wy = \/% :

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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Luego, cuando una particula se mueve en las cercanias de un punto de
equilibrio, la fuerza puede ser aproximada por un resorte ideal y el movi-
miento que resulta es armoénico simple. La frecuencia angular de oscilacién
en torno al punto de equilibrio estable esta dada por

B U”(Xe)
= \/ p- (5.2.4)

gue se llama la frecuencia de las pequefias oscilaciones. Hay que notar
gue como Xe es un minimo de la energia potencial (equilibrio estable), la
segunda derivada es positiva de U, lo que garantiza que la raiz existe.

En algunas situaciones la derivada U” en el punto de equilibrio es nula,
resultando en oscilaciones no armanicas; por ejemplo, en el movimiento en
torno al origen en el caso U = ax*. Este caso, sin embargo, no se estudiara
en este curso.

> Cuando una particula se mueve muy cerca del punto en que U
tiene un minimo, U = Upn, ¥ la energia total es levemente superior a
este valor Unin, €l movimiento de la particula es aproximadamente un
movimiento arménico simple en torno al punto de equilibrio.

El movimiento oscilatorio que ocurre en estas circunstancia se deno-
mina pequefias oscilaciones en torno a un punto de equilibrio.

5.2.1.1. Cuando la coordenada relevante no es una longitud

Si la energia de un sistema se expresa en términos de una coordenada
gue no es una longitud, como en,
a -

E= E<p2+U (@) (5.2.5)
la ecuacion dinamica, dE/dt = 0, aqui resulta ser ¢ = —%U’. Sig=q@ es
un punto de equilibrio estable, se cumple que U’(@) =0y U” (@) > 0 (con-
diciéon de minimo). La ecuacion dinamica en una pequefia vecindad del
minimo en ¢@ aproximadamente es @ ~ —%U”(%) (@— @), que se recono-
ce como una ecuacion de movimiento armoénico simple con frecuencia

V(@)
W=/ (5.2.6)

En este caso la prima indica d/dg.
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5.2.1.2. Ejemplo de energia y pequefias oscilaciones

Figura 5.8:Dos particulas de masa m unidas por varas ideales (masa eispie) de largos a y
b y que forman un angulo recto.

Para ilustrar varios de los conceptos recientes se analizara el caso de un
péndulo que tiene dos masas en varas que forman un angulo recto, como
muestra la figura 5.8. Veremos cudl es el anulo maximo si el sistema se
suelta del reposo con @ = 0. Veremos cuanto vale la velocidad angular
cuando @ = 11/2y finalmente veremos la frecuencia en el caso de pequefias
oscilaciones en torno al angulo @ de equilibrio estatico.

La energia del sistema es la suma K de las energias cinéticas mas la suma
U de las energias potenciales:

. A\ 2
E = g(aq))er%](\/aerchp) —mgasing

—mg(asing+ bcosy)

e Si se suelta desde el reposo (esto es, ¢ = 0) con ¢ = 0 la energia inicial
es

Eini = —mgb
y este es el valor que tendra durante todo el movimiento.

El &ngulo maximo lo alcanza en otro punto en el cual ¢ = 0. Se debe exigir
gue la energia es ese momento sea

—mg(2asing+ bcosp) = —mgb
gue tiene dos soluciones, una es la condicién inicial ¢ = 0y la otra es para
el maximo valor posible @, para el angulo

4ab

SINMM = 222 12
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Para saber la velocidad angular cuando ¢ = 11/2 se vuelve a aplicar con-
servacion de energia:
m

5 (2a? + b?) ¢* — mga= —mgb

- m  |29(2a—Db)
9O=3)=\ i1
Este resultado no tiene sentido salvo cuando 2a > b. Esto se debe a que

si tal desigualdad no se obedece el péndulo nunca llega a @ = 11/2 a partir
de la condicion inicial escogida.

que implica

e Veamos ahora cuanto vale la energia si el sistema esta en equilibrio
estable. En tal situacion ¢ = 0y el sistema esta en un minimo de energia
potencial. La derivada de la energia potencial con respecto a ¢ es

U’ = —mg(2acosg — bsing)
gue se anula cuando
tang = 2
®=%

y se comprueba que para este valor del angulo la energia potencial, que
es la energia total en el caso estatico, vale

Emin = —Mgy/ 482 + b?

Con lo visto en (5.2.6) resulta muy facil determinar que en el presente
ejemplo la frecuencia al cuadrado es

o AP

T 282+ 12

5.2.2. Otra vez el péndulo simple

Ya se obtuvo en (2.3.13) que la ecuacién
del péndulo simple, como en la figura 5.9,
es

9
R
Si esta ecuacion se multiplica por ¢, ambos

lados de la ecuacién son derivadas perfec- [0) R
tas y se puede integrar desde un tiempo

®=—=sing (5.2.7)

5.2. PEQUENAS OSCILACIONES EN TORNO A UN PUNTO DE EQF@eultad de Ciencias Fié@ﬁy Matematicas
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inicial t = 0 hasta t arbitrario. Si se escoge
©(0) = @, @(0) = 0 se obtiene

- 2

@A (t) = Eg (cosp(t) —cos@)  (5.2.8)
Se ha obtenido la velocidad angular ¢ como funcion del angulo @. El péndu-
lo comienza desde el reposo con amplitud ¢ = @ y se mueve disminuyendo
@, pasando por el punto mas bajo que corresponde a ¢ =0y luego llega a
@ = —@. En ese recorrido se cumple la mitad del periodo T.

El mismo pendulo con amplitud diferente

angulo phi

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo

Figura 5.10EI péndulo tiene periodo diferente para diferentes amgéisi La figura dap(t) del
mismo péndulo lanzado tres veces coc06.tex saved n valacidial nula desde angulos iniciales
@(0) = ¢ diferentes.

En ese lapso - la velocidad angular ¢ es negativa por lo que se debe

escribir

(p:—\/z—s\/cosrp—cosqb con Oétég (5.2.9)

Para obtener la dependencia de @ ent es necesario integrar una vez mas.
Se integra desde t = 0 hasta un valor t menor a % en el que @ toma el valor

o(t)
/ ®_ _do \ /29,
ot) V/COSp—cosgpy VR
La integral al lado izquierdo pertenece a una clases de integrales llama-

das elipticas y el resultado no puede expresarse en término de funciones
elementales.

Si en la expresién anterior se escoge t = % la integral angular es desde
—@ hasta @ y se tiene una relacion entre el periodo T y la amplitud de la
oscilacion.
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En la figura 5.10 se muestra graficamente el resultado de integrar numéri-
camente la ecuacion del péndulo en tres casos que tienen el mismo valor

para %, y que parten del reposo. Difieren en el valor de ¢(0).

* * *

En general sing = ¢ — %qﬁi..., pero si el péndulo tiene oscilaciones de
amplitud pequefa, el lado derecho de (5.2.7) puede aproximarse por sing ~
@y la ecuacion aproximada de movimiento es

h— 9
Qo= R(p (5.2.10)

gue es la ecuacidn de un oscilador arménico con frecuencia angular wy =
\/g. La solucién de esta ecuacion entonces es muy facil de escribir.

5.2.3. Equilibrio y pequeias oscilaciones en 2D
5.2.3.1. Generalidades

En dos o tres dimensiones la situacion es mas compleja que en una di-
mensién pues hay mas casos posibles. En la figura 5.11 se representa
una energia potencial U(x,y) que tiene dos minimos, es decir, dos pun-
tos de equilibrio estable, un minimo mas profundo que el otro. Si esta su-
perficie se cortara por un plano horizontal a alguna altura E se tendria
la zona en la cual el movimiento puede darse (E > U). En la base de
esta figura se puede
ver las curvas de ni-
vel las cuales represen-

tan precisamente curvas 7177
o . O """l'"llll""..
U =const ant e. Consi- S
. : S
dérese, por ejemplo, la S,
=

curva cerrada en torno
al minimo izquierdo que
aparece en la base de
la figura. Ella correspon-
de a un cierto valor U =
Eo. La zona interior a esa
curva cumple con Egy >

i Figura 5.11E o0 de 1a T d 50~
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U (7). Es decir, si la parti-

culatiene energia total Eg

y su posicién inicial fue

dada dentro de esta zona, el movimiento sera todo el tiempo dentro de
esta zona.

Hay otro punto interesante de esta energia potencial: es un punto entre
los dos minimos y él es un maximo en la direcciéon X y un minimo en la
direccion Y. A tales puntos se les llama punto silla y son puntos de equilibrio
inestables.

No veremos en general la forma del movimiento armonico simple en el
caso de una energia potencial U (x,y) y tan solo se dice a modo de com-
plementacion cultural que es necesario considerar la matriz de valores
Mgp = 02U /0%a0%p, Se debe diagonalizar y estudiar sus autovalores.

Sin embargo, un caso simple ocurre en el movimiento en dos o tres dimen-
siones de una particula unida a un resorte ideal. En este caso, la energia
potencial tiene un sélo minimo que es igual en todas las direcciones. Se
tiene, entonces el oscilador armonico tridimensional.

La ecuacién para un oscilador arménico tridimensional de largo natural
nulo ubicado en el origen es

mr(t) = —kF(t) (5.2.11)

Se trata de un problema con fuerza central, por tanto, como el momento
angular respecto al centro de fuerza se conserva, el movimiento es plano,
como se discutio en la seccion 2.5. Todo el movimiento, entonces, ocurre
en un plano, el que queda determinado por las condiciones iniciales. Con-
viene escoger al plano XY coincidiendo con el plano del movimiento. En tal
caso la ecuacion anterior se separa en dos ecuaciones independientes,

mx(t) = —kxt)
my(t) = —ky(t) (5.2.12)

Cada una de estas dos ecuaciones tiene solucion del tipo (3.2.6) con cons-
tantes determinadas por las condiciones iniciales,

X(t) = Agsin(apt)+ By cogapt)

y(t) = Agsin(apt) + Bz cogapt) (5.2.13)
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Si se da una posicion inicial To = (Xo,Yo) Y una velocidad inicial Vip = (Vxo, Vo),
entonces se tiene cuatro condiciones para determinar a las cuatro constan-
tes A; .. Bo.

& Demuestre que (5.2.13) implica que la trayectoria en el plano XY es siempre
una elipse con centro en el origen.

5.2.3.2. Un sistema oscilante doble y simétrico

Normalmente una ecuacion con resorte se escribe en la forma ¥ = —w?(x—
d) donde d es el largo natural del resorte. Pero esta expresion se refiere al
caso en que el origen coincide con el extremo fijo del resorte. Sin embargo
si el origen se desplaza, la ecuacion queda X = —w?(x—A) y A sencilla-
mente es la posicidn de equilibrio estable de la particula.

Figura 5.12Dos masas unidas por un resorte y unidas a sendos resortdesiaiparedes latera-
les fijas

A continuacién se vera el caso de dos particulas que estan unidas como
lo muestra la figura 5.12: hay un resorte entre ellas y ademas resortes a
cada lado unidos a una particula y una pared.

Se vera el caso simétrico: las dos masas son iguales y los dos resortes
laterales son iguales. Si se toma el origen al centro, se denomina las po-
siciones de las particulas x; y X y la frecuencia angular asociada a los
resortes laterales es wy Yy la del resorte central es wi, entonces las ecua-
ciones son
%1 = —wB(xa+L)+ wd(x—x —d)
. 2 5 (5.2.14)
Xo =—wf(xe—L)—wi(xo—x¢—d)
Si el resorte central desaparece (w; = 0), las ecuaciones son independien-
tes y sefialan que el valor de equilibrio de x; es x; = —L y el de otro es
X2 = L y cada una de ellas oscila con frecuencia angular ay respecto a su
posicion de equilibrio.

Si los resortes laterales desaparecen (wpy = 0), la diferencia de las dos
ecuaciones da una ecuacion para X = X, — X; de la forma X = —Zwlz(x— d),
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que indica que la configuracion de equilibrio corresponde a que las parti-
culas estén a distancia d y las oscilaciones en torno a esa distancia sea
v2w. El factor /2 se origina en que la masa reducida del sistema doble
sea U =m/2y por tanto w? = ki /u = 2ki/m, esto es, w = v/2w.

Para tratar en forma mas limpia el problema planteado en (5.2.14) conviene
desplazar las variables de modo que el sistema sea homogeneo. Un poco
de algebra muestra que conviene usar

dw?+L g
We+2w,
do+Lag (5.2.15)
wi+20n

X1 =Y1—

X2 =Yo+

con lo que el sistema toma la forma

d? Y1 Y1
— =-M 5.2.16
dt? ( Y2 ) ( Y2 > ( )

(nétese el signo menos), con

2. 02 o2

M:(“’O+§’1 2‘*’12> (5.2.17)

—wW Wyt
El primer vector propio es & = (1,1) con autovalor

Wl = wh
y el segundo autovector es & = (1,—1) con autovalor

0 = o + 20f

Las letras sy a se refieren a las palabras simétrica y antisimatrica. En el
primer caso las dos particulas se mueven en fase a la izquierda y derecha

mientras que en el segundo se mueven siempre con velocidades de igual
valor pero de signo opuesto (contrafase).

La solucion general tiene la forma

y(t) = (crSinwst + ¢ coswit) &+ (C3SiNwst 4 C4COSwLt) & (5.2.18)

donde, como ya se dijo,
1 1
e (1) a-( ) 5219

5.2.3.3. Otro caso de doble oscilador
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Un sistema de dos osciladores acoplados reducido a su minima
expresion usa particulas de igual masa, resortes de largo natural
nulo y no se pone peso. Ver la figura que sigue. Las ecuaciones
son
g 5 (5.2.20)
%o =—w5(Xe—X)

Se puede usar una notacion vectorial/matricial

X = —MX

donde X = (x1,X2) Y

Si se toma resortes iguales: w; = wp = w la solucién se ve un poco menos
fea:

Mo = (3+5) %2

y los respectivos autovectores son
1
€2= ( 2(1j\/§) ) w?

Este ejemplo se puede extender agregandole largo natural a los resortes
y la fuerza peso. En tal caso hay que hacer algo parecido a lo hecho en
(5.2.15) (trasladar las viariables de posicion) para volver ecuaciones como
las de (5.2.20).

La solucién, como se ha visto, es un tanto fea.
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5.2.3.4. Vision general del oscilador doble

Una vez que se hace el traslado de las dos variables dinamicas la ecuacion

toma la forma
d_2<Y1>:_M<Y1>
dtz \ y» Y2

donde la matriz M es constante (no depende ni de las coordanadas ni del
tiempo). Si se resuelve el problema de los dos valores y los dos vectores
propios de la matriz M de 2 x 2,

(Aa, Ea), (Ag, €B)

se puede escribir la solucion general en la forma

y(t) = J_Z;Byj' ()& (5.2.21)

La dependencia temporal esta solamente en las funciones escalares y;(t)
y los vectores €, y & son independientes (uno no es proporsional al otro).

Reemplazando (5.2.21) en la ecuacion inicial haciendo uso que los &; son
autovectores de M, se obtiene que

8 =— 3 vi)A8
j:;B (L)€ j:;B j(L)Aj €

Yy, puesto que los &; son linealmente independientes, se tiene que cumplir
que Ya(t) = —Aaya(t) yque Vg(t) = —Agys(t) que son ecuaciones que
se sabe resolver y cuya solucién general es

yj(t):ajsm\/;jt‘FBjCOS\/)Tjt conj=ADB
Finalmente, entonces, la solucién del problema es
y(t) = <aj siny/Ajt+ B C0Sy/Aj t> & (5.2.22)
P v

que tiene la misma estructura que (5.2.18) con cuatro constantes arbitra-
rias que fijan las cuatro condiciones iniciales.
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5.3. Oscilador forzado

5.3.1. La ecuacion del oscilador forzado

En variadas ocasiones una particula que se encuentra cerca de un punto
de equilibrio estable es forzada externamente. EI movimiento que resulta
es en general complejo, dependiendo del tipo de fuerza externa que actia
y de la amplitud de ésta. Si la amplitud de la fuerza no es muy grande,
entonces la particula se alejara poco del punto de equilibrio estable, pu-
diéndose aplicar el formalismo de pequefas oscilaciones. La fuerza exter-
na puede ser de muchos tipos, pero un caso particularmente interesante
corresponde al caso en que ésta depende explicitamente del tiempo. Un
ejemplo cotidiano se da con un temblor que hace vibrar a los edificios en
torno a su posicion de equilibrio.

Consideremos una particula de masa m en una dimension que se mueve
bajo la accién de una fuerza conservativa que viene de una energia po-
tencial U el cual tiene un punto de equilibrio estable en X, mas una fuerza
que depende del tiempo pero no de la posicion Fe(t). Cerca del punto de
equilibrio estable, la ecuacién de movimiento es

mX = —K(X— Xe) + Fe(t)

2
ke (4Y
e )y

Como el movimiento natural (sin forzamiento) de la particula es armonico,
resulta natural estudiar el caso en que la fuerza externa también es armo-
nica (sinusoidal). Diremos que la fuerza externa se puede escribir como
Fe(t) = kQsin(wt), donde Q mide la amplitud de la fuerza 'y w es la frecuen-
cia angular de la misma, que no necesariamente coincide con la frecuencia
angular de las pequefias oscilaciones.

donde

La ecuacién de movimiento que resulta es
mX = —K [x(t) — Qsin(wt)] (5.3.1)

donde por simplicidad se puso xe = 0. Si X # 0, entonces basta con hacer
el cambio de variables y(t) = X(t) — Xe y se obtiene la misma ecuacion.
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5.3.2. Solucién, resonancia y batido

Este tipo de ecuacion lineal inhomogénea tiene la siguiente propiedad. Si
dos funciones x(t) y x(t) la satisfacen, entonces su diferencia,

y(t) = x(t) —x(t) (5.3.2)
satisface la correspondiente ecuacion homogénea
myi(t) = —ky(t) (5.3.3)

cuya solucion, como ya sabemos, es de la forma y(t) = Asin(apt) + B cog apt).

A continuacion se vera que existe una solucion de (5.3.1), que se denomi-
nara x(t), que tiene la forma

X(t) = D sinwt (5.3.4)

siempre y cuando D tenga un valor muy preciso. Puesto que X= —w?D sinwt,
entonces al exigir que se satisfaga (5.3.1) se deduce que

2
D— wg‘*"%%z (5.3.5)

y la solucion x(t) general es x=y+X,

W¥Q .
X(t) = W sinwt + Asin(apt) + B cog ant) (5.3.6)

El primer término de la solucion tiene frecuencia angular w asociada a la
forzante y tiene coeficiente fijo, mientras que el resto tiene la frecuencia wy
asociada al sistema masa-resorte (m,k). Se tiene un resonancia cuando la
frecuencia w es muy cercana a la frecuencia wy.

La superposicién de dos dependencias temporales con distinta frecuen-
cia puede producir el fenémeno de batido que se ilustra en la figura 5.13:
las funciones se suman y restan sucesivamente, produciendo una funcion
con una envolvente de periodo mucho mas largo que las funciones que lo
componen.

Esta solucién tiene una propiedad muy especial. El punto oscilante puede
llegar a alejarse bastante de su posicién de reposo debido al primer término
en (5.3.6). Si se comienza a variar lentamente la frecuencia angular w de
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s ¥y
R e

0 20 40 60 80 100

Figura 5.13:Un oscilador de frecuencia naturaly forzado por una fuerza periédica con fre-
cuenciaw cercana a la frecuenciay muestra un comportamiento temporal en paquetes como se
aprecia en la figura. Si dos cuerdas de guitarra se afinan asotay cercanas el sonido que resulta

al tocarlas simultaneamente tiene esta propiedad que sealldebatidg claramente audible. Esta

es una propiedad de la solucion (5.3.6).

. . 2 . . .
la forzante acercando w a wy, el coeficiente %‘3’332 crece indefinidamente,

permitiendo que la amplitud de las oscilaciones también crezca sin limite.
2
La amplitud ‘;’OQ del término resonante cambia de signo cuando se pasa
w5 —w?
de w<wyaw>wy.

En un sistema real este proceso tiene un limite porque, si bien para peque-
fias oscilaciones (amplitud pequefia) un sistema puede comportarse como
aguel que hemos estado describiendo, para amplitudes mas grandes la ley
de fuerza se hace notoriamente diferente y el sistema deja de comportarse
en forma puramente elastica.

En particular, si a la solucion (5.3.6) se le impone las condiciones genéri-
cas: x(0) = xo y X(0) = vp, las constantes Ay B se determinan y toman la
forma

2 2 2
Vo — Q) — wvg . .
x:xocosabt+wb( 0 Cg ) > 03mcmt+Q%smwt
(W — w?) Wy —w
Si se toma el limite w — wy se obtiene
Vo . Q .
X = Xg COStpt + @ sinapt + 5 (Sinapt — apt cosant) (5.3.7)
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que es idéntica a la soluciéon que se obtiene de resolver la ecuacién ini-
cial reemplazando primero w por wy. La solucién (5.3.7) muestra en de-
talle la forma como la solucion es a la larga dominada por el término
(Q/2) upt cosunt que diverge en el tiempo.

El movimiento descrito por (5.3.6) es una primera forma de ver un fenoé-
meno de enorme importancia practica llamado resonancia. Cuando la fre-
cuencia de una forzante w coincide (o es muy parecida) a la frecuencia
natural ay del sistema, se produce una resonancia. Desde el punto de vis-
ta meramente matematico (5.3.6) es divergente si w — ap. En la practica,
como se discutira mas adelante, el sistema oscila mucho mas fuertemente.

5.3.3. Ejemplos en la practica
Este fendbmeno se puede ver en numerosos ejemplos de la vida cotidiana.

o Cuando el ruido de un motor acelerando llega a una ventana, el vidrio
suele, en un determinado momento, vibrar fuertemente. Esto se debe
a que el panel de vidrio de esa ventana tiene una frecuencia natural
de vibracion y el ruido que llega a través del aire (ondas de compre-
sion) actta como forzante. La frecuencia del motor va variando, por-
gue esta acelerando, y en algan momento coincide con la frecuencia
del panel.

o ElI movimiento de cabeceo de un barco tiene una frecuencia natural
de oscilacién. Si el barco se ve enfrentado a un oleaje suave que
tiene la misma frecuencia, puede llegar a cabecear tan fuerte que
podria hundirse. Hundimiento en dia claro y tranquilo.

o Porlo compleja que es la estructura de un edificio, estos tienen varias
frecuencias naturales de vibracién. Si ocurriera que la frecuencia de
un temblor coincide con alguna de las frecuencias naturales del edi-
ficio este se puede llegar a romper. Técnicas actuales permiten que
esto no ocurra.

o En un camino irregular no muy duro las ruedas de los automdéviles
rebotan y luego golpean fuertemente al camino. La repeticion de este
proceso termina haciendo una superficie ondulada bastante regular
gue se conoce como calamina. Los vehiculos que transitan sobre un
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camino calaminado pueden entrar en resonancia y deben cambiar de
velocidad para evitarlo.

5.3.4. Un ejemplo sencillo

Un ejemplo mecanico simple que presenta forzamiento ocurre cuando se
considera el caso de un resorte unidimensional de largo natural nulo y
en ausencia de gravedad, cuyo extremo A extremo oscila en torno al ori-
gen: xa(t) = Q sin(wt) con frecuencia angular w, en general, distinta a wy =
Vv k/m.

El resultado efectivo es que aparece un

nuevo término de fuerza en la ecuacién de
movimiento, y es una fuerza oscilante que

llamaremos forzante.

y X

La ecuacién de movimiento es mx = 9) x\(t) Xo X(1)
—k (X(t) —xa(t)). Al reemplazar el movi-
miento del extremo se obtiene

Figura 5.14: El punto A se mue-
ve oscilando en torno al origen: xa =

X = —k(x(t) — Qsin(ct)) Qsintet)

gue es la ecuacion ya vista del oscilador armonico forzado.

5.4. Oscilador amortiguado

Como se vio en las secciones anteriores, cualquier particula cerca de un
punto de equilibrio estable presenta oscilaciones armoénicas con una fre-
cuencia bien caracteristica. En muchas ocasiones, ademas de las fuerzas
conservativas que dan lugar a la energia potencial que presenta el pun-
to de equilibrio estable, hay roce viscoso. Como sabemos, el roce viscoso
tiende a frenar a las particulas y por lo tanto a disminuirles su energia.
Si una particula comienza su movimiento cerca de un punto de equilibrio
estable X, y ademas hay roce viscoso, parece natural esperar que haya
oscilaciones en torno a xe y al mismo tiempo que disminuya su energia,
manteniéndose siempre cerca del punto de equilibrio. La situacién real es
mas compleja pudiendo no haber oscilaciones del todo, pero como se vera,
la particula se mantiene cerca del punto de equilibrio.
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De esta forma, la ecuacion de movimiento que describe a una particula
cerca de un punto de equilibrio estable en presencia de roce viscoso es

mx(t) = —kx(t) — cx(t) (5.4.1)
0 equivalentemente c
>'<(t)+a>'<(t)+w§x(t) =0 (5.4.2)

([
S \dx YXe=0

y se ha escogido el origen en la posicion de equilibrio (xe = 0). Nuevamente,
si no fuese asi, un cambio de variable permite obtener la ecuacién anterior.

donde

Para resolver este tipo de ecuaciones primero se plantea la ecuacion alge-

braica 2 + £ 7+ g, cuyas raices son —£& +1/(%)® — «g, que pueden ser
complejas. En efecto, la naturaleza de las soluciones de (5.4.2) depende
del signo de

A— (%)2—(4% (5.4.3)

Caso A > 0: Este caso, denominado caso sobreamortiguado, la soluciéon
se puede escribir en general en la forma

X(t) = (AletV(an)z“’g +A2etv(2?n)2“’5> e o' (5.4.4)

El factor exponencial que esta fuera del paréntesis dominay la funcion x(t)
decrece exponencialmente cuando el tiempo crece. Las constantes A; y
A, se determinan cuando se conoce las condiciones iniciales. Compruebe
que se cumple que

A X0 CXo Vo
(5.4.5)

Vo
2 amvya  2VA
A pesar de su hombre, este sistema no oscila porque el efecto de la amor-
tiguacion es muy fuerte.

Caso A < 0: En este caso los efectos de la amortigacion son menos inten-
sos Y el sistema oscila. La solucién podria escribirse practicamente en la
misma forma que antes

X(t) = <A1€‘"m+A2e‘” m> oAt
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pero como la solucién debe ser real para que tenga sentido, entonces las
constantes A; y A, deben ser complejas. Al exigir que x = x* para todo t
se deduce que A; = A;. Para hacer explicita esta propiedad se cambia de
notacion, 5 5
A =—¢éP Ap=—e'P
) )

y entonces

X(t) =De = cos(t = <%1)2+B>

(5.4.6)
solucién que esta representada /\
en la figura 5.15.

X(t)

Se aprecia que la frecuencia v
angular de oscilacion en este
sistema es

tiempo

C\2
— v .
W=/ <2m) (5.4.7) Figura 5.15: Las oscilaciones de un oscilador
amortiguado van decreciendo con el tiempo, man-
gue es una frecuencia menor teniendo su frecuencia tal como se describe en

que wy. Si el coeficiente de vis-  (5:4.6).

cosidad ¢ aumenta la frecuen-

cia w, disminuye aun mas, es

decir el periodo de oscilacion T = %’7 aumenta si c aumenta.

En este caso las dos constantes que deben ser fijadas una vez que se
tiene las condiciones iniciales son D y 3.

5.5. Oscilador forzado y amortiguado

Finalmente, consideramos el caso general de una particula que se mueve
en proximidad de un punto de equilibrio estable, donde ademas hay ro-
ce viscoso y una fuerza externa periddica. La ecuacion que describe este
movimiento es

mX(t) = —kx(t) — cx(t) + kQsinwt

gue se escribe equivalentemente como

X(t) + %)’((t) + a@x(t) = cRQsint (5.5.1)
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El dltimo término es el que describe a la forzante periddica.

Tal como se comento en la seccidn 5.3 estas ecuaciones lineales inhomo-
géneas tiene una solucion general que se obtiene de la solucién general
de la correspondiente ecuacidon homogénea (en este caso la del oscilador
amortiguado sin forzar) mas una solucién particular de la ecuacion inho-
mogénea.

Puesto que ya se conoce la solucién general del oscilador amortiguado sin
forzar solo resta calcular una solucién de la ecuacion inhomogénea (5.5.1).
Esta sera obtenida a partir de suponer que existe solucién x(t) de la forma

X(t)

Asin(wt — d)
= A(sinwtcosd — coswt sind) (5.5.2)

De donde es directo obtener que

X(t) = Aw (coswtcosd + sinwtsind)
K(t) = —Aw?’ (sinwtcosd — coswtsingd) (5.5.3)

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 5.161a amplitud Aw), dada en (5.5.6), de un oscilador de frecuencia natasglamor-
tiguado y forzado por una fuerza periédica con frecuenmidla forzant§g muestra para diversos
valores del pardmetro de amortiguacion g un maximo (resorggren w= w; (definido en (5.5.7)).
Mientras menor el amortiguamiento mayor es la amplitud A.

En lo que sigue se va a usar un parametro g para describir el amortigua-
miento, en lugar de c. La relacion, por definicion es

cCw

T m

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



128 P. Cordero S. & R. Soto B.

Al reemplazar estas expresiones en (5.5.1) se obtiene una ecuacion que
se factoriza en dos partes, una proporcional a coswt y otra proporcional a
sinwt. Puesto que esta ecuacién debe ser valida para todo tiempo, cada
una de estas dos partes debe ser nula independientemente y se obtiene

qcosd = (wf—w?)sind (5.5.4)
WwQ = A[(w§—w?) cosd+qsind] (5.5.5)

De la primera de estas ecuaciones se despeja inmediatamente que

q
tan5 - W
y entonces
sind = 9 =
V(@2 - )+
cosd = o — o

V(=) +f

Si el coeficiente de roce viscoso ¢ se anula, es decir, g = 0, entonces el
seno se anulay el coseno vale 1.

De (5.5.5) resulta (comparar con (5.3.5))

A W Q
(0 — w?) cosd +qsind

= “wQ (5.5.6)
V(@ -2t e

y ahora se ve que el primer término en el denominador es siempre positivo
tal como el segundo término.

Entonces la amplitud A nunca es divergente. Su forma, como funcion de w,
se muestra en la figura 5.16. La funcién A tiene un maximo cuando

W =P =l -2 (%)2 (5.5.7)
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Esto contrasta con lo que ocurre con
el oscilador forzado sin amortigua-
cion donde la amplitud que resulta
matematicamente es divergente en
la resonancia.

El valor de A en el punto w =« es

wpQm Wy Figura 5.17: La funcién x(t) de un osci-
A= C > @ (5.5.8) Jador de frecuencia natural @, amortigua-
Wy — a2 do y forzado por una fuerza periddica con

frecuencia w (la forzante) muestra un com-
portamiento inicial transitorio donde las dos
frecuencias compiten, pudiendo haber bati-
do en esta etapa. A tiempos largos el com-

que diverge en el caso de un oscila- portamiento es oscilatorio simple con la fre-
cuencia w de la forzante como se despren-

dor forzado y no amortiguado, es de- ¢ ge (5.5.9).
cir, cuando ¢ — 0.

La solucion general de la ecuacion
del oscilador forzado y amortiguado
se expresa como la solucion gene-
ral de la ecuacibn homogénea mas
la solucion particular recién obtenida.
Suponiendo que no hay sobreamorti-
guacion esta solucion es

x(t) = Dcos<t aﬁ(%)ﬁﬁ) exp[—%nt}

@ Q sin(wt — 9) (5.5.9)

+
Vi -2 (%)

La primera parte de esta expresién, que proviene de la ecuacion lineal ho-
mogénea (oscilador no forzado), decrece con el tiempo en forma exponen-
cial. A tiempos largos, entonces, la solucion que domina sin competencia
es la parte proporcional a sin(wt — d). A largo plazo la forzante impone
totalmente la frecuencia de oscilacion.
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5.6. Problemas

5.1 Una particula P de masa m esta sometida a la
fuerza de dos resortes. Estos dos resortes de

constantes elasticas ka = 2k y kg = k tienen lar- k,3a
gos naturales 3d y 2d respectivamente y tienen a

puntos fijos, como lo muestra la figura, en un B m
punto A el primero y el segundo en un punto

B verticalmente sobre él a distancia 6d. Deter- a (3

minar las frecuencias a pequefias oscilaciones
verticales y a pequefias oscilaciones horizonta-
les.

5.2 Elsistema de poleas sin roce que describe la fi-

gura tiene una masa colgante m; a la izquierda
y la masa total al centro es m,. Dé a este sis-
tema una geometria sencilla para la situacion
de equilibrio. Encuentre la frecuencia de las pe-
guefas oscilaciones en torno a ese punto.

5.3 Se tiene un péndulo plano que consta de
un hilo de largo D que tiene una particula
puntual de masa men su extremo inferior.
Pero no es un péndulo comin porque su
origen superior esta en el punto de con-
tacto entre dos circunferencias de radio
R, como lo muestra la figura. Cuando el
péndulo oscila se enrolla un poco en for-
ma alternada en las dos circunferencias,
de modo que su largo instantaneo no es
D sino (D — Rg) y su centro instantaneo
de giro es el punto P de tangencia (ver
figura).

a) Obtenga las ecuaciones escalares de movimiento, una de ellas
sirve para determinar la tensién del hilo y la otra es la interesante. b)
Escriba la energia cinética, K(¢, (,b) y la energia gravitacional U ().
c) Demuestre que la exigencia de conservacion de la energia mecéa-
nica, dE/dt = 0, conduce a la ecuacion interesante de movimiento.

d) Escriba la ecuacién asociada a pequefias oscilaciones.
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5.5

Considere una particula de masa m que esta apoyada sobre un re-
sorte de constante k y largo natural lp, bajo la accién de la gravedad.
El punto B de donde se sostiene el resorte se encuentra ent =0 al
nivel de la mesa.

a) Encuentre la altura de equilibrio de la

masa. b) En t = 0, cuando la masa es-

ta quieta y en la posicién de equilibrio, el

punto B comienza a oscilar verticalmen-

te. El movimiento de B puede ser des-

crito como Tg(t) = Agsin(wt)|. Encuentre k, lo

la ecuacién que describe el movimiento

de la masa. c) Resuelva la ecuacion de

movimiento para las condiciones iniciales B

dadas. d) Manteniendo la amplitud A fija, % E
considere que la frecuencia w es menor

gue la frecuencia de resonancia.

¢,Cudl es la frecuencia maxima para que la masa nunca choque con la me-
sa?

Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve
bajo la accion de la fuerza

F=b(x(y+A)1+y(¢+2) [ +2(R +yD)k)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la ener-
gia potencial U (x,y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el
origen. c¢) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vy,
determine la rapidez en un punto cualquiera (x1,Y1,2).
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