Capitulo 2
Dinamica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

Gal I|eO observé—a fines del siglo XVI—que cuerpos inicialmente
en reposo, soltados desde la misma altura, caen con movimiento unifor-
memente acelerado y esa aceleraciéon es comun a todos los cuerpos. Tal
aceleracion se denomina aceleracion de gravedad. Si un cuerpo es solta-
do con velocidad inicial nula desde una altura z; sobre el suelo su altura
posterior, como funcion del tiempo, es

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior la aceleracion
resulta ser 2= —g. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez z=
—+1/229g donde el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad es
hacia abajo.

La cantidad de movimiento 0 momentum lineal p de una particula de masa
my velocidad V es

p(t) =mv(t) (2.1.1)
La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en kilo-
gramos, K vy, salvo que especificamente se diga lo contrario, se supondra

que la masa de un cuerpo es constante.
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> Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy
tipico es el de un cohete que esta expulsando parte de su masa, en
forma de gases, para poder impulsarse.

Para percibir la cantidad de movi-
miento se puede experimentar de-
jando caer desde el reposo dos
cuerpo desde la misma altura. Al
recibirlos en nuestras manos y tra-

Luego de hacer una serie de experimen-
tos, el italiano Galileo Galilei determiné que
cuerpos de distinto peso y forma caen con
la misma aceleracion. (Antes que Galileo,
el fraile dominico Domingo de Soto (Espa-
fia, s. XVI) habia afirmado lo mismo, pe-
ro no esté establecido si fue una hipotesis
filoséfica o si se basé en evidencia experi-

mental.) Esto ech por tierra la creencia es-
tablecida por Aristoteles (384BC - 322 BC)
gue los cuerpos mas livianos caen mas len-
tamente. La ley de Galileo es estrictamente
vélida en ausencia de aire y es aproxima-
damente valida para cuerpos que tienen la
forma o el peso que permiten despreciar la
fuerza viscosa del aire.

tar de detenerlos es necesario un
“mayor esfuerzo” cuando la masa
del cuerpo es mayor. La razén de
este mayor esfuerzo reside en que
para detener el cuerpo, es decir,
para hacer variar su momentum li-
neal desde el valor que tiene hasta Puesto que la aceleracion de gravedad es

cero, es necesario aplicar una fuer- | muy grande, es decir, un cuerpo alcanza
za. una velocidad muy alta en un corto tiem-
po, Galileo hizo experimentos con cuerpos
rodando por un plano inclinado.

Newton descubrié que la relacién general entre la variacion del momentum
(esto es dp/dt) y la fuerza total aplicada es

d ﬁ (t) _ |§‘total

S 2.1.2)

gue se conoce como la Il ley de Newton.

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso
dp/dt = 0 lo que implica que el momentum permanece constante en el
tiempo. Esto implica (masa constante) que la velocidad del cuerpo no cam-
bia y por tanto la trayectoria es rectilinea. Esta es la | ley de Newton. Un
caso aun mas especial es el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante, entonces la fuerza
total sobre ese cuerpo necesariamente es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar ac-
tuando muchas fuerzas simultaneamente y el lado derecho en (2.1.2) debe
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Figura 2.1:Los afios en que vivieron algunos de los fundadores de la Nzcgralgunos perso-
najes destacados en otras areas.

tener la suma vectorial de todas las fuerzas que estan actuando sobre el
cuerpo.

> Cuando un mozo lleva un vaso sobre una bandeja hay varias
fuerzas actuando sobre ese vaso: su peso, mg; una fuerza, llamada
normal que la bandeja ejerce sobre el vaso y que es perpendicular a
la superficie de contacto; otra fuerza, esta vez contenida en el plano
de contacto, llamada roce que impide que el vaso deslice en la ban-
deja; también el aire ejerce una fuerza viscosa sobre el vaso, porque
todo fluido (el aire, por ejemplo) tiende a frenar a un cuerpo que se
mueve en él. La lista se podria continuar (la luna, el sol etc).

La Il ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un
cuerpo B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

> Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza
peso F = mg, la que apunta verticalmente hacia bajo, y entonces,
segun la Il ley de Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza,
llamada normal, sobre el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta
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verticalmente hacia arriba. Puesto que sobre el cuerpo esta ademas
la atraccion que le ejerce la Tierra (el peso), entonces la fuerza total
sobre este cuerpo es nula, lo que permite entender porqué esta en
reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia lla-
mados sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de refe-
rencia no inercial es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo dejado
en reposo respecto al vehiculo tiende a moverse alejandose del centro de
curvatura. Mas adelante se dira que en sistemas de referencia no inercia-
les aparecen fuerzas especiales como es la fuerza centrifuga y la fuerza
de Coriolis. Genéricamente se denominara seudofuerzas a estas fuerzas
propias de los sistemas no inerciales. Pero en un sistema de referencia
inercial no se presentan tales fuerzas.

2.1.1. Ejemplos de fuerzas

A continuacién se hara mencion de algunas fuerzas que se utiliza en estas
notas. Las fuerzas que se describen a continuacién seran explicadas con
méas detalle mas adelante.

0 Peso. Sobre un cuerpo de masa mcerca de la superficie de la Tierra
actla una fuerza cuya magnitud es mgy apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La Ley Universal de Gravitacién describe la fuerza de
atraccion gravitacional entre cuerpos masivos.

0 Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segin la Ley de
Coulomb, dependiendo si tienen signo igual o distinto.

o0 Contacto. En cada punto en que dos cuerpos Ay B estan en contacto
sélido-solido aparece una fuerza Fag sobre A debido al contacto con
B (y lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al
contacto, la fuerza Fag puede ser descompuesta en forma Unica en
la suma de dos fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra
paralela a él. Estas dos fuerzas se denominan fuerza normal y fuerza
de roce.

e Normal. Si un cuerpo esta apoyado sobre una superficie, la su-
perficie ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la
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reaccion debido a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la super-
ficie. La normal es una fuerza perpendicular a la superficie de
contacto.

e Roce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer
una fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad
relativa entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza
de roce estético y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la
superficie no es nula se tiene una fuerza de roce dinamico.

Otras fuerzas seran introducidas mas adelante. Por el momento subraya-
MOS que Si un cuerpo esta apoyado en una superficie y no hay roce entre
ambos, entonces la Unica fuerza sobre el cuerpo debido a este contacto es
la fuerza normal.

2.1.2. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Consideremos el caso de una argo-

lla que puede deslizar, libre de roce, k
alo largo de una vara y esta vara gi- |g
ra barriendo un plano horizontal con
velocidad angular ¢ = w constante.

El problema sera descrito con coor-
denadas cilindricas y los vectores ba-
se asociados son (p, @,k) de tal for-

ma que k es vertical hacia arriba. Figura 2.2: Una argolla que puede desli-
zar libremente, sin roce, a lo largo de una
La fuerza total de contacto sobre la varillay la varilla gira barriendo con veloci-

argolla, igual que cualquier vector, dad angular uniforme ¢ = w un plano hori-
puede expresarse con los vectores Zontal-agola
base:

IE’cont = flﬁ+ f2(b+ fSR

pero la componente en la direccion p representaria roce—ya que es la
direccion en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir
que f, = 0. Lo que resta, f, @+ fzk es normal a la vara y por lo tanto es
la fuerza llamada normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso
P= —ng y la fuerza normal N que la varilla ejerce sobre la argolla. En
este caso normal quiere decir ortogonal a la varilla, por lo tanto es una
fuerza que ya se ha mencionado y que puede tener componentes en la
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direccion vertical k y también en la direccién ¢. Cambiandole el nombre a
las componentes de la normal, ella se puede escribir

N = Ngk+ Ny @ (2.1.3)
Puesto que la argolla no tiene movimiento horizontal, la fuerza total en esa
direccién debe ser nula, es decir, Nyk + P=0, que implica: N =mg

Las condiciones que definen el movimiento son

o(t) = w, P(0) = po, p(0)=0 (2.1.4)

Yy, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal, la aceleracién
tiene la forma (ver (1.2.4)),

d=(p—p¢’)p+(200+p9) @ (2.1.5)

El plantear la Il ley de Newton en coordenadas cilindricas se puede separar
en una componente radial y otra en la direccion de ¢ lo que da lugar a dos
ecuaciones escalares

m(2pw) = Ny (2.1.6)
p-—w?p = 0 (2.1.7)

Al integrar la segunda ecuacion se obtiene

p(t) = po coshwt) (2.1.8)

gue da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resul-
tado implica que p cambia con el tiempo y su variacidn esté relacionada a
un coseno hiperbdlico. Esto implica, de (2.1.6), que Ny, no es nulo.

Al usar la forma de p(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expre-
sion para Ny,
Ny = 2mw? po sinh(wt) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizandose hacia
afuera de la argolla. Su distancia al centro de giro: p(t), aumenta exponen-
cialmente con el tiempo (en efecto, para tiempos muy grandes cosh wt) ~
)

Si se intenta reproducir la situacién descrita en un experimento real debe-
mos tomar una argolla y una vara tal que haya roce insignificantemente
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pequefio entre ambos. Con un motor controlado automaticamente se man-
tendria uniforme la velocidad angular w. Descubririamos, sin embargo, que
llegaria un momento en que el motor no seria capaz de mantener contante
la velocidad angular, porque la fuerza normal que debe ejercer sobre la
argolla es demasiado grande ya que la componente N, crece exponencial-
mente.

2.2. Muchas particulas

2.2.1. Caso discreto

Se considera un sistema de N particulas puntuales de masas m,, a =
1,2,...,N, de posiciones Iy, velocidades V, y aceleraciones d,. La suma
de las masas se denotara M

M = Zlma (2.2.1)

y G sera la forma para designar el centro de masa. La posiciéon y la veloci-
dad de G son

. 1 -

Re = v 2 Mela (2.2.2)
k=1

. 1 N

Vs = Mk;mav"" (2.2.3)

Cada particula satisface una ecuacién de Newton

my % = F
m % = R
MmN ddl{\' = R
(2.2.4)
que, al sumarlas dan
M _ g donde (2.2.5)

dt
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=3

N
Foel = SR (2.2.6)
k=1

es decir, la variacion del momentum total del sistema esta dado por la
fuerza total que actla sobre el sistema. Vamos a ver, un poco mas abajo,
gue esta fuerza total se debe exclusivamente a fuerzas externas al sistema.

La fuerza que ha sido llamada F, es la fuerza total sobre la a-particula y
puede descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras
particulas del sistema, que llamaremos th y la suma de las fuerzas exter-
nas &< que actdian sobre la particula a,

Fo= oty fint (2.2.7)

A suvez ﬂm esta compuesta de las fuerzas Fap, que cada particula b ejerce

sobre a,
N

fint — Fab (2.2.8)
b=1b+£a
donde automéaticamente la fuerza que una particula ejerce sobre si misma
es nula,
Fopb=0 (2.2.9)

Siempre se va a suponer que la fuerza Fy, entre dos particulas puntuales
es paralela a la linea que une ambos puntos.

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.6), que las fuerzas internas
no contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucion de las
fuerzas internas se tiene

> fint — > Fab (2.2.10)

pero por cada sumando Fy, hay otro que es Fy, Y el principio de accién y
reaccion establece que Fy,; = —Fap, 10 que determina que la suma anterior
sea nula. En resumen,
Froel— 5 72 (2.2.11)
a

y por tanto la ecuacion de movimiento para el centro de masa G del sistema

es

M——==F foXt=Fex 2.2.12
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Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas
externas, el centro de masa se mueve con velocidad uniforme.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos
particulas masivas unidas por un hilo, que rotan en torno a su centro de masa y
estan en vuelo libre en presencia de gravedad g.

2.2.2. Caso continuo

Es posible generalizar la descripcion de sistemas de muchas particulas al
caso de sistemas continuos. Esta idea se ilusta en lo que sigue a través de
un ejemplo.

Se considera un alambre semicircunferen-
cial de radio Ry densidad lineal A = HMR cen- Y
trado en el origen como lo muestra la figu-
ra 2.3. En un caso continuo se reemplaza
la suma sobre el indice a por una integral.
Asi, entonces, en lugar de M = 3, m, se de-
be escribir

M = / Ads _
Figura 2.3: Un alambre semicir-
donde ds= Rda es el elemento de arco. cunferencial con densidad lineal de

Puesto que en este ejemplo la densidad A mMasaA = ®-

es una constante, la integral sobre o desde 0 a 11 es sencillay da el resul-
tado correcto. La expresion (2.2.2) para determinar la posicion del centro
de masa se generaliza en la forma

-, 1
RG_M/?dm

donde dm= Ads= HMRRda = Mnda. Por otro lado, el vector T que recorre
la semicircunferencia es F = R (Tcosa + jsina). Al integrar en a € [0, 1], el
término cosa da cero y el término sina da 2, por lo cual

- 2R o
Rg = FJ%O,64RJ

& Haga un calculo similar pero para el caso de una lamina semicircular de ra-
dio R. Ayuda: ahora la densidad es masa por unidad de superficie, 0 = M/(2nR?) y
se debe integrar un elemento de area: d.¥ =R dp da, integrando tanto en p € [0,R]
comoen a € [0, .

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



40 P. Cordero S. & R. Soto B.

2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento
de traslacion, el momento angular, Zﬁ, es—en cierto modo—Ila cantidad
de movimiento de rotacién en torno a un punto ¢'. Formalmente se define
como la suma de los productos cruz entre las posiciones y los respectivos
momentos lineales

z?a ) X Pal(t) (2.3.2)

Por ejemplo, en el caso de la figura 1.6 (caso de una sola particula), F =
bj + 1ot y el momentum es p= mwf, por lo que el momento angular del
ejemplo es Iy = —mbwk.

& Calcule el momento angular /s de una particula que gira con velocidad angu-
lar uniforme en torno al punto ¢ describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definicién el momento angular de una sola particula “1” apun-
ta en una direccién que es perpendicular al plano que definen T,y p:. Esta
direccion esta relacionada al eje de giro del punto movil con respecto al
punto & en un instante determinado. En general la direccién de ese eje va
cambiando con el tiempo.

> Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria —montadas
sobre ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es una
rueda normal mientras que la otra tiene plomo en lugar de aire en su
camara. Al tratar de detenerlas se notara que se requiere de mas
esfuerzo para detener a la rueda con plomo. Esto se debe a que es
mas dificil llevar hasta cero el momento angular de un objeto que
actualmente tiene momento angular mas grande.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se
supone que las masas son contantes, se obtiene

dZ[/ (ra X 53_ d?a -
at Z = z X Pat ; Fa X

a

dPa
i (2.3.2)

El primer término del lado derecho es cero porque cada sumando es pro-
porcional a V, x V; y el Gltimo término se puede escribir sencillamente
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Ta X Pas €S decir,
dzﬁ

Z Ta(t) x F3 (2.3.3)

Para escribir esta Ultima expresion se hizo uso de la segunda ley de New-
ton, (2.1.2). El lado derecho de la expresion anterior es lo que se conoce
como torque total T, que producen las fuerzas F, sobre el sistema de par-
ticulas,

T = 3 Fa(t) x ™ (2.3.4)

y por tanto

dlo(t) - total (2.3.5)

que quiere decir que la variacion del momento angular se debe a la acciéon
del torque total que actla sobre el sistema.

Para estudiar la dinamica del momento angular se debe ver el valor del
torque total y la forma de descomponerlo. El torque total T, es la suma del
torque de las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos
que este Ultimo es nulo. Como la suma no depende del nombre de los
indices, se la puede escribir intercambiando el papel de ay b. Luego se
suma ambas sumatorias y se divide por dos,

?gt — %?a X Fab

1 -
= zg?ax I:ab‘|' zg?b X Fpa
a,
= 2% ?b >< Fab (2.3.6)
es decir
To = Fax foxt (2.3.7)
a

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas que son
externas al sistema.

> Los frenos, en un vehiculo ejercen torque sobre las ruedas, el
motor también.

Si para un sistema el torque de la fuerza total es nulo, entonces el momento
angular tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.
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Si para un sistema el torque no es nulo, pero una de sus componentes es
nula todo el tiempo, entonces la correspondiente componente del momento
angular es constante.

2.3.1.1. Del péndulo esférico al péndulo cénico

Si una masa puntual pende de un hilo de largo R,
cuyo otro extremo esté fijo se tiene, en general,
un péndulo esférico. Bajo condiciones iniciales
particulares puede comportarse como un péndu-
lo plano (el hilo barre siempre un mismo plano
vertical) y puede ser también un péndulo cénico
cuando la masa describe una circunferencia con
coordenada cilindrica z fija o, equivalentemente,
con coordenada esférica 6 fija. En la figura ad-
junta se ha escogido coordenadas esféricas con
el polo norte abajo para lograr asi que 6 describa _
. s 4 Figura 2.4: Para descri-
directamente la desviacion del péndulo con res- | . ; -
., . bir un péndulo esférico es
pecto a su posicion vertical en reposo. conveniente escoger el eje Z

apuntando en el mismo sen-

La fuerza total sobre la masa es la suma de su
tido que @.

peso y de la tension del hilo. En coordenadas es-
féricas T = —Tf y la aceleracion de gravedad, de
acuerdo a la figura, es

d=g(f cosd — 6 sino)

Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de ¢, lo que
quiere decir que la componente de la aceleracion dada en (1.2.10) debe
ser nula, esto es,

d -
m (RR@sirt6) =0

gue implica que existe una constante /3 y

(3

= s (2.3.8)

@
Si /3 no es nulo, esta relacion implica que 6 no puede anularse porque

eso daria que @ — . Si se puede afirmar es que la rapidez es muy gran-
de cuando el péndulo pasa por puntos en que el angulo 8 es muy chico.
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La ecuacion de movimiento es reductible entonces a solo dos ecuaciones
escalares: las componentesfy 6:

~mR(0?+ ¢?sif0)  =mgeosd — T (2.3.9)
mMR(6 — ¢?sinBcosh) = —mgsind "

Un péndulo cénico , tal como se aprecia
en la figura adjunta, es “cénico” cuando el
punto masivo gira describiendo una circun- N
ferencia. En tal caso el angulo 6 permane- AN

ce en una valor fijo 6. ;

Se quiere responder a la pregunta ¢bajo \
qué condiciones un péndulo esférico tiene ! |
movimiento conico? De (2.3.8) se obtiene |
que en el caso actual @ es constante, y se
denominara w porque es la velocidad an- /!
gular del péndulo que gira en torno al eje
vertical. Dados Ry g ¢puede tenerse un P
péndulo cdnico para cualquier valor de w? - ¢

La segunda de las ecuaciones (2.3.9) se P

reduce a Figura 2.5: Un punto material en

= el extremo de un hilo de largo R gira
g en una trayectoria circunferencial de
RE (2.3.10) radio p. El otro extremo del hilo es-

w ta fijo. Este sistema es un péndulo
1

) 2 conico. pconico
sinGp = =4\/R2— 9—4
R w

Puesto que un coseno debe tener médulo
menor que la unidad, se debe cumplir que

w > \/g (2.3.11)

No es posible un péndulo cénico con velocidad angular menor que esta
cota. Dada una velocidad angular w superior a tal cota, el péndulo debe
ser lanzado formando un angulo con la vertical exactamente como el que
se da en (2.3.10).

Rw’cosfy = g
cosgy =

En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo cénico tan solo si la
velocidad angular se relaciona con el &ngulo 6 que el hilo forma con la ver-

tical por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es p = /R2 — g—i
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2.3.1.2. El péndulo simple

Consideremos un péndulo plano como el de la fi-
gura adjunta. Este consiste en una particula pun-
tual de masa m, unida al extremo de un hilo cuyo
otro extremo esta fijo en un techo que tomare-
mos como el punto &. El movimiento ocurre en
un plano. En este ejemplo el torque se debe a la
fuerza peso, g =g (pcosd — BsinB) y F = Rp,

T = Tx(mg)
— —mRgsinfk (2.3.12)

donde R es el largo del hilo. EI momento angu-
lar, por otro lado, es _sgncillamente b =TxV=
mR 6k porque V= RO0. De aqui que (2.3.5) im-

plique Figura 2.6: Un péndulo

[ _9 sin@ (2.3.13) consta de un hilo de largo R

R fijo en un extremo a un pun-

to J. En el otro extremo hay
una masa puntual m.

Esta es la ecuacion de movimiento de un péndulo
de largo R. EI movimiento no depende de la masa
de la particula que hay en el extremo del hilo.
Esta ecuacién supone que el hilo esta siempre tenso, lo que podria no
ocurrir si el movimiento excede 6 = /2.

Si las oscilaciones son pequefias, 6 < 1, se puede hacer la aproximacion
sinf ~ 0 y la ecuacién queda

6=-26 (2.3.14)

9
R

2.3.1.3. Uso de coordenadas esféricas: movimiento en super  ficie co-
nica

Consideremos una superficie cénica con eje
vertical y vértice abajo. El vértice se escoge
como origen. Una particula P de masa m des-
liza sin roce por la superficie interior del cono
bajo los efectos de la gravedad.

- 7o)
2.3. MOMENTO ANGULAR Y TORQUE Facultad de Ciecias Fisicas y Mate/hdticas
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Figura 2.7: Un punto se mue-
ve apoyado en el interior de una
superficie conica de eje vertical
y vértice abajo.
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Se desea plantear las ecuaciones de movi-
miento en coordenadas esféricas, las propie-
dades del momento angular y reducir el pro-
blema a uno para la coordenada esférica r(t).
La coordenada 6 es constante ya que ella es
el angulo entre el eje y cualquier generatriz del
cono.

No hay mas fuerzas que el peso y la normal:

mg = mg(—Fcosd+Bsing)

N = —-N6 (2.3.15)

En este caso particular la aceleracién en coor-
denadas esféricas es

. : . 4(r2q R
a= ('r'—r(pzsinze)r‘—rtpzsinec0569+Msin6(p (2.3.16)

Puesto que la fuerza total no tiene componente a lo largo de ¢, esa com-
ponente de la aceleracion debe ser nula, lo que se reduce a %(rzrp) =0, es
decir, lo que hay en el interior del paréntesis es una constante

o

y _ .
r“Q=cte o bien =—a
¢ ¢ mr2 sing

(2.3.17)

donde /y es la magnitud del momento angular. En efecto, si se calcula el
momento angular se obtiene

{=mrf x (F + @resing) = —mr’@sing (2.3.18)

que, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud constante:

=106

La ecuacién de movimiento a lo largo de f es
¥ —r @?sin? 6 = —gcosh (2.3.19)

Reemplazando en ella la expresién para ¢ se obtiene

N
= 23 gcoso (2.3.20)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



46 P. Cordero S. & R. Soto B.

gue es una ecuacién dificil. Hay un caso sencillo e interesante que co-
rresponden a érbitas circunferenciales horizontales de radio ry. Para estas
soluciones r es contante y también i = 0 por lo que el lado derecho de la

Ultima ecuacién debe ser nulo, implicando que
2

13— &
H ™ m2gcosh

2.3.2. El centro de masa y el momento angular

Se define las posiciones g, desde el centro
de masa,
fa—Rg (2.3.21)

Pa
de velocidad con respecto al sistema CM
es

Ba=Va—Ve (2.3.22)
& Demuestre que
Figura 2.8: El vector posicion Fy
Z MpPa =0 (2.3.23) de una particula k se puede des-
k=1 componer en la suma del vector po-

siciéon del centro de masa, F?G y el
» . ) vector posicion de k desde el centro
A veces también es Util la derivada tempo- de masa, py.

ral de la relacién anterior,

MaB, =0 (2.3.24)

Mz

k=1

En 8§2.2 también se definié el momento angular total del sistema y se vio
gue obedece a la ecuacion

dlg s
T Zra x f&X (2.3.25)
El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas externas al
sistema. El momento angular del sistema con respecto a su propio centro

de masa es
N

Ig = S Mafa x Va (2.3.26)

a=1
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Sin embargo, si en la Gltima expresién se hace el reemplazo v, = Vg + Py
la forma de /g se puede simplificar porque Vg queda fuera de la sumatoria
(no depende de a) y (2.3.24) asegura que ese término no contribuye a /g,
concluyéndose que

lo=3 Mafax p, (2:3.27)
El momento angular 7, también se puede escribir

N .
Iy = ms (Re+ P Vo+ P
0 aZl < Pa) X < G pa)
N .
= MRgxVg+ > MaPa X By (2.3.28)
a=1

Para obtener la Ultima expresion se hizo uso de (2.3.23) y de (2.3.24). El
primer término del lado derecho es el momento angular del sistema como
un todo con respecto al punto ¢, y sera denotado ¢, ©

75% =MRg x Vg (2.3.29)

mientras que el Gltimo término es /. De aqui que

lo=0,%+75 (2.3.30)

La ecuacién de movimiento para cada cuerpo b de masa my, del sistema es
Moy, = Fo— MoRa
Derivando (2.3.27) con respecto al tiempo se obtiene
.EG = Pox <Fb—mo|36)
La dltima suma contiene y myP, = 0 por lo que el resultado es
% = %ﬁb x P
Ts (2.3.31)
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Se puede anotar también que

= 18475 (2.3.32)
La ultima linea define la notacion.

Puesto que (@) fp =Ts, () lo=Ts, (€) lo=0C+0lcyque (d)Ts=
78+ 75, se desprende que

=15 Ils=Ts (2.3.33)

El torque del peso respecto a G: Este se calcula como

=3

Ic = Zmaﬁan
Y
=0 (2.3.34)

La suma anterior se anula debido a (2.3.23). Ya que 7g = 0 entonces /g es
constante si el peso es la Unica fuerza externa.

Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tabléon
a una piscina para, después de algunas volteretas, clavarse en el agua en
forma perfecta. Un vez que esta en vuelo su momento angular no puede
cambiar. Tan solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus brazos
puede controlar su velocidad angular, pero llega al agua con el mismo I
gue se dio en el momento de despegar del tablén. Los gatos hacen algo
parecido para caer siempre de pié.

Lo anterior puede prestarse a confusion cuando se tiene un sistema con
fuerzas de contacto. Por ejemplo, si se piensa al sistema de la figura 2.6
como una barra ideal sin masa con una particula en cada extremo (es
decir, como un sistema de dos particulas y no una sola), esta la fuerza del
peso sobre cada unay se vid en aquel caso que el torque causado por el
peso es el que determina la dindmica del sistema.
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2.3.3.  Momento angular y torque asociado a sistema continuo
2.3.3.1. Una barra masiva

Se idealiza una barra como una recta masiva de largo
R. Un punto de la barra tiene asociado un p, ¥ = pp
y una velocidad p@@. Un segmento de largo dp de la .
barra tiene masa A dp por lo que el momento angular a
del sistema es

. R- . .
Eo:/ apf)x (P@) Adp = k)\(pg (R?— 3Ra+ 3a%) R-a
-a

Ya que el peso de un elemento dp de la barra es

(f) CcoSsQp — (psin(p) Agdp, el torque es Figura 2.9: . Una
o Ra - -~ R barra de largo R den-
o= La PP x (pcosp— psing) Ag dp = —kA gsing- (R-2a)  sidad uniforme A =

M/R puede girar en

De aqui que la ecuacién dinamica sea un plano vertical en
torno a un punto que

- 39 R—2a : divide a la barra en

p= sing (2.3.35) una parte de largo a

~ 2 R 3Rai 3@
2 R°—3Ra+ 3a y otra de largo R—a.

Si R> 2a debiera ser claro que este péndulo oscila en
torno a ¢ = 0. En cambio si R < 2a ese punto es inestable. Analise (2.3.35)
enloscasocsa=0ya=R

2.3.3.2. Alambre semicircunferencial

Se tiene un péndulo formado, como lo muestra la figura 2.10, por un arco
de radio Ry densidad uniforme A = HMR El vector posicion de un punto P
cualquiera del arco es F = Rp y la velocidad de P es V= Rgg, pero ¢ = a.

De aqui que la contribucion d? de un arco ds= RdB al momento angular es

7 . . MR? . -
dl = (Rp) x (Rag) A RdB = Tord[B k

La velocidad angular & es comUn a todo el arco, esto es, no depende de
B, por lo que la integral en 3 arroja simplemente 1Ty se obtiene

7=MR2a k
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D>
a -
. r Y
A< ¢
\y b
X
v

Figura 2.10:Un alambre semicircunferencial de radio R y masa total M lasobmo péndulo en
torno al punto O. Un punto arbitrario P del arco se puede defaan respecto al &ngul@ con el
eje fijo X o bien con el ngulf = J + ¢— a que subtiende el arco AP. Para P fijo en el arco, el
angulof es una constante y el movimiento pendular imptica a.

La contribucion al torque del arco dsen torno a P debida al peso de ese
elemento de arco es dT = (RP) x ((dm)gi) = —(,MTdB)gRsin(pR debido a que
i = pcosp— (f)sin(p. Para integrar se debe tomar en cuenta que sing =
sinBsina — cosBcosa por lo que [y'singdB = 2sina. De esto resulta que
al integrar sobre 3 se obtiene

MgR

S 2 . a
T=-— sina k
La ecuacién ¢ = T para péndulo extendido se reduce a

. g .
= —— 2.3.36
a —=sina ( )

2.4. Sistemas de dos particulas: masa reducida

En general las ecuaciones para un sistema de dos particulas se puede
escribir

d’ry

my W = Iflz—i— Fl (241)
d2r; L
mp WZZ —Fp+ 1o (2.4.2)

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dinamica del centro
de masa, ecuacion (2.2.12).
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Si se define el vector de posicion relativa y la masa reducida u por

S S m My
=T —To=P1— P2, = < 2.4.3
p=r1—-T=p—pP2 M P ( )
entonces la ecuacion (2.4.1) multiplicada por my/(m + mp) queda
- . . m2 _ -
u(Br2) = oo (Pt o) (2.4.4)

si a esta ecuacion se le suma (2.4.2) multiplicada por —my/(my +m,) se

obtiene
- ml

mp -
M+ Ny my + My
Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion de una sola particula de masa
Uy posicion p.

fa (2.4.5)

up =F+

> EIl problema de dos particulas se reduce al problema del movi-
miento del centro de masa y a la ecuacion (2.4.5) para el movimiento
relativo.

En el caso usual en que f. = m.g la ecuacion anterior se reduce a
up = Fip caso especial (2.4.6)

gue es una ecuacion en la que no interviene sino las fuerza entre las par-
ticulas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando p
y la masa reducida u. Para lograrlo se debe observar primero que g, p1 y
P> son paralelos y satisfacen

u

T
pr=rn P Po=1-P (2.4.7)
Entonces
lc = mp X P14+ Mo X B2
= uUPpxP (2.4.8)
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2.5. Fuerzas centrales

2.5.1. Laidea

Una fuerza se dice central, con centro en el punto &, si el valor de esta
fuerza en un puntor es

F=f(M)°Ff (2.5.1)

donde T es el vector posicion desde ¢ del punto donde se define la fuerza,
r=|F|| y f=r/r. La magnitud f(F) = f(r, 8, ¢) de la fuerza es una funcion
escalar cualquiera que en los casos mas importantes solo depende del
escalarr.

Como pronto se vera, importantes fuerzas de la naturaleza son centra-
les, tales como la que describe la Ley de Gravitacion y también la Ley de
Coulomb entre cargas eléctricas. En ambos casos f solo depende de r (no
depende ni de 6 ni de @), en cambio en el ejemplo del péndulo recién des-
crito, la tension del hilo es una fuerza con centro en el punto fijo al techo
que también depende del angulo ¢.

El torque 14, en el caso en que la fuerza total sobre una particula es una
fuerza central, es nulo, porque 15 =T x (f(r)f) = 0 ya que se trata del pro-
ducto cruz entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5) se concluye
qgue en un caso asi
d?
— =0 2.5.2
at (2.5.2)
es decir, el momento angular permanece constante, ?(t) = 0.

Pero si 7 es constante, y puesto que ¢ = x B, el plano que definen los
vectores Ty p permanece fijo, es decir, el movimiento trascurre en un plano
fijo.

Resumen: si la fuerza total sobre una particula es una fuerza central, con

centro en ¢, el momento angular ?, es constante en el tiempo y el movi-
miento es plano.

2.5.2. Corolario: segunda ley de Kepler.
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Veremos que si se conserva el mo-
mento angular, la linea que une al
punto & con el punto que define el
vector posicion r(t) barre areas igua-
les en tiempos iguales. Para demos-
trarlo hay que recoIdar gue si se tiene
ggsﬁ\’/el(;t?rr]eaz]rﬁtﬁdbdde?f}ljr:l(;jgjcz paa;t% Figura 2.11: si el, momento angula_r se
’ conserva, entonces areas barridas en tiem-
es igual al area del paralelogramo pos iguales son iguales.
que definen dy b. Sila posicién de la
particula en un instante t es 7 (t), en un pequefio instante posteriort + € es
Tt+e)=r(t)+¢ g—f =T (t)+¢eV(t). El rea barrida en este lapso infinitesimal
€ es la mitad del area del paralelégramo (porque es el area de un triangu-
lo), es decir, esta area infinitesimal vale d. = 3|7 (t) x (7' (t) + €V(t)) || que

resulta ser d.” = £ ||F(t) x V(t)|| que es d.¥" = e%. El infinitesimal € es un
elemento de tiempo dt, y de aqui que la conclusion sea que

ds _ |4
ot = 2m (2.5.3)
En palabras, la expresion anterior dice que el &rea barrida por 1 (t)—a me-
dida que la particula se mueve en su 6rbita—no depende de t y es pro-
porcional a la magnitud del momento angular. Si la expresién anterior se
integra entre dos instantes arbitrarios t; y t, de la historia de la particula, el
resultado es

Pt~ 1) (2.5.4)

Es decir, el tiempos iguales (t, —t1) se barren areas iguales Sp».

2.6. Problemas

2.1 Considere el movimiento de un proyectil lanzado desde (x = 0, y = 0) con
velocidad inicial V= (fcos6 + jsinB) vy y aceleracion de gravedad g = —gj.
a) Determine la trayectoria y(x), la rapidez v(t) en todo momento y el vector
tangente unitario . b) Si el proyectil ha sido lanzado desde la base de un
plano inclinado (angulo a y a < 0), determine el angulo 6 6ptimo para que
el proyectil golpee al plano lo mas lejos posible.
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2.2 Una cuerpo comienza su movimiento (sin roce) desde la clspide de una
esfera fija de radio R con rapidez vy. Determinar donde el cuerpo pierde

2.3

24

25

2.6

contacto con la esfera.

Por un riel circunferencial en posicion ho-
rizontal de radio R avanza un cuerpo C;

de masa m, arrastrando a un cuerpo C; de -

masa my, con un hilo de largo R\V/2. El cuer-
po C; es movido por una fuerza de magni-

2

tud F conocida y fija que es siempre tangencial a la circunferencia. En el
instante t = 0 los cuerpos parten desde el reposo y en ty completan una
vuelta. a) Calcule la tension del hilo en ese intervalo. b) En el instante tg
se corta el hilo y sobre C; continua actuando la misma fuerza. Obtenga el

instante t; en el cual C; alcanza a C,.

En una vara horizontal de largo D hay un
anillo de masa m; que puede deslizar por
la vara sin roce alguno. De este anillo sa-
le un hilo en cuyo extremo pende un punto

de masa mp, es decir, se tiene un péndulo -

simple que no tiene un punto fijo, sino que
éste desliza en una vara horizontal. Encon-
trar una expresion para la tensioén del hilo
en funcién del angulo @y de @.

En la situacion de la figura se tiene una
rueda de masa total M y radio Ry enfren-

tando un peldafio de altura a. Determine

la minima fuerza horizontal F que se debe
aplicar para que la rueda supere al pelda-
fo.

Una particula P de masa m se mueve por la superficie interior de un cono
de eje vertical, angulo 6 y vértice abajo. Si sobre P actua una fuerza que,
expresada en coordenadas esféricas, es F = —yrf, determine las ecuacio-
nes de movimiento de P en coordenadas esféricas y obtenga una expresion

para su velocidad. Datos iniciales: r(0) = Ry, ¢(0) = w, #(0) = 0.

2.6. PROBLEMAS
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2.7

2.8

29

Resuelva el caso de una argolla de masa m en

una varilla que gira con velocidad angular uniforme:

@ = w siempre formando un angulo 6 con la vertical.

No hay roce entre ambos. Tome como condiciones

iniciales que z(0) = zp y que z(0) = 0. Si la varilla gi-
ra muy lentamente la argolla cae hacia ¢. Describa

todas las situaciones posibles, desde velocidad an-

gular muy pequefia hasta muy grande y escriba el

valor de la velocidad angular critica para decidir si

cae o sube.

Indicacién: usando coordenadas cilindricas se puede ver que la varilla apunta en la
direccién unitario f = Rcos@+f)sin9. La fuerza total es la suma del peso, fmgA< yla
fuerza normal, que inicialmente se debe escribir con un vector general perpendicular
a f. Demuestre que la fuerza normal entonces es de la forma: N = (ﬁN(er (Rsin@ —
pcosB)Nn. Una vez que se tiene las fuerzas, la ecuacion de movimiento (Il ley de
Newton) puede ser escrita y descompuesta en tres ecuaciones escalares. Hay que
tomar en cuenta que la argolla solo se puede mover a lo largo de la varilla, es
decir, siempre se debe satisfacer p(t) = z(t) tan6 (*). En estas ecuaciones escalares
aparecen las cantidades desconocidas N, ¥ Ny, pero si se usa (*) se puede obtener
una ecuacion libre de estos coeficientes. Tal ecuacion entonces se puede integrar y
se obtiene z(t). A partir de ahi el problema es muy sencillo.

Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo cénico
descrito en la seccién 2.3.1.1. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el
origen ¢ para definir el momento angular y el torque esté al centro de la cir-
cunferencia que describe la particula y (b) cuando & se escoge en el punto
en que el hilo se une al techo. En ambos casos escriba el vector posicion de
la masa m usando los vectores unitarios asociados a coordenadas coénica,
obtenga la velocidad, calcule el momento angular y el torque y compruebe
gue (2.3.5) se satisface.

Resuelva el caso de un péndulo como aquel vesto en §2.3.3.2 tan solo
que, en lugar de un alambre semicircunferencial, se trata de una lamina
semicircular con densidad de area uniforme tal que la masa total sea M. En
este caso se debe integrar sobre el elemento de area d.¥ = pdpdg.
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2.10 Considere un alambre semicircunferen- @) Y
cial, de radio Ry densidad uniforme, que >
oscila—debido a su peso—en su propio r P
plano, en torno a su punto medio &. Pue-
de ser conveniente describir la posicion - .
de cada punto P del arco como la suma Z-"a

del vector R; que va desde ¢ hasta el cen- .-°C
tro de curvatura C, més un vector que va
desde C hasta el punto P. A VX B
2.11 Hay un hilo enrollado alrededor de un ci-

lindro. El eje del cilindro es horizontal, su
radio es Ry la altura desde el suelo al eje (0]
es L. En el instante inicial esta desenrolla-
da una parte del hilo, de longitud D, la que
se mantiene tirante y horizontal, ¢ = 0. En
esa punta del hilo hay un cuerpo de masa-
m. Este cuerpo se suelta desde el reposo
y a medida que cae el hilo se va enrollan-
do. a) Determine la tensién del hilo como
funcion del angulo ¢. b) Dé la forma de la
aceleracién y determine el radio de curva-

L

tura. Interprete.
Indicacién: Conviene tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector posicion
del cuerpo como la suma de los vectores posicion del punto P de tangencia del hilo
(e enla direccidn p) y el vector que apunta en la direccién del hilo y que es tangente
al cilindro, en la direccién @.

2.12 Un astronauta de masa m se aleja de su nave unido a ella por una cuerda,
pero impulsado por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el com-
bustible debe ser traido de vuelta recogiendo la cuerda. Esto se comienza a
hacer cuando la cuerda esta tirante, tiene una longitud extendida Ry desde
la nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la nave, es Qq. La
cuerda comienza a ser recogida con rapidez constante vp. Suponga que no
hay complicacion alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda.
a) Encuentre la rapidez del astronauta en funcién de la distancia a la nave.
b) Si se sabe que la cuerda soporta una tensién maxima 27m R,Q% antes
de cortarse, determine a qué distancia de la nave se encuentra el astronau-
ta en el momento en que la cuerda se corta. Nota: la nave tiene masa tan
grande que para todos los efectos de este problema puede tomarse como
un punto fijo.

2.13 Un péndulo plano de largo Ry masa m es liberado desde su punto mas
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bajo (¢ = 0) con una velocidad angular ap. No alcanza a llegar a la clspide
(altura 2R medida desde el punto mas bajo) porque cuando ¢ toma el valor
@v el movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresién para
cosgv en funcion de m, g, wtp y R.

2.14 Sobre un plano horizontal esta apoyada
una cufia de masa M y sobre la cufia resrte (k,Do)
hay un cuerpo de masa m. Despreciando
todos los roces, determine el movimien-
to de este sistema si inicialmente ambos
CUErpos estan en reposo.

comentado porque no
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