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Resumen
Este trabajo de tesis para optar al grado de Magíster en Ciencias, mención Física,

se ha centrado en el estudio de los comportamientos robustos del ruido en sistemas
extendidos. El objetivo principal ha sido estudiar y caracterizar el mecanismo de un
nuevo fenómeno robusto del ruido: la propagación de un frente estacionario entre un
estado homogéneo estable y un estado periódico estable en presencia de ruido aditivo.
También se ha estudiado la existencia, dinámica y estabilidad de estructuras localizadas,
y su evolución en presencia de ruido aditivo.

En la primera parte de esta tesis, se da una pequeña introducción al tema y a las
herramientas para describir el fenómeno que se pretende estudiar. En la primera parte se
estudiará que son los fenómenos robustos y se darán algunos ejemplos. En la parte central
se introducirán los conceptos de sistemas simples y sistemas extendidos. En la parte �nal
del capítulo se darán a conocer propiedades básicas de los procesos estocásticos, y, en
particular, del ruido.

La segunda parte de esta tesis está dividida en 3 capítulos. En el Capítulo 2 se expli-
can las transiciones inducidas por el ruido en sistemas simples que será fundamentales
para entender el nuevo fenómeno que queremos explicar. En particular se discute las tasas
de transición de Kramers. En el Capítulo 3 se da una breve introducción a la propagación
de frentes y la formación de estructuras localizadas en sistemas extendidos unidimen-
sionales, mediante análogos mecánicos. Se da especial preocupación al tratamiento de
la interacción de defectos para entender la existencia y estabilidad de estructuras local-
izadas. En el Capítulo 4 se explica el fenómeno de la propagación inducida por ruido
aditivo. Para ello, hemos usado un modelo prototipo de Swift-Hohenberg subcrítico, del
cual hemos deducido una ecuación adecuada para la evolución de una coordenada, llama-
da corazón del frente, que describe el movimiento de éste. Se explica la propagación del
frente como un motor browniano, donde las �uctuaciones son convertidas en movimiento
dirigido. También se estudia la formación de estructuras localizadas en este modelo, y
su evolución en presencia de ruido, de donde concluimos que éstas son intrínsecamente
inestables.

En la tercera parte de esta tesis se entregan las conclusiones del trabajo, las limita-
ciones de la investigación y las perspectivas futuras a seguir.

La cuarta y última parte de este trabajo de tesis son los a�pendices A y B. En el
Apéndice A se incluyen los trabajos que se han realizado en este tema. El primero de
ellos trata sobre la propagación de frentes en presencia de ruido aditivo, el segundo, sobre
la existencia, estabilidad, diagramas de bifurcación y dinámica de patrones localizados,
el tercero sobre estructuras localizadas bipatrónicas y el cuarto sobre la generalidad del
fenómeno de la propagación de frentes en presencia de ruido. Finalmente, en el Apéndice
B se trata el cálculo de la interacción de defectos en la ecuación de Swift-Hohenberg
subcrítica para explicar la existencia de estructuras localizadas.
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Parte I

INTRODUCCIÓN



Capítulo 1

INTRODUCCIÓN AL PROBLEMA

1.1. Motivación
La descripción de la materia macroscópica, esto es, materia compuesta por un número

grande de constituyentes, es usualmente tratada por un número pequeño de variables
llamadas macroscópicas [1]. Estas variables macroscópicas son resultado de promedios
realizados sobre diferentes con�guraciones de un gran número partículas microscópicas,
que interactúan de manera compleja entre sí. Así es como, por ejemplo, nos referimos
a la medición de la temperatura de un sistema macroscópico (como la de un �uido[2]
en reposo o un sólido en equilibrio termodinámico[3, 4]) en vez de tratar de referirnos
a la energía cinética de cada una de las partículas microscópicas constituyentes de la
materia macroscópica. Usualmente, en medios homogéneos e isótropos, estas variables
son cantidades que no evolucionan, es decir, se mantienen constantes en el tiempo y en
el espacio.

Esta descripción estática puede cambiar cuando se toman en cuenta inhomogenei-
dades dentro de la materia macroscópica. En este caso, estas variables se tratan como
campos espacio-temporales cuya evolución es determinada por ecuaciones deterministas
a derivadas parciales (EDP). Para ejempli�car esto, podemos tomar el caso de un �uido
newtoniano. Cuando está en equilibrio termodinámico y mecánico, es decir, cuando es
completamente homogéneo e isótropo y no presenta ninguna dinámica macroscópica, es
usual describir su estado por variables macroscópicas que se mantienen constantes en el
tiempo y en el espacio, como la temperatura, presión y densidad. Pero cuando lo sacamos
del equilibrio, ya sea aplicando una diferencia de temperatura grande [5]o agitándolo
bruscamente[6], inhomogeneidades aparecen en él, como disclinaciones o vórtices, pre-
sentando una rica dinámica espacio-temporal. Esta reducción de un número grande a
un número pequeño de variables es posible debido a la separación de escalas espacio-
temporales en la evolución del sistema. Esto signi�ca que mientras un gran número de
grados de libertad relajarán al equilibrio y no tendrán dinámica relevante, un número
pequeño de ellos evolucionarán lentamente y serán las variables que determinarán la
evolución del sistema bajo estudio[7].

Al realizar estos promedios sobre con�guraciones para describir la evolución de un
sistema macroscópico, un gran número de variables que evolucionan rápidamente al
equilibrio es eliminado de la dinámica dominante. Para dar cuenta de estas variables de
evolución rápida, uno puede incluir en las ecuaciones deterministas términos estocásticos,
modelizados de manera conveniente, transformando los campos espacio-temporales de-
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terministas en campos �uctuantes tanto en el espacio como en el tiempo. Estos términos
estocásticos son conocidos como ruido[8].

Un objetivo de esta tesis será caracterizar un nuevo fenómeno robusto del ruido inter-
no en estos sistemas macroscópicos, que llamaremos extendidos. Mediante simulaciones
numéricas, se ha encontrado que el ruido aditivo puede inducir la propagación de un
estado del sistema extendido sobre otro. Para entender y caracterizar este fenómeno
diversos conceptos serán explicados en esta introducción (en la Figura 1.1 se ilustra este
fenómeno en 1 y 2 dimensiones espaciales, para dos sistemas distintos, mostrando como
este comportamiento aparece sin importar el modelo bajo estudio).

La in�uencia del ruido en sistemas no-lineales ha sido sujeto de estudio tanto ex-
perimental como teórico durante los últmos años[8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Lejos de
ser meramente una perturbación a la evolución determinista de un sistema, una fuente
indeseable de desorganización o una �uctuación innecesaria de un sistema en equilibrio,
el ruido puede inducir comportamientos dinámicos especí�cos y contraintuitivos. Los
ejemplos más conocidos en sistemas de dimensión cero en el espacio son las transiciones
inducidas por ruido[8] y las resonancias estocásticas[9]. Recientemente en sistemas exten-
didos se han estudiado y caracterizado nuevos comportamientos de este tipo. Ejemplos
de estos comportamientos han sido descubiertos en diversos experiencias: transiciones
de fase inducidas por ruido[10], patrones inducidos por ruido[11], intermitencia espacio
temporal estocástica[9] y ondas viajeras sustentadas por ruido[15].

EspacioTi
em

p
o

a)

b)

c)

d)

u(x,t)

x

Fig. 1.1: Simulaciones numéricas de la propagación de frentes inducida por ruido en 1 y 2 di-
mensiones de un estado periódico sobre un estado homogéneo para diversos sistemas,
patrones y condiciones iniciales. En las �guras a), b) y c) se muestra la evolución de un
patrón hexagonal para tiempos t1<t2<t3. En la �gura d) se muestra la propagación
de una estructura localizado por efecto del ruido aditivo, donde el eje horizontal rep-
resenta el espacio y en verticual, el tiempo. En el recuadro, la condición inicial. Todas
las simulaciones de esta tesis fueron realizadas con el software DimX desarrollado por
Pierre Coullet y colaboradores en el Instituto No Lineal de Niza, Francia.
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El concepto de frentes, es decir, la propagación de un estado sobre otro en un sistema
extendido, y en especial, el problema de la velocidad de su propagación, emergió en la
década del '30 en la dinámica de poblaciones [16], y el interés en este tipo de problemas
ha crecido consistentemente tanto en Física, como en Química y en Matemática. En
Física, la propagación de frentes juega un papel primordial en una gran variedad de
situaciones, desde modelos de reacción-difusión, transiciones de fase, a sistemas genéricos
que presentan patrones (para más referencias, ver [7]).

Tanto el ruido como la dinámica de frentes han sido estudiados por separado de
manera exhaustiva. En esta tesis, trataremos de abordar la dinámica de frentes en pres-
encia de ruido y los efectos robustos que las �uctuaciones producen sobre su evolución
determinista. Es importante notar que la in�uencia del ruido en un estado globalmente
estable que invade a otro estado metaestable o inestable, propiamente conocido como
solución frente, ha sido extensivamente estudiado en la literatura, particularmente el
problema de la selección de una velocidad de propagación[17].

El objetivo principal de esta Tesis para optar al grado de Magíster en Ciencias, men-
ción Física, es estudiar los efectos robustos de los sistemas extendidos en presencia de rui-
do, en particular, presentar un nuevo caso: la propagación de un frente estacionario entre
un estado estable homogéneo y un estado estable inhomogéneo (en este caso periódico),
en presencia de ruido aditivo. Esta tesis planea estudiar y caracterizar el mecanismo
que produce su propagación. También será objetivo de esta tesis estudiar la estabilidad,
existencia y dinámica de estructuras localizadas vistas como interacción de frentes, en
particular, en presencia de ruido.

Para comenzar a desarrollar el tema de este trabajo y tratar de hacerlo autocontenido,
debemos sentar las bases conceptuales sobre las cuales se explicarán los resultados de
este trabajo. En particular, es necesario aclarar que son los fenómenos robustos, el ruido
y los sistemas extendidos.

1.2. Fenómenos robustos
Cuando tratamos diversos fenómenos en diversas ramas de la Física, notamos que ex-

isten elementos comunes que de�nen la dinámica del sistema bajo estudio: Oscilaciones,
propagación de pulsos, ondas, equilibrios, transientes, etc. Cada uno de estos compor-
tamientos no depende de la Física subyacente bajo estudio. Que un péndulo físico alterne
periódicamente entre dos ángulos en torno a un equilibrio estable o que la concentración
de algún reactivo en una reacción química varíe regularmente entre dos valores en el
tiempo pueden parecer completamente distantes, pero son entendidos mediante un con-
cepto simple: el sistema estudiado (tanto el péndulo como la reacción química) presenta
oscilaciones en torno a un equilibrio estable.

El estudio y la caracterización de este tipo de fenómenos, llamados robustos, es uno
de los objetivos principales de la física no-lineal. Una de las herramientas más impor-
tantes de esta rama de la Física es la teoría de bifurcaciones[18], de la que hablaremos
a continuación.

Usualmente para modelar los comportamientos de diversas variables que describen
la dinámica en los diversos sistemas físicos (el ángulo θ en el péndulo físico), químicos
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(la concentración cA del reactivo A) o biológicos (la población de células en una planta),
es necesario usar parámetros que describan las características del sistema bajo estudio
(el largo del péndulo y la gravedad, la temperatura del sistema y los reactantes, la
cantidad de agua y de sales minerales, respectivamente). Al cambiar estos parámetros, los
comportamientos cualitativos del sistema estudiado pueden cambiar: nuevos equilibrios
y dinámicas permanentes, como oscilaciones, pueden aparecer o equilibrios existentes
pueden desaparecer. Estos parámetros, que controlan el comportamiento del sistema, se
llaman parámetros de control.

La manera de entender este cambio es en el espacio de fases, es decir, el espacio de las
trayectorias del sistema bajo estudio[19]. Un ejemplo claro de este tipo de representación
de las trayectorias es el que se presenta a continuación en la �gura 1.2.a. Este es el espacio
de fases de un oscilador armónico de frecuencia ωo, cuya dinámica se describe por las
ecuaciones

ẋ = y,

ẏ = −ω2
ox− νy, (1.2.1)

donde ν describe la disipación por el roce con un �uido[2], que puede ser el aire. En
el eje vertical está su velocidad, ẋ = y, y en el horizontal su posición x. Cuando un
cambio cualitativo ocurre en el espacio de fases, es decir, las trayectorias en el espacio
de fases sufren alteraciones drásticas, decimos que el sistema sufre una bifurcación. Por
ejemplo, cuando una oscilación se amortigua, las trayectorias en el espacio de fases
dejan de ser curvas cerradas, y llegan todas al punto de equilibrio, como se muestra
en la �gura 1.2.b. Esto es lo que ocurre cuando movemos un poco un péndulo desde
su posición de equilibrio vertical en el aire: poco a poco se amortigua, hasta llegar al
reposo. Si se aumenta aún más la disipación, las oscilaciones desaparecerán. Ocurre
así, una transición desde un comportamiento subamortiguado (con oscilaciones que se
amortiguan) a uno sobreamortiguado (donde no hay oscilaciones). Ahora el péndulo no
oscila y las trayectorias en el espacio de fase no son espirales (�gura 1.2.c).

y y

x x

y

x

a) b) c)

Fig. 1.2: Espacio de fases de un a)oscilador, b)oscilador subamortiguado y c)oscilador so-
breamortiguado.

Ahora, mostraremos algunas bifurcaciones elementales en sistemas unidimensionales,
en particular, la aparición y desaparición de puntos de equilibrio y el cambio cualitativo
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de la estabilidad de éstos. Para analizar el cambio en la estabilidad de los equilibrios,
haremos un análisis lineal en torno a ellos. Esto quiere decir que, conociendo la ecuación
de movimiento autónoma

ẋ = f(x),

y un equilibrio xo que satisface f(xo) = 0, una perturbación en torno a él de la forma
x = xo + δx evolucionará siguiendo la ecuación de movimiento

δ̇x = f(xo)
′δx,

donde f(xo)
′ es la derivada de f evaluada en xo. Si suponemos soluciones de la forma δx ∼

eλt, encontramos que si f(xo)
′ > 0, el equilibrio es inestable, ya que las pertubaciones

crecen exponencialmente y si f(xo)
′ < 0, el equilibrio es estable, ya que las pertubaciones

decrecen exponencialmente. Si f(xo)
′ = 0, es necesario un análisis no-lineal para poder

decir algo sobre su estabilidad.
Las bifurcaciones que estudiaremos y muchas otras más pueden ser vistas también

en sistemas de más grados de libertad.

1.2.1. Bifurcación de Nodo-Silla (Saddle-Node)

Consideremos el siguiente sistema dinámico

ẋ = ε− x2 ≡ −∂U [x]

∂x
, (1.2.2)

donde x es la variable dinámica y ε es el parámetro de control. Un ejemplo que puede
ser descrito por este tipo de modelo es la evolución de una especie biológica. Asumamos
que la cantidad de individuos de esta especie en un instante de tiempo es n. Su tasa
de crecimiento, ṅ, depende de la cantidad de alimento existente y puede ser modelada
por tres contribuciones. La primera de ellas es un crecimiento lineal con la cantidad de
individuos, ya que mientras más individuos hayan y haya alimento para que puedan vivir,
más se reproducirán. La segunda de ellas es una saturación no-lineal, ya que al haber
muchos individuos, el alimento se acaba, por lo que la tasa de reproducción decrece.
La tercera es una tasa de crecimiento constante, que signi�cará un ingreso constante
de individuos por unidad de tiempo. El modelo más simple que puede describir este
crecimiento es

ṅ = α + ε′n− n2. (1.2.3)
Reescalando z = n − ε/2, ε = α − ε2/4, encontramos que la ecuación que describe
el crecimiento de la especie biológica es idéntica al modelo 1.2.2. Como el sistema es
unidimensional y el vector de campo o fuerza es continuo, siempre podemos encontrar
un potencial asociado al lado derecho de la ecuación. Esto nos puede ayudar a ver los
equilibrios como máximos o mínimos del potencial, haciendo una analogía mecánica.
Para este caso, el potencial es

U [x] = −εx +
x3

3
.

Podemos ver que si ε > 0 existen dos equilibrios, uno estable y el otro inestable, y
si ε < 0, no hay equilibrios en el sistema (ver �gura 4.1). Moviendo ε desde los reales
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x

U(x)

Fig. 1.3: Potencial U [x] para diversos valores de ε. Cuando ε > 0, el cero deja de ser estable
y aparece un par de puntos de equilibrio, uno estable y el otro inestable. Las �echas
indican hacia donde se dirigen las trayectorias cuando se encuentran en las respectivas
tinas de atracción. El punto blanco es el equilibrio insetable y el negro, el estable, que
existen cuando ε > 0

negativos a los positivos vemos como el sistema se comporta de la misma manera, es
decir todas las trayectorias hacen decrecer x y en torno a x = 0 se tornan más lentas,
hasta que ε0 se hace 0. Es en este punto donde el sistema bifurca, ya que las trayectorias
cambian cualitativamente. Aparece un equilibrio en x = 0, que es no-linealmente in-
estable. Cuando ε > 0, aparecen dos equilibrios en x = ±√ε, donde x = −√ε es estable
(llamado atractor)y x =

√
ε es inestable (llamado repelor). Cualquier condición inicial

que esté en el intervalo {−∞,−√ε} será repelida a −∞ y cualquier condición inicial
que esté en el intervalo {−√ε,∞} llegará asintóticamente al atractor. Este conjunto de
valores se denomina cuenca o tina de atracción.

1.2.2. Bifurcación de Horquilla (Pitchfork)

Consideremos ahora el sistema dinámico

ẋ = εx− x3. (1.2.4)

Al contrario de la bifurcación anterior, siempre habrá un equilibrio en x = 0. Su estabil-
idad está dada por el signo del parámetro de bifurcación ε. Cuando éste es negativo, el
único equilibrio del sistema es el cero y es un atractor. El sistema bifurca cuando ε = 0
y aparecen otros dos equilibrios en x = ±√ε, como se muestra en la �gura 1.4. Ahora,
éstos son atractores y el cero deviene inestable. Cualquier condición inicial que se ubique
en los reales negativos será atraída asintóticamente a −√ε. Es decir, para −√ε, su tina
o cuenca de atracción son los reales negativos. De la misma manera, para √ε, los reales
positivos son su cuenca de atracción. Este es el primer ejemplo donde un fenómeno pro-
pio de la física no-lineal y de los sistemas fuera del equilibrio aparece: la coexistencia de
estados estables. Cuando diversos estados estables coexisten, se les suele llamar estados
metaestables, para resaltar el hecho de que el sistema no presenta un único equilibrio,
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ε

x eq

Fig. 1.4: Diagrama de bifurcación para la bifurcación de horquilla xeq = xeq(ε). Las curvas con-
tinuas representan los equilibrios estables y las discontinuas los equilibrios inestables.

lo que ocurriría en un análisis lineal, como por ejemplo, en sistemas en equilibrio ter-
modinámico. Un ejemplo físico que puede ilustrar esta bifurcación es el siguiente[4, 20]:
cuando sobre una barra larga de madera en posición vertical aplicamos un peso pequeño,
esperamos que esta no se pandee, es decir, no se doble ni a la derecha ni a la izquierda,
sino que se mantenga vertical y realice pequeñas oscilaciones amortiguadas en torno a
este equilibrio. Pero, cuando el peso es su�cientemente grande, ocurrirá un rompimiento
espontáneo de simetría, es decir, el sistema dejará de preferir encontrarse en la vertical
y se doblará a la derecha o a la izquierda, dependiendo de las condiciones iniciales del
problema: la velocidad inicial del peso que se le coloca, pequeñas inclinaciones de la
barra con respecto a la vertical, etc.

Un cambio que puede realizarse a la ecuación anterior, es romper la simetría x → −x,
al añadir un término constante η. Esta puede ser la modelización del sistema de la barra
vertical, pero en presencia de una inclinación leve a la derecha o a la izquierda. La
ecuación es entonces,

ẋ = η + εx− x3. (1.2.5)

Esta nueva ecuación presenta otro fenómeno propio de los sistemas no-lineales o
fuera del equlibrio: histéresis. Usando un método grá�co, que se presenta en la �gura
1.5, podemos ver que cuando η está entre las curvas η = ±2( ε

3
)3/2 existen dos equilibrios

estables distintos. Cuando se cruza alguna de las curvas, dos equilibrios aparecen o desa-
parecen. A estos valores de η a ε �jo se les llama puntos de nacimiento o de destrucción de
la biestabilidad. Cuando nos encontramos fuera de las curvas, existe un único equilibrio.
Partiendo de algún valor de η negativo, podemos ver que, aumentando η hasta cruzar la
curva de nacimiento de la biestabilidad, sólo existe un equilibrio. Dentro de la curva de
biestabilidad, hay dos equilibrios, que son energéticamente iguales para η = 0. Este es el
llamado punto de Maxwell. A medida que seguimos aumentando η y cruzamos la curva
de destrucción de la biestabilidad, dos equilibrios desaparecen y el sistema nuevamente
presenta un único equilibrio, que es distinto al inicial. Si procedemos de manera inversa,
encontraremos que nuevamente habrá un único equilibrio, pero diferente al inicial. La
diferencia entre los equilibrios radica en que el valor que toma el parámetro η al saltar
de un equilibrio a otro es distinto al aumentarlo o disminuirlo. A la curva que recor-
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4ε =27η
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Fig. 1.5: Representación grá�ca de los equilibrios para la bifurcación de tenedor imperfecta.
La curva descrita por la ecuación 4ε3 = 27η2 representa la curva de nacimiento de la
bistabilidad para η negativo y de destrucción para η positivo. Para ηm = 0, se recupera
la ecuación 1.2.4, por lo que ambos estados xeq = ±√ε son igualmente estables, es
decir el putno de Maxwell. Los pequeños dibujos representan algunos retratos de fase
unidimensionales.

ren los equilibrios del sistema al variar los parámetros entre las curvas de nacimiento y
destrucción de la biestabilidad se le llama curva de histéresis.

Un caso de histéresis que veremos más adelante es aquel que tiene simetría x → −x.
La ecuación más simple que lo describe es

ẋ = εx + νx3 − x5. (1.2.6)

Este sistema posee una serie de soluciones estacionarias que aparecen y desaparecen
en un ciclo de histéresis al igual que antes. La gran diferencia está en que en este
modelo podemos calcular explícitamente como nacen y desaparecen las soluciones, y su
estabilidad. El diagrama de bifurcación para las soluciones de esta ecuación se presenta
en la �gura1.6

1.3. Sistemas extendidos
Como explicamos en el comienzo de este capítulo, cuando queremos describir la evolu-

ción de la materia macroscópica, usamos un número pequeño de variables. Para poder
llegar a esta descripción simpli�cada es necesario entender primero como se acoplan sis-
temas de pocos grados de libertad con sus vecinos cercanos. Este acoplamiento puede
deberse a interacciones de diverso tipo: electromagnéticas, moleculares, fuerzas de van
der Waals, etc., que pueden ser locales o no-locales, es decir, pueden acoplar a vecinos
cercanos, o tener una talla de interacción macroscópica. Cuando acoplamos diversos sis-
temas con sus vecinos, llamamos al sistema completo, extendido, y a los sistemas que
conforman este sistema extendido, simples [21]. Los comportamientos robustos de cada
uno de los sistemas individuales generan comportamientos robustos del sistema extendi-
do. Así, un conjunto de osciladores generan ondas con distintas relaciones de dispersión,
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Fig. 1.6: Diagrama de bifurcación para la bifurcación subcrítica quíntica. En las líneas continuas
se muestran los equilibrios estables y en las discontinuas los inestables. También se
representan los puntos de nacimiento de la biestabilidad (εn), el punto de Maxwell
(ε = 0) y destrucción de la biestabilidad (εd)

equilibrios metaestables pueden generar frentes y estructuras localizadas, etc. Veamos
ahora el tipo de modelos que trataremos en esta tesis.

Un sistema simple con m grados de libertad desacoplados, usualmente tiene una
evolución temporal que puede ser representada por

u̇i(t) = fi(ui(t), t, {λj}), i = 1...m, (1.3.1)

donde {λj} = {λ1...λN} son un conjunto de parámetros que determinan la estabilidad y
dinámica del sistema, y {ui}m

i=1 son las variables que describen la evolución del sistema
simple. Cuando diversos sistemas simples interactúan entre ellos, la evolución de cada
uno de ellos se describe por

u̇i(t) = f(ui(t), t, {λj}) + gi({uj}, t, {γj}), i, j = 1...m, (1.3.2)

donde {γ1...γN} son parámtros que describen la interacción entre vecinos cercanos y
gi({uj}) son funciones que acoplan unas variables con otras. En muchos sistemas físicos,
los acoplamientos usualmente sólo dependen de los vecinos más cercanos a distancias
pequeñas, por lo tanto, uno espera que este tipo de sistemas se describan por gradientes
y operadores diferenciales. Cuando esto ocurre, una descripción en el límite continuo es
adecuada, por lo que uno puede esperar tratar con un campo u(~r, t), que satisface una
ecuación a derivadas parciales de la forma

∂tu(~r, t) = h(u,~r, t,∇, {αj}), i, j = 1...m, (1.3.3)

donde la función h(u,~r, t,∇, {αj}) se denomina función de reacción y {α1...αN} son
parámetros que describen la estabilidad y dinámica del sistema. Un ejemplo de este tipo
de sistemas es una cadena de péndulos. El sistema simple en este caso es un péndulo
físico de largo l en presencia de un campo gravitatorio en el aire. Su conocida ecuación
de movimiento es

θ̈ = −g

l
sinθ − µθ̇, (1.3.4)
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u(x,t)

x

Fig. 1.7: Solución oscilatoria u(x, t) de la ecuación de Sine-Gordon. Podemos notar las oscila-
ciones que decaen cuando llegan a los estados estacionarios homogéneos. Este tipo de
fenómenos serán estudiados en capítulos posteriores.

donde µ es la viscosidad reducida en el límite de baja velocidad, siguiendo la ley de
Stokes para �uidos viscosos y θ es ángulo que forma el péndulo con la vertical.

Ahora, cuando colocamos muchos de estos sistemas simples y los acoplamos unos a
otros, por ejemplo, con resortes, las ecuaciones de movimientos para cada uno de estos
péndulos serán

θ̈i = −g

l
sinθi − µθ̇i + κ(θi+1 + θi−1 − 2θi), i = 1..N, (1.3.5)

donde κ es la constante reducida de los resortes, que suponemos por simplicidad igual
para cada uno de ellos. Tomaremos el límite continuo, es decir,

κ →∞,

ε → 0,

θi(t) → θ(εi = xi, t),

θi+1(t) → θ(xi + ε, t), (1.3.6)

con ε la distancia entre cada uno de los péndulos, que acercamos tanto como queramos,
siempre y cuando el límite

ĺım
ε→0

κ(ε)ε2 = τ,

con τ constante (esto signi�ca que a medida que acercamos los péndulos, la constante
elástica se hace más rígida). Expandiendo en serie de Taylor θi+1(t) = θi(t) + ε∂xθi(t) +
ε
2
∂xxθi(t) + o(ε2), la ecuación de la cadena de péndulos puede ser escrita como

∂ttθ = −Ω2sinθ − µ∂tθ + τ∂xxθ. (1.3.7)

Hemos llamado a
√

g/l = Ω la frecuencia natural de oscilación. Esta ecuación es
llamada Sine-Gordon, en referencia a la ecuación de Klein-Gordon[22] conocida en física
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de partículas, y que aparece también en física del estado sólido[23]. Podemos ver en este
sencillo ejemplo que la interacción entre vecinos cercanos, en el límite continuo, explica
la aparición de derivadas espaciales. Cuantos más vecinos aparezcan acoplandose unos
con otros, mayor será el orden de las derivadas en la ecuación a derivadas parciales. En el
caso que la interacción sea de largo alcance, es decir, acople un gran número de vecinos,
la evolución deberá describirse mediante ecuaciones integro-diferenciales. En la �gura
1.7 se muestra una solución oscilatoria u(x, t) típica de la ecuación 1.3.7. En particular
nos interesará estudiar las soluciones estacionarias, es decir, aquellas soluciones que no
poseen dependencia temporal, y su estabilidad. Ésto se analizará en capítulos posteriores.

1.4. Fluctuaciones y Procesos estocásticos: Ruido
Siguiendo la discusión anterior, al describir la materia macroscópica y focalizar el

estudio de un número pequeño de variables, las �uctuaciones aparecen naturalmente.
El estudio de las �uctuaciones comenzó con la termodinámica, donde éstas tomaban el
rol de pequeñas perturbaciones indeseables del equilibrio. Sólo con la teoría atomista
y la mecánica estadística a comienzos del siglo XX, se le dió impotancia, al entregar
información del sistema en equilibrio, mediante el teorema de Fluctuación-Disipación y
el movimiento browniano[24]. Cabe resaltar que este tratamiento asume un equilibrio
global del sistema bajo estudio, o leves cambios de este equilibrio bajo perturbaciones.
Para un tratamiento de las �uctuaciones en sistemas fuera del equilibrio, fue necesario
esperar la teoría de tasa de reacción de Kramer[12], que explicaba como las �uctuaciones
pueden provocar transiciones desde un equilibrio hacia otro y el tiempo que le tomaba
al sistema realizar esta transición en presencia de �uctuaciones. En la literatura, este
tipo de grandes �uctuaciones reciben el nombre de transiciones inducidas por ruido[8].
Debido a que las escalas de tiempo y de espacio de estas �uctuaciones son muy pequñas
comparadas con la evolución de las variables macroscópicas, se les da el carácter de
aleatorias, es decir, se modelan como procesos estocásticos, usando la teoría de proba-
bilidades. De�namos algunos de los conceptos básicos de los procesos estocásticos que
usaremos en la descripción de las �uctuaciones de un sistema.

Un proceso estocástico ζ(t) es una familia de variables aleatorias {ζ(t), t ∈ I} index-
adas por un parámetro t que pertenece a algún intervalo I, que toman valores en un
espacio muestral Ω. En el caso en que el parámetro t tome valores continuos, llamaremos
a la trayectoria ζ(t), realización. Es por esto que a los procesos estocásticos se les asocia
la de�nición de trayectorias que toman valores con probabilidad. Otra forma de enten-
der un proceso estocástico ζ(t) es asociarle un serie de variables aleatorias, o lo que es
mejor, un vector aleatorio ~ζ = {ζ(ti)}N

i , para alguna discretización del parámetro t, que
asociaremos con el tiempo. En este sentido, la teoría de probabilidades puede ser utiliza-
da de inmediato. Podemos preguntarnos entonces por las probabilidades condicionales
o marginales, es decir, conociendo la probabilidad

PN(~ζ) = PN(ζ(t1), ζ(t2), ..., ζ(tN)), (1.4.1)

con t1, ..., tN la discretización del tiempo, podemos calcular las probabilidades conjuntas
y marginales como usualemente se hace para variables aleatorias. Un punto importante
es que, debido a que el proceso estocástico toma valores ζ(ti) = ζi en tiempos ti, podemos
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permutar diferentes estados del proceso. En el caso de realizaciones, también se cumple
la propiedad

ĺım
tj→tj−1

PN(ζ(t1), ζ(t2), ..., ζ(tj), ζ(tj−1), ..., ζ(tN)) =

δ(ζj − ζj−1)PN−1(ζ(t1), ζ(t2), ..., ζ(tj), ζ(tj−2), ..., ζ(tN)). (1.4.2)

En el límite continuo, la probabilidad PN(ζ(t1), ζ(t2), ..., ζ(tN)) puede escribirse como
un funcional P [ζ(·)].

Cuando el proceso estocástico posee la propiedad

P1|N−1(ζN |ζN−1, ζN−2, ...., ζ1) = P1|1(ζN |ζN−1), (1.4.3)

donde Pm|n−m es la probabilidad condicional de�nida por

Pm|n−m(ζ1, ...ζm|ζm+1, ...ζn) =
Pn(ζ1, ...ζn)

Pn−m(ζm+1, ...ζn)
,

se le llama proceso de Markov. Por esto un proceso de Markov está completamente
determinado por dos funciones P1(ζ1), la condición inicial, y por P1|1(ζ2|ζ1) = P (ζ2|ζ1),
la probabilidad de transición. Con esto, la probabilidad PN(ζ1, ..., ζN) está dada por

PN(ζ1, ..., ζN) = P1(ζ1)Π
N−1
k=1 P (ζk+1|ζk). (1.4.4)

Esta relación, junto con la identidad de Chapman-Kolmogorov

P (ζ3|ζ1) =

∫

Ω

dζ2P (ζ3|ζ2)P (ζ2|ζ1), (1.4.5)

que satisfacen los procesos de Markov y que se obtiene al usar la relación anterior para
N=3, entrega la ecuación de evolución de la probabilidad de transición. Existe un caso
particular muy importante de este tipo ecuaciones de evolución: la ecuación de Fokker-
Planck[26]. Ésta tiene la forma

∂tP (ζ, t|ζo, to) = ∂µ(−Aµ(ζ) +
η

2
∂νG

µν(ζ))P (ζ, t|ζo, to), (1.4.6)

donde ∂µ ≡ ∂
∂xµ . Este tipo de ecuación también puede encontrarse de manera más intu-

itiva a través de ecuaciones tipo Langevin[27]. Langevin explicó la partícula browniana
de una manera alternativa a la de Einstein, modelando las �uctuaciones del sistema
como una fuerza estocástica de manera que la velocidad v(t) de la partícula browniana
está sujeta a la ecuación estocástica

v̇(t) = −αv(t) + ζ(t), (1.4.7)

donde −αv(t) representa la fuerza viscosa de Stokes de carácter macroscópico y ζ(t)
una fuerza pequeña no controlable de carácter y naturaleza microscópico, que estamos
obligados a asociar alguna característica aleatoria. Lo que supuso Langevin, al igual
que Einstein, es que al ser un medio macroscópico constituido por muchos elementos
microscópicos, la distribución de probabilidades de esta fuerza, y por tanto, del sistema,
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debe ser descrito por una ley gaussiana (la justi�cación de esta suposición está en notar
que ella es una consecuencia del teorema del límite central). Asumiendo que la fuerza
aleatoria es gaussiana y cumple

〈ζ(t)〉 = 0

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = ηδ(t− t′), (1.4.8)

es decir, tiene promedio nulo y que las colisiones modeladas por esta fuerza están comple-
tamente descorreladas, le asignamos el nombre de ruido blanco gaussiano o sencillamente
ruido. El parámetro η, en este caso, puede conocerse usando relaciones termodinámicas
(el teorema de Fluctuación-Disipación). En general, cuando un sistema físico se modele
por ecuaciones de la forma

q̇µ = Aµ(q) +
√

ησµ(q)ζ(t), (1.4.9)

donde Aµ y σµ son funciones de las variables qµ, y ζ(t) un ruido, llamaremos al ruido
aditivo , cuando σµl(q) = σµl

o constante. En otro caso, se llamará ruido multiplicativo. Es
en este caso, cuando debemos elegir una interpretación de la discretización del tiempo
para el ruido, ya que diversas discretizaciones de�nen procesos estocásticos distintos. La
interpretación adecuada debe estar dada por la física del sistema que se está modelizando.
En la mayoría de los casos se debe elegir la interpretación de Stratonovich[28], que
corresponde a discretizar σµ(q)ζ(t) en el punto medio del intervalo temporal. La razón
es que si consideramos la distribución δ(t − t′) de la ecuación1.4.8 como el límite de
distribuciones

ĺım
τ→0

∆τ (t− t′) = δ(t− t′), (1.4.10)

con ∆τ (t) una función par y positiva con un máximo en t = 0 y normalizada como
∫ ∞

−∞
∆τ (t) = 1,

entonces el resultado de esta operación de límites, que corresponde en la mayoría de los
casos a la situación física, es la interpretación de Stratonovich[28]. La interpretación de
Ito corresponde a discretizar al comienzo del intervalo temporal y es la más usada en la
literatura matemática.
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Capítulo 2

FENÓMENOS ROBUSTOS DEL RUIDO
EN SISTEMAS SIMPLES:

TRANSICIONES INDUCIDAS POR RUIDO

2.1. Introducción
Estudiaremos ahora fenómenos robustos del ruido en sistemas simples, esto es, fenó-

menos donde el ruido genera comportamientos que provienen de su naturaleza aleatoria
y que no dependen de la rama física que se esté estudiando. Principalmente las inves-
tigaciones en los últimos años se han concentrado en dos de estos fenómenos, que han
captado el interés de los cientí�cos teóricos y experimentales: las transiciones inducidas
por ruido y las resonancias estocásticas (para más referencias ver [9, 29]). Ambas tienen
como elemento operativo a la presencia de ruido en sistemas no-lineales, y, es por es-
to, que presentan gran importancia en sistemas fuera del equilibrio. En este capítulo
estudiaremos e ilustraremos el primero de ellos, que será importante para entender el
mecanismo del fenómeno que queremos explicar.

2.2. Transiciones inducidas por ruido
La disciplina de las transiciones inducidas por ruido fue comenzada por Svante

Arrhenius[30], dando una gran discusión sobre como las tasas de transición en reac-
ciones químicas variaban de manera logarítmica con el inverso de la energía térmica, de
tal modo que la tasa de transición κ de un estado a otro varía de la forma

κ = νe
− Eo

kBT (2.2.1)

donde ν es un prefactor con unidades de frecuencia, Eo la energía de activación, kB la
constante de Boltzmann y T la temperatura del termostato, también llamado intensidad
del ruido. El trabajo de Arrhenius fue continuado por la teoría de �uctuaciones, primera-
mente por Lord Rayleigh (1896)[31] y luego por Einstein en física (1905) y Smoluchowski
en química (1906)[32].

Supongamos que tenemos un sistema físico descrito por una ecuación de evolución
estocástica (ya que alguno de sus componentes es estocástico) para un número �ni-
to de variables macroscópicas qµ. Estas variables pueden ser concentraciones de algún
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Fig. 2.1: Realización que presenta transiciones inducidas por ruido en un sistema biestable con
dos mínimos, descrito por la ecuación 2.2.4(en este caso ε = 1). El tiempo de escape
es el promedio de los tiempos de estadía en cada una de las cuencas de atracción de
los mínimos del potencial x± = ±1, siendo respectivamente los reales negativos para
x− = −1 y los reales positivos para x+ = 1.

compuesto químico reactivo, o partículas brownianas sujetas a algún potencial, por men-
cionar algunos ejemplos. La ecuación genérica tiene la forma

ẋµ = Aµ(xν) +
√

η
∑

λ

σµ
λ(xν)ζλ(t), (2.2.2)

donde Aµ es el vector de evolución del sistema dinámico determinista, llamado drift, y
el otro término, √η

∑
λ σµ

λ(xν)ζλ(t), corresponde al ruido en la ecuación macroscópica.
Nos plantearemos , por simplicidad, el caso particular de ruido blanco gaussiano, lo

que signi�ca que
〈
ζk(t)

〉
= 0,〈

ζk(t)ζ l(t′)
〉

= Cklδ(t− t′). (2.2.3)

Con esto, se puede calcular la matriz Gµν =
∑

k,l σ
µ
kCklσν

l , que es una matriz semi-
de�nida positiva, que usaremos para la ecución de evolución de la probabilidad condi-
cional. Esta ecuación nos servirá para conocer los tiempos de escape de alguna región
cerca de un atractor, ya que asociará la probabilidad condicional estacionaria de encon-
trarse en x dentro de una región cerca del atractor para algún tiempo t con la distribución
de tiempos de escape de esta región. El tiempo promedio que se demora el sistema en
salir de una región cerca del atractor (que usualmente será la tina de atracción del
atractor) es lo que llamaremos tiempo de escape. A la vez, la frecuencia de escapes o de
transiciones fuera de una región cerca del atractor, la llamaremos tasa de transición.

Para entender el tiempo de escape de manera intuitiva, podemos usar un ejemplo.
Supongamos que tenemos un sistema físico que puede ser descrito por una ecuación de
la forma

ẋ = εx− x3 +
√

ηζ. (2.2.4)
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donde x es la variable que describe la dinámica del sistema y ζ es un ruido blanco
gaussiano con promedio cero y correlación 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = δ(t− t′).

En ausencia de ruido, es decir, para η = 0, cuando nos colocamos en la tina de atrac-
ción de algún atractor, el sistema relajará asintóticamente al equilibrio correspondiente.
En presencia de ruido, uno puede peguntarse que trayectoria saldrá de la tina de atrac-
ción, ya que al haber ruido por pequeño que este sea, las trayectorias toman valores con
probabilidad. Es por esto, que existen diversos tiempos para salir de la tina de atracción,
por lo que tomaremos el promedio de éstos como tiempo de escape, o de primera salida.
Una realización del sistema descrito por la ecuación 2.2.4 puede verse en la �gura 2.1,
donde se aprecia que los tiempos de salida son distintos.

Usando la ecuación de Fokker-Planck, podemos dar condiciones de borde para cal-
cular la probabilidad condicional y con ello calcular el tiempo de primera salida por un
borde ∂Ω de una región Ω, donde se encuentra el atractor y de donde queremos salir.
Partiendo de un punto de esta región, xo y saliendo por alguno del borde ∂Ω, calculamos
la probabilidad condicional usando la ecución de Fokker-Planck

∂tP (x, t|xo, to) = ∂µ(−Aµ(x) +
η

2
∂νG

µν(x))P (x, t|xo, to), (2.2.5)

con condiciones de borde, llamadas absorbentes,

P (x, t|xo, to) = 0, xo ∈ ∂Ω,

ĺım
t→to

P (x, t|xo, to) = δ(x− xo). (2.2.6)

Queremos que el tiempo de salida, es decir, el tiempo de escape sea �nito, por lo que
pediremos que Gµν 6= 0 en Ω y ∂Ω. Esto signi�ca, que, para intensidad de ruido η nula,
el tiempo de escape es in�nito, ya que la dinámica determinista relaja al atractor.

Relacionemos la probabilidad condicional P (x, t|xo, to) con el tiempo de escape. La
probabilidad de encontrar la partícula al interior de Ω en un instante t es

P̃ (t|xo, to) =

∫

Ω

dxP (x, t|xo, to), (2.2.7)

donde
P̃ (to|xo, to) = 1, (2.2.8)

que proviene de la normalización de la probabilidad y

ĺım
t→∞

P̃ (t|xo, to) = 0, (2.2.9)

es decir, la partícula abandona la región en un tiempo �nito.
Necesitamos una relación entre la probabilidad de encontrar la partícula en la región

Ω y la distribución de probabilidad de los tiempos de salida de la región Ω por el borde
∂Ω. Dado que la probabilidad P̃ (t|xo, to) es la probabilidad de encontrar la partícula en
el interior de la región Ω en un tiempo t, 1−P̃ (t|xo, to) es la probabilidad de encontrar de
encontrar la partícula fuera de la región Ω en el tiempo t. Es por esto que la distribución
de probabilidad de que la partícula escape de Ω por el borde ∂Ω en un intervalo de
tiempo (t, t + dt)

ρ(t) =
d(1− P̃ (t|xo, to))

dt
= −dP̃ (t|xo, to)

dt
, (2.2.10)
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Usando la ecuación de Fokker-Planck para esta probabilidad, podemos calcular el
tiempo promedio

〈τ(xo)〉 =

∫ ∞

to

(t− to)ρ(t)dt =

∫ ∞

to

(t− to)
d(1− P̃ (t|xo, to))

dt
dt

donde ρ(τ) es la densidad de probabilidad de que la partícula escape en un tiempo
(τ, τ + dτ) de la región Ω. Esto entrega la ecuación de evolución del promedio 〈τ(xo)〉,
llamada ecuación de Dynkin[33].

−1 = (Aµ(xo)∂µ +
η

2
Gµν∂µ∂ν) 〈τ(xo)〉 , (2.2.11)

con la condición de borde 〈τ(xo ∈ ∂Ω)〉 = 0. Es importante notar que en el caso mul-
tiplicativo, el drift Aµ será renormalizado por un término que proviene del ruido, por
lo que cambiarán los equilibrios y la estabilidad de ellos. Este tipo de cálculos, debido
a que son largos y engorrosos, serán abordados en los artículos que aparecerán en los
artículos del Apéndice A.

x

U(x)

abc

∆U

Fig. 2.2: Potencial típico del sistema unidimensional. a y c son dos atractores y b es un máxi-
mo. Aparece también representado la diferencia de potencial ∆U para un mínimo de
potencial y el máximo del mismo.

Para una dimensión, siempre podemos escribir el sistema con un potencial V (x),
como el que se ve en la �gura 2.2. Si a esto le agregamos ruido aditivo, la ecuación del
tiempo de escape, esto entrega

−1 =
dV (xo)

dxo

dτ

dxo

+
η

2

d2τ

dx2
o

, (2.2.12)

La integración directa del tiempo de escape, para un potencial como el de la �gura 2,
donde las tinas de atracción para los equilibrios a y c son {−∞, b} y {b,∞} respectiva-
mente, entrega los tiempos de salida

〈τ(a)〉 =
1

η

∫ b

a

e
V (y)

η dy

∫ y

−∞
e
−V (z)

η dz. (2.2.13)
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para salir de la cuenca de atracción del atractor a y

〈τ(c)〉 =
1

η

∫ b

c

e
V (y)

η dy

∫ y

−∞
e
−V (z)

η dz. (2.2.14)

para salir de la cuenca de atracción del atractor c. Estos cálculos estarán explicitados
en los artículos del apéndice A.

Para ruido pequeño, podemos evaluar ambas expresiones por medio del método de
steepest descent para tiempos de salida. Para la cuenca de atracción del atractor a
encontramos.

〈τ(a)〉 =
π√

|V ′′(a)||V ′′(b)|e
V (b)−V (a)

η =
1

ν
e

Eo
kBT . (2.2.15)

donde ()′′ signi�ca segundas derivadas. Así podemos ver que encontramos las tasas de
transición ya encontradas por Kramer, donde V (b) − V (a) > 0 es la energía de ac-
tivación y η toma el rol de kBT , la energía térmica. Esta fórmula tan sencilla posee
información sobre el proceso de transición desde un estado hacia otro, dependiendo de
algunas características particulares del potencial. Cuando la intensidad del ruido se hace
cada vez más pequeña, el tiempo crece exponencialmente. En el límite singular de η = 0,
es decir, el sistema determinista, notamos que el tiempo de salida diverge, lo que ya
esperábamos. Cuando la diferencia de energía V (b)−V (a) se hace cada vez más grande,
para intensidad de ruido pequeño, se hace cada vez más difícil que una realización del
ruido produzca una �uctucación su�cientemente grande para producir una excursión de
la partícula sobre el máximo del potencial. Por ello, para barreras de potencial grandes
comparadas con la intensidad del ruido, el tiempo de escape es mucho más grande que
las escalas de relajación del sistema determinista.

La forma del potencial cerca de los atractores y del máximo también entrega in-
formación. Para potenciales cuyo radio curvatura es muy grande cerca de los mínimos,
el sistema demora muy poco en alejarse del equilibrio cuando hay �uctuaciones, lo que
hace decrecer el tiempo de escape. Si el máximo tiene también curvatura pequeña, ocurre
algo similar, ya que el sistema demora menos en acercarse al máximo del potencial, y
por tanto, en escapar de su cuenca de atracción, por lo que el tiempo de escape decrece
también.

Es importante notar que, a pesar de existir, en el caso unidimensional, dos tiempos
de salida, la razón de ellos es

〈τ(c)〉
〈τ(a)〉 =

√
V ′′(a)√
V ′′(c)

e
V (a)−V (c)

η , (2.2.16)

lo que nos dice que si V (a) − V (c) < 0, entonces 〈τ(c)〉 es despreciable (ya que es
exponencialmente pequeño) comparado con 〈τ(a)〉, por lo que es éste último el tiempo
de escape dominante. Si V (a)− V (c) > 0, el tiempo dominante es 〈τ(c)〉.



Capítulo 3

FENÓMENOS ROBUSTOS EN
SISTEMAS EXTENDIDOS:

FRENTES Y ESTRUCTURAS LOCALIZADAS

3.1. Sistemas extendidos
La evolución de los sistemas físicos puede ser descrita, en ciertos casos simpli�ca-

dos, por un número pequeño de variables, cuya evolución se describe con ecuaciones
diferenciales ordinarias. Ejemplo claro de ésto son las ecuaciones de Lorenz, cuyo origen
histórico fue una troncatura de las ecuaciones de Navier-Stokes de la hidrodinámica, que
hacían intervenir sólo algunas de las componentes de Fourier de los campos de veloci-
dad y temperatura. Los sistemas con pocos grados de libertad descritos por ecuaciones
diferenciales ordinarias los llamamos simples.

En sistemas físicos simples diversos fenómenos ocurren sin importar la rama de la
física a la cual correspondan: oscilaciones, equilibrios, equilibrios relativos, transientes
y comportamientos aperiódicos o caóticos. Estos comportamientos son llamados fenó-
menos robustos, en el sentido que no dependen de la física subyacente. Han sido es-
tudiados extensivamente en los últimos tiempos y la teoría que los describe está bien
entendida.

Cuando diversos sistemas simples son conectados unos a otros mediante acoplamien-
tos de vecinos cercanos, la evolución no puede ser descrita de la misma forma, es decir,
por ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que además de la evolución temporal local
de cada uno de los sistemas simples, también existe una evolución dada por como se
acoplan a la dinámica local los vecinos cercanos. Estos sistemas son llamados sistemas
extendidos. De la misma manera que en los sistemas simples, fenómenos que no depen-
den del área de la física bajo estudio pueden ser encontrados: ondas, frentes, soluciones
tipo partícula, patrones, y muchos más. De este tipo de fenómenos hablaremos en este
capítulo. Para ello, comenzaremos estudiando la estabilidad de soluciones homogéneas
e introduciremos las de�niciones de frente y de estructuras localizadas. En la �gura 3.1
podemos ver comportamientos típicos de los sistemas extendidos en 1 y en 2 dimen-
siones espaciales, en particular soluciones tipo frente para diversos sistemas. En todos
los resultados obtenidos en este capítulo, se supondrá que las condiciones de borde en
las simulaciones de estas conexiones tipo frente son de �ujo nulo, es decir, todas las
derivadas espaciales superiores son, típicamente, cero.
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u(x,t)

x

y x

y

x

u(x,t)

a)

b)

Fig. 3.1: Solución frente entre diversos estados de un sistema extendido en 2 dimensiones es-
paciales. En la �gura a) se representa un frente estre dos estados homogéneos en 2
dimensiones y en el recuadro, un frente entre dos estados homogéneos en 1 dimensión.
En la �gura b), un frente entre un estado entre un estado periódico y un estado ho-
mogéneo en 2 dimensiones y en el recuadro correspondiente, un frente de las mismas
características en 1 dimensión.

3.2. Análisis de Estabilidad
En el caso de sistemas extendidos unidimensionales, se tendrán ecuaciones diferen-

ciales a derivadas parciales de la forma

∂t~u = ~f(~u, x, t, ∂x, ~λ), (3.2.1)

donde ~λ = {λ1...λN} son un conjunto de parámetros de control. Nos colocaremos en
un caso sencillo, en el cual el sistema simple de partida se encuentra en un medio muy
viscoso, por lo que los términos inerciales pueden ser despreciados o eliminados adia-
báticamente, es decir, nos colocamos en la variedad central[34]. Por ello, el modelo que
utilizaremos de ahora en adelante, sin pérdida de generalidad, será

∂tu = f(u, x, t, ∂x, ~λ). (3.2.2)

Para uniformar aún más los criterios, supondremos que la función f(u, t, x, {~λ}) tendrá
varios equilibrios, es decir, el sistema puede presentar biestabilidad o multiestabilidad.
Supondremos también que el sistema posse una simetría especular u → −u. Además,
supondremos isotropía del espacio, por lo que el sistema presenta la simetría x → −x e
invariancia traslacional x → x+xo. Aún más, también supondremos que el acoplamiento
será con los vecinos más cercanos, por lo que la ecuación prototipo que buscamos tiene
la forma

∂tu = εu− u3 + κ∂xxu, (3.2.3)
donde u(x, t) es un parámetro de orden[1]. Esta ecuación describe muchos fenómenos de
transiciones de fase de segundo orden como la transición de Fredericksz[36] y la magne-
tización de diamagnéticos. En este último caso, ε ∝ (T −Tc), donde T es la temperatura
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k

σ

-k
0

 k
0

ε<0

ε>0

Fig. 3.2: Relación de estabilidad σ = σ(k) para distintos valores de ε de la solución u = 0 de
la ecuación 3.2.3. Para ε < 0(curva continua) todos los valores propios son negativos,
excepto para ε = 0. Para ε > 0(curva discontinua), hay una intervacol de valores
propios inestables entre [−ko, ko], con ko =

√
ε .

del termostato y Tc la temperatura de Curie[1]. Usando este modelo, realizaremos un
análisis de estabilidad para las soluciones estacionarias del sistema, es decir, aquellas que
no poseen dinámica temporal. Este tipo de análisis es completamente independiente del
sistema físico estudiado, siempre y cuando el sistema sea homogéneo y estacionario, es
decir, los coe�cientes que describen los parámetros físicos del sistema no dependan del
espacio y del tiempo. Como ya habíamos notado en la introducción, nos interesará cono-
cer de sobremanera las soluciones estacionarias del sistema dinámico y su estabilidad.
En general las soluciones estacionarias pueden clasi�carse en 4 categorias[35]:

¦ Las soluciones homogéneas o uniformes ue, que corresponden a soluciones esta-
cionarias que no dependen del espacio.

¦ Las soluciones Periódicas up, que corresponden a soluciones estacionarias que de-
penden del espacio con un periódo espacial τ , de tal manera que up(τ +x) = up(x)

¦ Los frentes, que son soluciones que conectan dos soluciones estacionarias del sis-
tema bajo estudio. En particular, nos interesarán los frentes de Pomeau, que son
soluciones estacionarias que tienden por un lado del espacio a una solución ho-
mogénea, y por el otro a una solución periódica. Desde un punto de vista de
sistemas dinámicos, son soluciones heteroclinas.

¦ Las Estructuras Localizadas, que son soluciones que por ambos lados tienden asin-
tóticamente a la misma solución de base y que desde un punto de vista de sistemas
dinámicos, las podemos entender como homoclinas. Estas podemos a su vez sub-
dividirlas en dos tipos:

• Defectos homogéneos o hoyos, que son estructuras localizadas que tienden
asintóticamente a una solución periódica



Capítulo 3: Fenómenos Robustos enSistemas Extendidos:Frentes y Estructuras localizadas 28

• Pulsos, que son estructuras localizadas que tienden asintóticamente a una
solución homogénea.

En este capítulo nos preocuparemos, primeramente, de las soluciones homogéneas
estacionarias y luego de las soluciones no-homogéneas estacionarias, en particular, los
frentes. En el sistema anterior, las soluciones estacionarias son aquellas que satisfacen

∂tu = εu− u3 + κ∂xxu = 0, (3.2.4)

y de estas soluciones, podemos analizar aquellas soluciones que además de ser estacionar-
ias son homogéneas, es decir aquellas soluciones del sistema simple. Cuando ε < 0, la
única solución del sistema es u = 0. Cuando ε > 0, es decir cuando el sistema bifurca,
aparecen dos otras soluciones u = ±√ε, donde la solución u = 0 coexiste con ellas. En
este caso, el sistema es biestable. Estas soluciones persisten en el sistema espacialmente
extendido. En general, si tenemos un sistema extendido que puede ser descrito por una
ecuación de la forma

∂tu = f(u, {~λ}) + g(u, ∂x), (3.2.5)
donde f(u, {~λ}) es la función de reacción y g(u, ∂x) la función de interacción, el análisis
anterior se mantiene: las soluciones del sistema sin espacio uo, es decir, aquellas que
satisfacen f(uo), también son soluciones del sistema espacial. La pregunta que nos atañe
ahora es la estabilidad de estas soluciones en el sistema extendido.

En el caso de las soluciones homogéneas estacionarias de la ecuación (3.2.3), podemos
realizar un análisis lineal en torno a ellas. Tendremos entonces dos casos:

¦ ε < 0.
En este caso, la única solución del sistema simple estacionario es la solución cero.
Perturbando la solución de manera que u = 0 + v(x, t), con v(x, t) pequeño. Lin-
ealizando la ecuación encontramos que

∂tv = εv + ∂xxv, (3.2.6)

Debido a que el lado derecho es homogéneo en el espacio, podemos plantear solu-
ciones en modos de Fourier de la forma

v(x, t) = voe
σ(k)t+ikx;

Esto entrega una relación, a la que llamaremos relación de estabilidad [18], entre σ
y k

σ(k) = ε− k2; (3.2.7)
Esto nos dice que para todo k, cualquier perturbación de la solución cero es estable
en el tiempo. Podemos trazar la curva σ = σ(k) (ver �gura3.2), y ver que el máximo
ocurre para k = 0. Esto sigini�ca que las longitudes de onda más grandes, es decir,
las del estado homogéneo son las que decaen más lentamente que todas las demás,
de manera que

v(x, t) ∼ eσ(k)t < e−|ε|t → 0;

Por ello, el estado cero es asintóticamente estable.
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¦ ε > 0
En el caso en que ε > 0, además del estado cero, aparecen las soluciones u± =
{±√ε}. Para el estado cero, podemos realizar el mismo análisis, con lo que encon-
tramos que en este caso, la solución se vuelve inestable cuando

k = ko = ±√ε;

Cuando los vectores de onda k ∈ [−ko, ko], la solución u = 0 desarrolla una inesta-
bilidad, como se puede ver en la �gura 3.2. Ahora, para las soluciones u±, podemos
realizar el mismo análisis u = ±√ε + v(x, t). Linealizando nuevamente, tenemos

∂tv = −2εv + ∂xxv, (3.2.8)

Suponiendo soluciones en modos de Fourier v(x, t) = voe
σ(k)t+ikx, encontramos que

σ(k) = −2ε− k2; (3.2.9)

Con esto podemos ver que ambas soluciones son asintóticamente estables.

Es más, las relaciones de estabilidad para ambas soluciones son las mismas. Esto explica
la aparición de dominios en este sistema, es decir, regiones donde el sistema se encuen-
tra en la solución u+ y otras donde se encuentra en u−. Debido a que el sistema es
extendido, podemos conectar ambas soluciones. A esta conexión la llamaremos defecto
o frustración. Otros nombres, provenientes de diversas áreas de la física son: kinks, an-
tikinks (magnetismo), burbujas(transiciones de fase) y paredes (física del estado sólido).
Es importante notar que aunque ambas soluciones presenten las mismas relaciones de
estabilidad, en general una de ellas dominará sobre la otra.

3.3. Propagación de Frentes y Sistemas Dinámicos espaciales
El sistema estudiado anteriormente, puede también ser entendido desde la teoría de

sistemas dinámicos. Recordando la ecuación anterior, podemos reescribirla de la forma

∂tu = εu− u3 + ∂xxu = −δF [u]

δu
, (3.3.1)

con
F [u] = −

∫ ∞

−∞
dx{εu

2

2
− u3

3
+

(∂xu)2

2
}

donde F [u] es un funcional de Lyapunov del sistema, ya que

dF [u]

dt
=

δF [u]

δu

∂u

∂t
≡ (

δF [u]

δu
)2 ≤ 0,

es decir, F [u] se minimiza en las funciones u(x) estacionarias que cumplen la ecuación
(3.3.1). Sabemos que cuando ε > 0, existen soluciones homogéneas u± que minimizan el
funcional F [u] y también existen conexiones entre ellas, a las cuales llamamos, por ahora,
defectos. Estas conexiones u(x, t) = u(x) no triviales satisfacen el sistema estacionario,
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y podemos entenderlas como una ecuación de Newton, donde el espacio ocupa el lugar
del tiempo, es decir,

∂xxu = u3 − εu ≡ −∂W [u]

∂u
; (3.3.2)

con
W [u] = ε

u2

2
− u4

4

Para entender que es lo que son estas conexiones, podemos verlas en el espacio de fases
del sistema dinámico espacial. Nos interesará de sobremanera la curva heteroclina o
separatriz, ya que esta curva conecta la solución u+ en x → −∞ con la u− en x → ∞.
También existe, por la simetría u → −u, x → −x la conexión entre la solución u− en
x → −∞ con la u+ en x → ∞. Una curva heteroclina es la curva en el espacio de fase
que conecta dos puntos de equilibrio, partiendo desde la variedad inestable de uno de
ellos para llegar al otro a través de su variedad estable. Un sistema físico de posee este
tipo de curvas en su espacio de fase es el péndulo físico. Cuando soltamos el péndulo
desde su posición vertical invertida con velocidad nula, este demorará tiempo in�nito en
alejarse de esta posición de equilibrio. Pero luego de alejarse, éste volverá a la posición
anterior al haber dado una vuelta completa. La curva en el espacio de fase que describe
el sistema para estas condiciones iniciales, es una heteroclina, como se pueden ver en la
�gura 3.3.

θ

θ−π

π

Fig. 3.3: Espacio de fases del péndulo físico sin disipación. En el eje vertical está la velocidad
angular θ̇ y en el horizontal el ángulo θ. En las curvas discontinuas se muestran las dos
heteroclinas. La curva heteroclina con velocidad angular positiva conecta−π partiendo
en t → −∞ llegando a π →∞ en t →∞ y la curva heteroclina con velocidad angular
negativa conecta π partiendo en t → −∞ llegando a −π →∞ en t →∞
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u(x,t)

x

a)

b)

c)

y

x

y
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Fig. 3.4: Solución kink del sistema (3.3.2) en 1 y 2 dimensiones. En las �gura a) se ve una repre-
sentación tridimensonal del kink u(x, y)k y en b) una represenatición dos dimensional
de la misma solución. En c), una representación unidimensional de la solución kink
u(x)k.

En muchos casos una solución homogénea estable deviene inestable para el sistema
espacial. Esto se puede ver de manera sencilla de la ecuación (3.2.6), donde, en el sistema
estacionario, las soluciones espaciales devienen inestables. Esto nos dice que importan,
para analizar las conexiones espaciales, las curvas inestables del sistema extendido.

Un candidato natural a solución estable en el sistema extendido es la heteroclina que
conecta u+ con u−. Otro es, por las simetrías del sistema, la heteroclina que conecta u−
con u+. Para la primera heteroclina, que llamaremos uk(x), el sistema espacial es

∂xxuk + εuk − u3
k = 0. (3.3.3)

Haciendo una analogía a la ecuación de Newton, le podemos calcular una energía a este
sistema. Esta es

E =
(∂xuk)

2

2
+ ε

u2
k

2
− u4

k

4
,

con la condición inicial en el espacio

uk(x → ±∞) = ±√ε.
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Esto signi�ca que una primera integral de movimiento es

ε2

4
=

(∂xuk)
2

2
− ε

u2
k

2
− u4

k

4
, (3.3.4)

con lo que podemos encontrar rápidamente la solución

uk(x, xo) =
√

εtanh(

√
ε

2
(x− xo)). (3.3.5)

A esta solución la denotaremos solución kink. De la misma manera podemos encontrar
la otra heteroclina

ua(x, xo) = −√εtanh(

√
ε

2
(x− xo)), (3.3.6)

a la que llamaremos solución antinkink. En la �gura 3.4 podemos observar este tipo
de conexiones en sistemas de 1 y 2 dimensiones espaciales. Es importante notar que
la coordenada xo está asociada a la simetría de traslación, es decir, podemos elegir
donde queramos el origen de coordenadas. Las soluciones kink y antikink están car-
acterizadas por un grupo continuo parametrizado por xo, que es consecuencia de la
invariancia espacial[37]. A este punto, donde además la derivada de la función ua es
máxima, lo llamaremos corazón del frente, como se puede apreciar en la �gura 3.5.
Ahora realizaremos un análisis de estabilidad de las soluciones kink o antikink, pertur-

u

xx
0

Fig. 3.5: Solución frente entre dos estados homogéneos. En línea continua la solución frente uf

y en línea discontinua la derivada espacial de la solución frente ∂xuf . El corazón del
frente, xo, es donde esta derivada alcanza su valor máximo.

bando u(x, t) = uk,a(x, xo) + ϕ(x, t). Linealizando la ecuación (3.2.3) para las soluciones
uk,a encontramos

∂tϕ = (ε− 3u2
k,a + ∂xx)ϕ, (3.3.7)

que puede entenderse como un problema de valores propios, muy similar al problema de
autoenergías en la ecuación de Schrödinger. Separando variables ϕ = ϕo(x)eσt, podemos
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encontrar un operador de Sturm-Liouville para un problema de valores propios

σϕo = Lϕo, (3.3.8)

donde L = ε−3u2
k,a +∂xx es el operador de Sturm-Liouville del problema con condiciones

de borde ∂xϕ(x → ±∞) = 0. Un operador de este tipo tiene un espectro con caracterís-
ticas muy importantes: está ordenado y es numerable[38]. Es fácil demostrar que si las
soluciones kink y antikink satisfacen

0 = εuk,a − u3
k,a + ∂xxuk,a,

entonces, tomando la derivada espacial,

0 = (ε− 3u2
k,a + ∂xx)∂xuk,a.

Esto quiere decir que las derivadas de las soluciones kink y antikink satisfacen la
ecuación (3.3.8) para σ = 0. Además podemos comprobar, tomando la segunda derivada
sobre el operador L, que este es semide�nido negativo, es decir, todos sus valores propios
están en los reales negativos. Por esto todas las otras soluciones, salvo aquellas con σ = 0
son estables. Las derivadas de la solución kink o antikink, al poseer σ = 0, representan
la invariancia de traslación, es decir, son el vector propio asociado a esta simetría. Si
sumamos a cualquier función u(x) la derivada espacial de uk,a entonces, como satifacen
(3.3.8) para σ = 0, no afectan el operador lineal. A estos vectores propios, asociados a
la simetría de traslación, se les llama modos de Nambu-Goldstone [37].

Para comenzar a analizar la propagación de un estado sobre otro, es necesario que
uno de estos estados sea más favorable para el sistema. Del modelo anterior, debido
a la simetría de inversión u → −u, ambos estados son igualemente favorables al sis-
tema, que en este caso posee un funcional de Lyapunov. Pero, si el sistema pierde esta
simetría, entonces uno de estos dos estados será el mínimo global del sistema extendido.
Para romper la simetría, simplemente agrgamos un término constante a la ecuación de
evolución. La ecuación que describirá el sistema será

∂tu = η + εu− u3 + ∂xxu ≡ −δF [u]

δu
. (3.3.9)

con
F [u] = −

∫ ∞

−∞
dx{ηu + ε

u2

2
− u3

3
+

(∂xu)2

2
}

El término constante puede ser entendido, en el caso de la magnetización de los
diamagnéticos como la presencia de un campo magnético constante paralelo a la mag-
netización, el cual quiebra la simetría entre lo dos estados. En el caso de la transición de
Fredericks, se puede entender como un campo magnético constante ortogonal al campo
eléctrico que genera la transición.

Este rompimiento de la simetría provoca que un estado sea energéticamente más
favorable que el otro. Si η > 0, u+ será más fovarable que u−, y si η < 0, será viceversa.
Al ser un sistema extendido, la conexión entre uno de estos estados es posible, por lo
que el sistema tenderá a buscar colocarse en el estado que más le convenga. Esta sencilla
idea es la usaremos para entender la propagación de un frente
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Un frente es la conexión entre dos estados de un sistema extendido. Engloba los con-
ceptos antes referidos de defecto, kink, pared y burbuja. El estudio de la propagación de
frentes y la selección de su velocidad ha sido materia de estudio desde los trabajos sem-
inales de Fisher en Estados Unidos y Kolmogorov, Piskunov y Petrosky en la ex-Unión
Soviética. El sistema puede conectar diversos tipos de estados entre si: homogéneos, per-
iódicos, estructuras localizadas, regiones caóticas, patrones periódicos u oscilatorios, etc.
Este tipo de conexiones aparecen también en sistemas que no presentan energía libre o
funcionales de Lyapunov, dinámicas no locales o no variacionales[7].

Trataremos ahora el problema de la velocidad de propagación del frente, que invadirá
un estado sobre otro. Para poder calcular la velocidad de propagación nos colocaremos
en el caso en que η << 1, es decir, el rompimiento de simetría es muy débil. Para ello
usaremos coordenadas co-moviles con el frente que se propaga (esto es ξ = x− ct, con c
la velocidad de propagación). Usando este cambio de variables, podemos encontrar que

−c∂ξu = η + εu− u3 + ∂ξξu. (3.3.10)

Con estas coordenadas nos colocamos con el frente que se mueve, es decir, es esta-
cionario. Podemos notar que la ecuación (3.3.10) es la ecuación de movimiento de una
partícula en un medio viscoso con una fuerza no-lineal, donde la coordenada ξ toma el
rol del tiempo. Asi podemos calcular, al igual que en mecánica clásica, como cambia
la primera integral de movimiento en el tiempo. Multiplicando a ambos lados por ∂ξu,
podemos notar que la ecuación tiene la forma

−c(∂ξu)2 =
∂

∂ξ
(ηu +

ε

2
u2 − 1

4
u4 +

1

2
(∂ξu)2) =

∂

∂ξ
(
1

2
(∂ξu)2 + U [u]) ≡ ∂E

∂ξ
. (3.3.11)

donde −c∂ξu es la función de Rayleigh del análogo mecánico. Si integramos en toda la
recta, usando la condición de borde ∂ξu → 0 cuando ξ → ±∞, encontramos que, para
η << 1, la velocidad de propagación puede ser aproximada por

c = −U [∞]− U [−∞]∫∞
∞ (∂ξu)2

≡ η
u− − u+∫∞
∞ (∂ξu)2

, (3.3.12)

por lo que para η > 0 el estado u+ se propaga sobre el estado u− y para η < 0 el
estado u− se propaga sobre el estado u+. Podemos notar también que el problema de la
velocidad es un problema de valores propios no-lineales, ya que para conocer la velocidad
es necesario conocer la solución frente uf (x− ct).

En general, para cualquier sistema dinámico que presenta multiestabilidad, se puede
usar el mismo tipo de enfoque. En el sistema dinámico anterior, donde la variable ξ toma
el rol del tiempo, podemos tener diversos comportamientos asintótiocs para la partícula,
de los cuales destacan dos: el caso sub-amortiguado, es decir, cuando c << 1, o el caso
sobreamortiguado c >> 1. Necesitamos saber en que caso el frente será estable, es decir,
cuando la propagación de un estado sobre otro se mantendrá en el tiempo o no. Para
ello, pasaremos al sistema dinámico espacial, en particular, lo veremos en el espacio de
fases.

Un frente que conecta dos estados lo puede hacer entre dos estados estables o entre un
estado estable y otro inestable. El primer tipo de frente se denomina frente normal, y el
segundo se denomina frente de Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov o frente FKPP.
Analizaremos ambos casos por separado.
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3.3.1. Frente FKPP

Cuando conectamos un estado metaestable con un estado inestable en un sistema
extendido, es natural pensar en que el sistema preferirá colocarse en el estado más
favorable. Lo que no es natural es pensar con que velocidad se propagará la invasión del
estado más favorable en todo el sistema, y si esta es única o si está bien de�nida.

Veamos como se ven este tipo de frentes en el modelo (3.2.3). Como hemos visto
antes, para ε > 0, los estados u± son estables y el estado cero es inestable. Al colocarnos
en una de las coordenadas de D'Alembert, encontramos la ecuación (3.3.10), como vi-
mos antes. En este sistema dinámico, hay dos casos importantes de distinguir: el caso
subamortiguado c << 1 y el caso superamortiguado c >> 1. Podemos usar una analogía
con una partícula en presencia de roce viscoso, con un potencial con un máximo y un
mínimo, donde la viscosidad toma el rol de c y la velocidad de la partícula está dada
por ∂ξu. Suponiendo que la condición inicial es ∂ξu = 0, es decir, velocidad inicial cero,
desde el máximo hasta el mínimo, podemos tener dos comportamientos. Si la partícula
está subamortiguada, entonces se producirán oscilaciones antes de llegar al punto de
equilibrio. Esto signi�ca, en el sistema extendido, que habraán oscilaciones espaciales, y,
como el estado al que se llega es inestable, harán que el frente devenga inestable. Si la
partícula está sobreamortiguada, la partícula llegará monótonamente al equilibrio, lo que
hará que el frente se devenga estable. Lo que este análisis no nos entrega es un criterio
para conocer la velocidad del frente, porque podemos notar que la velocidad del frente
siguiendo este análisis no es única. Para ello, volveremos al sistema dinámico espacial,
y nos colocaremos en las coordenadas de D'Alembert. En estas coordenadas la ecuación
del sistema dinámico es

−c∂ξu = η + εu− u3 + ∂ξξu, (3.3.13)
donde las condiciones iniciales son que

u(ξ → −∞) = ±√ε, u(ξ →∞) = 0,

∂ξu(ξ → −∞) = ∂ξu(ξ → −∞) = 0. (3.3.14)

El símbolo ± en la condición inicial está asociado a la simetría u → −u, ya que ambos
estados pueden conectarse con la solución cero. Lo que analizaremos será la velocidad
asintótica de porpagación del frente. Para ello, escribiremos el sistema dinámico espacial,
donde podemos ver que para el caso subamortiguado, los valores propios son complejos
con parte real negativa lo que signi�ca oscilaciones que se transformarán en una cadena
de kinks y antikinks en el sistema extendido, mientras para el caso sobreamortiguado
son reales negativo puros, lo que signi�ca que el sistema extendido presentará un frente
estacionario.

En el sistema dinámico anterior, podemos realizar un análisis asintótico de la solución
frente, que se acerca exponencialmente a cero. Linealizando (3.3.10) en torno a cero,
encontramos

∂ξξu = −εu− c∂ξu, (3.3.15)
lo que nos dice que, planteando soluciones de la forma u ∼ uoe

−αξ, encontramos que

α =
−c±√c2 − 4ε

2
(3.3.16)
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o lo que es lo mismo
cα = α +

ε

α
(3.3.17)

donde α es el decaimiento exponencial del frente, por lo tanto, de acuerdo a la cola
del frente (que decae de la forma ∼ e−αξ), este se propaga con distintas velocidades.
Este simple análisis nos dice que existe un conjunto in�nito de velocidades posibles para
el frente, cuya velocidad mínima es cmin =

√
ε. Además nos dice que para el caso so-

breamortiguado se cumpla, es necesario que c ≥ 2
√

ε, lo que da una cota inferior para la
velocidad de propagación. Matemáticamente se ha comprobado que para perturbaciones
compactas, la velocidad de propagación es la mínima. Además, para otro tipo de per-
turbaciones, donde los términos no-lineales son más importantes, otros criterios se han
propuesto, mediante principios variacionales[39].

3.3.2. Frentes Normales

Ahora abordaremos el caso en que ambos estados de la conexión son metaestables. En
este caso, uno podría esperar, al igual que en termodinámica, que la velocidad de propa-
gación sea proporcional a la diferencia de energía (cuando es posible de�nirla), y que,
cuando éstas sean iguales, es decir, en el punto de Maxwell, la velocidad de propagación
sea cero. Romperemos levemente la simetría u → −u como en la ecuación (3.3.9), a lo
que podemos asociar, debido a que el sistema es variacional, una diferencia de energía
entre el estado u+ y u−. Cuando η sobrepasa el valor ηN = −2( ε

3
)3/2, la biestabilidad

aparecerá (a este punto lo llamaremos punto de nacimiento de la biestabilidad), y cuando
η sobrepasa el valor ηD = 2( ε

3
)3/2, la biestabilidad se destruirá. Para calcular la veloci-

dad del frente, podemos realizar un cálculo similar al que realizó Otha y Kawasaki[40],
promoviendo al punto xo (que llamamos corazón del frente) a una variable dinámica en
el tiempo. Para esto, usaremos el ansatz

u(x, t) = u(x− xo(t))a,k + W (xo(t)),

donde W (xo) es una perturbación de orden η y el índice k, a corresponde al kink o
antikink. En la ecuación (3.3.9) el ansatz entrega, linealizando en W (xo),

−ẋo∂zuk,a − ηuk,a = (ε− 3u2
k,a + ∂zz)W. (3.3.18)

con z = x− xo. Esta ecuación puede o no tener solución, dependiendo de si la igualdad
se cumple o no, por lo que redujimos el problema a un problema de álgebra lineal[38]
para un operador

L = ε− 3u2
k,a + ∂zz.

Para que exista solución el lado derecho de la ecuación debe ser parte de la imagen
del operador L. Esto es muy complicado, ya que debemos caracterizar todo el conjunto
Imagen de L. Otra forma de garantizar la existencia de W es la llamada alternativa
de Freedholm, donde buscamos aquellos elementos que sean ortogonales a Kernel del
adjunto de L†. Para ello necesitamos de�nir un producto interno (para de�nir la or-
togonalidad), caracterizar el operador L†, y su Kernel, es decir aquellos elementos que
satisfacen L†W = 0.
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Usaremos el producto interno de Hilbert, 〈f |g〉 =
∫∞
−∞ f̄gdx, con f̄ representando

el complejo conjugado de f . El operador L es auto-adjunto, y posee un Kernel no triv-
ial. Podemos encontrar un vector de este Kernel, usando que la derivada de la solción
kink o antikink, es decir, el modo de Nambu-Goldstone, satisface L∂zuk,a(z − zo) = 0.
Al proyectar ambos lados sobre el modo de Goldstone, usando el producto interno de
Hilbert, encontramos

0 = ẋo〈∂zuk,a|∂zuk,a〉+ η〈∂zuk,a|uk,a〉, (3.3.19)

donde el segundo corchete es igual a ±2η
√

ε, con + para la solución kink o − para
la solución antikink, y el primer corchete es igual a la integral

∫∞
−∞

ε
2
sech4(

√
ε
2
z)dz =

3ε/
√

2, tanto para el kink como para el antikink. A esto lo llamamos condición de
solubilidad. Esto signi�ca que la ecuación para el corazón del frente es

ẋo(t) = ∓2
√

2

3

η√
ε
, (3.3.20)

que es lo que uno esperaría, es decir, que sea proporcional a la diferencia de energía.
Cuando η crece, esta formula deja de ser válida y, para conocer la velocidad del frente,
debemos solucionar un problema de valores propios no-lineales.

3.4. Estructuras Localizadas
Ahora nos abocaremos al problema de estudiar la existencia, estabilidad y dinámica

de las estructuras localizadas en sistemas extendidos[41]. Al referirnos a estructuras
localizadas nos referimos, en el lenguaje de sistemas dinámicos, a conexiones homoclinas,
es decir, una curva en el espacio de fase que conecta un punto consigo mismo al alejarse
de él por de su variedad inestable y regresar a él por su variedad estable. Estas soluciones
tipo partícula son de gran importancia en Física, Química, Biología y Matemática. En
Física estas soluciones son utilizadas en Mecánica Cuántica para describir partículas
elementales y en Mecánica de Fluidos para describir soluciones propagativas localizadas
en ondas de super�cie, en ondas de choque, y en general, en ondas no-lineales. Existen
varios tipos de estructuras localizadas, pero en este capítulo nos interesarán aquellas
llamadas disipativas, ya que el sistema físico donde existen es disipativo, y también
estacionarias, ya que no presentan dinámica permanente.

Veamos que ingredientes necesitamos para poder tener estructuras localizadas. Para
ello veamos que ocurre en el caso de la ecuación (3.3.9). Esta ecuación ya presenta bi-
estabilidad, lo que parecería una condición necesaria para la existencia de las estructuras
localizadas. Para analizar la existencia de éstas, usamos el ansatz

u(x, t) = u(x− x1(t))k + u(x− x2(t))a −
√

ε + W (x1(t), x1(t), t), (3.4.1)

donde x1 y x1 son los corazones de un kink y un antikink respectivamente, tal que
|x1 − x2| >> 1/

√
ε, y W (x1(t), x1(t), t) es una perturbación de orden η. En la �gura 3.6

se puede ver la forma de u(x, t). Linealizando en W , encontramos dos condiciones de
solubilidad, similares a (3.3.19), usando un operador

La,k = ε− 3(uk + ua −
√

ε)2 + ∂xx. (3.4.2)
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Fig. 3.6: Representación de una estructura localizada en la ecuación 3.3.9. Se pueden apreciar
en la �gura los corazones del kink x1 y del antikink x2. También se muestra la talla
de la estructura ∆

Este operador tiene la propiedad siguiente: cuando x >> x1 es idéntico al operador La,
salvo una corrección exponencialmente pequeña, y cuando x << x2 es idéntico al oper-
ador La, salvo una corrección exponencialmente pequeña. Por esto, podemos argumentar
que el operador La,k tiene dos "seudo-autovectores", correspondientes a ∂xuk(x − x1) y
a ∂xua(x− x2). Usando esto, proyectamos en los seudovectores, dejando en ambos lados
términos exponencialmente pequeños. Un cálculo rápido nos entrega dos condiciones de
solubilidad

ẋ1 = −3
√

ε
〈ua(ua −

√
ε)|∂xuk〉

〈∂xuk|∂xuk〉 +
2
√

2

3

η√
ε
, (3.4.3)

ẋ2 = −3
√

ε
〈uk(uk −

√
ε)|∂xua〉

〈∂xua|∂xua〉 +
2
√

2

3

η√
ε
, (3.4.4)

donde, asintóticamente, ua ≈ −√ε(1 − e−
√

ε/2(x−x2)) para x >> x2 y uk ≈
√

ε(1 −
e
√

ε/2(x−x1)) para x << x1. Con estas aproximaciones, encontramos para ambas coorde-
nadas las ecuaciones

ẋ1 = αe−
√

ε/2(x2−x1) − 2
√

2

3

η√
ε
, (3.4.5)

ẋ2 = −αe−
√

ε/2(x2−x1) +
2
√

2

3

η√
ε
, (3.4.6)

(3.4.7)

donde

α =

∫∞
−∞ dze−

√
ε/2zsech4(

√
ε/2z)∫∞

−∞ dzsech4(
√

ε/2z)
≡ 9π

√
ε

4
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f(∆)

∆

Fig. 3.7: Representación de la interacción kink-antikink de la ecuación 3.3.9. Los puntos blancos
son los puntos de equilibrio ∆∗ de la interacción f(∆∗) = 0. Estos equilibrios son
inestables ya que f ′(∆∗) > 0, por lo que ninguna estructura localizada es estable.

es un número positivo. Estas dos ecuaciones se pueden resumir, usando nuevamente una
analogía mecánica, a las ecuaciones de las coordenadas centro de masa R = x1+x2

2
y

distancia relativa ∆ = x2 − x1,

Ṙ = 0,

∆̇ = −2αe−
√

ε/2∆ +
4
√

2

3

η√
ε
, (3.4.8)

.
Esto nos dice que, el centro de masa del sistema no evoluciona, es decir, no cambia en

el tiempo su posición. En cambio, la distancia relativa, o lo que es lo mismo, la talla de
la estructura localizada, disminuye en el tiempo constantemente cuando η ≤ 0, o posee
un equilibrio inestable en ∆o =

√
2√
ε
ln(2

√
2

3
η√
εα

) cuando η > 0, es decir, no hay estructuras
localizadas disipativas en este tipo de sistemas, a pesar de tener biestabilidad (ver �gura
3.8).

El ingrediente que falta en el sistema para explicar la existencia de estructuras local-
izadas estables es la aparición de una longitud intrínseca, es decir, una longitud propia
del sistema, distinta la longitud difusiva. La existencia de una longitud intrínseca impli-
ca la competencia entre procesos difusivos, que tiende a homogeneizar el sistema, con
procesos focalizantes que intenta localizar el sistema en una región �nita. Esta longitud
debe ser la talla o del orden de la talla de las estructuras localizadas que aparecen en
el sistema bajo estudio[7]. Ésta puede provenir de una inestabilidad espacial cuando
aparece, por ejemplo, antidifusión, o al coexistir dos especies químicas con diferentes
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Fig. 3.8: Representación de una estructura localizada en la ecuación 3.4.9. Se pueden apreciar
en la �gura los corazones del kink x1 y del antikink x2. También se muestra la talla de
la estructura ∆. Se puede notar también el decaimiento no monotóno de la solución al
estado de equilibrio homogéneo. Esta oscilación es la responsable de la estabilización
de la estructura localizada.

coe�cientes de difusión, como propuso Turing en su morfogénesis[42]. Desde un punto de
vista de sistemas dinámicos, podemos entender esta longitud característica como medio
de estabilización de las estructuras localizadas[35]: los valores propios son complejos con-
jugados, por lo que el decaimiento, en vez de ser netamente exponencial, es, también,
oscilatorio. Esto signi�ca que la interacción entre kink y antikink tendrá una serie de
equilibrios ya que su interacción será oscilatoria.

Un modelo sencillo en una dimensión que tiene este elemento además de la biesta-
bilidad es

∂tu = η + εu− u3 + ν∂xxu− ∂xxxxu, (3.4.9)
donde ν asume el rol de difusión o antidifusión si es positivo o negativo. Este modelo
recibe el nombre de modelo de Swift-Hohenberg generalizado[7]. Cuando ν es negativo,
que es caso que nos interesa, el sistema puede presentar una inestabilidad espacial,
junto con presentar biestabilidad entre estados homogéneos. Nuevamente, η representa el
rompimiento "débil"de la simetría u → −u. Además, este sistema mantiene las simetrías
x → −x y x → x + xo.

Para concer las soluciones estacionarias, se procede de la misma manera. En este
caso, debido a que la dimensión de las derivadas espaciales es elevada, el cálculo de las
soluciones explícitas es más complicado. Aún así, podemos usar el argumento anterior,
es decir, suponiendo que conocemos la solución uk(x−x1) y que su forma asintótica para
η = 0 es

ĺım
x→∞

uk(x) =
√

ε− ae−λxcos(βx),

podemos calcular la interacción kink-antikink. En la �gura 3.8 se puede observar una
de estas estructuras. La forma asintótica de uk(x) viene dada tanto por el decaimiento
exponencial a la solución homogénea (el rol que cumple λ), como por una contribución
oscilatoria. Al igual que antes, esta conexión es una heteroclina, y por lo tanto se acerca
exponencialmente a la solución homogénea en el sistema dinámico espacial, pero, a difer-
encia del caso anterior, ahora presenta una contribución oscilatoria. Esta contribución
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∆

f(∆)

Fig. 3.9: Interacción oscilatoria f(∆) para estructuras localizadas entre estados homogéneos
como en la ecuación (3.4.9). Los equilibrios son las intersecciones del eje horizontal.
En negro, los puntos de equilibrio estables (f(∆∗)′ < 0), y en blanco, los equilibrios
inestables (f(∆∗)′ > 0). En las líneas punteadas, se muestran distintos valores de
η < 0.

puede ser entendida en el sistema dinámico espacial de la siguiente manera: los valores
propios de las soluciones homogéneas ahora son complejos conjugados, por lo que pre-
sentan una parte imaginaria. Esta parte imaginaria, en el sistema dinámico espacial,
toma el rol de una longitud de onda (el rol que cumple β), que se atenúa al acercarse a
la solución homogénea[43].

Tomando, entonces, una solución de la forma

u(x, t) = uk(x− x1) + ua(x− x2) + W (x, x1, x2) (3.4.10)

y realizando el cálculo de la misma manera, uno encuentra que para la coordenada
distancia relativa ∆

∆̇ = f(∆) ≡ −2αeλ∆cos(β∆) + γ, (3.4.11)
donde α y γ se calculan de la misma forma que en el caso sin inestabilidad espacial. Esto
signi�ca que existen ahora, a diferencia del caso anterior, una serie in�nita numerable
de equilibrios estables para la conexión kink-antikink dados por

∆n = (2k + 1)
π

2λ

para γ = 0, como puede verse en la �gura 3.9. Cada uno de estos equilibrios estables,
corresponde a una talla estacionaria de la estructura localizadas. Cuando γ 6= 0, lo que
corresponde mover el eje de horizontal, los equilibrios cambian, es decir, la talla de las
estructuras localizadas cambia. A medida que γ decrece o crece, los equilibrios comienzan
a desaparecer por una serie de bifurcaciones de nodo-silla. Cuando |γ| > 2α, el último de
estos puntos de equilibrios, el más cercano al origen y por lo tanto, el menor, desaparece.
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Esto signi�ca que el último equilibrio en desaparecer es la estructura localizada de menor
talla.



Capítulo 4

PROPAGACIÓN DE FRENTES EN PRESENCIA DE
RUIDO ADITIVO

4.1. Introducción al fenómeno
Este capítulo tratará un nuevo fenómeno robusto del ruido en sistemas extendidos:

un frente que conecta un estado periódico con un estado homogéneo se propaga en pres-
encia de ruido aditivo. Para ello, usaremos los tópicos tratados en anteriores capítulos.
Es conocido que cuando un frente que conecta un estado homogéneo y un estado inho-
mogéneo, este frente puede ser estacionario en una región del espacio de parámetros, que
tomará el nombre de región de �jación (pinning range).

A partir de un modelo prototipo que describe la formación de patrones, el de Swift-
Hohenberg subcrítico[7], logramos dar una explicación a la propagación del frente, en-
contrando una ecuación para el corazón del frente. Esta ecuación presenta un potencial
asimétrico periódico y ruido aditivo, ingredientes necesarios para entender el fenómeno
como un motor browniano[29], es decir, el ruido genera continuamente transiciones de
estados metaestables en una dirección dada o equivalentemente la conversión de �uc-
tuaciones del sistema en movimiento dirigido. Se ha encontrado este fenómeno en di-
versos sistemas, descritos con diversos modelos, desde modelos no-variacionales[44] a
no-locales[45], como se muestra en los artículos del Apéndice . En cada uno de estos
modelos, la presencia de ruido aditivo induce la propagación de un frente que conecta
un estado homogéneo y un estado inhomogéneo, que, dependiendo de la región del espa-
cio de parámetros, se propagará sobre un estado o sobre el otro, como se puede ver en
la �gura 4.1. Incluso esta propagación inducida por ruido aditivo es posible al conectar
dos estados inhomogéneos[46], como se ve en el Apéndice A.

4.1.1. Modelo de Swift-Hohenberg

Para explicar el mecanismo, usaremos un modelo prototipo para explicar la forma-
ción de patrones y estructuras fuera del equilibrio, conocido como el modelo de Swift-
Hohenberg subcrítico. El modelo original fue por primera vez deducido y utilizado por
Swift y Hohenberg[47], y luego promovido a paradigmático por una serie de artículos
de formación de patrones fuera del equilibrio (para más referencias, ver [7]). La general-
ización de este modelo es usualmente utilizada en convección. El modelo que utilizaremos
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Fig. 4.1: Evolución espacio-temporal de la ecuación (4.1.1), donde el tiempo corre hacia arriba.
El recuadro es la condición inicial. Los parámetros han sido escogidos como ε = −0,16,
ν = 1,0, q = 0,7 a) η = 0,0, y b) η = 0,4. En c), para ε = −0,155, ν = 1,0, q = 0,7
y η = 0,4. Se observa la propagación tanto del estado homogéneo sobre el estado
periódico en b), como el estado periódico sobre el homogéneo en c).

es
∂tu = εu + νu3 − u5 − (∂xx + q2)2u +

√
ηζ, (4.1.1)

donde u(x, t) es un parámetro de orden, que en el caso de convección representa la
componente vertical del campo de velocidad, ε−q4 es el parámetro de bifurcación, ν el es
parámetro de control del orden de la bifurcación (si es supercrítica o subcrítica) y ζ (x, t)
es un ruido blanco gaussiano con valor medio cero y correlación 〈ζ (x, t) ζ (x′, t′)〉 =
δ (x− x′) δ (t− t′) de intensidad η. Este modelo tiene la con�uencia de una inestabilidad
espacial junto con el estado homogéneo, cuando los parámetros escalan de la forma
u ∼ ε1/4, ν ∼ ε1/2, q ∼ ε1/4, ∂t ∼ ε y ∂x ∼ ε1/4 (ε ¿ 1 ), por lo tanto ese modelo
describe la dinámica en torno a un punto de codimensión dos y además el sistema tiene
una simetría especular u → −u.

Este modelo presenta la coexistencia de un estado patrón con el estado homogéneo.
Planteando la solución patrón estacionaria

u(x) = Aoe
iqx + c.c.

encontramos que la amplitud compleja Ao satisface la ecuación

0 = εAo + 3ν|Ao|2|Ao − 10|Ao|4|Ao. (4.1.2)

De aquí podemos encontrar las soluciones u = 0, que es el estado homogéneo, y u =
√

6ν/10

(√
(1 +

√
1 + 40ε/9ν2) cos (qx)

)
+o(ν5/2). Es decir, la solución patrón coexiste

con el estado homogéneo cuando ν es pequeño y negativo tal que 9ν2/40 < ε < 0. Es
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en esta región donde realizaremos la conexión frente entre el estado homogéneo y el
estado patrón. Para ello, plantearemos un nuevo ansatz en función de una amplitud o
envolvente

u =

√
2ν

10
ε1/4

{
A

(
y =

3
√
|ε|

2
√

10q
x, τ =

9ν2 |ε|
10

t

)
eiqx +w1 (x, y, τ) + c.c} , (4.1.3)

donde hemos separado escalas espaciales y temporales. El cálculo de la separación de
escalas está explicitados en el Apéndice A. Esta separación permite establecer como
cambia lentamente la amplitud A(y, τ), sin tomar en cuenta la oscilación rápida del
patrón. Acá, w1 (x, y, τ) es una corrección pequeña de orden ε y hemos considerado que
q es de orden 1 o superior al orden de los otros parámetros. Introduciendo este ansatz
en la ecuación (4.1.1) y linearizando en w1, encontramos la condición de solubilidad

∂τA = εA + |A|2 A− |A|4 A + ∂yyA

+

(
A3

9ν
− A3 |A|2

2

)
e

2iqy

a
√
|ε| − A5

10
e

4iqy

a
√
|ε| +

√
ηb

|ε|2 e
iqy

a
√
|ε| ζ (y, τ) , (4.1.4)

donde ε ≡ 10ε/9ν2, a ≡ 3ν/2
√

10q , y b ≡ 109/4/81ν4. Cabe destacar que los términos
deterministas proporcionales a la exponencial son no-resonantes, es decir, pueden ser
eliminados usando un cambio de variables asintótico no-singular[48]. Es más, pueden ser
entendidos como forzamientos paramétricos con oscilaciones rápidas, que en el límite
ε → 0 que pueden ser promediadas en el espacio, dando correcciones exponencialmente
pequeñas. Es por esto que son comúnmente eliminadas de la ecuación de amplitud. Ahora
el ruido, como será explicado en el Apéndice A, siempre será resonante, pero, debido a
que usualmente tiene pequeña intensidad, no es tomado en cuenta para la condición de
solubilidad.

Tomando en cuenta sólo los términos deterministas y resonantes, encontramos la
solución estacionaria que satisface,

0 = εA + |A|2 A− |A|4 A + ∂yyA ≡ −δF [A, Ā]

δĀ
, (4.1.5)

con
F [A, Ā] = −

∫ ∞

−∞
dy(

ε

2
|A|2 − 1

4
|A|4 − 1

6
|A|6 +

1

2
|∂yA|2)

un funcional de Lyapunov del problema. Para las soluciones homogéneas del problema,
0 y

√(
1 +

√
1 + 4ε

)
/2, cuando ε < 0, podemos encontrar la solución frente que los

conecta en el sistema dinámico espacial. Al igual que antes, esta conexión se propaga
desde el estado metaestable hasta el equilibrio global y es estacionaria solamente en un
único punto, el punto de Maxwell, que se alcanza cuando ε = εM = − 3

16
, como se puede

ver en la �gura B.1. Es en este punto cuando los mínimo del funcional F [A, Ā] tienen
igual energía. La solución es encontrada integrando directamente la ecuación (4.1.5),
usando condiciones de borde

∂yA(y → ±∞) = 0, (4.1.6)
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Fig. 4.2: Equilibrios relativos del sistema. a) Potencial U(|A|) para los estados homogéneos para
distintos valores de ε, donde la curva continua representa los equilibrios en el punto
de Maxwell para εm = − 3

16 . b)Diagrama de bifurcación. La curva negra continua
(discontinua) representa las soluciones periódicas estables (inestables) de amplitud ueq,
y la curva gris continua (discontinua), las soluciones homogéneas estables (inestables).

y que las soluciones asintóticas son los mínimos del potencial en el punto de Maxwell, 0

y
√

3
4
.

La solución estacionaria es integrada de manera inmediata y tiene la forma,

A± =

√
3/4

1 + e±
√

3/4(y−yo)
eiθ,

donde yo es el corazón del frente (ver �gura 3.5 en el capítulo anterior) y tiene relación
con la simetría de traslación del problema reducido a la ecuación de amplitud, y θ es
un número real cualquiera. El corazón del frente lo podemos de�nir como aquel punto
de la solución frente donde la variación espacial es máxima. Como vimos antes, en la
vecindad del punto de Maxwell εm, la velocidad del frente puede ser calculada como
∆ = 3d/8(ε − εM), donde d =

∫
(∂yA±)2dy. Pero, como fue remarcado por Pomeau[49]

en simulaciones numéricas y luego en diversos sistemas experimentales, frentes estáticos
entre estados homogéneos y periódicos pueden persistir en una región �nita cerca del
punto de Maxwell. Esta región es llamada región de �jación (del inglés pinning range),
y fenómeno de la aparición de esta región es conocido como fenómeno de bloqueo (del
inglés locking phenomenon). Pomeau conjeturó que este fenómeno se podría deber a
efectos de las variables eliminadas por ser no-resonantes o promediadas debido a oscila-
ciones rápidas, por ello el nombre de efectos no-adiabáticos. Esto fue mostrado luego por
Bensimon[50] y recientemente discutido en un marco general por Coullet y compañia[41],
donde se concluye que el fenómeno de bloqueo resulta de la interacción (contenida en
los términos no-resonantes) de la gran escala de la envolvente A con pequeña escala de
la solución periódica subyacente[50].
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4.2. Propagación inducida por ruido
Usando esto como base para describir la dinámica exhibida por el modelo de Swift-

Hohenberg subcrítico, tomamos en cuenta ahora los términos no-resonantes como per-
turbación en la ecuación de la envolvente en torno al punto de Maxwell, ya que nos
entregarán información de la interacción de ambas escalas, y por lo tanto, del fenómeno
de bloqueo. Usamos el ansatz

A (y, τ) = (A+(y − yo(τ)) + δρ)eiδΘ,

donde δ es un parámetro pequeño de orden (ε−εm), ρ y Θ son perturbaciones a la solución
frente estacionario. Introduciendo este ansatz en la ecuación (4.1.4) y linealizando en
{ρ, Θ} encontramos la condición de solubilidad

ẏo = −∂U(y0)

∂yo

+
ab

|ε|2
√

η

2d
ζ (τ)

= ∆ + Γ cos

(
2q

d
√
|ε|yo − ϕ

)
+

ab

|ε|2
√

η

2d
ζ (τ) (4.2.1)

donde

Γ ≡
√

k1 + k2e
−
√

4/3πq/d
√
|ε|,

tan ϕ = k1/k2,

k1 ≡ −9dπ/2048(8q/a
√

3|ε|)3 − (8 + dπ/32ν) (8q/a
√

3|ε|) +
√

3d2β2q3ηπ/23a3|ε|11/2,

k2 ≡ (27/1024− 1/128ν)dπ(8q/a
√

3|ε|)2 − 3d2β2q2ηπ/26a2|ε|5. (4.2.2)

U(y0) es el potencial que caracteriza la dinámica del corazón del frente, y una rep-
resentación de éste aparece en la �gura 4.3. ζ (τ) es un ruido blanco gaussiano, esto es,
con promedio cero y correlación 〈ζ (τ) ζ (τ ′)〉 = δ (τ − τ ′). Los cálculos que llevaron a
deducir estas expresiones analíticas son presentados en el Apéndice A.

Debido a la interacción de la gran escala con la escala subyacente de la solución
periódica, la dinámica del corazón del frente es modi�cada con términos que son ex-
ponencialmente pequeños y periódicos en el espacio. El sistema determinista anterior
está caracterizado por la invasión del estado periódico sobre el estado homogéneo con
una velocidad bien de�nida cuando ∆ < 0 y |∆| > |Γ|. Aumentando ∆ el sistema ex-
hibe una transición simulatánea a in�nitos puntos que bifurcan como nodo-silla. Para
∆ > ∆− y |∆| < |Γ|, el sistema presenta un número in�nito de estados de equilibrio
estables. Cada uno de estos estados representa al frente estático en un nuevo equilibrio
con un número entero de oscilaciones espaciales, como se muestra en la �gura 4.3. In-
crementando aún más ∆, todos los puntos de equilibrio desaparecen por bifurcaciones
de nodo-silla cuando ∆ > 0 y |∆+| = |Γ|. Para ∆ > ∆+, el estado homogéneo invade al
estado periódico con una velocidad bien de�nida. Es por esto que para ∆− < ∆ < ∆+,
el sistema presenta el fenómeno de bloqueo del frente en la región de �jación. Ahora
podemos considerar el efecto del ruido en este sistema reducido del corazón del frente.
Debido a la asimetría del potencial el sistema no presenta un equilibrio goblal, por lo
que continuamente convierte las �uctuaciones en propagación dirigida, es decir, el ruido
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Fig. 4.3: Representación del potencial U(y0). {a, b, c} son puntos �jos. El recuadro representa
dos equilibrios sucesivos del potencial U(yo) y por tanto de la ecuación (4.1.1).

induce la propagación del frente[51, 52]. Para más referencias, se pueden ver los artículos
del Apéndice A. En la �gura 4.4 se puede ver el efecto del ruido aditivo en la velocidad
de propagación en presencia de ruido. A pesar de encontrarse en el límite de intensidad
de ruido pequeño, existe una velocidad bien de�nida, por lo tanto, movimiento dirigido.
Este tipo de fenómeno descrito por un modelo simple como el anterior es bien conocido
como motor browniano, o en el contexto biológico, como motor molecular. Podemos dar
una explicación sencilla al origen de la propagación mediante transiciones inducidas por
ruido: si inicialmente el corazón del frente yo está en la cuenca de atracción Ω de un
punto �jo del potencial U(yo), entonces el frente �uctúa en torno al punto �jo por un
tiempo del orden del tiempo de primera salida por ∂Ω, el borde de Ω. Después de este
tiempo el sistema realiza una transición a la cuenca de atracción de alguno de los otros
puntos �jos cercanos, en particular, el que posea la menor barrera de energía. Este com-
portamiento se repite continuamente en cada una de las tinas de atracción y el resultado
�nal es movimiento dirigido del frente, inducido por el ruido. Debido a que la energía
umbral para saltar hacia un lado o hacia el otro es diferente, la probabilidad de saltar
hacia el lado con la barrera de potencial más grande es exponencialmente más pequeña,
y esto determina, por ende, la dirección de la propagación.

Es por esto que podemos estimar la velocidad promedio del corazón del frente como

〈v〉 =
π
√
|ε|

qa

(
1

τ+

− 1

τ−

)

donde π
√
|ε|/qa es la distacia entre dos mínimos sucesivos del potencial y {τ−, τ+} son

los tiempos de primera salida o de escape a las cuencas de atracción de la izquierda o
de la derecha respectivamente. Usando la ecuación de Dynkin del capítulo 2, podemos
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Fig. 4.4: Velocidad media de propagación del frente. La línea continua es la fórmula determinista
para η = 0 y los puntos son medidas numéricas de la velocidad media del frente. La
línea discontinua es la interpolación de la velocidad media en presencia de ruido. Los
puntos son las medidas numéricas de la velocidad media para η = 0,01. Los parámetros
del sistema han sido escogidos como ε = −0,16, ν = 1,0 y q = 0,7.

encontrar que los tiempos de escape tienen la forma
(

1

τ+

− 1

τ−

)−1

=
2

θ

∫ b′

c′

∫ y

c′
e2[U [y]−U [z]]/θdydz

−2

θ

∫ a′

c′

∫ y

c′
e2[U [y]−U [z]]/θdydz

[∫ a′

c′ e2U [y]/θdy∫ b′

c′ e2U [y]/θdy

]
(4.2.3)

donde a′, b′, y c′ son, respectivamente, un mínimo y dos máximos sucesivos del potencial
U(yo), y θ ≡ ab/|ε|2

√
η/2d, la intensidad renormalizada del ruido. En el límite de intesi-

dad de ruido pequeña usamos la técnica de steepest descent, al igual que en el Capítulo
2. Así, podemos aproximar la velocidad por

〈v〉 =

√|ε|∂yyU (a′) |∂yyU (c′) |
2qa

e−
(U(c′)−U(a′))

θ

(
1−

√
|∂yyU (c′) |
|∂yyU (b′) |e

− (U(b′)−U(c′))
θ

)
.

De la expresión anterior podemos ver que, en este límite, la velocidad de propagación
es proporcional a la taza de Kramers. Numéricamente, medimos la velocidad de propa-
gación para diferentes valores de la intensidad del ruido, como se puede apreciar en la
�gura 4.5. Se ha encontrado buena concordancia con el resultado teórico. Es importante
resaltar que el potencial U(yo) es función de la intensidad del ruido. Es más, en el límite
de ε → 0, basta considerar los términos provenientes de éste para explicar la propagación
del frente en presencia de ruido.
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Fig. 4.5: Grá�co semilog de la velocidad de propagación del frente inducida por ruido. Los
puntos son simulaciones numéricas para diversos valores de la intensidad del ruido. La
línea continua muestra la predicción teórica.

4.2.1. Generalización del modelo

Para poder entender el mecanismo anterior hemos usado el modelo subcrítico de
Swift-Hohenberg. Este modelo nos ha ayudado a realizar los cálculos y a obtener expre-
siones analíticas para la velocidad media del frente. Para un modelo arbitrario, encontrar
fórmulas explícitas se torna complicado, debido a que no poseemos las expresiones explíc-
itas de las soluciones no-homogéneas. Aún en este caso, podemos esperar encontrar una
ecuación adecuada para la envolvente, cerca del bifurcación espacial. Usando un ansatz
similar a (4.1.3), y usando que la envolvente satisface las simetrías

{
x → −x, A → Ā

}
,

y {x → x + xo, A → Aeiqxo}, podemos concluir que la ecuación de amplitud puede ser
escrita como (4.1.4) con coe�cientes reales de la forma

∂T A = f
(|A|2) A + ∂XXA +

∑
m,n

gmnA
mĀneiq(1+n−m)x

donde los términos con dependencia explícita en el espacio son no-resonantes y varían
rápidamente en el espacio[53]. Sin embargo, estos son precisamente los términos que
pueden explicar el bloqueo. Se obtienen términos similares a los obtenidos en (4.1.4),
que pueden ser dominantes si el ruido es considerado cuando el sistema bifurca. Una
manera sencilla de entender el efecto del ruido es como fuente de propagación debido a
que éste pre�ere crear o destruir un pulso, porque la perturbación necesaria para nuclear
o destruir un pulso son distintas.

4.3. Patrones localizados en presencia de ruido
En el modelo anterior (4.1.1), además de poseer frentes estacionarios en una región

�nita del espacio de parámetros cerca del punto de Maxwell, también posee estructuras
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Fig. 4.6: Estructuras localizadas y frentes que aparecenen la ecuación subcrítica de Swift-
Hohenberg. Los parámetros han sido escogidos como ε = −0,16, ν = 1,00, y q = 0,70.
(a) patrón localizado, (b) patrón localizado de menor longitud, (c) defecto homogéneo
localizado u hoyo y (d) solución frente.

localizadas[54]. La existencia, propiedades de estabilidad y diagramas de bifurcación
de estas estructuras localizadas, llamados patrones localizados, en la región de �jación
han sido estudiados recientemente por Coullet[41] desde un punto de vista de sistemas
dinámicos. En la �gura 4.6 se pueden ver diversas estructuras, tanto localizadas como
extendidas, que posee en modelo de Swift-Hohenberg subcrítico.

Para analizar la dinámica de los patrones localizados, en especial, en presencia de
ruido, realizamos un cálculo similar al de Otha y Kawasaki[40], planteando el ansatz en
la ecuación (4.1.4)

A(y, τ) = (A−(y − y1(τ)) + A+(y − y1(τ)) + ρ(y, τ, y1(τ), y2(τ)))eiΘ(y1,y2,y,τ), (4.3.1)

donde promovemos a variables dinámicas los corazones de ambos frentes, ρ y Θ son
correcciones de orden δ = ε− εm, al igual que las derivadas de y1 e y2 en el tiempo lento
τ . Así, encontramos dos condiciones de solubilidad, que se pueden escribir en función de
∆ = y2 − y1 como

d∆

dτ
= f (∆) ≡ −α∆ exp(−

√
3

4
∆) + β cos(2q∆/

√
ε) + 2δε, (4.3.2)

donde α = 27
√

3/64 y β = 64
√

3q2 exp(−q4π/
√

ε)/3ε. El cálculo de estos coe�cientes se
mostrarán en el Apéndice B. Es importante notar que en sistemas extendidos unidimen-
sionales, la dependencia en la distancia de la interacción del frente es exponencial. La
parte lineal y oscilatoria está contenida en la parte no-resonante. Nuevamente, el sistema
posee equilibrios en f(∆∗) = 0, y son estables si f ′ (∆∗) < 0, o inestables si f ′ (∆∗) > 0.
Una representación grá�ca de la interacción aparece en la �gura 4.7. Cambiando el
parámetro de bifurcación ε, es decir, moviendo el eje horizontal hacia arriba o hacia aba-
jo, podemos ver que, para |δε| > β y δε < 0, la interacción es siempre atractiva, es decir
no hay equilibrios. Esto signi�ca que la solución periódica invade al estado homogéneo.
Aumentando ε, encontramos que el primer equilibrio en ∆ = ∞ para δε = δε− ≡ β



Capítulo 4: Propagación de Frentes en Presencia de Ruido Aditivo 52

f(∆)

∆

|δε|<β

δε<β

Fig. 4.7: Representación de la interacción oscilatoria f (∆). Los recuadros son los patrones local-
izados estables en el punto de Maxwell. El tamaño de estos patrones está representado
por estrellas. Las líneas punteadas representan la absisa afectiva cuando ε cambia.

y δε < 0. Así, el sistema posee un frente estacionario entre un estado periódico y uno
homogéneo. Para δε > β, el frente se propaga desde el estado homogéneo al periódico.
Aumentando δε desde δε−, observamos que los equilibrios, es decir, los patrones local-
izados, aparecen por una serie de bifurcaciones consecutivas de nodo-silla, siendo uno
estable y otro inestable, y cada vez con menos, notados por ca

i . Para δε pequeño, y cerca
del punto de Maxwell, el sistema tiene in�nitos patrones localizados. El largo de cada
uno de estos patrones es cercano a un múltiplo de de la longitud del más pequeño de
los estados localizados. Contrariamente, para |δε| > β, los patrones localizados, notados
como cd

i , desaparecen por una bifurcación de nodo-silla y aumentando δε los patrones
más largos desaparecen uno tras del otro[55]. Así, el patrón más pequeño es el último
en desaparecer. De la misma forma podemos analizar las soluciones localizadas de esta-
dos homogéneos en estados periódicos, también llamados soluciones hoyo[46], usando el
ansatz,

A(y, τ) = (A+(y − y1(τ)) + A−(y − y1(τ)) + ρ(y, τ, y1(τ), y2(τ)))eiΘ(y1,y2,y,τ), (4.3.3)

en la ecuación (4.1.4). El cálculo es el mismo, sólo cambiando el signo de α. Su diagrama
de bifurcación aparece en la �gura 4.8 como hd

i .
En presencia de ruido, ocurrirá el mismo fenómeno que vimos que ocurría en el

frente que conecta el estado periódico y el homogéneo: se inducirá la propagación desde
el estado metaestable a otro, lo que produce que, cambiando δε, se propague el patrón
sobre el sistema homogéneo o viceversa. Una representación de un patrón que se propaga
por efecto del ruido aditivo aparece en la �gura 4.9. Del análisis anterior, notamos que
los patrones localizados son, en esencia, inestables, ya que en presencia de �uctuaciones
desparecerán. La velocidad de propagación de la interfaz es proporcional a la tasa de
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Fig. 4.8: Velocidad de propagación del frente (línea gris) y diagramas de bifurcación para pa-
trones localizados de estados homogéneos y periódicos en función del parámetro de
bifurcación. ca

i y cd
i (ha

i y hd
i ) representan los puntos de bifurcación donde los patrones

localizados con un número i de pulsos aparecen y desaparecen respectivamente.

Kramers. Es por esto que, experimentalmente, uno puede observar patrones localizados
por un largo período de tiempo como estados metaestables, cuando el ruido es pequeño.

EspacioT
ie

m
p

o

Fig. 4.9: Propagación de un patrón localizado inducida por el ruido. El recuadro es la condición
inicial.
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CONCLUSIONES

5.1. Conclusiones del trabajo de tesis
El objetivo prinicipal de este trabajo de tesis, titulado Efectos robustos del ruido en

sistemas extendidos fue entender y caracterizar un nuevo fenómeno robusto del ruido
en sistemas extendidos: la propagación de un frente estacionario que conecta un esta-
do homogéneo estable con un estado periódico, también estable, en presencia de ruido
aditivo. Para ello se usó un modelo prototipo para sistemas que desarrollan patrones
llamando modelo de Swift-Hohenberg subcrítico, que describe en una región del espacio
de parámetros la coexistencia entre un estado homogéneo y un estado periódico. Este
modelo también puede desarrollar estructuras localizadas, tanto homogéneas como per-
iódicas, que poseen una rica dinámica y que en presencia de ruido desaparecen o invaden
todo el espacio.

A través de este trabajo se concluye que:

¦ Mediante una ecuación de amplitud adecuada, se ha encontrado una explicación
para el fenómeno de bloqueo del frente estacionario entre un estado homogéneo
estable y un estado periódico estable(frente de Pomeau). Se encontró la región de
�jación tanto analítica, como numéricamente, para parámetros dados en el modelo
de Swift-Hohenberg subcrítico.

¦ En presencia de ruido aditivo, el anterior frente estacionario, se propaga con una
velocidad promedio bien de�nida. La explicación de este fenómeno se realiza medi-
ante una ecuación de evolución para el corazón del frente: un potencial asimétrico
periódico y ruido aditivo produce transiciones inducidas por ruido, convirtien-
do �uctuaciones en movimiento dirigido. Esta explicación se puede generalizar a
cualquier problema que presente el fenómeno de bloqueo en presencia de ruido adi-
tivo, ya que las perturbaciones para avanzar o retroceder serán distintas siempre.

¦ La existencia, dinámica, propiedades de estabilidad y diagramas de bifurcación de
estructuras localizadas en una ecuación prototipo fueron estudiadas, mediante la
interacción de defectos. Las predicciones analíticas de la interacción y las simula-
ciones numéricaa muestran gran acuerdo entre ellas.

¦ En presencia de ruido aditivo, las estrucutras localizadas que se desarrollan entre un
estado homogéneo estable y un estado periódico son inestables, es decir, el estado
homogéneo invadirá al estado periódico, destruyendo las estructuras localizadas, o
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las estructuras localizadas invadirán al estado homogéneo, desarrollando un patrón
extendido en todo el espacio.

5.2. Limitaciones y Perspectivas
Principalmente, las limitaciones de este trabajo de tesis residen en que el cálculo
de interacciones de defectos y de propagación de frentes es unidimensional, por
lo que la dinámica reducida que explica la evolución de la interfaz es la dinámica
de un punto, al que llamamos en el caso de frentes, corazón del frente. El cálculo
de las soluciones de las ecuaciones de partida que usamos como base para los
cálculos perturbativos ya es difícil, y se intentara realizar un cálculo similar en
dos dimensiones, uno esperaría que para describir la dinámica de la interfaz , aún
conociendo la solución inicial no perturbada, necesitaríamos conocer la evolución
de una curva, lo que complica el cálculo y la comprensión del fenómeno. En algunos
casos, cuando la simetría del problema lo permite, podemos encontrar una ecuación
de evolución para un campo que describe la interfaz.
Debido a que el fenómeno de propagación de frentes estacionarios entre estados
estables homogéneos y estados estables inhomogéneos en presencia de ruido aditivo,
es robusto, podemos encontrar diversas rami�caciones de esta investigación. Dentro
de las que presentan mayor interés podemos enumerar:

• Teoricamente, el cálculo de ecuaciones de amplitud para modelos en dos di-
mensiones que desarrollan patrones y los efectos de ruido aditivo cuando
estructuras localizadas se desarrollan en ellos.

• Experimentalmente, el estudio del efecto del ruido (aditivo y multiplicati-
vo) en sistemas fuera del equilibrio, en particular, en estructurs localizadas
en �uidos newtonianos y medios granulares vibrados que experimentan la
inestabilidad de Faraday.
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1.- Additive noise induces Front propagation

M.G. Clerc, C. Falcon and E. Tirapegui, Phys. Rev. Lett. 94, 148302 (2005).

Abstract: The e�ect of noise in a motionless front between a periodic spatial state and
an homogeneous one is studied. Numerical simulations show that noise induces front
propagation. From the subcritical Swift-Hohenberg equation with noise, we deduce an
adequate equation for the envelope and the core of the front. The equation of the front`s
core is characterized by an asymmetrical periodic potential plus additive noise. The
conversion of random �uctuations into direct motion of front core is responsible of the
propagation. We obtain an analytical expression for the velocity of the front, which is
in good agreement with numerical simulations.

2.- Localized patterns and hole solutions in one-dimension extended sytem

M.G. Clerc and C. Falcon, Physica A (Amsterdam), 356, 48 (2005).

Abstract: The existence, stability properties, and bifurcation diagrams of localized pat-
terns and hole solutions in one-dimensional extended systems is studied from the point
of view of front interactions. An adequate envelope equation is derived from a prototype
model that exhibits these particle-type solutions. This equation allow us to obtain an
analytical expression for the front interaction, which is in good agreement with numeri-
cal simulations.

3.- Localized states in bistable pattern forming systems

U. Bortolozzo, M. G. Clerc, C. Falcon, S. Residori, and R. Rojas, submitted to Phys.
Rev. Lett.

Abstract: An uni�ed description of particle-like state, which is a large peak nucleat-
ing over a pattern, is presented. This particle-like state is a generic class of behavior
appearing whenever a pattern forming system exhibits coexistence of two spatially pe-
riodic states. At the onset of the spatial bifurcation a forced amplitude equations is
derived for the critical modes. We also put in evidence this robust phenomenon in dif-
ferent experiments, like a perimetrically driven Newtonian �uid and a nematic liquid
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crystal valve with optical feedback. The experimental observations are in a good quali-
tative agreement with the numerical results.

4.-Front propagation sustained by additive noise

M.G. Clerc, C. Falcon and E. Tirapegui, submitted to Phys. Rev. E.

Abstract:The e�ect of noise in a motionless front between a periodic spatial state and
an homogeneous one is studied. Numerical simulations show that noise induces front
propagation. From the subcritical Swift-Hohenberg equation with noise, we deduce an
adequate equation for the envelope and the core of the front. The equation of the front`s
core is characterized by an asymmetrical periodic potential plus additive noise. The con-
version of random �uctuations into direct motion of core of the front is responsible of
the propagation. We obtain an analytical expression for the velocity of the front, which
is in good agreement with numerical simulations.



PRL 94, 148302 (2005) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
15 APRIL 2005
Additive Noise Induces Front Propagation

M. G. Clerc, C. Falcon, and E. Tirapegui
Departamento de Fı́sica, Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas, Universidad de Chile, Casilla 487-3, Santiago, Chile
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The effect of additive noise on a static front that connects a stable homogeneous state with an also stable
but spatially periodic state is studied. Numerical simulations show that noise induces front propagation.
The conversion of random fluctuations into direct motion of the front’s core is responsible of the
propagation; noise prefers to create or remove a bump, because the necessary perturbations to nucleate
or destroy a bump are different. From a prototype model with noise, we deduce an adequate equation for
the front’s core. An analytical expression for the front velocity is deduced, which is in good agreement
with numerical simulations.
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FIG. 1 (color online). Spatiotemporal evolution of Eq. (1),
with time running up. The gray scale is proportional to field u.
The inset figure is the initial condition. The parameters have
been chosen " � �0:16, � � 1:0, q � 0:7. (a) � � 0:0,
(b) � � 0:4, and (c) " � �0:175, � � 0:5.
The description of macroscopic matter, i.e., matter com-
posed of a large number of microscopic constituents, is
usually done using a small number of coarse-grained or
macroscopic variables. When spatial inhomogeneities are
considered these variables are spatiotemporal fields whose
evolution is determined by deterministic partial differential
equations (PDE). This reduction is possible due to a sepa-
ration of time scales, which allows a description in terms of
the slowly varying macroscopic variables, which are in fact
fluctuating variables due to the elimination of a large
number of fast variables whose effect can be modeled
including suitable stochastic terms (noise) in the PDE.
The influence of noise in nonlinear systems has been the
subject of intense experimental and theoretical investiga-
tions [1–6]. Far from being merely a perturbation to the
idealized deterministic evolution or an undesirable source
of randomness and disorganization, noise can induce spe-
cific and even counterintuitive dynamical behavior. The
most well-known examples in zero dimensional systems
are noise-induced transition [1] and stochastic resonance
[2]. More recently, examples in a spatial extended system
are noise-induced phase transition [3], noise-induced pat-
terns [4], stochastic spatiotemporal intermittency [5], and
noise-induced traveling waves [6]. Here, we will focus on
the effect of additive noise in front propagation. The con-
cept of front propagation emerged in the field of popula-
tions dynamics [7], and the interest in these types of
problems has been growing steadily in chemistry, physics,
and mathematics. In physics, front propagation plays a
central role in a large variety of situations, ranging from
reaction diffusion models to general pattern forming sys-
tems (see the review in [8] and references therein). The
influence of multiplicative noise in a globally stable state
invading an unstable or metastable state, a front solution,
has been extensively studied, particularly concerning the
issue of velocity selection [9].

The aim of this Letter is to study the effect of noise in a
motionless front that connects a stable homogeneous state
with an also stable but spatially periodic state. Numerical
simulation of this type of front shows that noise induces
05=94(14)=148302(4)$23.00 14830
front propagation, that is, one state invades the other one.
From a prototype model that exhibits this type of front, the
subcritical Swift-Hohenberg equation with additive noise,
we deduce an equation for the front’s core, which is
characterized by a periodic asymmetrical potential plus
additive noise. The conversion of random fluctuations
into directed motion of the front’s core is responsible for
front propagation. We obtain an analytical expression for
the velocity of the front, which is proportional to Kramer’s
rate, in the weak noise intensity limit. This expression is in
good agreement with numerical simulations.

A front that connects two stable homogeneous states in a
variational system with a known free energy, permanently
propagates from the state with higher free energy to the
state with lowest free energy [8]. However, the front is
static when both states are energetically equal, i.e., in the
Maxwell point. This picture changes in the case of a front
2-1  2005 The American Physical Society
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that connects a stable homogeneous state with an also
stable but spatially periodic one. This front exhibits a
locking phenomena in a region of parameters known as
the pinning range [10], in which the front does not move.
When additive white noise is taking into account, one may
expect random fluctuations of the interface between the
two states (front’s core). However, numerical simulations
in a one dimensional extended system show that the front
propagates from one state to the other with a stochastic
velocity, as is illustrated in Fig. 1. The numerical method
used in the simulation is the Runge-Kutta algorithm with
time step equal 0.01, and spatial mesh 1=400. Depending
on the region of parameters, the front can propagate to the
periodic spatial state or to the homogeneous one.

In order to understand the mechanism through which
noise induces propagation, we consider a prototype model
that exhibits this type of front (subcritical Swift-Hohenberg
equation with noise [8])

@tu � "u� �u3 � u5 � �@xx � q2�2u�
����
�

p
��x; t�; (1)

where u�x; t� is an order parameter, "� q4 is the bifurca-
tion parameter, q is the wave number of periodic spatial
solutions, � the control parameter of the type of bifurcation
(supercritical or subcritical), ��x; t� is a Gaussian white
noise with zero mean value and correlation
h��x; t���x0; t0�i � �x� x0��t� t0�, and � represents
the intensity of the noise. The model (1) describes the
confluence of a stationary and an spatial subcritical bifur-
cation, when the parameters scale as u
 "1=4, �
 "1=2,
q
 "1=4, @t 
 ", and @x 
 "1=4 ("� 1 ). This bifurcation
is of codimension three. The above model is often em-
ployed in the description of patterns observed in Rayleigh-
Bénard convection [8].

For small and negative � and 9�2=40< "< 0, the sys-
tem exhibits coexistence between a stable homogenous
state u � 0 and a periodic spatial one u ����
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A front between a homogeneous and a spatial oscillatory
state can be described by the ansatz
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where A�y; �� is the envelope that describes the front
solution, w1�x; y; �� is a small correction function of order
", and fy; �g are slow variables. In this ansatz, we consider
q is order one or larger than the other parameters.
Introducing the above ansatz in Eq. (1) and linearizing in
w1, we find the following solvability condition
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109=4=81�4. The deterministic terms proportional to the
exponential are nonresonant, that is, one can eliminate
these terms by an asymptotic change of variable.
Furthermore, they have rapidly varying oscillations in the
limit �! 0. Hence, one usually neglects these terms.
When one considers only the deterministic resonant terms,
the first line of (3), it is straightforward to show that the
system exhibits a front solution between two homogeneous

states, 0 and
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q
, when � < 0. This front

propagates from the stable state (lowest free energy) to the
metastable one, and it is static when the Maxwell point is
reached �M � �3=16, and it has the form
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where y0 is the position of the front‘s core, and � is an
arbitrary phase. In the neighborhood of �M the front prop-
agates by a velocity given approximately by � �
3d=8��� �M� , where d �

R
�@yA��

2dy. However, as
pointed out by Pomeau [10], static fronts between a homo-
geneous and spatial periodic state may actually persist in a
finite neighborhood of the Maxwell point, the pinning
range, and it was conjectured that this phenomena could
be due to nonadiabatic effects produced by nonresonant
terms. This was shown in a particular case in [11] and has
recently been discussed in a general frame in [12], with the
conclusion that the locking phenomena results from the
interaction (contained in the nonresonant terms) of the
large scale envelope A�y; ��with the small scale underlying
the spatial periodic solution [11].

To describe the dynamics exhibited by (1) and the lock-
ing phenomena, we must then consider the nonresonant
terms in the envelope equation (3). We consider all these
terms as perturbations because they have rapidly varying
oscillations. Close to the Maxwell point, we use the ansatz

A�y; �� � �A��y� y0����� ��ei�

where  is a small parameter of order ��� �M�.
Introducing the above ansatz in Eq. (3) and linearizing in
f�;�g we obtain the following solvability condition for the
front’s core

_y 0 � �
@U�y0�
@y0

�
ab

j�j2

������
�
2d

r
����

� �� � cos
�

2q

d
������
j�j

p y0 � ’
�
�
ab

j�j2

������
�
2d

r
����; (4)
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where � �
����������������
k1 � k2

p
e�

������
4=3

p
 q=d

����
j�j

p
, tan’ � k1=k2, k1 �

�9d =2048�8q=a
���������
3j�j

p
�3��8�d =32���8q=a

���������
3j�j

p
�����

3
p
d2!2q3� =23a3j�j11=2, and k2 � �27=1024�

1=128��d �8q=a
���������
3j�j

p
�2 � 3d2!2q2� =26a2j�j5. U�y0�

is the potential which characterizes the dynamics of the
front‘s core and ���� is a Gaussian white noise, that is, with
zero mean value and correlation h�������0�i � ��� �0�.

The locking phenomena and the pinning range are sim-
ple to understand from Eq. (4); the locking phenomena is
exhibited when the deterministic evolution of y0 has stable
equilibrium points, that is, the front’s core has stable
equilibrium positions (cf., Fig. 2). The pinning range is
the parameter region where the system has equilibrium
points. If �< 0 and j�j> j�j, the model (4) does not
have equilibrium points. The front’s core moves forward
and its acceleration increases and decreases periodically,
hence the spatial periodic state invades the homogeneous
one with an oscillatory velocity. In Fig. 3, the thick and the
dashed curves are the average velocity with and without
noise, respectively. Increasing � (�), the system exhibits a
simultaneous infinite saddle-node bifurcations for j�j �
j��j � j�j. For �>�� and j�j< j�j, the system has an
infinite number of stable equilibria. Each equilibrium point
represents a static front with different bumps (cf., Fig. 2).
Increasing further �, all critical points disappear simulta-
neously by saddle node when �> 0 and � � �� � j�j.
For �>�� the front’s core moves backward, hence the
homogeneous state invades the spatial periodic one with an
oscillatory velocity (cf., Fig. 3). Therefore, for �� <�<
�� (pinning range) the system exhibits the locking
phenomena.

We now consider the effect of noise in (4). Because of
the asymmetry of the potential and the lack of a global
stationary state, the system continuously converts the ran-
dom fluctuations in directed motion of the front, i.e., the
noise induces front propagation. This type of phenomena is
well known as a Brownian motor [13]. One can easily
understand the origin of this phenomena: if initially y0 is
U(y0)

y0

a'

b'

c'

FIG. 2 (color online). Schematic representation of the poten-
tial U�y0� of Eq. (4). fa0; b0; c0g are fixed points. The inset figures
represent two successive equilibria states of Eq. (1).
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inside the basin of attraction � of a fixed point, the front
just fluctuates around the fixed point during a time of the
order of the mean first passage time to @�, the border of �.
After this time the system makes a transition to the basin of
attraction of the nearest stable fixed point separated from
the first one by the lowest energy barrier. This behavior is
repeated in this new basin of attraction and the final result
is a directed motion of the front. Since the energy threshold
for jumping to the right or to the left is different, the
probability of jumping to the side with the highest energy
threshold will be exponentially small with respect to the
probability of jumping to the other side and this determines
the direction of motion of the front. Hence, fluctuations are
privilege to the creation or removal of a bump, simply
because nucleating or destroying a bump is different.

From the above analysis, we can estimate the mean
velocity of the front’s core

hvi �
 

������
j�j

p
qa

�
1

��
�

1

��

�
;

where  
������
j�j

p
=qa is the distance between the two succes-

sive fixed points and f��; ��g are the escape times to move
to the basins of attraction of the left or right fixed point,
respectively. They have the expression

�
1

��
�

1

��

�
�1

�
2

�

Z b0

c0

Z y

c0
e2�U�y��U�z��=�dydz

�
2

�

Z a0

c0

Z y

c0
e2�U�y��U�z��=�

� dydz
�Ra0

c0 e
2U�y�=�dyR

b0
c0 e

2U�y�=�dy


(5)
where a0, b0, and c0 are a minimum and two successive
maximums of the potential U�y0� (see Fig. 2), respectively,
and � � ab=j�j2

������������
�=2d

p
. In the limit of weak noise
-0.0003

-0.0002

-0.0001

0.0001

0.0002

0.0003 <V>

∆+
∆_ ∆

FIG. 3. Mean velocity of the front with and without noise. The
thick and the dashed curves are the average velocity of the front
of Eq. (1) for " � �0:16, � � 1:0, q � 0:7, � � 0:0, and � �
0:01, respectively.
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FIG. 4. Mean velocity of the front. The continuous line is the
analytical formula of mean velocity and the solid dots are the
numerical measuring of the mean velocity of the front of Eq. (1).
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From the above expression one can find that in this limit
the velocity is proportional to Kramer’s rate. Numerically,
we have measured the front velocity for different values of
the noise intensity and we obtain a good agreement with
the theoretical prediction, as it is shown in Fig. 4. It is
important to remark that U�y0� is function of the noise
intensity (�). For finite noise intensity this dependence is
dominant in the terms k1 and k2, in the limit of �! 0.
Hence for finite noise intensity one only needs to consider
the terms coming from the noise to explain the locking
phenomena and the induced front propagation.

To understand the mechanism of noise-induced front
propagation we have considered the subcritical Swift-
Hohenberg equation. This model allows us to obtain ana-
lytical expressions for the mean velocity of the front. For
an arbitrary model it is thorny to obtain explicit formulas
for the front velocity, since in general we do not have
access to explicit expressions of spatial periodic solutions
and front solutions. Given a system that exhibits locking
phenomena, close to a spatial bifurcation, one expects to
find a similar envelope equation to (3) [12]. We can con-
clude then that the noise induces front propagation since
the noise prefers to create or remove a bump, simply
because the necessary perturbations to nucleate or destroy
a bump are different.

The existence, stability properties, and bifurcation dia-
grams of localized patterns in the pinning range in one
dimensional extended systems have recently been studied
[14]. In one spatial dimension, one can understand the
localized pattern as the equilibrium points of the front
interaction [15]. When we consider the effects of noise
on these solutions, we expect, due to our previous discus-
sion, propagation of the interface of these localized pat-
terns. From the above results, one realizes that the
14830
localized patterns are unstable in nature, that is, in the
presence of noise. The velocity of propagation of the
interfaces and fronts are proportional to Kramer’s rate.
Therefore, experimentally, one can observe these localized
patterns, when noise is weak enough, for long intervals of
time, as metastable states.

The simulation software DIMX developed by P. Coullet
and collaborators at the laboratory INLN in France has
been used for all the numerical simulations. M. G. C. and
E. T. acknowledge the support of FONDECYT
Projects 1051117 and 1020374, FONDAP Grant
No. 11980002, and ECOS-CONICYT collaboration
programs.
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Abstract

The existence, stability properties, dynamical evolution and bifurcation diagram of localized

patterns and hole solutions in one-dimensional extended systems are studied from the point of

view of front interactions. An adequate envelope equation is derived from a prototype model

that exhibits these particle-like solutions. This equation allows us to obtain an analytical

expression for the front interaction, which is in good agreement with numerical simulations.
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Non-equilibrium processes often lead by nature to the formation of spatial
periodic structures developed from a homogeneous state through the spontaneous
breaking of symmetries present in the system [1,2]. In the last decade localized
patterns or localized structures have been observed in different experiments: liquid
crystals [3], gas discharge systems [4], chemical reactions [5], fluids [6], granular
media [7], and nonlinear optics [8,9]. One can understand these localized patterns as
patterns extended only over a small portion of an extended system. From the point
of view of dynamics, the localized patterns in one-dimensional spatial systems are
see front matter r 2005 Published by Elsevier B.V.
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homoclinic connections for the stationary dynamical system [10]. Recently, a
geometrical interpretation of the existence, stability properties, and bifurcation
diagram of localized patterns in one-dimensional extended systems has been
given [11].

The aim of this paper is to describe how one-dimensional localized patterns and
hole solutions arise from front interactions. From a prototype model that exhibits
localized patterns and hole solutions, the subcritical Swift–Hohenberg equation, we
deduce an adequate equation for the envelope of these particle-like solutions. This
model has a front solution that connects a stable homogeneous state with a stable
spatially periodic one. Due to the oscillatory nature of the front interaction, which
alternates between attractive and repulsive, we can infer the existence, stability
properties, dynamical evolution and bifurcation diagram of localized patterns and
hole solutions. Hence, we reobtain the bifurcation diagram of localized patterns and
hole solution deduced from the horseshoe behavior of the attractive and repulsive
manifold of ordinary differential equations [11].

Let us consider a prototype model that exhibits localized patterns and hole
solutions in a one-dimensional extended system, the subcritical Swift–Hohenberg
equation [12] is

qtu ¼ eu þ nu3 � u5 � ðqxx þ q2Þ
2u , (1)

where uðx; tÞ is an order parameter, e� q4 is the bifurcation parameter, q is the wave-
number of periodic spatial solutions, and n is the control parameter of the type of
bifurcation, supercritical or subcritical. This model describes the confluence of a
stationary and a spatial subcritical bifurcation, when the parameters scale as u�e1=4,
n�e1=2, q�e1=4, qt�e and qx�e1=4 (e51). It is often employed in the description of
patterns observed in Rayleigh–Benard convection and pattern-forming systems [2].
In Fig. 1 we show typical localized patterns, hole solutions, and motionless front
solutions obtained from this model. For small and negative n, and 9n2=40oeo0, the
system exhibits coexistence between a stable homogeneous state uðxÞ ¼ 0 and a

periodic spatial one uðxÞ ¼
ffiffiffi
n

p
ð

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2ð1þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 40e=9n2

p
Þ

q
cosðqxÞÞ þ oðn5=2Þ. In this

parameter region, one finds a front between these two stable states (cf. Fig. 1). In
order to describe the front, localized patterns and hole solutions, we introduce the
ansatz

u ¼

ffiffiffiffiffi
2n
10

r
e1=4 A y ¼

3
ffiffiffiffiffi
jej

p

2
ffiffiffiffiffiffiffiffi
10q

p x; t ¼
9n2jej
10

t

� �
þ w1ðx; y; tÞ

� �
eiqx þ c:c , (2)

where Aðy; tÞ is the envelope of the front solution, w1ðx; y; tÞ is a small correction
function of order e, and fy; tg are slow variables. Note that in this ansatz we
consider that q is order one, or larger than the other parameters. Introducing the
above ansatz in Eq. (1) and linearizing in w1, we find the following solvability
condition:

qtA ¼ �A þ jAj2A � jAj4A þ qyyA þ
A3

9n
�

A3jAj2

2

� �
e

2iqy

a
ffiffiffi
jej

p

�
A5

10
e

4iqy

a
ffiffiffi
jej

p

, (3)
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1. Particle-type solutions appearing in the subcritical Swift–Hohenberg equation. The parameters

have been chosen as � ¼ �0:16, n ¼ 1:00, and q ¼ 0:70. (a) Localized pattern, (b) shortest localized

pattern, (c) hole solution and (d) front solution.
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where � � 10e=9n2, and a � 3n=2
ffiffiffiffiffi
10

p
q. The terms proportional to the exponential

are non-resonant, that is, one can eliminate these terms by an asymptotic
change of variables. Furthermore, they have rapidly varying oscillations in the limit
� ! 0. Hence, one usually neglects these terms. Note that the above envelope
equation is a universal model, close to a spatial bifurcation, of a system that exhibits
coexistence between a homogeneous state and a spatially periodic one. In general,
one can use an ansatz similar to (2) and noting that the envelope satisfies
independently the symmetries fx ! �x;A ! Āg and fx ! x þ xo;A ! Aeiqxog one
derives Eq. (3).

When one considers only the resonant terms, that is, when all spatial-forcing terms
are neglected, it is straightforward to show that the system has a front solution

between two homogeneous states, 0 and

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ð1þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ 4�

p
Þ=2

q
, when �1=4o�o0. This

front propagates from the global stable (global minimum) to a metastable one (local
minimum). At the Maxwell point, where the equilibrium states have the same energy,
the front is motionless. This point is reached at �M ¼ �3=16, where the front
solution has the form

aðyÞ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3=4

1þ e
ffiffiffiffiffiffi
3=4

p
ðy�yoÞ

s
eiy ,

where yo is the front’s core position, and y is an arbitrary phase.
To describe a localized pattern exhibited by (1) as the interaction of two fronts, we

must then consider the non-resonant terms in the envelope equation (3). We consider
all these terms as perturbations because they have rapidly varying oscillations. Close
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to the Maxwell point, we use the ansatz

ALPðy; tÞ ¼ a�ðy � y1ðtÞÞ þ aþðy � y2ðtÞÞ �

ffiffiffi
3

4

r
þ rðy1; y2; y; tÞ

" #
eiyðy1;y2;y;tÞ ,

where fr; yg are small correction functions, which are of order d� � ð�� �MÞ and
y24y1. Introducing the above ansatz in Eq. (3), linearizing in fr; yg and after
straightforward calculations, we obtain the following solvability condition for the
distance between the fronts:

dD
dt

¼ f ðDÞ � �aD exp �

ffiffiffi
3

4

r
D

 !
þ b cosð2qD=

ffiffi
�

p
Þ þ 2d� , (4)

where D � y2 � y1, a ¼ 27
ffiffiffi
3

p
=64 and b ¼ 64

ffiffiffi
3

p
q2 expð�q4p=

ffiffi
�

p
Þ=3�. In Fig. 2, we

display the interaction between two fronts. It is important to notice that in one-
dimensional extended systems, the dependence of the front interaction on the front
distance (D) is purely exponential [2]. In the present case, the linear and periodic
dependence on D is a consequence of the interaction (contained in the non-resonant
terms) of the large scale with the small scale of the underlying spatially periodic
solution. The system has several equilibria, f ðDn

Þ ¼ 0, that are stable if f 0
ðDn

Þo0.
Thus, the existence and stability of localized patterns are given by the oscillatory
nature of the front interaction. As is illustrated in Fig. 2, each region of attractive
and repulsive interaction is separated by localized patterns. It is also important to
notice that the larger equilibrium (D�) represents localized patterns with a larger
number of bumps.
f (∆)

∆

|δε|<β

δε<β

Fig. 2. Oscillatory interaction force f ðDÞ. The inset figures show the stable localized patterns observed at

the Maxwell point. The lengths of these localized patterns are represented by the stars. The dashed lines

represent the effective abscissas that determine the size of localized patterns when e is changed.
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In order to understand the bifurcation diagram of localized patterns, we consider
the effect of changing the bifurcation parameter �. Modifying � is equivalent to
moving the abscissa on the graph of front interaction (cf. Fig. 2). First, we consider
the case jd�j4b and d�o0; the interaction is always attractive, that is, there is no
equilibrium. Hence, if one takes into account a front that connects the homogeneous
state with the spatially periodic state, then the spatially periodic state invades the
homogeneous one. On increasing �, one finds the first equilibrium point D ¼ 1 for
d� ¼ d�� � b and d�o0. Here, the system has a motionless front between the
spatially periodic state and the homogeneous one. This front remains stationary until
jd�jpb; therefore, this front is motionless in a parameter range. This phenomenon is
well-known as the Locking phenomenon and the interval jd�jpb is the denominated
pinning range [13]. For d�4b, the front propagates from the spatially periodic state
to the homogeneous one. In Fig. 3, the thick solid line shows the velocity of front
propagation as a function of the bifurcation parameter.

Increasing d� from d��; we observe that the equilibria, that is, localized patterns,
appear by successive saddle-node bifurcations each time with a length smaller than
the previous one, i.e., the localized patterns appear by pairs, one stable and another
unstable, and each time with a smaller number of bumps. This sequence of
bifurcations is illustrated in Fig. 3 by the points ca

i . For small, d� and close to the
Maxwell point, the system has an infinite number of localized patterns with all the
possible number of bumps. The lengths of the localized patterns are roughly
multiples of that of the shortest localized state (one bump). In contrast, for jd�j4b,
the localized patterns disappear by saddle-node bifurcations and with increasing d�
the larger localized patterns disappear one after the other. Hence, the shortest
localized state is the last to disappear. In Fig. 3 the sequences of these bifurcation are
represented by the points cd

i .
Model (1) has different particle-like solution fronts, localized patterns and holes.

These solutions are displayed in Fig. 1. From the front interaction the hole solutions
de+

e-eM
eMde-

c1
ac2

a
c2

d

h1
a

h2
a

V

c1
d

h1
d h2

d

Fig. 3. Speed of the front and bifurcation diagram of the localized patterns and hole solutions as a

function of the bifurcation parameter. The thick solid line indicates the front velocity. ca
i and cd

i (ha
i and hd

i )

represent the bifurcation points where the localized patterns with (hole solutions without) i-bumps appear

and disappear, respectively.
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can be understood as the complementary of localized patterns, because these solutions
can be described in terms of the front as

Aholeðy; tÞ ¼ ðaþðy � y2ðtÞÞ þ a�ðy � y2ðtÞÞ � rðy1; y2; y; tÞÞe
iyðy1;y2;y;tÞ ,

where this solution asymptotically converges to a spatially periodic state. We obtain
the same expression for interaction (4) by replacing a by �a. Therefore, for these
solutions, on increasing e we obtain a bifurcation diagram similar to that of localized
patterns but inverted, that is, the first hole appearing and disappearing by saddle-
node bifurcation is the shortest one. Successively, the holes with larger length appear
one after the other. Then, the solutions with shorter length disappear sequentially
one after the other. In Fig. 3 this sequence of bifurcations is indicated by the points
fha

i ; h
d
i g.

It is important to remark that the bifurcation diagram shown in Fig. 3 has been
deduced from geometrical arguments based on the horseshoe behavior of the
attractive and repulsive manifolds of an ordinary differential equation [11]. Adding
to the previous results, the front interaction also allows us to predict the dynamical
evolution of localized structures. In the pinning range, the front solution is
motionless. Recently, it has been shown that additive white noise induces front
propagation close to the pinning range [14]. The mean velocity of the front is zero
only in the Maxwell point, that is, at the Maxwell point the front core describes a
Brownian motion.

In conclusion, we have shown on the basis of the front interactions the existence,
stability properties, dynamical evolution and bifurcation diagram of localized
patterns and hole solutions in one-dimensional extended systems.
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fruitful discussions. The simulation software DimX developed by P. Coullet and
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Localized states in bistable pattern forming systems
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We present an unifying description of a new class of localized states, appearing as large amplitude
peaks nucleating over a pattern of lower amplitude. Localized states are pinned over a lattice
spontaneously generated by the system itself. We show that the phenomenon is generic and requires
only the coexistence of two spatially periodic states. At the onset of the spatial bifurcation, a forced
amplitude equation is derived for the critical modes, which accounts for the appearance of localized
peaks.

PACS numbers: 45.70.Qj, 47.54.+r 05.45.-a

During the last years emerging localized structures
in dissipative systems have been observed in different
fields, such as domains in magnetic materials [1], chi-
ral bubbles in liquid crystals [2], current filaments in
gas discharge experiments [3], spots in chemical reac-
tions [4], pulses [5], kinks [6] and localized 2D states in
fluid surface waves [7], oscillons in granular media [8], iso-
lated states in thermal convection [9, 10], solitary waves
in nonlinear optics [11–13] and cavity solitons in lasers
[14]. Localized structures are macroscopic particle-like
objects, which are spatial connections between two ex-
tended steady states [15]. In one-dimensional systems,
localized patterns can be described as homoclinic con-
nections between an homogeneous and a spatially oscilla-
tory state, whereas localized domains are homoclinic con-
nections between two spatially homogeneous states (see
[16] and references therein). Recently, in a nematic liq-
uid crystal valve with optical feedback it has been found
experimentally a novel type of localized states, appear-
ing as a large amplitude peaks nucleating over a lower
amplitude pattern and therefore called localized peaks
[17]. Similar observations have been reported in numeri-
cal simulations of an atomic vapor with optical feedback
[18].

The aim of this manuscript is to show that localized
peaks are a generic class of localized states, appearing
whenever a pattern forming system exhibits coexistence
of two spatially periodic states. In order to derive an uni-
fying description of localized peaks, we develop a theo-
retical model for one-dimensional spatially extended sys-
tems. The model, which shows coexistence between dif-
ferent patterns and stable front solutions between them,
is based on an amplitude equation that includes a spa-
tial parametric forcing. This extension with respect to
conventional amplitude equations, allows to describe lo-
calized patterns and takes into account the interaction of
the slowly varying envelope with the small scale of the
underlying spatial periodic solution [19, 20], well-known
as the adiabatic effect [21].

Generally, the main ingredient for the appearance of
localized peaks is the coexistence between two spatially

pattern 
state

|A|2

µµΜ B2B1

FIG. 1: Bifurcation diagram of super–sub–critical bifurca-
tion: the horizontal axis corresponds to the bifurcation para-
meter µ; dashed lines mark the beginning (end) B1 (B2) of
the bistable region and the Maxwell point µM .

periodic states. In order to give a generic description
of such a situation, we consider a system that exhibits a
super-sub-critical spatial bifurcation, that is, the primary
bifurcation is super-critical while the secondary one is
of subcritical type. In Fig.1 it is shown the typical bi-
furcation diagram of a super-sub-critical instability. Let
~u (x; t) be a vector field that describes the system under
study and satisfies the partial differential equation

∂t~u = ~f (~u, ∂x, {λi}) , (1)

where {λi} is a set of parameters. For a critical value
of one of the parameters, the system exhibits a spatial
instability at a given wave number q. Close to this spa-
tial instability, we use the ansatz ~u = A(X,T )eiqxû +
Ā(X, T )e−iqx ˆ̄u + · · · and the amplitude satisfies [15]

∂T A = µA− ν|A|2A + α|A|4A− |A|6A + ∂XXA, (2)

where µ is the bifurcation parameter and {ν, α} con-
trol the type of the bifurcation (first or second order de-
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FIG. 2: A localized state solution (solid line) obtained from
the amplitude equation, Eq.(5), for µ = 0.57, ν = 0.43,
α = 2.87, q = 12.00, and η = 0.03. Dashed lines are the
two pattern solutions Π1 and Π2, coexisting for the same pa-
rameters. The wave number of the larger amplitude pattern
Π1 is larger than the wave number of Π2.

pending on the sign of these coefficients). Higher-order
terms are ruled out by scaling analysis, since ν ∼ µ2/3,
α ∼ µ1/3, |A| ∼ µ1/6, ∂t ∼ µ, ∂x ∼ µ1/2, and µ ¿ 1.
Note that this approach is phase invariant (A → Aeiϕ),
but the initial system under study does not necessarily
have this symmetry.

As depicted in Fig.1, for a given range of parameter val-
ues the system exhibits coexistence between two different
spatially periodic states, each one corresponding to a ho-
mogeneous state for the amplitude equation. The coex-
istence region is for B1 < µ < B2. By writing A = Reiϕ,
we can see that the equilibrium states in the amplitude
equation have the form

A = Roe

�
i ε

R2
o

x

�

,

where µ− ε2/R4
o− νR2

o +αR4
o−R6

o = 0 and ε is an arbi-
trary constant related to the initial phase invariance. It
is worth to note that in the case of positive ε, the wave
number of the pattern is modified by the inverse of the
square amplitude R2

0, so that patterns with larger ampli-
tude have smaller wave number. At variance when ε is
negative, the patterns with large amplitude have smaller
wavelength. In Fig.2 are depicted two different patterns
that coexist for the same parameters and the pattern
with large amplitude has smaller wavelength, hence ε in
this case is negative.

Note that the above amplitude equation is variational
and can be written as

∂tA = −δF [
A, A

]

δ A
,

where

F = −
∫ (

µ|A|2 − ν
|A|4
2

+ α
|A|6
3

− |A|8
4

− | ∂XA |2
)

dx.

For given values of the parameters, the two stable uni-
form stationary states of Eq.(2) have the same energy,
that is, the system is at the Maxwell point. Where the
front between the two states does not propagate, that is,

the front is motionless [22]. By moving away from the
Maxwell point, the front dynamics is usually character-
ized by the motion of the core’s front, which is defined as
the position of front where the slope is largest. In order
to have a localized solution, we consider the interaction
of two of these motionless fronts close to the Maxwell
point. As consequence of the asymptotic behavior of the
front at infinite, the front interaction is attractive, and
has the form [23]

∆̇ = −ae−λ∆ + δ, (3)

where ∆ is the distance between the cores of each front,
δ is the separation from the Maxwell point (µ − µM ), λ
characterizes the exponent decay of the front to a given
constant value in infinite, and a is a positive coefficient
that characterize the properties of the interaction and it
is determined by the form of the front. The Eq.(3) has
an unstable fixed point ∆∗ = − ln(δ/a)/λ, which is the
nucleation barrier between the two homogeneous states.
Hence, the conventional amplitude equation, Eq.(2), does
not exhibit stable localized states, due to the scale sepa-
ration used to derive the amplitude equation. But near
the front’s core, the previous ansatz is no more valid.
Indeed, in these locations the slowly varying envelope
A (X, T ) shows oscillations of the same (or compara-
ble) size as the small scale of the underlying pattern.
This phenomenon is denominated as the adiabatic effect
[20, 21].

In order to take into account this effect, we modify the
amplitude equation by including the non-resonant (adia-
batic) terms. Thus, the amplitude equation becomes

∂T A = µA− ν|A|2A + α|A|4A− |A|6A + ∂XXA

+
∑

m,n≥0

gmnAmĀne
i

q(1+n−m)√
µ X (4)

where gmn are real numbers of order one. Now the
amplitude equation is parametrically forced in space
by the non-resonant terms. We note that the ansatz
for ~u satisfies the symmetries

{
x → −x, A → Ā

}
, and{

x → x + xo, A → Aeiqxo
}
. Therefore, the envelope

equation also is invariant under this transformation. In-
stead, the spatial translation and phase invariance are
independent symmetries of Eq. (2).

To understand and illustrate the effect of non-resonant
terms we keep the leading term of the non resonant ones.
Then the amplitude equation takes the form

∂T A = µA− ν|A|2A + α|A|4A− |A|6A + ∂XXA

+ηA2e
−i q√

µ X. (5)

The amplitude is now spatially forced with frequency
q/2π

√
µ and amplitude η. The spatial forcing is respon-

sible for the homogenous states becoming spatially peri-
odic states. As a consequence of the forcing, the front
solution between the spatially periodic states exhibits a
pinning range, that is, the front is motionless for a range
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FIG. 3: Oscillatory interaction force between two front so-
lutions. The inset figures are the stable localized patterns
observed at the Maxwell points (black dots), where the inter-
action changes its sign.

of parameter around the Maxwell point. It is important
to remark that the model (5) is the most simple model
that exhibits front solution between two different spatial
periodic solutions.

Note that the maxima of the envelope correspond to
the maxima of the initial periodic solution ~u(t, x). In
order to obtain the change of the front interaction as a
result of the spatial forcing, we consider the front solution
of the resonant equation A±(x−xo) = R±(x−xo)eiε/R2

± ,
where R±(x− xo) satisfies

µR− νR3 + αR5 −R7 + ∂xxR− ε

R3
= 0,

xo is the position of the front’s core and the lower index
+ (−) correspond to a front monotonically rising (de-
creasing). As the non resonant term is a rapid spatial
oscillation, we consider this term as perturbative-type
and use the anstaz

A = R+(x−x1(t))+R−(x−x2(t))−(Ro,+−Ro,−)+δWeδϕ,

in the Eq.(5), where δW and δϕ are small functions, and
Ro,± are the stable equilibrium states of the resonant
amplitude equation (2) and Ro,+ > Ro,. We obtain the
following solvability condition for the δW function (front
interaction)

∆̇ = −ae−λ∆ + δ + γ cos
(

q√
µ

∆
)

, (6)

with

a = −2〈3µR2
+ − 5νR4

+ + 7αR6
+ − 3εR−4

+ |∂xR+〉,

δ =
F (R+)− F (R−)
〈∂xR+|∂xR+〉 ,

γ = η〈∂xR+|R2
+ cos

(
q√
µ

x

)
〉,

F (R) = µR2 − νR4/2 + αR6/3 − R8/4, and 〈f |g〉 ≡∫∞
−∞ f(x)g(x)dx.
As a consequence of the spatial forcing the interaction

of two fronts close to the pining range, Eq.(6), has an
extra term and now alternates between attractive and
repulsive forces. It is important to remark that γ is a pa-
rameter exponentially small, proportional to η, and is of
order δ, i.e. the source of the periodical force is the spatial
forcing in the Eq.( 5). Therefore, close to the Maxwell
point the system exhibits a family of equilibrium points,
d∆dt = 0. Each equilibrium point correspond to a lo-
calized solution nucleating over a pattern state, we call
these solutions localized patterns. The lengths of local-
ized patterns are multiple of a basic length, correspond-
ing to the shortest localized state. We term these shortest
states as localized-peaks, as these solutions correspond to
the experimental observations reported in [17] and to the
numerical solutions shown in [18].

Due to the oscillatory nature of the front interaction,
which alternates between attractive and repulsive forces,
we can deduce the dynamical evolution and bifurcation
diagram of localized patterns. By decreasing δ or increas-
ing η, the family of localized patterns disappears by suc-
cessive saddle-node bifurcations and only localized peaks
survive. The mechanism for localized peak appearance is
related to the fact that the spatial forcing is nonlinear.
Indeed, it is proportional to the square of the pattern
amplitude.

Since the amplitude of spatial forcing for the upper
branch is larger than that for the lower branch, then the
patterns with large modulus have large spatial amplitude
oscillations around the equilibrium state of unperturbed
amplitude equation (cf. Fig.(2)). For a critical, and
small, value of the amplitude of forcing the upper spatial
oscillations collide with the unstable branch (spatial os-
cillations), hence the minima of upper spatial oscillations
reach the lower stable branch, saddle-node bifurcation of
the spatial periodic solutions, giving rise to the appear-
ance of a localized peak. Because of this mechanism,
localized patterns with a size larger than the shortest
length are not robust phenomena. In fact, the typical
behavior observed in the experiments is the appearance
of localized-peaks [17].

In Fig.4, it is shown a localized peak profile, recorded in
the Liquid-Crystal-Light-Valve (LCLV) experiment [17].
In order to directly compare with the model, we have
performed one-dimensional experiments by inserting a
rectangular slit in the optical feedback loop. The slit
transverse size is approximately 100 µm whereas, for the
parameters set in the experiment, the size of localized
peaks is around 350 µm. The experimental profile is in a
good qualitative agreement with the numerical solutions.
In particular, it can be noticed that the localized peak
has a size slightly larger than the surrounding lower am-
plitude pattern, to with it joins through two ”shoulders”.
A similar profile can be obtained for the u solution.

In conclusion, we have presented an unifying descrip-
tion of a new class of localized states, termed localized
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FIG. 4: Intensity profile of a one-dimensional super-peak in
the LCLV experiment.

peaks, which are large amplitude peaks nucleating over
a lower amplitude pattern. These particle-like states are
a generic class of behavior appearing whenever a pat-
tern forming system exhibits coexistence between two
spatially periodic states. We have derived a spatially
forced amplitude equations for the critical modes at the
onset of a super-sub-critical bifurcation. The front solu-
tion that connects the two different pattern states exhibit

a locking phenomena, that is, it is motionless for a range
of parameter. We have obtained the front interaction and
from this interaction we have deduced the family of lo-
calized solutions. We have shown that, as a consequence
of the nonlinear nature of the forcing, localized patterns
with a size larger than the shortest length are not robust
phenomena, so that only localized peaks are stable at
long times and for a wide range of parameters. We have
shown a good qualitative agreement with the experimen-
tal observations for a LCLV system and we expect sim-
ilar phenomena to be observed in other pattern forming
systems, provided they present bistability between two
different spatial structures. Note that pinning of solitons
on periodic arrays has recently been reported for a fixed
grid [24]. Localized peaks can be seen as a generalization
of this case, when the pinning lattice is spontaneously
generated by the system itself.

The simulation software DimX, developed at INLN,
has been used for all the numerical simulations pre-
sented in this paper. The authors thanks the sup-
port of ECOS-CONICYT collaboration program. M.G.
C. acknowledges the financial support of FONDECYT
project 1051117, and FONDAP grant 11980002. R.R.
acknowledges financial support from Beca Presidente de
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Front propagation sustained by additive noise
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The effect of noise in a motionless front between a periodic spatial state and an homogeneous one
is studied. Numerical simulations show that noise induces front propagation. From the subcritical
Swift-Hohenberg equation with noise, we deduce an adequate equation for the envelope and the core
of the front. The equation of the front‘s core is characterized by an asymmetrical periodic potential
plus additive noise. The conversion of random fluctuations into direct motion of core of the front
is responsible of the propagation. We obtain an analytical expression for the velocity of the front,
which is in good agreement with numerical simulations.

PACS numbers:

I. INTRODUCTION

The description of macroscopic matter, i.e. matter
composed by a large number of microscopic constituents,
is usually done using a small number of coarse-grained
or macroscopic variables. When spatial inhomogeneities
are taken into account these variables are promoted to
spatio-temporal fields whose evolution is determined by
deterministic partial differential equations (PDE). This
reduction is possible due to a separation of time and space
scales, which allows a description in terms of the slowly
varying macroscopic variables, which are in fact fluctu-
ating variables due to the elimination of a large number
of fast variables whose effect can be modelized including
suitable stochastic terms (noise) in the PDE, hence, the
evolution of the macroscopic variable is given by stochas-
tic partial differential equation. The influence of noise in
nonlinear systems has been the subject of intense exper-
imental and theoretical investigations in the last decades
[1–11]. Far from being merely a perturbation to the ide-
alized deterministic evolution or an undesirable source of
randomness and disorganization, noise can induce spe-
cific and even counterintuitive dynamical behavior. The
most well-know examples in zero dimensional dynami-
cal systems are noise induced transitions [1] and stochas-
tic resonance (see the review [2] and reference therein).
More recently, examples in spatial extended system are
noise induced phase transition [3–6], noise-induced pat-
terns [7–9], stochastic spatio-temporal intermittency [10]
and noise-induced travelling waves [11]. Recently, we
have found out a novel robust phenomenon of additive
noise in extended system, additive noise induces front
propagation [12], where the conversion of random fluc-
tuations into direct motion of front, between a periodic
spatial state and an homogeneous one, is responsible of
the propagation.

The concept of front propagation emerged in the field
of populations dynamics [13], and the interest in this
type of problems has been growing steadily in Chemistry,
Physics and Mathematics. In Physics, front propagation
plays a central role in a large variety of situations, ranging

from reaction diffusion models, to general pattern form-
ing systems (see the review [14] and references therein).
A front solution is a solution that links spatially two ex-
tended states. One of the most study front solutions is
the front that connects a stable uniform state with an un-
stable one, FKPP-front [16]. The speed of propagation of
these front is not unique and it is fixed by the initial con-
dition [17]. Another well-know type of front is that con-
nect two stable uniform state, normal from. The speed
of this type front is characterized by to be unique and for
the variational system it is proportional to the different
of energy between the two uniform states. In fig.1, the
dashed curve represents the typical behavior speed of a
normal front as function of an arbitrary parameter. Note
that the speed of the front is zero at the Maxwell point,
that is, both states have the same energy. This picture is
modified, when one consider a front between a periodic
spatial state and uniform one. The front is motionless in
an interval of parameter, this phenomenon is well-known
as locking phenomena and the interval is denominated

 

V

ηηa ηb

FIG. 1: Speed of the front as function of one parameter. The
dashed curve depicts the typical behavior of the speed of a
normal front as function of arbitrary parameter and the con-
tinue curve represents the speed of a front that link a spatial
periodic state and uniform one. For the sake of simplicity
the origin represents the Maxwell point. The pining range is
depicted by the interval between ηa and ηb.
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pining range [22]. In fig.1 the continuous line represents
the typical speed of these fronts and the interval [ηa, ηb]
represents the pining range. The effect of additive noise
of the speed of a normal front is a random fluctuations of
the speed of it. The influence of multiplicative noise in a
globally stable state invading an unstable or metastable
state, a front solution, has been extensively studied in
the literature, particularly concerning the issue of veloc-
ity selection[15].

The aim of this manuscript is to present in details
the origin and mechanism of additive noise induces front
propagation, that is, he effect of internal noise in a mo-
tionless front between a stable periodic spatial state and
an also stable homogeneous state. We present diverse
dynamical systems that exhibit this phenomenon. From
a prototypical model of pattern forming system, subcrit-
ical Swift-Hohenberg equation with noise, we deduce an
adequate equation for the envelope of the spatial peri-
odic state and the front core that link the periodic spa-
tial state and an homogeneous one. The equation of the
front’s core is characterized by an asymmetrical periodic
potential plus additive noise. The origin of the asym-
metrical potential is the interaction of the large scale
envelope variation with the small scale underlying the
spatial periodic state. The conversion of random fluctu-
ations into direct motion of front core is responsible of
the propagation. We obtain an analytical expression for
the velocity of the front, which is in good agreement with
numerical simulations.

The manuscript is organized in the following manner:
In Section II, using a prototype model that exhibits this
type of front we deduce an adequate equation for the en-
velope of the front solution, which includes non-resonant
terms. Following this calculation, in Section III, we de-
rive an equation for the core of the front, which is charac-
terized by a periodic asymmetrical potential with stable
equilibria in presence of additive noise. Finally, in Sec-
tion IV we obtain an analytical expression for the mean
velocity of the front using Dinkyn’s equation, which is
proportional to Kramer’s rate in the weak noise intensity
limit. This expression is in good agreement with numer-
ical simulations.

II. NUMERICAL OBSERVATIONS OF NOISE
INDUCES FRONT PROPAGATION

To illustrate the general nature of the noise induces
front propagation we consider the effect of additive noise
over several dynamics systems that have front that link
an spatial periodic solution and uniform one.

Lifshitz normal form A prototype model that exhibits
coexistence of a spatial periodic solution and an uniform
state is the Lifshitz normal form [18]

∂tu = η + µu− u3 + ν ∂xxu− ∂xxxxu

+d u ∂xxu + c (∂xu)2 +
√

δζ(x, t), (1)

a) u(x)

b)

Space

T
im

e

FIG. 2: Spatiotemporal evolution of Eq. (1), with time run-
ning up. The gray scale is proportional to field u. The inset
figure is the initial condition. The parameters have been cho-
sen η = −0.044, µ = −0.0126, ν = −1.0, c = 0.177, and
d = 0.2 a) δ = 0.0, and b) δ = 0.9.

This model describe the dynamic close to the confluence
of bistability and spatial bifurcation give rise to a crit-
ical point of codimension three, Lifshitz point. Where
µ is the bifurcation parameter, η accounts for the asym-
metry between the two homogeneous states, the term
∂xxxxu describes a super-diffusion, accounting for the
short distance repulsive interaction, whereas the terms
proportional to d and c are, respectively, the nonlinear
diffusion and convection, ζ (x, t) is a gaussian white noise
with zero mean value and correlation 〈ζ (x, t) ζ (x′, t′)〉 =
δ (x− x′) δ (t− t′), and δ represents the intensity of the
noise. Recently, this model have been used to describe
the complex dynamic observed in a liquid crystal light
valve with optical feedback [18]. In the region of the pin-
ing range of above model, the system exhibits a motion-
less front that connects the spatial periodic state with the
uniform one (cf. Fig2a). When we consider the effect of
internal noise depending on the region of the parameter,
the noise induces in average that one of the state invades
the other one. In Fig.2, it is depicted the propagation of
one state to the other one.

Population Dynamics In order to take into account the
effect of the environment and congeners of a given specie,
one must to consider nonlocal model to describe the pop-
ulation dynamics. In these type of model it is well known
the emerge of self-organized structures, patterns [19, 20].
A minimal model that exhibits coexistence of spatial pe-
riodic state and uniform one is the variational nonlocal
Nagumo model [21].
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∂tu(x, t) = ∂xxu + u(α− u)(1− u)+

u3 − u(x, t)
∫

Ω

u(x′, t)2fσ(x, x′)d2x′, (2)

where u(x, t) is the local density, α is the adversity pa-
rameter and gives account of the complicatedness of de-
velopment of species under study, the adversity charac-
terizes the equilibrium point, and can always be chosen
to satisfy 0 ≤ α ≤ 1 without loss of generality. fσ(x, x′)
is the influence function, characterized by a range σ, and
normalized in the domain Ω under study. For simplic-
ity, we consider the environment to be homogeneous and
isotropic. Then fσ(x, x′) = fσ(x − x′), with fσ(z) even,
and

∫
Ω

fσ(x, x′)dx′ = 1. In the extreme local limit σ → 0,

one has fσ(x, x′) = δ(x − x′), and Eq.(2) reduces to the
Nagumo model [19]. Let us now consider the simple in-
fluence functions fσ(z) = θ(σ + z)θ(σ − z)/2σ. The dy-
namics is described by the parameters {α, σ} and Eq.(2)
can be written as

∂tu = −δF [u]
δu

Space

T
im

e

Space

T
im

e

a)

b)

FIG. 3: Spatio-temporal evolution the population density
u(x, t) for the model (2), with time running up, α = 0.35,
σ = 4% of total system size, system size=400 points, a) with-
out noise, and b) plus additive noise. The gray scale is pro-
portional to the population density.

x

u(x)a)

b)

c)

SpaceSpace

T
im

e

FIG. 4: Spatiotemporal evolution of Eq. (3), with time run-
ning up. The gray scale is proportional to field u. The inset
figure is the initial condition. The parameters have been cho-
sen ν = 1.0, q = 0.7 a) ε = −0.16, and η = 0.0, b) ε = −0.16,
and η = 0.4, and c) ε = −0.177, and ε = −0.16.

where the Lyapunov functional F [u] has the form

F [u] =
∫

Ω

{
1
2
(∂xu)2 +

α

2
u2 − (α + 1)

3
u3

}
dx

+
1
4

∫

Ω

∫

Ω

u2u′2fσ(x, x′)dxdx′.

Hence, the dynamics of this model (2) is of the relaxation
type and the stationary states are local minima of F [u].

The Eq.(2) exhibits a motionless front that connects
the spatial periodic state with the uniform one (cf.
Fig.3a). Note that these motionless front solutions are
not the global minimum of the Lyapunov functional (3),
however, they are local minimum of this free energy and
the population only can spread if one add energy to sys-
tem, for instance, if we consider the effect of additive
noise the population (u = 1) can invade the unpopula-
tion state (u = 0). In Fig.3, it is depicted the spread of
population as a result of the additive noise in the varia-
tional non-local Nagumo model.

subcritical Swift-Hohenberg equation: A prototype
model used in pattern forming system is Swift-Hohenberg
equation [14]. Initially this model have been used to
describe the onset of Rayleigh-Benard convection [14].
From the point of view of dynamical system theory, this
model describes the confluence of a stationary and spa-
tial bifurcation. Generalization of this model has been
used intensively to give an account of pattern forma-
tion in several systems(see the review [14] and reference
therein). A simple model that exhibits coexist between
spatial periodic state and uniform one is the subcritical
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-0.0004
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FIG. 5: Mean velocity of the front with and without noise.
The thick and the dashed curves are the average velocity of
the front of Eq. (3) for ε = −0.16, ν = 1.0, q = 0.7, η = 0.0
and η = 0.01, respectively.

Swift-Hohenberg, which reads

∂tu = εu + νu3 − u5 − (∂xx + q2)2u +
√

ηζ ′ (x, t) , (3)

where u (x, t) is an order parameter, ε − q4 is the bi-
furcation parameter, q is the wave-number of periodic
spatial solution, ν the control parameter of the type
of bifurcation (supercritical or subcritical), ζ (x, t) is a
gaussian white noise with zero mean value and correla-
tion 〈ζ (x, t) ζ (x′, t′)〉 = δ (x− x′) δ (t− t′), and η rep-
resents the intensity of the noise. The above variational
model (3) describes the confluence of a pitchfork and spa-
tial bifurcation [14]. In the pining range of above model,
the system exhibits a motionless front that connects the
spatial periodic state with the uniform one (cf. Fig4a).
When one considers the effect of internal noise depending
on the region of the parameter inside pining range, the
noise induces in average that one of the state invades the
other one. In Fig.4, it is depicted the propagation of one
state to the other one. In Fig.5 is shown the speed of the
front of model (3) with and without noise.

In brief, we have considered three different dynamical
systems that exhibit a motionless front solution that links
a spatial periodic state and uniform one. When internal
noise is taken into account in general one state stars to
invade the other one, front propagation. In order to fig-
ure out the mechanism of this propagation in the next
section we will study in the details the dynamics of sub-
critical Swift-Hohenberg equation at the onset of spatial
instability.

III. AMPLITUDE EQUATION AND
EVOLUTION OF THE CORE OF THE FRONT

In order to understand the mechanism through which
noise induces front propagation, we consider a prototype
model that exhibits this type of front, subcritical Swift-
Hohenberg equation with noise, Eq. (3). This model can

Max{|ueq|}
pattern 

state

ε-q4ε=0
ε=9ν2/40

FIG. 6: Bifurcation diagram of the subcritical Swift-
Hohenberg model (3), the horizontal axis is represented the
control parameter and the vertical one represents the maxi-
mum value of absolute value the equilibrium state. The model
(3) exhibits coexistence between two uniform state and spatial
periodic one.

reads

∂tu = −δF
δu

+
√

ηζ ′ (x, t) , (4)

where the free energy has the form

F =
∫

dx− (ε− q4)u2

2
− νu4

4
+

u6

6
− q2(∂xu)2

− (∂xxu)2

2
.

Hence, the dynamic of the above model is characterized
by the minimization of this free energy. In fig.6 is shown
the typical bifurcation diagram observed in the subcrit-
ical Shift-Hohenberg model. Note that the system ex-
hibits coexistence between different homogeneous states
and the spatial periodic one. For small ε and µ, the
system shows spatial periodic solutions with small am-
plitude (the amplitude is proportional to

√
ν). Then,

the amplitude equation will be an adequate framework
to give an account of the coexistence of spatial periodic
state and the uniform one.

A. Amplitude equation

In the limit of small µ and ν, one can approach a
solution for the field u (x, t) in Fourier modes as u =
A0e

iqx + Ā0e
−iqx + · · · , with A of order ν1/2. Imposing

this solution in (3), we find that A satisfies

εA0 − 3ν|A0|2A0 − 10|A0|4A0 = 0, (5)

For small and negative ν and 9ν2/40 < ε < 0 (cf.
Fig.6), the system exhibits coexistence between a sta-
ble homogenous state u = 0 and a periodic spatial

one u =
√

ν

(√
2(1 +

√
1 + 40ε/9ν) cos (q(x− x0))

)
+

o(ν5/2), where x0 is an arbitrary number, related to the
symmetry of translation. In this parameter region, one
finds a front solution between these two states. These
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type of solution is an heteroclinic curve of the spatial dy-
namical system (∂tu = 0) associated to the above model
[23]. A front between a homogeneous and a spatial os-
cillatory state can be described by a envelope A(X, T ),
which is introduced through the ansatz

u = A
(
X = |ε|1/2

x, T = |ε| t
)

eiqx+c.c.+W (X,T ), (6)

where W (X, T ) is a small function of the order ν5/2,
A ∼ ν1/2 and ε ∼ ν1/2. Introducing the above anstaz
in Eq.(3), linearized in W and considered the dominate
order (ν5/2), we obtain

(
∂2

x + q2
)2

W = (εA + 3ν|A|2A− 10|A|4A)eiqx

(
2q4∂xxA− ∂T A

)
eiqx+

− (
µA3 − 5|A|2A3

)
ei3qx

+
√

η

2
ζ ′(x, t)e−iqx + c.c.,

where the self-adjoint operator L =
(
∂2

x + q2
)

has a non
trivial kernel characterized by the eigenfunction aeiqx.
Therefore, in order to obtain a solution for W , we impose
the solvability condition

∂tA(X, t) = εA + 3νA |A|2 − 10A |A|4 + 4 |ε| q2∂XXA+

(νA3 − 5A4A)e2iqx −A5e4iqx +
√

η

2
ζ ′(x, t)e−iqx;

scaling and defining

A(x, t) =

√
3ν

10
B(y, τ), x =

2
√

10q

3ν
y, t =

10
9ν2

τ

the envelope equation reads

∂τB(y, τ) = σB + B |B|2 −B |B|4 + ∂yyB+

+
(

1
9ν̃

B3 − 1
2
B4B

)
e
2iq y

α
√
|ε|

− 1
10

B5e
2iq y

α
√
|ε| +

β
√

η

2α |ε|2 e
−iq y

α
√
|ε| ζ(y, τ), (7)

where the new noise ζ is proportional to ζ ′, has mean
value zero and correlation 〈ζ(y, τ)ζ(y′, t′)〉 = δ(y −
y′)δ(t− t′). One has

σ =
10ε

9ν2
, ν =

√
|ε|ν̃, α =

3ν̃

2
√

10q
, β =

10
1
4 102

81ν̃4
.

If in the above amplitude equation, we eliminate all the
terms with an explicit dependence on the spatial variable
y we obtain the normal form

∂τB(y, τ) = σB + B |B|2 −B |B|4 + ∂yyB

= −δz
[
B, B

]

δB
, (8)

-20 -10 10 20 30

0.2

0.4

0.6

0.8

1 |B|=R
(+ )

(y-yo)

yyo

FIG. 7: Motionless front solution of Eq.(8), computing at the
Maxwell point. In the vertical axis is represented the modulus
of amplitude B as function of the position. yo represents the
position of the core of the front.

which is variational, as indicated, with the functional

z
[
B, B

]
= −

∫
dy

[
σ |B|2 +

1
2
|B|4 − 1

3
|B|6 − |∂yB|2

]
.

By minimizing the free energy functional we find that the
system have 5 uniform states, 3 of these states are stable,

B = 0 and B± = ±
√(

1 +
√

1 + 4σ)
/

2 (cf. Fig.6).
It is well-known that this kind of amplitude equation

shows a stationary front solution that will connect the
zero state and the non-zero ones, only when the free en-
ergy for both states is the same (Maxwell point). When
one considers only the deterministic resonant terms,
Eq.(8), it is straightforward to show that the system ex-
hibits a front solution between two homogeneous states,

0 and
√(

1 +
√

1 + 4σ
)
/2, when −0.25 ≤ ε < 0. To cal-

culate the motionless front solution, we use the fact that
both the zero amplitude solution and B+ solution satisfy
(5). This front propagates from the stable state (lowest
free energy) to the metastable one, and it is static only
when the free energy is the same for both homogeneous
states, that means

0 = ε
|B|2
2

+
|B|4
4

− |B|6
6

,

0 = εB + |A|2B − |B|4B,

The all eliminated terms in the Eq.8 are non resonant,
in the sense that they can be eliminated by a nonlinear
and nonsingular change of variables near the bifurcation
point [27] and hence usually neglected. As we shall see
these terms are fundamental in order to understand the
locking phenomena and the pining range. The exception
is the noise term which is always resonant [28–31] as we
shall discuss in Appendix A. Furthermore, the nonreso-
nant terms give an exponentially small contribution due
to the rapid oscillating exponentials and can be treated
perturbatively.

We can calculate now the Maxwell point from z
[
B, B

]
and we obtain σM = 3/16. We put now σ = σM + δσ in
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the complete equation for B(y, τ), which we treat as the
variational part in the Maxwell point plus small terms
which can be treated as perturbations. One has (the
small terms are in last two lines)

∂τB(y, τ) =
(
− 3

16
B + B |B|2 −B |B|4 + ∂yyB

)
+

δσB +
(

1
9ν̃

B3 − 1
2
B4B

)
e
2iq y

α
√
|ε|

− 1
10

B5e
4iq y

α
√
|ε| +

β
√

η

2 |ε|2 e
−iq y

α
√
|ε| ζ(y, τ);

The unperturbed equation for B(y, τ) at the Maxwell
point has the exact stationary front solutions

B(±)(y − y(o)) = R(±)
o (y − y(o))eiϕ,

where ϕ is a constant phase, y(o) stands for the position
of the core of the front and R

(±)
o (y − y(o)) is given by

R(±)
o (y − y(o)) =

√
3/4

1 + e±
√

3/4(y−y(o))
.

From now on we shall work with the front R
(+)
o (y−y(o))

which goes from zero at y = −∞ to the value
√

3/4 at
y = +∞ and we shall simply write Ro for this solution.
In Fig.7 is depicted this solution. We place B(y, τ) =
R(y, τ)eiΘ(y,τ) in the complete equation for B(y, τ) and
we obtain

∂τR(y, τ) + i∂τΘ(y, τ) =(
− 3

16
R + R3 −R5 + ∂yyR

)
+

(
2i∂yR∂yΘ + iR∂yyΘ−R(∂yΘ)2

)
+[

δσR +
(

1
9ν̃

R3e2iΘ − 1
2
R5e4iΘ

)
e
2iq y

α
√
|ε| −

1
10

R5e4iΘe
4iq y

α
√
|ε| +

β
√

η

2 |ε|2 e
−iq y

α
√
|ε| ζ(y, τ)

]

B. Non-resonant terms

In order to solve the above equation we make the
ansatz

R(y, τ) = Ro(y − y(o)(τ)) + ε̃ρ(y, y(o)(τ)),

Θ(y, τ) = ε̃Θ1(y, y(o)(τ)),

where ε̃ is a small parameter, and we have promoted
the coordinate y(o) of the core of the front to a function
of time y(o)(τ). We replace our ansatz in the previous
equation, where we assume that the small terms in the
square brackets are O(ε̃) as well as the time derivative

dy(o)(τ)/dτ ≡ ẏ(o), and we equate the real and imaginary
parts at O(ε̃), then we obtain

−Roy(y − y(o)(τ))ẏ(o) = ε̃L(y − y(o))ρ

+δσRo(y − y(o)(τ)) + (
1
9ν̃

R3
o −

1
2
R5

o) cos(2q
y

α
√
|ε| )

− 1
10

R5
o cos(4q

y

α
√
|ε| ) +

β
√

η

2 |ε|2 cos(q
y

α
√
|ε| )ζ(y, τ); (9)

d

dy
(R0(y − y(o)(τ))2Θ1y) =

−(
1
9ν̃

R4
o −

1
2
R6

o) sin(2q
y

α
√
|ε| )−

1
10

R6
o sin(4q

y

α
√
|ε| )

− β
√

η

2 |ε|2 Ro(y − y(o)(τ)) sin(q
y

α
√
|ε| )ζ(y, τ);(10)

where

Roy(y) ≡ dRo

dy
, Royy(y) ≡ d2Ro

dy2
, Θ1y ≡ ∂yΘ1(y, y(o)(τ))

and

L(y − y(o)) ≡ − 3
16

+ 3Ro(y − y(o))2 − 5R4
o + ∂yy

is the operator obtained through liberalization of the
variational equation for B(y, τ) around the front. The
function R0(y − y(o)(τ)) satisfies the equation

− 3
16

Ro(y − y(o)) + R3
o −R5

o + ∂yyRo(y − y(o)) = 0.

Taking the derivative with respect to y, It is easy to show

L(y − y(o))Roy(y − y(o)) = 0.

The operator L(y−y(o)) is self-adjoint in the inner scalar
product

{f(y), g(y)} =
∫

dyf(y)∗g(y).

We multiply the Eq.(9) by Ro(y − y(o)(τ)) and we inte-
grate over y in the all space. We obtain the solvability
condition (putting ε̃ = 1)

−{Roy, Roy} ẏ(o)(τ) = {Roy, Lρ}+ δσ {Roy, Ro}
+

∫
dyRoy(y − y(o)(τ))(

1
9ν̃

R3
o −R5

o) cos(2q
y

α
√
|ε| )

− 1
10

∫
dyRoyRo(y − y(o)(τ))5 cos(4q

y

α
√
|ε| )

+
β
√

η

2 |ε|2
∫

dyRoy(y − y(o)(τ)) cos(q
y

α
√
|ε| )ζ(y, τ).

One has {Roy, Roy} = 1/a, and {Roy, Ro} = 3/8. On the
other hand since L is self-adjoint one has {Roy, Lρ} =
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{LRoy, ρ} = 0 and we obtain an equation for y(o)(τ) of
the form

ẏ(o)(τ) = A
(
y(o)(τ)

)

+
√

η̃

∫
dyRoy(y − y(o)(τ)) cos(q

y

α
√
|ε| )ζ(y, τ), (11)

with
√

η̃ ≡ aβ
√

η/2 |ε|2, and

A(y(o)(τ)) ≡ −3
8
aδσ+

a

∫
dyRoy(y − y(o)(τ))(− 1

9ν̃
R3

o + R5
o) cos(2q

y

α
√
|ε| )

+
a

10

∫
dyRoyRo(y − y(o)(τ))5 cos(4q

y

α
√
|ε| ).

C. Oscillatory stochastic integral contribution

In the equation for y(o)(τ), Eq.(11), the product of a
function of the stochastic process y(o)(τ) with the white
noise ζ(y, τ) is not defined due to the singular proper-
ties of the noise. We define it considering ζ(y, τ) as the
limit of a physical noise with time correlation propor-
tional to a symmetric function ∆µ(τ − τ ′) of width µ,
where µ is much smaller than the characteristic times
of variation of the macroscopic physical variables, which
tends to δ(τ − τ ′) when µ tends to zero. This leads to
the Stratonovic interpretation for the undefined product
[32]. In Appendix B, we show that this gives a supple-
mentary drift which is added to A(y(o)(τ)) and also that
we can transform the noise term to obtain (neglecting an
exponentially small contribution to the last term)

ẏ(o)(τ) = A(y(o)(τ))

− η̃

2

∫
dyRoyRoyy cos(2q

y

α
√
|ε| ) +

√
η̃

2a
ξ(τ),

where ξ(τ) is a gaussian white noise of zero mean and
correlation 〈ξ(τ)ξ(τ ′)〉 = δ(τ−τ ′). If we make the change
of variables y′ = y − y(o)(τ) in the last integral and in
the integrals in the definition of A(y(o)(τ)) we obtain
the equation (see Appendix B for the calculations)

ẏ(o)(τ) = e
−c 2q√

|ε|
√

(K1)2 + (K2)2 cos

(
2q

y(o)(τ)
α
√
|ε| + φ

)

−3
2
aδσ +

√
η̃

2a
ξ(τ), (12)

where c ≡ π
√

4/3/α. In the last equation K1 and K2

are not exponentially small (for small |ε|) and we have
neglected a term O(e−c4q/

√
|ε|). We have

K1 = e
c 2q√

|ε|

[
Re K − 9η̃

256
q

α
√
|ε| Im I

]
,

K2 = e
c 2q√

|ε|

[
ImK +

9η̃

256
q

α
√
|ε| Re I

]
,

cosφ =
K1√

(K1)2 + (K2)2
,

with

K = a

∫
dy (− 1

9ν̃
RoyR3

o +
1
2
RoyR5

o)e
i2q y

α
√
|ε| ,

and

I =
∫

dy
e−2

√
3
4 y

(1 + e−
√

3
4 y)3

e
i2q y

α
√
|ε| .

Both order K and I are O(e−c2q/
√
|ε|). We have obtained

then in (12) our final equation for the core of the front
which tells us that the coordinate y(o)(τ) of the core is an
stochastic diffusion process defined by this equation. In
the next Section we shall study this equation and show
that it is at the origin of the motion of the front. We
take care now of Eq.(10), which involves the phase Θ1.
There is no solvability condition here and we have then
to show that Θ1 can be calculated and is bounded, that
is, the linear operator in Θ1 has a trivial kernel. Since
Roy(y − y(o)(τ)) vanishes for y 7−→ −∞ we integrate
Eq.(10) from −∞ to y and we obtain

Ro(y − y(o)(τ))2Θ1y(y, y(o)(τ)) =∫ y

−∞
dy′(− 1

9ν̃
Ro(y′ − y(o)(τ))4+

1
2
Ro(y′ − y(o)(τ))6) sin(2q

y′

α
√
|ε| )

+
∫ y

−∞
dy′

1
10

Ro(y′ − y(o)(τ)) sin(4q
y′

α
√
|ε| )

+

√
η̃

a

∫ y

−∞
dy′Ro(y′ − y(o)(τ)) sin(q

y′

α
√
|ε| )ζ(y′, τ).

In the last term of above equation, we have the same
problem as in Eq.(11), i.e. an undefined product of
a function of the process y(o)(τ) with the white noise
ζ(y, τ), which we interpret in the Stratonovic sense. Af-
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ter a long calculation done in Appendix C we obtain

Ro(y − y(o)(τ))2Θ1y =

− 1
16ν̃

∣∣∣S(1)(y − y(o)(τ))
∣∣∣ cos(2q

y(o)(τ)
α
√
|ε| − ϕ(1))

+
27
128

∣∣∣S(2)(y − y(o)(τ))
∣∣∣ cos(2q

y(o)(τ)
α
√
|ε| − ϕ(2))

+
27
640

∣∣∣S(3)(y − y(o)(τ))
∣∣∣ cos(2q

y(o)(τ)
α
√
|ε| − ϕ(3))−

9η̃

256a

∣∣∣I(y − y(o)(τ))
∣∣∣ cos(2q

y(o)(τ)
α
√
|ε| − ϕ)

+

√
η̃

a

[∫ y

−∞
dy′Ro(y′ − y(o)(τ)) sin(q

y′

α
√
|ε| )ζ(y′, τ)

]

γ1(0)

,

where γ1(0) in the noise term means that in a time dis-
cretization y(o)(τ) has to be evaluated at the beginning
of the time interval (pre-point discretization, [32]), which
corresponds to the Ito prescription, and consequently the
mean value of this term vanishes. It is shown in Appendix
C that for all values of y one has that

∣∣S(j)(y − y(o)(τ)
) |

is bounded by O(
√
|ε|), j = 1, 2, 3,while

∣∣I(y − y(o)(τ)
) |

is bounded by an exponentially small quantity. If we take
then mean value of above expression, we conclude that〈
Ro(y − y(o)(τ))2Θ1y

〉
remains bounded everywhere.

D. Potential approach: Brownian motor

Therefore form the preceding results; the dynamics of
core of the front is described by (11). This equation may

U(y
0
)

y
0

a'

b'

c'

FIG. 8: Schematic representation of the potential U(y0) of
Eq. (13), when 0 > ∆ > ∆− and |∆| < |Γ|. {a, b, c} are fixed
points. The inset figure represent two successive equilibria
state of Eq. (3).

be read in the following form

ẏ(o) = −∂U(y(o))
∂yo

+
ab

|ε|2
√

η

2d
ζ (τ)

= ∆ + Γ cos

(
2q

d
√
|ε|y

(o) − ϕ

)
+

ab

|ε|2
√

η

2d
ζ (τ) (13)

where

Γ ≡
√

k1 + k2e
−
√

4/3πq/d
√
|ε|,

tanϕ = k1/k2 +
√

3d2β2q3ηπ/23a3|ε|11/2,

k1 ≡ −9dπ/2048(8q/a
√

3|ε|)3,
−

(
8 + dπ|ε|1/2/32ν

)
(8q/a

√
3|ε|),

k2 ≡ (27/1024− |ε|1/2/128ν)dπ(8q/a
√

3|ε|)2,
−3d2β2q2ηπ/26a2|ε|5

β ≡ |ε|1/2109/4/81ν,

U(y0) is the potential which characterizes the dynamics
of the core of the front and ζ (τ) is a gaussian white
noise, that is, with zero mean value and correlation
〈ζ (τ) ζ (τ ′)〉 = δ (τ − τ ′) .

Due to the interaction of the large scale with the small
scale underlying the spatial periodic solution, the dynam-
ics of the core of the front is modified with terms which
are exponentially small and periodic in space. The de-
terministic system of model (13) is characterized by the
spatial periodic state invading the homogeneous one with
a well defined velocity when ∆ < 0 and |∆| > |Γ|. In-
creasing ∆, the system exhibits a simultaneous transition
to infinite saddle nodes for ∆ = ∆− ≡ Γ. For ∆ > ∆−
and |∆| < |Γ|, the system has an infinite number of sta-
ble equilibria. Each equilibrium point represents a sta-
tic front with different bumps. In Fig.8, it is depicted
the potential U(y0) and its respectively equilibria, when
0 > ∆ > ∆− and |∆| < |Γ|. Increasing further ∆, all
critical points disappear by saddle-node when ∆ > 0 and
∆ = ∆+ ≡ |Γ|. For ∆ > ∆+ the homogeneous states
invades the spatial periodic one with a well defined ve-
locity. Therefore, for ∆− < ∆ < ∆+ (pinning range) the
system exhibit the locking phenomena. It is important
to note that, for negative (positive) ∆, the potential has
the tendency to be an increasing (decreasing) function
(cf. Fig.8).

We now consider the effect of noise in (13). Due to
the asymmetry of the potential the system does not have
a global stationary state (cf. Fig.8) and continuously
converts the random fluctuations in directed motion of
the front, i.e. the noise induces front propagation. This
type of phenomena is well known as a Brownian motor
[26]. One can easily understand the origin of this phe-
nomena: if initially yo is inside the basin of attraction
Ω of a fixed point the front just fluctuates around the
fixed point during a time of the order of the mean first
passage time to ∂Ω, the border of Ω, after this time the
system makes a transition to the basin of attraction of
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the nearest stable fixed point separated from the first one
by the lowest energy barrier. This behavior is repeated
in this new basin of attraction and the final result is a
directed motion of the front. Since the energy threshold
for jumping to the right or to the left are different the
probability of jumping to the side with the highest en-
ergy threshold will be exponentially small with respect
to the probability of jumping to the other side and this
determines the direction of motion of the front.

IV. MEAN VELOCITY OF THE FRONT:
ANALYTICAL RESULTS

A. Dynkin’s Equation and Escape Times

From the above analysis, we can estimate the mean
velocity of the core of the front

〈v〉 =
π
√
|ε|

qaτ

where π
√
|ε|/qa is the distance between two successive

unstable fixed points of the potential and τ is the escape
times to leave to the basins of attraction of attractor
contain between the two successive maxima. To calculate
these escape times, we use Dynkin’s equation [33].

This equation describes the evolution of first passage
time τ(Ω, ∂Ω; xo), that is, the average time that take
a particle to leave for first time a given domain Ω with
boundary ∂Ω and initial condition xo inside Ω. If Ω takes
up the same place of the basin of attraction of a given
attractor, then τ(Ω, ∂Ω; xo) is denominated The Mean
First Passage Times (τ), or Escape times.

For scalar dynamics system, the basin of attraction
of a given attractor is characterized by two points, the
interval of the basin of attractor. In Fig.8 it is depicted
the basin of attractor of the fixed point a′ by the points
b′ and c′. The Dynkin’s equation for Eq.(13) is

(
ηa2b2

4|ε|2d
)

d2τ

dy2
o

− ∂U [yo]
∂yo

dτ

dyo
= −1, (14)

with boundary condition τ(b′) = τ(c′) ≡ 0, where b′ and
c′ are two successive maxima of the potential (cf. Fig.8).
In order to solve the above equation, one can multiply it
by e−2U [yo]/θ/θ, where θ ≡ ab/|ε|2

√
η/2d, then it reads

d

dyo

(
e−

2U[yo]
θ

dτ

dyo

)
= −2

e−
2U[yo]

θ

θ
,

Integrating this equation, multiply by e2U [yo]/θ and inte-
grated again, we find explicitly the solution

τ = A + B

∫ yo

a′
dye

2U[y]
θ − 1

θ

∫ yo

a′
e

2U[y]
θ dy

∫ y

a′
e−

2U[x]
θ dx,

where A and B are constants determined by the bound-
ary condition. Imposing the boundary condition and
straight calculations, we obtain the escape time of the
basin of attraction {b′, c′} of the attractor a′ and it has
the form

τ =
2
θ

∫ b′

c′

∫ y

c′
e2[U [y]−U [z]]/θdydz

−2
θ

∫ a′

c′

∫ y

c′
e2[U [y]−U [z]]/θdydz

[∫ a′

c′ e2U [y]/θdy
∫ b′

c′ e2U [y]/θdy

]
(15)

One can estimate this formula in the limit of weak noise
(θ → 0), because one can approach the integrals by suc-
cessive integral of gaussian functions, steepest descent
method. In this extreme limit the escape time takes the
form

τ =
2π√

∂yyU (a′) |∂yyU (c′) |e
− (U(c′)−U(a′))

θ

(
1−

√
|∂yyU (c′) |
|∂yyU (b′) |e

− (U(b′)−U(c′))
θ

)
,

and the expression for the mean velocity is

〈v〉 =

√|ε|∂yyU (a′) |∂yyU (c′) |
2qa

e−
(U(c′)−U(a′))

θ

(
1−

√
|∂yyU (c′) |
|∂yyU (b′) |e

− (U(b′)−U(c′))
θ

)
.

From the above expression one can find that in this
limit the velocity is proportional to Kramer’s rate.
Therefore, the speed of the front is proportional to the
energy barrier. Then, the noise induces the core of the
front moves in the direction of smallest barrier succes-
sively, that is, the system exhibits the conversion of ran-
dom fluctuations into direct motion of core of the front.

Numerically, we have measured the front velocity for
different values of the noise intensity and we obtain a

0.1 0.2 0.3 0.4

-10

-9.5

-8.5

-8
Log<V>

η

FIG. 9: Mean velocity of the front for the model (3). The
continuous lines is the analytical formula of mean velocity and
the dot points are numerical measuring of the mean velocity
of the front.
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good agreement with the theoretical prediction, as it is
shown in Fig.10. It is important to remark that U

(
y(o)

)
is function of the noise intensity. For finite noise intensity
this dependence is dominant in the terms k1 and k2, in
the limit of ε → 0. Hence for finite noise intensity one
only needs to consider the terms coming from the noise
to explain the locking phenomena and the induced front
propagation.

B. Generalization of the model

In order to understand the mechanism of noise in-
duced front propagation, we have considered the sub-
critical Swift-Hohenberg equation. This model allows
us to obtain analytical expressions for the mean veloc-
ity of the front. For an arbitrary model, it is thorny to
obtain explicit formulas for the front velocity, since in
general we do not have access to explicit expressions of
spatial periodic solutions. Given a system that exhibits
locking phenomena between a spatial periodic state and
a nearby homogeneous state, we expect to found, close
to a spatial bifurcation, an adequate envelope equation
since the spatial periodic solutions in the onset of the
bifurcation are harmonic, that is, we can describe the
system with an adequate amplitude equation in a bi-
critical point at the parameter space (spatial instability
and both extended states are nearby). Hence, one can
use an ansatz similar to (6) and noticing that the en-
velope satisfies the symmetries

{
x → −x, A → Ā

}
, and{

x → x + xo, A → Aeiqxo
}
[25], we can conclude that the

amplitude equation has a form similar to (7) with real co-
efficients which can be written in the form

∂τA = f
(|A|2)A + ∂yyA +

∑
m,n

gmnAmĀneiq(1+n−m)x/ε

where the terms which have explicit exponential are non
resonant and rapidly varying in space. However it is pre-
cisely due to these terms that we can explain the locking
phenomena. One obtains similar terms (7), which can
be dominant, when noise is considered. We can conclude
then that the noise induces front propagation due to the
asymmetry of the potential of the front core and the lack
of a global stationary state.

Far from the bi-critical point, at the parameter space,
where the above amplitude equation is valid, the dynam-
ical system continues exhibiting the locking phenomena
and noise induces front propagation. The locking phe-
nomenon is a consequence of the spatial breaking of sym-
metry, that is, the front propagation is blocked as result
of the appearance of a threshold for the core of the front.
The noise induces front propagation can be understood
as noise prefers to create or remove a bump, because the
necessary perturbations to nucleate or destroy a bump
are different. It is important to note that the mech-
anisms of these phenomena can be deduce analytically
close to the bi-critical point and the subcritical Swift-

a)

b) c) d)

FIG. 10: Noise induces propagation of localized patterns. a)
Numerical simulations of generalized Swift-Hohenberg model
in one-extended system with additive noise. The inset figure
is the initial condition. b), c), and d) are different snapshots
of sequent time for numerical simulations of subcritical Swift-
Hohenberg model in two-extended system with noise.

Hohenbeg equation is the prototypical model of this bi-
critical point.

The existence, stability properties, and bifurcation di-
agrams of localized patterns in the pinning range in one
dimensional extended systems have recently been stud-
ied, from a dynamical point of view [23] and from the
defect interaction point of view [34]. When we consider
the effects of noise on these solutions, we expect, due to
our previous discussion, propagation of the interface of
these localized patterns. In Fig.10 we show, in one and
two extended dimensions, the noise induced propagation
of one state into the other. The noise changes the size of
the localized structures have been observed numerically
in subcritical Swift-Hohenberg equation [35]. In one spa-
tial dimension, one can then understand the localized
pattern solutions as equilibrium points of the interaction
of two fronts [34]. In two dimensional spatial systems,
the understanding of the localized pattern is in progress.
From the above results, one realizes that the localized
patterns are unstable in nature, that is, in presence of
noise. The velocity of propagation of the interfaces and
fronts are proportional to Kramer’s rate. Therefore, ex-
perimentally, one can observe these localized patterns,
when noise is weak enough, for long intervals of time, are
metastable states.

V. CONCLUSIONS

We have studied the effect of additive noise in a mo-
tionless front between a periodic spatial state and a ho-
mogeneous one, in more than a few dynamical systems
relevant for different fields of physics. Numerical simu-
lations show that noise induces propagation of this type
of front. In order to figure out the mechanism of noise
induces front propagation, we have perused a prototyp-
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ical model of pattern formation, the subcritical Swift-
Hohenberg equation with internal noise, which exhibits
this type of front. Close to a bi-critical point (spatial in-
stability and both extended states are nearby), we derive
an adequate equation for the envelope and the core of
the front. The envelope equation is characterized by the
presence of non resonant terms, spatially forcing terms
with high frequency, which are responsible of the lock-
ing phenomena, pining range, and noise induces front
propagation. These non resonant terms restore the spa-
tial breaking symmetry suffers by the initial dynamics
system and ignoring by the parasite symmetry of phase
invariance of the resonant envelope equation. Hence, the
resonant amplitude equation are appropriated to describe
pattern formation, however, they are not adequate to de-
scribe the defect solution like front and localized struc-
tures. To describe these solution one must to consider
relevant non resonant terms. The equation of the core
of the front is characterized by an asymmetrical periodic
potential plus additive noise. The conversion of random
fluctuations into direct motion of core of the front is re-
sponsible of the propagation. We obtain an analytical
expression for the velocity of the front, which is in quite
good agreement with numerical simulations.
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APPENDIX A

We have stated in the text that noise is always resonant
in the reduction to the normal form in the neighborhood
of an instability. Our discussion will follow closely our
previous works. If we have a dynamical system

∂tU(t) = F (U(t), {−→λ }) + ηH(t, U(t)); (A1)

where U(t) =
∑N

α=1 Uα(t)eα, F (U(t), {−→λ }) =∑N
α=1 Fα(U(t), {−→λ })eα,H(t, U(t)) =∑N
α=1 Hα(t, U(t))eα is a noise term, {−→λ } = {λ1, .....λq}

is a set of control parameters and η is a parameter
measuring the intensity of the noise. Let E be the linear
space of dimension N spanned by the basis vectors
(e1, ....eN ) and U (o)({−→λ }) a fixed point of (A1) for−→
λ ∈ Ω, where Ω is a domain in the space of parameters
{−→λ } = {λ1, .....λq}. If we linearize the deterministic

part ∂tU = F of (A1) around U (o)({−→λ }) putting
U = U (o)({−→λ }) + V we find a linear equation for V of
the form

∂tV = Λ̂({−→λ })V ; (A2)

The solution U (o)({−→λ }) is stable if all the eigenvalues of
the operator Λ̂({−→λ }) have negative real parts. If we move−→
λ in Ω and arrive to a critical point

−→
λ (c) in the space of

parameters (
−→
λ (c) ∈ Ω, Ω the closure of Ω) where a set of

eigenvalues (σ1, .......σm) have zero real part, while the
rest of the eigenvalues (σm+j , j ≥ 1) have negative real
parts such that < |σj | ≥ d, j ≥ m + 1, where d is a fixed
quantity, then the solution U (o)({−→λ }) has lost its stabil-
ity, and the operator Λ̂({−→λ }) ≡ L̂(0) has two invariant
subspaces, the critical subspace E(0) and the stable space
E(−). Let (χ(1), ...., χ(n), χ(n+1), ....., χ(N)) be the Jordan
basis of E associated to the operator L̂(0). One has
L̂(0)χ(α) =

∑N
β=1 L

(0)
βαχ(β), α = 1, 2, ......N, where L

(0)
βα is

a Jordan matrix. The critical subspace E(0) is spanned
by (χ(1), ...., χ(n)) and E(−) by (χ(n+1), ....., χ(N)). In
the L̂(0)-invariant subspace E(0) the operator L̂(0) has all
its eigenvalues with zero real part (σ1, .......σm),m ≤ n,

and L̂(0)χ(α) =
∑n

β=1 Jβαχ(β), α = 1, 2, ....n, where Jαβ

is an nxn Jordan matrix, and Jαβ = L
(0)
βα, 1 ≤ α, β ≤ n.

If X =
∑N

α=1 Xαχ(α) ∈ E, we define the operators P(0)

projecting on E(0), and P(−) projecting on E(−), by

P(0)X =
n∑

α=1

Xαχ(α), P(−)X =
N∑

α=n+1

Xαχ(α); (A3)

If we are in a neighborhood of the critical point
−→
λ (c) we

put
−→
λ =

−→
λ (c) +

−→
δλ, U(t) = U (o)(

{−→
λ (c)

}
) +V , and then

equation (A1) (without the noise term) is written as

∂tV =
[
L̂(0)V + N (0)(V )

]
+

[
D + L̂(1)V + N (1)(V )

]
;

(A4)
where the terms in the first square bracket in the right
hand side are of order zero in {−→δλ} and in η, and the terms
in the second square bracket of order 1 (or more ) in the
unfolding parameters {−→δλ} and zero in η. If D = 0, where
D is a constant vector belonging to E, the fixed point
U (o)({−→λ (c)}) is persistent in a neighborhood of {−→λ (c)},
L̂(j)V are linear terms in V ,and N (j)(V ) are nonlinear
in V (j = 1, 2). In order to construct the normal form of
(A4) we make the ansatz

V =
[
U [1,0](

−→
A ) + U [2,0](

−→
A ) + .......

]
+

[
U [0,1](

−→
A ) + U [1,1](

−→
A ) + ........

]
; (A5)
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where (X)[n1,n2] stands for the part of X which is of

polynomial order n1 in
−→
A = (A1, .......An) , order n2 in

the unfolding parameters {−→δλ} and zero in η. In (A5) we
have U [1,0](

−→
A ) =

∑n
α=1 Aαχ(α) and the normal form is

the ”simplest” equation involving only the critical vari-
ables

−→
A = (A1, ......, An). As shown and discussed in

detail in [? ]. The ansatz (A5) leads to self-contained
equations for

−→
A ( the normal form) which are

∂tAα =
[
f [1,0]

α (
−→
A ) + f [2,0]

α (
−→
A ) + ......

]

+
[
f [0,1]

α (
−→
A ) + f [1,1]

α (
−→
A ) + .......

]
; (A6)

where f
[1,0]
α (

−→
A ) = JαβAβ . Adding the noise term in

(A1) to equation (A4) we obtain

∂tV =
[
L̂(0)V + N (0)(V )

]
+

[
D + L̂(1)V + N (1)(V )

]
+

[
G̃(t) + Ŝ(t)V + N (2)(t, V )

]
;

(A7)

where G̃(t) is an additive noise, Ŝ(t)V a linear multi-
plicative noise, etc, and the added terms are of order η.
In order to obtain the stochastic unfolding we change the
ansatz (A5) adding in the right hand side a third set of
terms

V =
[
U [1,0](

−→
A ) + U [2,0](

−→
A ) + .......

]

+
[
U [0,1](

−→
A ) + U [1,1](

−→
A ) + ........

]

+
[
U [0,0,1](t) + U [1,0,1](t,

−→
A ) + .......

]
; (A8)

where the notation (X)[n1,n2,n3] stands for the part of X

which is of polynomial order n1 in
−→
A , n2 in {−→δλ}, and n3

in η. The normal form (A6) will be now (α = 1, 2, ....n)

∂tAα =
[
f [1,0]

α (
−→
A ) + f [2,0]

α (
−→
A ) + ......

]

+
[
f [0,1]

α (
−→
A ) + f [1,1]

α (
−→
A ) + .......

]
+

[
f̃ [0,0,1]

α (t) + f̃ [1,0,1]
α (t,

−→
A ) + ..........

]
; (A9)

We remark that the ansatz (A7) can be derived from a
general stochastic non linear change of variables, i.e. the
coefficients of the change of variables are now stochas-
tic processes [37] in a similar way to what is done for
the unfolding of the parameters or for the unfolding due
to the addition of periodic perturbations to the original
equation [36].

The problem now is to calculate the stochastic terms
of the ansatz (A9) , i.e.

U [j,0,1](t,
−→
A ) =

∑

β=1,.....N
αi=1,......n

Uα1 ....αj ;β(t)Aα1 .....Aαj χ(β)

(A10)

and the new random terms

f̃ [j,0,1]
α (t,

−→
A ) =

n∑
αi=1

f̃α;α1.....αj
(t)Aα1 ....Aαj (A11)

in the stochastic normal form. We call Ξ and Φ the left
and right hand side of equation (A7). Then we have

Ξ[0,0,1] ≡ (∂tV )[0,0,1] =

(∂tAα)[0,0,1] ∂U [1,0](
−→
A )

∂Aa
+ ∂̂tU

[0,0,1](t) =

f̃ [0,0,1]
α (t)χ(α) + ∂̂tU

[0,0,1](t); (A12)

where ∂̂t stands for the time derivative with respect to
the explicit time dependence, i.e. the one in the random
functions and not the one in {Aα(t)}, and

Φ[0,0,1] = L̂(0)U [0,0,1](t) + G̃(t); (A13)

Then Ξ[0,0,1] = Φ[0,0,1] gives (putting G̃(t) =
√

ηG(t),
f̃

[j,0,1]
α =

√
ηf

[j,0,1]
α ) gives

(∂̂t − L̂(0))U [0,0,1](t) =
√

ηG(t)−
n∑

α=1

√
ηf [0,0,1]

α (t)χ(α);

(A14)
Projecting with P̂0 (L̂(0)

0 = P̂0L̂
(0)P̂(0)) we obtain

(∂̂t−L̂
(0)
0 )P̂0U

[0,0,1](t) = P̂0
√

ηG(t)−
n∑

α=1

√
ηf [0,0,1]

α (t)χ(α);

(A15)
Since L̂

(0)
0 has eigenvalues with zero real part the linear

stochastic differential equation (A13) has no stationary
solution. One has G(t) =

∑N
α=1 Gα(t)χ(α), P0G(t) =∑n

α=1 Gα(t)χ(α), and if we assume that the ran-
dom functions {Gα(t), α = 1, ....n} are δ− corre-
lated white noises with zero mean and correlations
〈Gα(t)Gβ(t′)〉 = δαβδ(t − t′),then (A13) is a
Markov process whose conditional probability density
P

[
P̂0U

[0,0,1](t) = X | P̂0U
[0,0,1](0) = X(0)

]
has no limit

when t →∞, and then one has no stationary probability
and no stationary state. We solve then (A15) choosing
P̂0U

[0,0,1](t) = 0 and consequently

f [0,0,1]
α (t) = Gα(t), α = 1, 2.......n; (A16)
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This equation tells us that additive noise is always res-
onant as stated in the text. We can go to higher orders
polynomials orders in

−→
A and the conclusion will be the

same. Let us calculate the terms in the linear stochastic
unfolding, for this we need the projection P−U [0,0,1](t)
on the stable subspace E−. We project (A14) with P−
to obtain

∂̂t − L̂
(0)
− )P̂−U [0,0,1](t) = P−

√
ηG(t); (A17)

Since all the eigenvalues of L̂
(0)
− ≡ P−L̂P− have nega-

tive real parts this linear equation has can be solved for
P̂−U [0,0,1](t) and we can go to the next order in

√
η. One

has

Ξ[1,0,1] ≡ (∂tV )[1,0,1] =

(∂tAα)[1,0,1] ∂U [1,0](
−→
A )

∂Aα
+ ∂̂tU

[1,0,1](t,
−→
A )+

f [1,0]
α

∂U [1,0,1](
−→
A )

∂Aα
+ (∂tAα)[0,0,1] ∂U [2,0]

∂Aα
; (A18)

Φ[1,0,1] = L̂(0)U [1,0,1](t,
−→
A )+

N
(0)
2 (V = U [1,0](

−→
A ), V = U [0,0,1](t))+

N
(0)
2 (V = U [0,0,1](t), V = U [1,0](

−→
A ))+

Ŝ(t)U [1,0](
−→
A ); (A19)

Then Ξ[1,0,1] = Φ[1,0,1] gives (f [1,0]
α = JαβAβ)

(∂̂t + JαβAβ ∂

∂Aα
− L̂(0))U [1,0,1](t,

−→
A ) =

I [1,0,1](t,
−→
A )−

n∑
α=1

f [1,0,1]
α (t,

−→
A )χ(α); (A20)

with I [1,0,1](t,
−→
A ) =

∑
β=1,...n

α=1,....N
I
[1,0,1]
βα (t)Aβχ(α). The op-

erator on the right hand side is (∂̂t + Π(L̂(0))) where
Π(L̂(0)) ≡ JαβAβ ∂

∂Aα − L̂(0) is the homological operator
and I [1,0,1](t,

−→
A ) can be read directly from (A18,A19).

Projecting (A20) with P̂0 we obtain

(∂̂t + JαβAβ ∂

∂Aα
− L̂

(0)
0 )P̂0U

[1,0,1](t,
−→
A ) =

P̂0I
[1,0,1](t,

−→
A )−

n∑
α=1

f [1,0,1]
α (t,

−→
A )χ(α); (A21)

Then, since (JαβAβ ∂
∂Aα − L̂

(0)
0 ) has eigenvalues with zero

real part, we have the same situation as in equation (A15)
and we must solve (A21) putting P̂0U

[1,0,1](t,
−→
A ) = 0 and

then

f [1,0,1]
α (t,

−→
A ) =

∑

β=1,...n
α=1,....n

I
[1,0,1]
βα (t)Aβ ; (A22)

This equation is the analogous of (A16) for linear mul-
tiplicative noise and once again we find that we have to
keep all the noise terms. For a complete discussion of the
stochastic center manifold.

APPENDIX B

We call M the noise term in equation (3), where
the product of the function of the stochastic process
yo(τ) with the white noise ζ(y, τ) is interpreted in
the Stratonovic sense. We discretize the variable y
as {yj = ∆j, j ∈ Z}, i.e., yj − yj−1 = ∆. Since
〈ζ(yl, τ)ζ(yl′ , τ

′)〉 = δ(yl − yl′)δ(τ − τ ′) = δl,l′
∆ δ(τ − τ ′).

We define ζ̃l(τ) ≡ ∆1/2ζ(yl, τ), which has correlation
〈ζ̃l(τ)ζ̃l

′(τ ′)〉 = δl,l′δ(τ−τ ′). With this, M can be written
in the form

M =
√

η̃∆
∑

l

al(yo(τ))
ζ̃l(τ)√

∆
; (B1)

with

al(yo(τ)) ≡ (−1)Roy(yl − yo(τ))cos(
qyl

α
√
|ε| ); (B2)

and equation (3) takes the form

ẏo(τ)) = A(yo(τ)) + M ≡
A(yo(τ)) +

√
η̃∆

∑

l

al(yo(τ))ζ̃l(τ); (B3)

If we discretize the time τ as τj = βj, j ∈ Z , β = τj −
τj−1, we can write (B3) as for the variables yo(τj) = yo,j .
Defining ∆yo,j = yo,j − yo,j−1,

∆yo,j = β(A(yo,j)+
√

η̃∆
∑

l

al(yo,j−1 +
1
2
∆yo,j)∆wlj); (B4)

where we have discretized al(yo(τ)) in the midpoint of
the interval [tj−1, tj ] due to the Stratonovic prescription.
In (B4) one has ∆wlj ≡ wlj −wlj−1, wlj = wl(τj), where
{wl(τ), l ∈ Z} are indepedent Wiener processes defined
by dwl(τ)) = ζ̃l(τ)dτ , and consequently ∆wlj∆wl′j =
βδl,l′ . Since ∆yo,j is of order β1/2, we obtain up to order
β the expression

∆yo,j = β(A(yo,j−1)+√
η̃∆
2

∑

l

a′l(yo,j−1)∆yo,j∆wlj+

√
η̃∆

∑

l

al(yo,j−1)∆wlj); (B5)
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where the prime denotes derivative with respect to the
argument. Using the fact that ∆wlj is of order β1/2, the
dominant term in the latter equation is

∆yo,j =
√

η̃∆
∑

l

al(yo,j−1)∆wlj ; (B6)

Replacing in the right hand side and using ∆wlj∆wl′j =
βδl,lprime we obtain

∆yo,j = β(A(yo,j−1+
η̃∆
2

∑

l

a′l(yo,j−1)al(yo,j−1)+

√
η̃∆

∑

l

al(yo,j−1)∆wlj); (B7)

The stochastic differential equation fot yo(τ) is now
written in the prepoint discretization (Ito prescription).
The noise term is a sum of independent white noises√

η̃∆
∑

l al(yo,j−1)∆wlj wich can be repalced by a white

noise
√

η̃Ω̃ζ(τ) with

Ω̃ = ∆
∑

l

al(yo(τ))2 =

1
2

∫ ∞

−∞
dyRoy(y − yo(τ))2(1 + cos(

2qy

α
√
|ε| ));

and ζ(τ) is a white noise of zero mean and correlation
〈ζ(τ)ζ(τ ′)〉 = δ(τ −τ ′). The contribution of cosine in the
integral gives an exponentially small contribution of or-

der e
−c 2q

|ε|1/2 , c = 2π√
3α

, and consequently we approximate

Ω̃ by

Ω =
1
2

∫ ∞

−∞
dyRoy(y − yo(τ))2 = 1/2a

On the other hand, the second term in the right hand
side of equation B7 is

∆
2

∑

l

al(yo,j−1)a′l(yo,j−1) =

1
4

∫ ∞

−∞
dy(1 + cos(

2qy

α
√
|ε| ))

d

dy
Roy(y − yo(τ))2; (B8)

Since
∫∞
−∞RoyRoyy = 0, we can finally write the stochas-

tic differential equation for yo(τ) in the form

ẏo(τ) = A(yo(τ))+
η̃

4

∫ ∞

−∞
dyRoy(y)Royy(y)cos(

2q(y + yo(τ))
α
√
|ε| )+

√
η̃

2a
ζ(τ); (B9)

We make all the integrals in B9, giving the following
equation

ẏo(τ) = −3aδσ

2
+ Re(K)cos(

2qyo(τ)
α
√
|ε| )−

Im(K)sin(
2qyo(τ)
α
√
|ε| ) + Re(J)cos(

4qyo(τ)
α
√
|ε| )−

Im(J)sin(
4qyo(τ)
α
√
|ε| )− η̃

4
(Re(S)cos(

2qyo(τ)
α
√
|ε| )−

Im(S)sin(
2qyo(τ)
α
√
|ε| ) +

√
η̃

4
ζ(τ); (B10)

where S = − iq

α
√
|ε|

9
64I, I and K are defined in formula

(5) in the text, and J is defined by

J ≡ a

10

∫ ∞

−∞
dyRoy(y)Ro(y)5e

4qyo(τ)

α
√
|ε| ;

We show below that K ∼ O(e
−c 2q√

|ε| ), I ∼
O(e

−c 2q√
|ε| ), J ∼ O(e

−c 4q√
|ε| ), consequently we can neglect

in (B10) the terms proportional to J . We obtain

ẏo(τ) = −3aδσ

2
+ e

−c 2q√
|ε| (K1cos(

2qyo(τ)
α
√
|ε| )+

K2sin(
2qyo(τ)
α
√
|ε| )) +

√
η̃

4
ζ(τ); (B11)

where K1 and K2 are of order 1 and defined in (5prima).
Finally equation (B11) coincides with (5) in the text. We
obtain now the estimates for the oscillatory integrals K, I
and J . We deifne Ĩ (µ is a positive number),

Ĩ ≡
∫ ∞

−∞
dy

e−γy

(1 + e−νy)n
eiω y

µ ;

Using the contour Γ in Fig.11, we consider the integral
in the complex plane I. We call IL the integral over Γ1

IL = lim
L→∞

∫ L

−L

dx
e−γx

(1 + e−νx)n
eiω x

µ = Ĩ

Re

Im

iπ
2

i3π
2

FIG. 11: Contour of integration Γ on the complex plane.
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The explicit calculation of the integral over the contour
Γ gives, in the limit L →∞ the result

I = (1− e−
2ωπ
µν )IL (B12)

The residue theorem gives I = 2πiα(0), where α(0) ≈
e−

ωπ
µν P ( iω

µ ) is the residue in the pole z = iπ/ν and
P (iω/µ) is a polynomial with maximum degree (2n-3).
We obtain then for Ĩ the final result

Ĩ = e−
ωπ
µν P (

iω

µ
) + O(e−

2ωπ
µν ) (B13)

APPENDIX C

We shall study here the stochastic process Ro(y −
yo(τ))2Θ1y(y, yo(τ)), which involves the derivative of the
phase Θ1(y, yo(τ)) and prove that the mean value of
〈R2

oΘ1y〉 is bounded for all values of τ . The value of
R2

oΘ1y is given by equation (6) in the text and we can
see there that we have in the last term an undefined prod-
uct of a function of yo(τ) with the noise ζ(y, τ). As ex-
plained before we have to interpret this product with the
Stratonovic prescription. We write this noise term as
η̃
4Q, with

Q =
∫ y

−∞
dy′Ro(y′ − yo(τ))sin(

2qý

α
√
|ε| )ζ(y′, τ); (C1)

We proceed as in Appendix B and we use the same
notation. The discretized version of (??) involves us-
ing the midpoint discretization for the τ dependence
in yo(τ) due to the Stratonovic prescription. Then
Ro(y−yo,j−1(τ)+ 1

2∆yo,j) = Ro(y−yo,j−1(τ)+ 1
2∆yo,j)+

1
2∆yo,jR

′
o(y − yo,j−1(τ)), and one has

Q = ∆1/2
∑

l

Ro(yl − yo,j−1)sin(
2qyl

α
√
|ε| )ζ̃l,j |γ0 (C2)

+ ∆1/2
∑

l

1
2
Roy(yl − yo,j−1)sin(

2qyl

α
√
|ε| )∆yo,j

∆wlj

β
;

(C3)

where γo stands for the prepoint discretization. Replac-
ing ∆yo,j using (B6) and the correlation of the Wiener
processes, we obtain Q = Q1 + Q2 with

Q1 = −
√

η̃

2

∫ y

−∞
dy′Roy(y′ − yo(τ))2sin(

2qy′

α
√
|ε| ); (C4)

Q2 =
∫ y

−∞
dy′Ro(y′ − yo(τ))sin(

2qy′

α
√
|ε| )ζ(y′, τ)|γo

(C5)

We replace now in the expression (6) for R2
oΘ1y the

last term
√

η̃
a Q using(C4,C5) and we perform in all the

integrals (except in Q2) the change of variables y = y′ −
yo(τ). The final result is

Ro(y − yo(τ))2Θ1y(y, yo(τ)) =

− 1
16σ

(Im(S(1)(y − yo(τ)) cos(2q
yo(τ)
α
√
|ε| )+

Re(S(1)(y − yo(τ)) sin(2q
yo(τ)
α
√
|ε| ))+

27
128

(Im S(2)(y − yo(τ)) cos(2q
yo(τ)
α
√
|ε| )+

Re(S(2)(y − yo(τ)) sin(2q
yo(τ)
α
√
|ε| ))+

27
240

(Im S(3)(y − yo(τ)) cos(4q
yo(τ)
α
√
|ε| )+

Re(S(3)(y − yo(τ)) sin(4q
yo(τ)
α
√
|ε| ))

− 9η̃

256a
(Im I(y − yo(τ)) cos(2q

yo(τ)
α
√
|ε| )+

Re(I(y − yo(τ)) sin(2q
yo(τ)
α
√
|ε| ))+

η̃1/2

a

∫ y

−∞
dy′Ro(y′ − yo(τ))sin(2q

y

α
√
|ε| )ζ(y′, τ)|γo

(C6)

where (j=1,2)

S(j)(y − yo(τ)) =
∫ y−yo(τ)

−∞
dy′

1

(1 + e−
√

3
4 y′)1+j

e
i 2qy′

α|ε|1/2 ,

S(3)(y − yo(τ)) =
∫ y−yo(τ)

−∞
dy′

1

(1 + e−
√

3
4 y′)3

e
i 4qy′

α|ε|1/2 ,

I(y − yo(τ)) =
∫ y−yo(τ)

−∞
dy′

e−2
√

3
4 y′1

(1 + e−
√

3
4 y′)1+j

e
i 2qy′

α|ε|1/2 ;

(C7)

We remark that I(y − yo(τ)) is bounded and moreover

limy→∞ I(y − yo(τ)) = I = O(e
−c 2q′

α
√
|ε| ) (see Appendix
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A). The expression (??) can be written in the form

Ro(y − yo(τ))2Θ1y(y, yo(τ)) =

− 1
16σ

∣∣∣S(1)(y − yo(τ)
∣∣∣ cos(2q

yo(τ)
α
√
|ε| − ϕ(1))

+
27
128

∣∣∣S(2)(y − yo(τ)
∣∣∣ cos(2q

yo(τ)
α
√
|ε| − ϕ(2))

+
27
240

∣∣∣S(3)(y − yo(τ)
∣∣∣ cos(4q

yo(τ)
α
√
|ε| − ϕ(3))

− 9η̃

256a
|I(y − yo(τ)| cos(2q

yo(τ)
α
√
|ε| − ϕ)

+
η̃1/2

a

∫ y

−∞
dy′Ro(y′ − yo(τ))sin(

2qy′

α
√
|ε| )ζ(y′, τ)|γo

;

(C8)

where, for j=1,2,3.

cos(ϕ(j)) =
Im(S(j)(y − yo(τ))∣∣S(1)(y − yo(τ)

∣∣ , (C9)

sin(ϕ(j)) =
Re(S(j)(y − yo(τ))∣∣S(1)(y − yo(τ)

∣∣ ; (C10)

and the same formulas can be writen for {cos(ϕ), sin(ϕ)}a
replacing S(j)(y− yo(τ)) for I(y− yo(τ) . We prove now
that the functions S(j)(y − yo(τ) are bounded. These
integrals are of the type

S̃(y − yo(τ)) =
∫ y−yo(τ)

−∞
dy′

eiΩ y′
µ´

(1 + e−
√

3
4 y′)n

; (C11)

where n′ = (m′ + n′ + 1)/2 is always an entire num-
ber, Ω′ = (m′ − n′ − 1)q/α, µ =

√
ε, and the integrals S

comes from a non-resonant term (see equation (4) in the
text) of the for cm′n′A

m′
Ān′ei(m′−n′−1)q/α. The func-

tions S(1)(y − yo(τ)), S(2)(y − yo(τ)),and S(3)(y − yo(τ))
correspond to (m′ = 3, n′ = 0, Ω′ = 2q/α), (m′ = 4, n′ =
1, Ω′ = 2q/α) and (m′ = 5, n′ = 0, Ω′ = 4q/α), re-
spectively. Rescaling S̃(y − yo(τ)) = 4√

3
S(ỹ − ỹo(τ) =√

3
4 (y − yo(τ))) , we have

S(y − yo(τ)) =
∫ ey−fyo(τ)

−∞
dy′

eiΩ y′
µ´

(1 + e−2y′)n
; (C12)

where Ω = 4√
3
Ω′. To calculate S we use the contour Γ of

figure 2.

Using the theorem of residues

J =
∫

Γ

dz
eiΩ z

µ

(1 + e−2z)n
= 2πα(0); (C13)

where α(0) ∼ e−Ωπ/2µ is the residue at the pole z = iπ/2.
of the integrand. The sum of the integrals over Γ1 and
Γ2 gives S(y− yo(τ))(1− e−Ωπ/2µ), and the integral over
Γ2 has the value ieiΩ(y−yo(τ))M, with

M =
∫ π

0

dy
eΩ y

µ

(1 + e−2iy−2(ey−fyo(τ)))n
; (C14)

A short calculation gives, for the modulus of M, the
bound

|M | ≤
∫ π

0

dy
eiΩ y

µ

(1 + e−−2(ey−fyo(τ)))n
=

µ

2
1− e−

Ωπ
µ

(1 + e−−2(ey−fyo(τ)))n
; (C15)

We have then from (C9)

S(ỹ − ỹo(τ) =
2πiα(0)

1− e−
Ωπ
µ

− i
eiΩ(ey−fyo(τ))

1− e−
Ωπ
µ

M ; (C16)

Since M is bounded by O(µ =
√

ε) according to (11),
we conclude from (C12) that it is bounded by a quantity
of O(

√
ε) for al values of ỹ. If we take the mean value

of 〈R2
oΘ1y〉 in (5) the last term vanishes due to the γ(o)

discretization and all the other terms are bounded due
to (12) and the bound O(e−c 2q

α
√

ε ) for I.
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Apéndice B

CÁLCULO DE INTERACCIÓN DE DEFECTOS
EN LA ECUACIÓN DE SWIFT-HOHENBERG

SUBCRÍTICA

Usando la solución frente estacionario encontrada en el Capítulo 4, que conecta un
estado periódico estable con un estado homogéneo estable

A± =

√
3/4

1 + e±
√

3/4(y−yo)
eiθ,

estudiaremos la interacción de defectos en la ecuación de Swift-Hohenberg subcrítica en
torno al punto de Maxwell. Partiendo del ansatz

A(y, τ) = (A−(y−y1(τ))+A+(y−y1(τ))−
√

3

4
+ρ(y, τ, y1(τ), y2(τ)))eiΘ(y1,y2,y,τ), (B.0.1)

donde {ρ, Θ} y sus derivadas temporales son correciones de orden δε = ε− εm, realizare-
mos un cálculo de interacción de defectos, en ausencia de ruido. Introduciendo este ansatz
en la ecuación de la envolvente 4.1.4 que incluye los términos no-resonantes, promovemos
a variables dinámicas los corazones de ambos frentes y1(τ) e y2(τ). Encontraremos dos
ecuaciones, una para la parte real y otra para la parte imaginaria. Como se puede ver
en los artículos del Apéndice A, la condición de solubilidad para la fase no existe, ya
que es integrable. Es más, se demuestra que la fase es acotada. Entonces, la condición
de solubilidad relevante será en la parte real. Por simplicidad de la notación llamaremos

u(y, y1, y2) = A−(y − y1(τ)) + A+(y − y1(τ))−
√

3

4
. (B.0.2)

Linealizando en ρ, y siguiendo la notación del capítulo anterior, encontramos la ecuación

−ẏ1∂yA−A−(y − y1(τ))− ẏ2∂yA+(y − y1(τ)) = Lρ + δεu(y, y1, y2)

+(
1

9ν̃
u(y, y1, y2)

3 − 1

2
u(y, y1, y2)

5)cos(2q
y

α
√
|ε|)

− 1

10
u(y, y1, y2)

5cos(4q
y

α
√
|ε|) + c.e., (B.0.3)

donde el operador L tiene la forma

L = εm + 3u(y, y1, y2)
2 − 5u(y, y1, y2)

4 + ∂yy (B.0.4)
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y c.e. son correcciones exponencialmente pequeñas que provienen de la diferencia entre
alguna potencia de u(y, y1, y2) y sus componentes (A+, A−,

√
3
4
).

Nuevamente, este es un operador que tiene la propiedad siguiente: cuando y ¿ y1 se
comporta como el operador autoadjunto

L+ = εm + 3A+(y − y2)
2 − 5A+(y − y2)

4 + ∂yy

que tiene como autovector con valor propio cero a ∂yA+(y − y2), salvo correcciones ex-
ponencialmente pequeñas, y cuando y À y2, se comporta como el operador autoadjunto

L− = εm + 3A−(y − y1)
2 − 5A−(y − y1)

4 + ∂yy

que tiene como autovector con valor propio cero a ∂yA+(y − y2), salvo correcciones
exponencialmente pequeñas. Para de�nir el operador autoadjunto, usamos el producto
interno de Hilbert, es decir, 〈f |g〉 =

∫∞
−∞ f(x)ḡ(x)dx. Bajo este producto, para |y1−y2| À√

4
3
(el decaimiento exponencial de la solución frente estacionario), estos autovectores

son ortogonales bajo el producto interno antes de�nido.
Tomando esto en cuenta, usaremos estos dos"seudoautovectores"para calcular dos

condiciones de solubilidad para los corazones de ambos frentes. Proyectando sobre el
primer autovector, ∂yA−(y − y1), encontramos la condición de solubilidad

−ẏ1〈∂yA−|∂yA−〉 =

〈∂yA−|δεu(y, y1, y2)〉
+〈∂yA−|( 1

9ν̃
u(y, y1, y2)

3 − 1

2
u(y, y1, y2)

5)cos(2q
y

α
√
|ε|)〉

−〈∂yA−| 1

10
u(y, y1, y2)

5cos(4q
y

α
√
|ε|)〉

+3〈∂yA−|A2
−(A+ −

√
3

4
)〉

−5〈∂yA−|A4
−(A+ −

√
3

4
)〉. (B.0.5)

El corchete de la izquierda es una integral, como vimos en el Apéndice A, igual a 3
4
. El

primer corchete de la derecha es igual a una derivada total, que integrando rápidamente
vemos que es igual a 3

8
. Los otros dos tipos de corchetes son más complicados y hay que

calcularlos con más cuidado.
El tipo de corchetes que nos interesarán será de la forma

J(y1, y2)− = 3〈∂yA−|A2
−(A+ −

√
3

4
)〉, (B.0.6)

conteniendo las correcciones exponencialmente pequeñas y los corchetes de la forma

I(y1, y2)− = 〈∂yA−(y − y1)|u(y, y1, y2)
mcos(2q

y

α
√
|ε|)〉, (B.0.7)
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que contienen la oscilación rápida del patrón subyacente.
El primer tipo de integral se calcula, sabiendo que, asintóticamente,

A+(y − y2) ∼
√

3

4
(1− e−

√
3
4
(y−y2)),

A−(y − y1) ∼
√

3

4
(1− e+

√
3
4
(y−y1)) (B.0.8)

cuando y À y2 y y ¿ y1, respectivamente. Con esto calculamos la integral

J(y1, y2) =

√
3

4

∫ ∞

−∞
dyA−(y − y1)

2∂yA−(y − y1)e
−
√

3
4
(y−y2), (B.0.9)

para y À y2. Esta integral tiene la particularidad de depender de la distancia entre los
corazones de los frentes, ya que la derivada de la solución frente asintóticamente crece tan
rápido como decae la solución frente. Expresando las soluciones explicitamente, vemos
que

J(y1, y2) = −
√

3

4

5/2 ∫ ∞

−∞
dye−

√
3
4
(y−y2) e

√
3
4
(y−y1)

(1 + e
√

3/4(y−y2))3/2
. (B.0.10)

Suponiendo que y2 À y1, podemos aproximar de buena manera la integral anterior por

J(y1, y2) = −
√

3

4

5/2 ∫ y2

y1

dye−
√

3
4
(y−y2) e

√
3
4
(y−y1)

(1 + e
√

3/4(y−y2))3/2
, (B.0.11)

donde las correcciones a esta integral son exponencialmente despreciables con respecto
a los términos dominantes de la integral. Hay que recordar que esta integral ya es ex-
ponencialmente pequeña. Usando la coordenada de distancia relativa ∆ = y2 − y1, y el
cambio de variable z = y −∆, podemos reducir esta integral a

J(y1, y2) = −2

√
3

4

5/2

e
√

3/4∆

∫ 0

−∆/2

dy
1

(1 + ey)3/2
. (B.0.12)

Simulaciones numéricas dan cuenta que la integral anterior es directamente proporcional
a la distancia de los corazones, con constante de proporcionalidad extremadamente cerca
1/2. Es más, para exponentes mayores en el denominador, el cambio de la constante de
proporcionalidad es casi insensible. Por ello, podemos calcular el primer corchete como

J(y1, y2) = −2

√
3

4

5/2

e
√

3/4∆∆/2. (B.0.13)

Para diferentes potencias de A−, el cálculo será el mismo y sólo cambiará el coe�ciente
delante de la integral.

Para el segundo corchete, el que posee la parte oscilatoria debemos realizar un cálculo
en el plano complejo, como el que realizamos en el Apéndice A. Este cálculo entregará
una contribución oscilatoria, con un coe�ciente exponencialmente pequeño e igual a
= 16

√
3q2 exp(−4πq/

√
ε)ε, que ya calculamos.
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Fig. B.1: Simulaciones numérica de la integral B.0.12. Cada punto representa una integración
numérica. En el eje horizontal, el número de la iteración i, y en el vertical, el cálculo
de la integral, donde ∆ = 20i. El �teo numérico entrega f(∆/2) = (0,4956±0,0020)∆

Para el otro autovector, el cálculo es el mismo, sólo que cambian los signos de los
decaimientos exponenciales. Usando la coordenada distancia relativa, ∆ = y2 − y1, y
de centro de masa, R = (y2 + y1)/2, encontramos que, la interacción entre defectos se
describe por las funciones

d∆

dτ
= f (∆, R) ≡ −α∆ exp(−

√
3

4
∆)

+β cos(2q∆/
√

ε) cos(2qR/
√

ε + φo) + 2δε,

dR

dτ
= g (∆, R) ≡ β sin(2q∆/

√
ε) sin(2qR/

√
ε + φo) (B.0.14)

donde φo está asociada a la traslación espacial con respecto al patrón subyacente. Para
la talla de las estructuras localizadas,�jamos 2qR/

√
ε + φo = 2π y vemos que la función

de interacción de defectos que nos da la talla de la estructura localizada está dada por

d∆

dτ
= f (∆) ≡ −α∆ exp(−

√
3

4
∆) + β cos(2q∆/

√
ε) + 2δε. (B.0.15)

donde α = 27
√

3/64 y β = 64
√

3q2 exp(−q4π/
√

ε)/3ε.
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