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RESUMEN

Un Sistema Dinámico presenta simetría de reversibilidad temporal: Cuando al

observar un fenómeno no se puede distinguir si el sistema evoluciona hacia el futuro

o hacia el pasado. Por ejemplo en el péndulo plano sin roce, si aplicamos una velocidad

inicial tal que este comience su movimiento de izquierda a derecha y en otro péndulo

con las mismas características se le aplica una velocidad inicial en el sentido opuesto,

es decir, de derecha a izquierda, y traemos un observador, este no puede a�rmar cual

está evolucionando con la �echa del tiempo hacia el futuro o hacia el pasado.

Los sistemas temporalmente reversibles que incluyen a los sistemasHamiltonianos
sin dependencia explícita del tiempo y sin fuerzas giroscópicas, exhiben dos ines-

tabilidades genéricas; a saber, la inestabilidad estacionaria y la confusión de
frecuencias para puntos de equilibrio, que son las dos maneras en que puede perder

estabilidad un punto de equilibrio. En esta tesis nos concentramos en la inestabilidad
estacionaria de un equilibrio denominada O3, este tipo de inestabilidad ocurre

a frecuencia nula en presencia de un modo neutro. En esta inestabilidad genérica

podemos inyectar energía al sistema a través del modo neutro (que representa alguna

cantidad conservada; por ejemplo momento angular)

Los sistemas cuasi-reversibles son aquellos sistemas reversibles que mediante la

inclusión de efectos perturbativos pierden la simetría de inversión temporal. Tales

efectos perturbativos disipan o inyectan energía, logrando con esto quebrar la simetría

temporal. En esta tesis estudiamos la Inestabilidad Estacionaria cuasi-reversible
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(O3). Mediante simulación numérica hemos logrado observar que el sistema exhibe

comportamientos no triviales como movimientos periódicos (Bifurcación de Andro-
nov-Hopf) y un comportamiento complejo conocido como Caos de Shilnikov.
Puesto que este comportamiento complejo es el mecanismo más sencillo que presenta

el caos de Shilnikov hemos construido un ejemplo mecánico simple que hemos deno-

minado Partícula de Shilnikov, que presenta la inestabilidad estacionaria O3. En

este caso se inyecta energía a través de un torque y se extrae energía a través de un

roce húmedo, logrando además caracterizar analíticamente la zona donde hay caos.

Otro sistema cuasi-reversible que hemos estudiado en esta tesis son las ondas

subarmónicas super�ciales utilizando ( ondas de Faraday) agua destilada como

�uido. El agua destilada sustenta ondas super�ciales que persisten en el tiempo

sin amortiguación visible y las ondas estacionarias que conforman los patrones son

de pequeña longitud de onda comparada con la profundidad del �uido y con una

longitud de onda mucho mayor que la amplitud de la onda. Lo anterior constituye una

modi�cación al experimento clásico de Faraday que utiliza �uidos de alta viscosidad.

Además de la baja viscosidad del agua inclinamos la celda en un pequeño ángulo con

el propósito de tener diferentes meniscos en la parte alta y la baja. En esta experiencia

explicamos como el ruido aditivo es precursor de patrones, descubriendo una zoología

de comportamientos producidos por el ruido aditivo y multiplicativo en bifurcaciones

supercríticas quínticas y subcríticas mostrando como el ruido cambia drásticamente

la bifurcación.



1. INTRODUCCIÓN

El tema central de esta tesis es el estudio de los sistemas cuasi-reversibles, y, en

particular, la caracterización detallada de una inestabilidad genérica que ocurre en

estos sistemas que aún no ha sido estudiada ni descrita. En la parte central de la

tesis consideraremos el problema general para sistemas homogéneos en el espacio,

es decir, consideramos situaciones que son descritas por un conjunto de variables

{qµ(t), µ = 1, 2, . . . , n}, donde t es un parámetro que nos sirve para describir la

evolución del sistema, por ejemplo el tiempo.

La motivación para estudiar estos sistemas es su abundancia en la naturaleza.

Basta en efecto que un sistema mecánico, con Hamiltoniano cuadrático en los mo-

mentun generalizados, que obviamente conserva su energía total, tenga inyección de

energía o pérdidas de energía por roce u otro mecanismo,que sean pequeñas, para

que tengamos un ejemplo de lo que llamamos un sistema cuasi-reversible. El nombre

viene de que estos efectos típicamente quiebran la invariancia de reversibilidad del

sistema cuando este la tiene, y como la quebradura es débil hablamos de cuasi-

reversibilidad. El ejemplo más evidente puede ser un simple péndulo oscilando en

un �uido (digamos la atmósfera) con un roce muy pequeño: en efecto tenemos aquí

un sistema Hamiltoniano pierde su energía por el roce pero en un proceso muy lento,

y además vemos inmediatamente que la modelización del roce �uido se hace con un

término proporcional a dθ(t)
dt

, donde θ es el ángulo del péndulo con la vertical, que

quiebra automáticamente la reversibilidad. Esto último es además evidente porque el
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sistema ahora va �nalmente al reposo, o sea el péndulo se detiene y esto es claramente

lo que uno entiende por una evolución irreversible.

Técnicamente un sistema reversible es descrito por un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden en el tiempo de la forma

dqµ(t)

dt
= fµ(~q(t), {~λ}), µ = 1, 2, . . . , n. (1.1)

donde ~q = (q1, . . . , qn), y {~λ} = {λ1, . . . , λr} son un sistema de parámetros en los

cuales depende la ecuación (1.1) que constituye un sistema dinámico. Observemos

que el número de parámetros que intervienen en una situación dada (aquí r) no tiene

porque tener ninguna relación a priori con el número de variables dinámicas (aquí n).

Por de�nición uno dice que el sistema es reversible si existe un operador lineal

(matriz de nxn en este caso) S tal que se cumpla S2 = I y además se tenga

S−1 ~f(S~q) = −~f(~q). (1.2)

La justi�cación de la de�nición contenida en las dos fórmulas precedentes es

la siguiente: si de�nimos las nuevas variables dinámicas Qµ, µ = 1, 2, . . . , n} para

describir el sistema mediante la relación

~Q(t´) = ~q(t = −t
′
) (1.3)

entonces la ecuación de evolución (1.1) se escribe en las nuevas variables en la forma

dQµ(t
′
)

dt′
= −fµ( ~Q(t

′
)). (1.4)
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Lo anterior no es nada más que una formulación más abstracta de lo que entendemos

por invariancia t → −t en los sistemas Hamiltonianos sin término impares en los

momentums generalizados. Ilustremos esto en el caso más simple de una partícula de

masa uno moviéndose en un potencial V (q), en cuyo caso el Hamiltoniano está dado

por

H =
p2

2
+ V (q). (1.5)

Las ecuaciones de movimiento correspondientes a (1.1) en este caso son:

q̇ =
∂H

∂p
= p, (1.6)

ṗ = −∂H

∂q
= −∂V

∂q
, (1.7)

y el operador S queda dado por

S =


 1 0

0 −1


 . (1.8)

y

~q =


 q

p


 . (1.9)

Es inmediato veri�car que en este caso se cumple la de�nición anterior y también

que H es invariante bajo la transformación inducida por S.

Un sistema cuasireversible es una perturbación de (1.1), lo que signi�ca simplemente

que los términos que hacen que se viole la simetría de reversibilidad dada por las

ecuaciones (1.1,1.2,1.3,1.4) pueden ser tratados perturbativamente, o, dicho de otro
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modo, que las propiedades del sistema que estudiamos están descritas al orden domi-

nante por un sistema reversible. Esto es particularmente importante cuando estudiamos

el problema de las bifurcaciones posibles de un sistema de este tipo. Resulta en efecto

de lo anterior que estas bifurcaciones serán las de los sistemas reversibles, y los efectos

de la quebradura débil de la simetría t → −t solo aparecerán en el estudio de la

bifurcación alrededor del punto crítico (alrededor en el espacio de parámetros del

valor crítico del conjunto de parámetros en el cual el estado estudiado del sistema

perdió su estabilidad) en el cual se produce la inestabilidad.

Como las inestabilidades genéricas , de codimensión 1, en los sistemas reversibles

son conocidas, vemos de inmediato que tendremos las mismas en los sistemas cuasi-

reversibles, y habremos así puesto en evidencia una nueva clase de fenómenos univer-

sales correspondientes cada clase a una inestabilidad genérica.

El punto de vista de esta tesis es entonces el de buscar fenómenos genéricos que

son universales en el sentido que cerca de la inestabilidad genérica serán descritos por

la misma ecuación (o sistema de ecuaciones) que es determinada únicamente por la

inestabilidad: La llamada forma normal de un sistema para una inestabilidad dada.

En este sentido lo que es físico es la forma normal ya que ella es una ecuación universal

que describe todas las situaciones físicas que hagan la inestabilidad considerada (en

un entorno del punto crítico del espacio de parámetros donde ocurre la inestabilidad).

La física es entonces la forma normal en esta circunstancia.

Nuestra primera tarea será entonces describir las inestabilidades genéricas de los

sistemas reversibles. Estas son de dos tipos y para convencerse de ello lo primero es

notar que la propiedad de reversibilidad tiene conscuencias inmediatas en el espectro

del operador lineal del sistema dinámico (1.1) alrededor de un punto de equilibrio.

Sea en efecto ~q(o) un punto de equilibrio (solución estacionaria) de (1.1), o sea que se

satisface ~f(~q(o)) = 0, y coloquemos ~q = ~q(o) + ~x (todos los símbolos con �echas son
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vectores n dimensiones), entonces la ecuación (1.1) da linealmente en ~x

d~x

dt
= L(

{
~λ
}

)~x + O(~x2), (1.10)

donde L(
{
~λ
}

) es una matriz de nxn que depende obviamente de los parámetros de

los cuales depende el sistema dinámico inicial. Para simpli�car la discusión que sigue

supongamos que hay un solo parámetro λ (o sea r = 1 en la línea que sigue a la

ecuación (1.1)). Esta discusión da la imagen general de lo que ocurre y basta para

nuestros propósitos en esta Introducción. En el espacio de parámetros de dimensión

r que habíamos considerado antes lo que hacemos equivale a moverse en una curva

(que tine dimensión uno y equivale entonces a variar un solo parámetro y de allí viene

la terminología de decir que estamos hablando de inestabilidades de codimensión 1).

De la propiedad (1.2) se deduce inmediatamente que se tiene para L la propiedad

S−1LS = −L, (1.11)

de donde resulta de inmediato que si σ es un valor propio de L entonces también −σ

es un valor propio. Por otro lado como L es una matriz real vemos que si σ es un

valor propio, también σ∗, el complejo conjugado de σ es un valor propio. Concluimos

entonces que si tenemos un valor propio σ = Re(σ) + iIm(σ), con la parte real y la

parte imaginaria distinta de cero, entonces automáticamente tenemos 4 valores propios

que son {Re(σ) + iIm(σ),Re(σ)− iIm(σ),−Re(σ)− iIm(σ),−Re(σ) + iIm(σ)}. Esto
signi�ca que el sistema es linealmente inestable ya que de Re(σ) y -Re(σ), necesa-

riamente uno de los dos es positivo y el sistema linealmente explota. (Nota: En un

sistema lineal d~y(t)
dt

= A~y, donde A es una matriz real de nxn si ~y es un vector de

dimensión n, se dice que la solución nula es linealmente estable si todo los valores

propios de A tienen parte real negativa, o sea si todo el espectro está a la izquierda

del eje imaginario en el plano complejo. Esto se entiende ya que si σ es un valor
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propio la solución correspondiente de la ecuación lineal es ~y(t) = ~y(o)e σt, con ~y(o)

una condición inicial a t = 0, esto tiende a 0 para t positivo, que son los tiempos que

estamos considerando, o sea el sistema vuelve a la solución nula de partida, cuando

Reσ es negativo). La única manera entonces para que en un sistema lineal reversible,

como el que escribimos recien, sea estable, es que Re(σ) = 0, y en ese caso todos los

valores propios de L están en el eje imaginariodispuestos en forma simétrica respecto

al origen. En otras palabras el espectro de un sistema reversible linealmente estable

consiste en valores propios 0 con sus multiplicidades y una colección de valores propios

{±iσj, j = 1, 2 . . .}, cada par con sus multiplicidades. Moviendo un solo parámetro

(codimensión 1) solo dos situaciones pueden ocurrir para producir una inestabilidad:

¦ Dos valores propios ±iε, con ε pequeño, se acercan al mover el parámetro,

chocan en el origen, y crean partes reales que serán de la forma ±ε′, con ε′

real positivo. En este caso aparecerán dos modos críticos que llamamos (x, y).

Esta situación se llama la bifurcación estacionaria y podemos distinguir en ella

dos casos interesantes: i) Se tiene la simetría (x, y) → (−x,−y) y en este caso

hemos demostrado que si se inyecta energía al sistema por un modo neutro y se

agregan los términos de disipación (todos estos obviamente considerados como

términos del unfolding) la forma normal es el célebre conjunto de ecuaciones de

Lorenz según mostraron Clerc, Coullet y Tirapegui([12]). Así estas ecuaciones

paradigmáticas que no tenían ninguna interpretación física conocida fueron

asombrosamente promovidas a ecuaciones ��universales� y oviamente los mismos

autores ilustraron esta universalidad construyendo el más simple ejemplo me-

cánico que hiciera el fenómeno y que bautizaron el péndulo de Lorenz([14]);

ii) No se tiene la simetrís de re�exión del caso i) y si nuevamente inyectamos

energía por un modo neutro y agregamos los términos disipativos vemos que

aparece la inestabilidad 03 en la notación de Arnold (en el caso i) aparec ía
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la inestabilidad 020 en la notación de Arnold). Esta tesis está dedicada en su

parte más extensa a este caso que no había sido estudiado y que ahora queda

completamente caracterizado.

¦ Dos pares de valores propios {±iω1 ± iω2} se mueven al variar el parámetro y

colisionan ( o sea iω1 colisiona con iω2, y −iω1 colisiona con −iω2), y al colisionar

salen del eje real y crean partes reales haciendo al sistema inestable (esto no

ocurre en absoluto siempre, aún más, en la mayoría de los casos mecánicos los

valores propios colisionan y se cruzan sin crear partes reales y el sistema sigue

siendo estable). Cuando ocurre la inestabilidad se habla de la inestabilidad de

Rocard quien fué el primero que la puso en evidencia en el problema de las dos

oscilaciones acopladas de las alas de un avión, a saber la oscilación de torsión

y la de �exión). Esta inestabilidad no es tratada en esta tesis. En presencia de

un modo neutro fue caracterizada por Clerc, Coullet y Tirapegui ([13]) quienes

mostraron que la forma normal era nada menos que el muy conocido conjunto

de las ecuaciones de Maxwell-Block para el efecto laser. Poco después Clerc y

Marsden [15] construyeron un simple ejemplo mecánico (un péndulo doble) que

obedece estas ecuaciones universales y es el análogo mecánico del efecto laser.

Digamos entonces como resumen que en la parte principal de esta tesis se

caracterizó el único caso genérico que no había sido estudiado en los sistemas

cuasi-reversibles con lo que se completó el estudio de estos sistemas cuando no se

consideran inhomogeneidades temporales. Resulta notable que este tercer caso

genérico contiene en forma transparente el bien conocido caos de Shilnikov, y

que aprovechándose de la universalidad del fenómeno demostrada en esta tesis

se construyó el ejemplo mecánico más simple imaginable que realiza este caos y

que bautizamos como la "partícula de Shilnikov".

En una segunda parte de esta tesis que es más breve y en la que aún queda
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mucho trabajo por hacer quisimos hacer una primera exploración en los sistemas

cuasi-reversibles espaciales, o sea en los casos en que consideramos las inhomo-

geneidades espaciales. Para ello nos concentramos en el conocido problema de

la inestabilidad de Faraday con un �uido de muy baja viscosidad. Logramos

construir la teoría apropiada a esta situación (que no es más que una modi�cación

de la teoría conocida adaptada a nuestro caso) y sobre todo logramos realizar ex-

perimentalmente el fenómeno con un montaje simple que nos permitió estudiar

el efecto del ruido y corroborar un hermoso análisis teórico hecho por Clerc y

Agez [1] sobre el efecto de la estocasticidad en la curva de bifurcación estudiada.

Para concluir esta Introducción recordemos entonces los dos resultados nuevos

obtenidos en esta tesis:

¦ La caracterización completa de la única inestabilidad genérica no conocida

de los sistemas cuasi-reversibles temporales: La inestabilidad estacionaria sin

simetría de re�exión, análoga del saddle-node en el caso disipativo, y que aquí

conduce genéricamente a un escenario que presenta el caos de Shilnikov. Con

este resultado cerramos el estudio de las preguntas más relevantes de los sistemas

cuasi-reversibles temporales.

¦ Un primer estudio de un sistema cuasi-reversible espacial en el cual logramos

además poner en evidencia un efecto robusto del ruido en el diagrama de

bifurcación descubierto recientemente por Clerc y Agez [1].



2. GENERALIDADES.

El estudio de los sistemas dinámicos ha sido un eje principal en el desarrollo de

la física clásica desde sus comienzos. Inicialmente estos estudios fueron analíticos

con determinados modelos para la energía potencial. A partir del estudio de los

cuerpos celestes, realizado por Poincaré en el año 1899, el enfoque del estudio de

los sistemas dinámicos cambió, en efecto, más que la solución analítica del sistema se

empezó a describir cualitativamente el comportamiento del sistema en el espacio de

sus parámetros característicos. Lo anterior permite una interpretación geométrica que

ayuda a la comprensión de los fenómenos subyacentes. El trabajo que desarrollamos

está basado en este último punto de vista, es decir, se enmarca en el enfoque moderno

de la teoría de los sistemas dinámicos.

En las siguientes secciones introducimos la clasi�cación acostumbrada de los siste-

mas dinámicos, que brinda un marco apropiado para la discusión que presentaremos.
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2.1. Sistemas Reversibles, Sistemas Hamiltonianos y

Cuasi- Reversibles.

2.1.1. Sistemas Reversibles

Los sistemas dinámicos reversibles, son aquellos de cuya evolución no se puede

distinguir pasado o futuro. Lo anterior se describe matemáticamente mediante la

ecuación (2.1):

∂t~c = ~f (~c) , (2.1)

donde ~c es un campo vectorial y ~f (~c) es el vector del campo. El sistema descrito por

la ecuación (2.1) es invariante bajo las dos transformaciones t −→ −t y ~c −→ S~c,

donde S es un operador lineal que cumple las siguientes condiciones

~f (~c) = −S ~f (S~c) , (2.2)

y

S2 = I, (2.3)

donde I es el operador identidad. Esta última propiedad corresponde al hecho, que

si se aplica dos veces la transformación de reversibilidad la ecuación que gobierna el

sistema queda invariante. Un ejemplo físico de sistema reversible es el péndulo plano,

el cual se ilustra en la Fig. 2.1, donde θ y ω son el ángulo formado con la vertical y

la velocidad angular respectivamente.

La ecuación de movimiento de este sistema es:

θ̈ = − g

L
sin θ. (2.4)

Re-escribiendo la ecuación (2.4) cómo dos ecuaciones de primer orden se tiene
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Fig. 2.1: Péndulo Plano, L es largo del péndulo, m la masa, θ es el ángulo con la vertical

del lugar y el péndulo. El hilo es inextensible y de masa despreciable y g es la

aceleración de gravedad.


 θ̇

Ω̇


 =


 Ω

− g
L

sin θ


 . (2.5)

Este sistema es invariante bajo t −→ −t; y el operador S es:

S =


 1 0

0 −1


 . (2.6)

Notemos que el operador lineal S cambia la velocidad angular Ω en −Ω, de

manera que considerando la inversión temporal la evolución del sistema descrita por

la ecuación vectorial (2.5) quede invariante.

La dinámica en torno a los puntos de equilibrio en un sistema reversible presentan

las siguientes propiedades en el espectro de autovalores de su operador lineal:

¦ Si el sistema tiene un operador lineal cuyos coe�cientes son reales, el espectro
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de autovalores debe cumplir que si λ es autovalor su complejo conjugado λ∗ lo

es también.

¦ El operador lineal (L0) del sistema reversible debe cumplir 2.2, es decir, L0 =

−SL0S, luego podemos demostrar que si λ es autovalor de un vector propio, −λ

es autovalor del vector propio transformado por el operador lineal S: Sea ~v un

autovector con un autovalor λ del operador lineal, obtenemos que S~v también

es autovector:

L0S~v = −SL0~v = −λS~v, (2.7)

luego S~v es autovector de L0 con autovalor −λ.

2.1.2. Sistemas Hamiltonianos

Los sistemas hamiltonianos sin dependencia explicita del tiempo, están caracterizados

por la función de Hamilton H (~q, ~p), donde ~q y ~p representan coordenadas y momentos

generalizados. Las ecuaciones de movimiento que satisfacen estas variables están dadas

por las ecuaciones de Hamilton,

q̇ =
∂H

∂p
, (2.8)

ṗ = −∂H

∂q
. (2.9)

Hay muchos sistemas hamiltonianos, en mecánica es de la forma

H (~q, ~p) =
n∑

i=1

~pi
2

2mi

+ U (~q) , (2.10)

donde el primer término del lado derecho es la energía cinética y el segundo es la

energía potencial. Este sistema es reversible. En efecto bajo la transformación estándar
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(t −→ −t) y (p −→ −p); se veri�ca de inmediato que, H es invariante. Esto implica

que las ecuaciones de movimiento (2.9) satisfacen las condiciones (2.2) y (2.3) y el

sistema dinámico observado es entonces reversible. El péndulo es un ejemplo de esto,

donde el hamiltoniano H toma la forma

H (θ, Pθ) =
P 2

θ

2ml2
−mgl cos θ. (2.11)

Ejemplo si estudiamos el siguiente hamiltoniano entorno a un punto de equilibrio,

el hamiltoniano toma la forma (hamiltoniano cuadrático)

H (q, p) = gi,jpipj +
1

2
Vi,jq

iqj (2.12)

donde gi,j y Vi,j son de�nidas positivas y simétricas, donde además esta última Vi,j

es la matriz Hessiana del potencial, evaluada en uno de sus puntos de equilibrio.

Realizando un cambio de variables para expresar en forma diagonal (para facilitar los

cálculos) y obtener las siguientes ecuaciones de primer orden:

∂t




~Q

~P


 =


 [0] [I]

[−V ] [0]







~Q

~P


 (2.13)

donde se de�ne el operador L̂

L̂ =


 [0] [I]

[−V ] [0]


 , (2.14)

para poder caracterizar la inestabilidad hay que estudiar el espectro del operador L̂

que tiene todos sus elementos o componentes reales, esto implica si λ es valor propio
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de L̂ entonces su conjugado λ∗ lo es también 1, entonces tenemos

 [−λI] [I]

[−V ] [−λI]







~X1

~X2


 = ~0. (2.15)

De aquí obtenemos para que λ sea valor propio del operador L̂ se tiene que cumplir que

λ2 tiene que ser valor propio del operador -V, con esto concluimos que el operador L̂

tiene invariancia λ → −λ, este sistema Hamiltoniano permanecerá estable mientras

los valores propios de V sean positivos, es decir, el espectro será imaginario, y si

variando parámetros logramos que un valor propio sea negativo pasando por cero,

esta situación es la inestabilidad estacionaria cómo se observa en la Fig. 2.2.

En la última década se ha desarrollado un estudio sistemático de las inestabilidades

cuasi-reversibles donde es importante notar:

Im(λ)

Re(λ)

Inestabilidad Estacionaria

Fig. 2.2: Inestabilidad Estacionaria caso Hamiltoniano

1 esto es una consecuencia del teorema fundamental del algebra que un polinomio a coe�cientes

reales tiene una solución compleja y el conjugado también es solución.
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Que no todo sistema reversible es hamiltoniano y viceversa. Un ejemplo de sistema

reversible no hamiltoniano es:


 Ẋ

Ẏ


 =


 Y

εX − Y X −X3


 . (2.16)

Este modelo podría representar un resorte no lineal con inyección de energía

cuando el resorte se esta estirando y disipación de energía cuando se esta comprimiendo,

este sistema es reversible pero no tiene estructura simpléctica, su transformación de

reversibilidad viene dada por (t −→ −t), (X −→ −X) y (Y −→ Y ), el operador S

para este sistema reversible es:

S =


 −1 0

0 1


 . (2.17)

Al variar el parámetro ε en el sistema (2.16) se encuentra un cambio cualitativo

en la dinámica del sistema, es decir, cambia el diagrama de evolución del espacio de

fases. En la teoría de sistemas dinámicos lo anterior se denomina una bifurcación [10],

la cual se ilustra en este caso en la Fig. 2.3.

En la Fig. 2.3 se representa el diagrama de fase de este sistema para ε > 0 y ε < 0.

Es importante notar que para ε < 0 el sistema tiene un diagrama de fase como un

sistema típicamente hamiltonianos con centros, por lo que, las órbitas son cerradas

tanto cerca como lejos del centro (ver Fig. 2.3 de la derecha). Sin embargo, para

ε > 0 el sistema exhibe un atractor y un repelor, es decir, no se cumple el teorema

Liouville, puesto que el volumen del espacio de fase es incompresible, luego no puede

ser un sistema hamiltoniano, note que para este caso el atractor (
√

ε, 0), se transforma

en el repelor cuando se usa una transformación temporal (
√

ε, 0) → (−√ε, 0). Luego

(
√

ε, 0) no es solución reversible. Esto implica que el sistema (2.16) exhibe un quiebre
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Fig. 2.3: A la izquierda sistema reversible con ε = 1, para X = −1 el punto de equilibrioes

inestable y para X = 1 el punto de equilibrio es un atractor; a la derecha sistema

reversible con ε = −1.

espontáneo de simetría temporal. Se tiene que para ε positivo el sistema tiene tres

puntos de equilibrio: Un repelor, atractor y un punto hiperbólico, como se ve en la

Fig. 2.3 de la izquierda. Para condiciones iniciales lejanas de los puntos de equilibrio

el sistema exhibe órbitas cerradas para, condiciones iniciales en la vecindad de los

puntos de equilibrio, observando que las trayectorias caen en la cuenca del atractor.

En general, los sistemas reversibles se caracterizan por tener zonas del espacio de

fase con descripción hamiltoniana y parches donde el sistema exhibe atractores y/o

repelores, es decir, zonas disipativas, como se puede observar en la parte central de la

Fig. 2.3 de la izquierda. Topológicamente no pueden ir juntos dos puntos de la misma

naturaleza: Repelor o atractor y por ende estos se alternan.

Para entender de una forma pictórica la diferencia entre un sistema reversible

y un sistema hamiltoniano, consideremos al conjunto de los sistemas reversibles y

hamiltonianos; se encuentra que estos conjuntos se intersectan, cómo se vé en la

Fig. 2.4. Los sistemas hamiltonianos no reversibles son típicamente los que dependen

explícitamente del tiempo o los que tienen una dependencia lineal en los momentos
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generalizados. Los sistemas hamiltonianos clásicos descritos por la ecuación (2.10), se

encuentran en la intersección con los sistemas reversibles.

Sistemas 

Reversibles

Sistemas 

Hamiltonianos

Fig. 2.4: En el esquema se representan que no todo sistema Hamiltoniano es reversible y la

intersección en rojo representa los sistemas que son reversibles y Hamiltonianos.

2.2. Sistemas disipativos

La expresión sistemas disipativos, históricamente, fue una denominación para

sistemas hamiltonianos con términos que dan cuenta de disipación o pérdida de

energía, es decir, en las cuales hay una fuerza disipativa que se puede interpretar

como una fuerza que depende de la velocidad de las partículas como una fuerza de

roce húmedo o de Stokes. Expandiendo esta fuerza en serie de Taylor hasta el primer

orden se tiene que la fuerza solo depende del termino lineal puesto que a orden cero

esta fuerza es cero en ~f(~v = 0) = 0, luego tenemos que nuestras ecuaciones de

movimiento son:
d

dt
(
∂L

∂q̇i

)− ∂L

∂qi

= −σq̇i, (2.18)

donde σ es una constante positiva y qi son las coordenadas generalizadas. Al multiplicar

por q̇i la ecuación anterior obtenemos

dH

dt
= −σq̇2

i = −R (2.19)
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obteniendo la función de Rayleigh no nula R y H es el Hamiltoniano del sistema.

En esta tesis se denominará sistema disipativo a un sistema que no es reversible y

tampoco hamiltoniano autónomo, es decir, cuyo hamiltoniano depende explícitamente

del tiempo, por lo que tiene en general un término que disipa energía.

Un ejemplo de sistema disipativo es un columpio rígido, que oscila en un plano y

que se puede modelar como un péndulo plano. El efecto disipativo corresponde a la

fricción del columpio con el aire. La ecuación diferencial para la variable angular θ es:

ml2θ̈ = −mgl sin θ − σθ̇, (2.20)

donde σ > 0 es el coe�ciente de amortiguamiento. Para encontrar una integral se

multiplica la ecuación (2.20) por θ̇, de manera que el lado izquierdo puede ser re-

escrito como una diferencial total, el sistema toma la forma

d(ml2θ̇2/2−mgl cos θ)

dt
= −σθ̇2, (2.21)

es decir, en este sistema la energía se disipa y la función de Rayleigh es R = σθ̇2.

Debido al efecto disipativo se observan en el espacio de fase trayectorias que dan

cuenta de la pérdida de energía. En la Fig. 2.5 se ilustran las trayectorias que disipan

energía en este sistema.

Es importante notar que la dinámica del sistema que estamos estudiando se

describe por un hamiltoniano dependiente del tiempo, el modelo descrito por la

ecuación (2.20) tiene un hamiltoniano no autónomo de la forma

H =
P 2

2ml2
e−σt −mgl cos θeσt, (2.22)



2: Generalidades. 21

Fig. 2.5: En la �gura se presenta el espacio de fase de un columpio con viscosidad, donde

en θ = ±(2n − 1)π, (n = 0, 1, ...) están representados los puntos hiperbolicos. En

θ = ±2nπ, (n = 0, 1, ...) están representados los puntos tipo foco.

si usamos las ecuaciones de Hamilton

θ̇ =
∂H

∂P
=

P

ml2
e−σt,

Ṗ = −∂H

∂θ
= −mgl sin θeσt, (2.23)

reemplazando Ṗ en la derivada temporal en θ̇ se obtiene (2.20), luego el sistema es

hamiltoniano pero no autónomo. Además de 2.21 se obtiene que la energía

E =
ml2θ̇2

2
−mgl cos θ, (2.24)

decrece, luego el sistema es disipativo.

2.2.1. Inestabilidades.

El estudio de las inestabilidades tienen un rol central en la teoría moderna de

sistemas dinámicos. Ellas permiten tener un entendimiento cualitativo de la evolución
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de estos sistemas [20]. La teoría de bifurcaciones permite describir estas inestabilidades

de una forma universal.

Para profundizar el concepto de inestabilidad, analizaremos un ejemplo físico

conocido como el péndulo de Andronov [4]. Este sistema está compuesto por un aro

vertical en el que hay un anillo de masa m, que puede deslizarse sobre el aro vertical.

Se hace rotar el aro alrededor del eje de la vertical del lugar, que pasa por el diámetro

con una frecuencia angular ω constante, colocando el anillo fuera de la posición de

equilibrio como se muestra en la Fig. 2.6. En el sistema se observa la competencia

entre la fuerzas que se ejercen sobre la partícula, estas son: Roce húmedo, centrífuga

y gravitatoria, obteniendo que para una frecuencia angular pequeña en relación con

g/rω2 > 1, la partícula tiene un ángulo de equilibrio en θ∗ = 0 que es estable.

Fig. 2.6: Péndulo de Andronov. Este sistema consiste en un aro vertical y colocamos un anillo

que puede moverse sobre el aro, se hace girar con frecuencia angular ω constante,

donde g es la aceleración de gravedad y θ es el ángulo formado por la recta OP y

la vertical del lugar que pasa por el centro del aro.
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La ecuación de movimiento del sistema es

θ̈ = ω2 sin θ cos θ − g

r
sin θ − µθ̇, (2.25)

donde ω es la velocidad angular de giro, r el radio del aro, m la masa del anillo, g la

aceleración de gravedad y µ es el coe�ciente de roce húmedo con el aro. Los puntos

de equilibrio de este sistema vienen dados por θ∗ = 0 y

cos θ± =
mg

mrω2
≤ 1, (2.26)

la expresión (2.26) es el cociente entre la fuerza de gravedad y la fuerza centrífuga,

θ± indica si θ es positivo o negativo respectivamente. Al incrementar un parámetro

del sistema, por ejemplo la velocidad angular hasta cierto valor crítico ωc =
√

g
r
, el

sistema presenta un cambio cualitativo en la dinámica; en efecto, surge una bifurcación,

el ángulo θ∗ = 0 se vuelve inestable, aparecen dos nuevos puntos estables θ = θ± y

θ = 0 se transforma en inestable como se muestra en la Fig. 2.7. Hay solo una

región (a) en la cual existe solo un punto de equilibrio, g > rω2, cuando la fuerza

gravitatoria es mayor que la centrífuga. Cuando la fuerza centrífuga es mayor que la

gravitacional aparecen dos nuevas soluciones estables θ+ y θ−, donde θ∗ = 0 persiste,

pero se transforma en inestable, este tipo de bifurcación es conocida como bifurcación

de pitchfork [3] (ver Fig. 2.7).

Para estudiar el péndulo de Andronov en torno del punto de bifurcación, se toma

θ (t) = x (t), x ¿ 1 reemplazando en la ecuación (2.25) y desarrollando en serie de

Taylor. Al orden dominante se encuentra

ẍ =
(
ω2 − g

r

)
x +

(
g

6r
− 2

3
ω2

)
x3 − µẋ. (2.27)

Este sistema se puede escribir cómo
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Fig. 2.7: Diagrama de Bifurcación de pitchfork, donde el eje vertical son los ángulos θ de

equilibrio de las soluciones estacionarias y ω parámetro de bifurcación. Donde a

y a‘ representan el intervalo donde el ángulo θ = 0 es el equilibrio estable e

inestable respectivamente en esos intervalos y b1 y b2 son ramas estables de los

nuevos equilibrios.


 ẋ

ẏ


 =


 0 1

ω2 − g
r
−µ





 x

y


 +


 0

(
g
6r
− 2

3
ω2

)
x3


 . (2.28)

De la ecuación (2.28) se tiene el operador lineal que caracteriza la dinámica en torno

a x = 0, se tiene

L0 =


 0 1

ω2 − g
r
−µ


 , (2.29)

y sus valores propios son

λ =
−µ±√

µ2 + 4(ω2 − g
r
)

2
. (2.30)

Los valores propios son funciones de los parámetros que caracterizan el problema

en estudio. Analizando el espectro de los valores propios del operador lineal L0 en un
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punto de equilibrio, según como sea la parte real del valor propio, podemos a�rmar

si es estable o inestable el punto de equilibrio.

Si un valor propio tiene parte real positiva, entonces es inestable y si todos tienen

parte real negativa es estable, ya que esto implica que las perturbaciones crecen o

decrecen exponencialmente. Si consideramos µ = 0 y estudiamos λ para los siguientes

casos: λ real puro, el punto de equilibrio es hiperbólico, λ imaginario puro, es un centro

el punto de equilibrio. Los términos no-lineales son responsables de la aparición de

nuevos puntos de equilibrio. Es importante notar que la bifurcación del punto de

equilibrio está caracterizado por su operador lineal.

La manera de perder estabilidad de un Sistema disipativo es variando un parámetro

tal que la parte real de un valor propio Re (λ) < 0 cruce el eje imaginario y tome

algún valor positivo (ver Fig. 2.8) de forma genérica.

Fig. 2.8: La manera mas genérica que un equilibrio de un sistema disipativo pierda

estabilidad, es que al inyectar energía variando un parámetro un auto valor cruce

el eje imaginario.

Cambiando un parámetro, las dos bifurcaciones genéricas de un punto de equilibrio

en un sistema reversible son: La bifurcación estacionaria (ver Fig. 2.9) y la confusión
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de frecuencias (ver Fig. 2.10). La estacionaria corresponde a que un valor propio real

negativo se haga positivo cruzando el eje imaginario. La bifurcación Hopf corresponde

al caso que dos valores propios complejos y conjugados crucen el eje imaginario. Es

importante hacer notar que esta última bifurcación está caracterizada por la aparición

de oscilaciones permanentes.

Fig. 2.9: Inestabilidad genérica: Estacionaria, en esta inestabilidad colisionan dos autovalores

a frecuencia cero.

Un ejemplo de inestabilidad estacionaria es el péndulo de Andronov amortiguado

ecuación (2.28), el espectro está caracterizado por dos valores propios complejos

conjugados con parte real negativa. A medida que se aumenta la frecuencia estos

valores propios colisionan en el eje real para ω2 = σ2

4
− g

l
al seguir aumentando la

frecuencia un valor propio cruza el eje imaginario, originando la inestabilidad de la

solución vertical (θ = 0, θ̇ = 0).

Un ejemplo clásico de bifurcación de Hopf-Andronov es el circuito de Van der Pol.

Este circuito está compuesto por una inductancia, un condensador y un tubo de vacío.

El tubo de vacío es una resistencia no lineal que para bajas corrientes se comporta
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Fig. 2.10: Inestabilidad genérica: confusión de frecuencia, está inestabilidad ocurre

inyectando energía a través del modo neutro o a través de la frecuencia de

resonancia donde ocurre la inestabilidad.

como una fuente de cargas, el voltaje que se aplica al tubo de vacío satisface

V = RI − aI3 (2.31)

luego el movimiento de cargas esta gobernado por la ecuación diferencial no lineal

Lİ +
q

c
= RI − aI3. (2.32)

Derivando la ecuación con respecto al tiempo e identi�cando d
dt

q = I se obtiene el

conocido oscilador de Van der Pol descrito por la ecuación

LÏ +
I

c
= (R− 3aI2)İ (2.33)

Este oscilador se puede interpretar como un oscilador lineal con inyección de energía

proporcional al cambio de corriente Rİ y disipación nolineal 3aI2İ.

Simulaciones numéricas del oscilador de Van der Pol se muestran en la Fig. 2.11

y se ve que para R < 0 la solución I = 0 es un atractor (foco). El espectro de este

equilibrio es ilustrado en la Fig. 2.11b: a medida que R aumenta la solución I = 0 se
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Fig. 2.11: Simulaciones numéricas del oscilador de Van der Pol:Fig. a-) se ve que para R < 0

la solución I = 0 es un atractor (foco). El espectro de este equilibrio es ilustrado en

la Fig. b-) a medida que R aumenta la solución I = 0 se vuelve inestable (R = 0).

Ya que el espectro cruza el eje imaginario para R = 0. Las simulaciones muestran

la aparición de auto oscilaciones (ciclo limite) para (R > 0) ver Fig.c

vuelve inestable (R = 0), ya que el espectro cruza el eje imaginario para R = 0. Las

simulaciones muestran la aparición de auto oscilaciones (ciclo limite) para (R > 0)

(ver Fig. 2.11).

2.3. Inestabilidades en sistemas cuasi-reversibles.

Los sistemas cuasi-reversibles son sistemas reversibles que consideran pequeñas

pérdidas e inyecciones de energía como perturbaciones al sistema dinámico reversible

los equilibrios del caso reversible deben persistir cuando perturbemos el sistema,

ejemplo: Péndulo de Andronov. Estas perturbaciones quiebran la reversibilidad tempo-
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ral, algunos ejemplos de esto son: La disipación de energía dentro de la cavidad de

un láser, la disipación en las órbitas de los satélites, en una �bra óptica, en medios

magnéticos y ondas super�ciales en �uidos. Estas perturbaciones hacen que el espectro

estable de un punto de equilibrio que solo tiene parte imaginaria adquiera una parte

real muy pequeña y los valores propios quedan entonces muy cerca del eje imaginario.

La forma para hacer perder la estabilidad a los sistemas cuasi-reversibles es que los

valores propios complejos con parte real Re (λ) < 0 colisionen y adquieran parte

real positiva y negativa, las dos bifurcaciones genéricas son confusión de frecuencias e

inestabilidad estacionaria. Se llama confusión de frecuencias cuando la resonancia es a

frecuencia �nita y si la resonancia es a frecuencia nula, será inestabilidad estacionaria

en este caso la resonancia es de a pares, es decir, la resonancia es con su complejo

conjugado (ver Fig. 2.12).

Fig. 2.12: Confusión de frecuencias en el caso que es perturbado, originando la inestabilidad.

Estudiaremos las inestabilidades estacionarias en sistemas cuasi-reversibles (ver

Fig. ??), en donde la resonancia ocurre a frecuencia cero en presencia de un modo

neutro. Esta bifurcación es denominada O3 en la notación de Arnold [10]. El origen

físico del modo neutro, es debido a que este es el modo por el cual uno inyecta muy
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naturalmente energía al sistema. Hay dos formas naturales de inyectar energía a un

sistema: Una es por medio de un forzaje a frecuencia �nita, que excita modos de

frecuencias cercanas y la otra es un forzaje a frecuencia nula que exhiba los modos

neutros, este tipo de inestabilidad ocurre en ausencia de fuerzas giroscópicas.

¦ Las inestabilidades genéricas de un sistema mecánico con un modo neutro son

caracterizadas por tener tres valores propios en el origen del plano complejo con

un solo autovector, esta inestabilidad es denotada en la notación de Arnold como

(O3)2, si exigimos simetría de re�exión de una de sus variables su inestabilidad

será (O2) (O) en notación de Arnold, 3 la inestabilidad (O2) (O) con simetría

de re�exión ha sido estudiada en [12, 13, 14, 15], donde el resultado principal

es que la dinámica de esta bifurcación cuasi reversible es equivalente al modelo

de Lorenz4, luego el comportamiento complejo exhibido por este sistema es

universal. Sin embargo la bifurcación mas general O3 aun no ha sido estudiada,

el objetivo de esta tesis será caracterizar esta bifurcación O3.

¦ Las Inestabilidades cuasi-reversibles y también cuasi-hamiltonianas, la confusión

de frecuencias en presencia de un modo neutro (iΩ2O) cuasi-reversible han

sido estudiadas recientemente por [12, 15] donde los resultados principales son

mostrar que la ecuación universal que describe esta inestabilidad es isomorfa
2 Donde O3 signi�ca que tiene tres valores propios y un solo vector propio.
3 (

O2
)
(O) signi�ca que tiene tres valores propios que son cero y dos vectores propios.

4 El modelo de Lorenz es el modelo simpli�cado propuesto por Ed Lorenz (1963) para entender

la dinámica erratica de los rollos de convección de la atmósfera de la forma

ẋ = σ(y − x)

ẏ = rx− y − xz

ż = xy − bz.
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a las ecuaciones del láser, (ecs. de Maxwell Bloch). Por lo tanto la dinámica

exhibida por el láser es universal.

Otro sistema que exhibe este comportamiento es un péndulo doble, que es entonces

un láser mecánico [15] que hemos bautizado como el péndulo de Rocard.

El objetivo principal del próximo capítulo, será caracterizar la bifurcación O3 cuasi

reversible y proponer un sistema mecánico simple que exhibe esta inestabilidad.



3. CÁLCULO DE LA FORMA NORMAL MINIMAL DE

LA BIFURCATION DE SHILNIKOV

Estamos interesados en caracterizar la dinámica de la bifurcación cuasi-reversible

estacionaria en presencia de un modo neutro (cuasi-reversible O3).

3.1. Forma Normal O3

La forma normal consiste en simpli�car el problema en sus variables resonantes,

el cual consiste en separar las variables en sus diferentes tiempos de escala, lo cual

ocurre en la vecindad del punto de bifurcación. Se tendrá variables que relajan más

rápido llamadas variables esclavas y por ende no son importantes para la descripción

del problema a tiempos largos y las variables que evolucionan más lento pueden ser

descritas por ecuaciones autónomas en las que ya no aparecen las variables rápidas.

La variedad central, es simplemente la variedad de las variables lentas.

Tomando una ecuación diferencial ordinaria de la forma

d~x

dt
= ~f (~x) , (3.1)

dónde ~x ∈ <n, el tiempo t ∈ <, se cumple que ~x∗ = 0 es el punto de equilibrio, es

decir, ~f (~x∗) = 0, expandiendo ~f (~x) en serie de Taylor en torno del punto de equilibrio

~x∗ = 0 se obtiene:
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d~x

dt
= L′~x + P (~x) + ϑ

(
~xk

)
, (3.2)

P es un polinomio que atrapa los términos resonantes de la expansión en serie de

Taylor del campo vectorial ~f (~x). La inestabilidad estacionaria en sistemas reversibles

en el tiempo, tienen asociadas resonancias que ocurren a frecuencia nula. Esta resonan-

cia tiene lugar cuando se modi�ca un parámetro o una constante de movimiento

a través de un modo neutro. Esta vía es la forma que físicamente creamos una

inestabilidad en un equilibrio relativo, es decir, este equilibrio es un punto �jo del

Routhiano. La inestabilidad estacionaria cuasi-reversible de un equilibrio relativo en

presencia de un modo neutro sin simetría de re�exión es (O3), caracterizada por la

con�uencia de tres valores propios en el origen del plano complejo con solo un auto

vector. Esto implica que se puede escoger una base apropiada en la que el operador

lineal L′ tome la forma

L′ =




0 1 0

0 0 1

0 0 0


 (3.3)

Al caracterizar el polinomio P que depende de los términos resonantes se obtiene que

[18]:

DP (x)L′†x = L′†P (x) (3.4)



∂P1

∂x1

∂P1

∂x2

∂P1

∂x3

∂P2

∂x1

∂P2

∂x2

∂P2

∂x3

∂P3

∂x1

∂P3

∂x2

∂P3

∂x3







0 0 0

1 0 0

0 1 0







x1

x2

x3


 =




0 0 0

1 0 0

0 1 0







P1

P2

P3


 (3.5)

Desarrollando esta última ecuación (3.4) se llega a la siguiente expresión:
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x1
∂P1

∂x2

+ x2
∂P1

∂x3

= 0,

x1
∂P2

∂x2

+ x2
∂P2

∂x3

= P1,

x1
∂P3

∂x2

+ x2
∂P3

∂x3

= P2. (3.6)

Las ecuaciones (3.6) se pueden obtener de la derivada total con respecto a un

parámetro τ de las componentes del polinomio P (ver ecuación (3.7)).

d

dτ
= ẋ1

∂

∂x1

+ ẋ2
∂

∂x2

+ ẋ3
∂

∂x3

. (3.7)

De las ecuaciones (3.6) se obtiene los invariantes o los términos resonantes de las

componentes del polinomio P. Se obtiene:




ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =




0

x1

x2


 ⇒





ẍ3 = x1,

ẍ3ẋ3 = x1ẋ3,

d(x2
2−2x1x3)

dτ
= 0,

ẋ1 = 0.

(3.8)

Luego P1, P2 y P3 dependen de las cantidades conservadas o invariantes de la siguiente

manera Pi(x1, x2
2 − 2x1x3), i = 1, 2, 3. Tomando las componentes de Pi de la forma

más simple, es decir, lineal con coe�cientes que dependan de los invariantes, Pi =

aix1 + bix2 + cix3, reemplazando en (3.6) se obtiene [18]



b1 c1 0

b2 − a1 c2 − b1 −c1

b3 − a2 c3 − b2 −c2







x1

x2

x3


 =




0

0

0


 . (3.9)

De este sistema sacamos que b1 = c1 = c2 = 0, b2 = c3 = a1 y b3 = a2 lo que da la
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Forma Normal Minimal [18]



ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =




0 1 0

0 0 1

0 0 0







x1

x2

x3


 +




0

0

h


 +




f 0 0

g f 0

0 g f







x1

x2

x3


 (3.10)

donde f(x1, x
2
2 − 2x1x3), g(x1, x

2
2 − 2x1x3) y h(x1, x

2
2 − 2x1x3) son funciones de los

invariantes.

3.1.1. Forma Normal equivalente

La condición de existencia del cambio de variable asintótico a un order cualquiera

no tiene una solución única, se puede entonces encontrar otras formas normales

equivalentes, donde el cambio de variable es modi�cado y la forma normal es modi�cada.

La ventaja de esto es que se puede optar por la forma normal dónde se tenga una

mayor intuición y compresión de los parámetros.

A continuación, desde la forma normal minimal 3.10 deduciremos una forma

normal más semejante a los sistemas mecánicos, ya que esto nos permitirá construir

un análogo de los sistemas mecánicos. Si desarrollando f y g en serie de Taylor hasta

primer orden en la forma normal minimal de O3,( 3.10), donde los coe�cientes son

parámetros, se tiene:

f = a + bx

g = e + dx.

Reemplazando en (3.10) obtenemos un sistema no-lineal de segundo orden:



ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =




0 1 0

0 0 1

0 0 0







x1

x2

x3


+




0

0

h


+




ax1

ex1 + ax2

ex2 + ax3


+




bx1
2

dx1
2 + bx1x2

dx1x2 + bx1x3


 (3.11)
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Donde tenemos que:



ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =




0 1 0

0 0 1

0 0 0







x1

x2

x3


+




0

0

h


+




a 0 0

e a 0

0 e a







x1

x2

x3


+




bx1
2

dx1
2 + bx1x2

dx1x2 + bx1x3


 .

(3.12)

Realizando el siguiente cambio de variables, dónde f
[j]
α (~c) es una función escalar de

orden j ≥ 1 en la componente de ~c

~V = ~U [1](~c) + ~U [2](~c) + · · · (3.13)

∂tcα = f [1]
α (~c) + f [2]

α (~c) + · · · (3.14)

y usando el siguiente ansatz:
~U [1] = cα|χα >,

se obtiene al primer orden

∂t
~V [1] =

[
∂tcα

∂~V

∂cα

][1]

(3.15)

f [1]
α

∂~U [1]

∂cα

= L̂0 ~U [1] ⇒ f [1]
α |χα >= cαL0

βα|χβ >

∴ f [1]
α = cβL0

αβ (3.16)

obtenemos a primer orden

∂tc1 = c2

∂tc2 = c3

∂tc3 = 0. (3.17)

Donde el operador homológico que caracteriza la variedad central [18] es

A(L) = L0
αβcβ

∂

∂cα

− L̂0. (3.18)
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Luego a segundo orden tenemos

[
∂t

~V
][2]

= [∂tcα][1] ∂~U [2]

∂cα

+ f [2]
α

∂~U [1]

∂cα

= L̂0~U [2] +




bc1
2

dc1
2 + bc1c2

dc1c2 + bc1c3


 ,

A(L)~U [2] =




bc1
2 −f

[2]
1

dc1
2 + bc1c2 −f

[2]
2

dc1c2 + bc1c3 −f
[2]
3


 (3.19)




bc1
2 −f

[2]
1

dc1
2 + bc1c2 −f

[2]
2

dc1c2 + bc1c3 −f
[2]
3


 =




bc1
2

−dc2
1 − 2bc1c2

dc1c2 + bc1c3




, por lo tanto

~f [2] =




0

2dc1
2 + 3bc1c2

0


 (3.20)

y

∂tc1 = c2,

∂tc2 = c3 + 2dc1
2 + 3bc1c2,

∂tc3 = h.

Ahora desarrollo el unfolding al orden [1, 1], es decir, modi�cando los parámetros de

aquellos críticos

[
∂t

~V
][1,1]

= f [1,1]
α

∂~U [1]

∂cα

+ f [1]
α

∂~U [1,1]

∂cα

= L̂0~U [1,1] +




a 0 0

e a 0

0 e a







c1

c2

c3
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A(L)~U [1,1] =




a 0 0

e a 0

0 e a







c1

c2

c3







−f
[1,1]
1

−f
[1,1]
2

−f
[1,1]
3


 (3.21)




ac1

ec1 + ac2

ec2 + ac3


−




0

f
[1,1]
2

0


 =




ac1

−ec1 − 2ac2

ec2 + ac3




⇒




0

f
[1,1]
2

0


 =




0

3ac2 + 2ec1

0


 (3.22)

Por lo tanto:

c̈1 = c3 + c1(3bċ1 + 2e) + 2dc2
1 + 3aċ1

ċ3 = h.
(3.23)

Realizando el siguiente cambio de variables:

c1 =
x

2d

c2 = y

c3 =
z

2d
, (3.24)

reemplazando en 3.23 se tiene la forma normal equivalente a la mecánica:

ẍ = z + x(
3b

2d
y + 2e) + x2 + 3ay

ż = H

H = 2dh. (3.25)
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Como las constantes también son función de los invariantes entonces uno puede

obtener la siguiente ecuación �forma normal mecánica�

ẍ = z + G(x, ẋ− 2xz) + F (x, ẋ− 2xz)ẋ

ż = H(x, ẋ− 2xz).
(3.26)

La ecuación anterior es denominada forma normal mecánica pues el primer término

es como un oscilador acoplado a otro modo. Es importante hacer notar que otra forma

normal posible es la forma normal tipo Takens [?], [?]

...
x = H(x, ẋ− 2xz) + f(x, y − 2xz)ẋ + g(x, ẋ− 2xz)ẍ, (3.27)

Esta forma normal es obtenida análogamente a como hemos deducido (3.26). Es

importante notar que (3.10, 3.26, 3.27) son todas ecuaciones análogas por medio

de cambios de variables asintóticos, es decir, la dinámica exhibida por todas estas

ecuaciones es similar, cerca de la bifurcación la dinámica estará conducida por términos

dominantes, luego uno puede considerar la forma normal asintótica. Re-escalando la

ecuación (3.25), es decir, tomamos z ∼ ε, x ∼ √
εy ∼ ε

3
4 , d

dt
∼ ε

1
4 , 3a = µ ∼ ε

1
4 , δ ∼

ε
5
4 , ν ∼ ε

3
4 , β ∼ ε

1
4 y ε ¿ 1. Al expandir H en serie de Taylor hasta el término

cuadrático por el escalamiento obtenemos tres nuevos parámetros, µ, ν y δ. Luego la

forma normal minimal que incluye los términos que quiebran la simetría temporal es

:
ẍ = z + x2 − µẋ

ż = δ + νx + βx2.
(3.28)

Los parámetros µ, ν y δ dan cuenta de la inyección y disipación de energía respectiva-

mente y β es un término de saturación no lineal.
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3.1.2. En el límite reversible

Para el límite reversible de O3, es decir, las ecuaciones son invariantes baja una

transformación t → −t, x → x, z → z, se tiene:

ẍ = z + xF
(
x, 2zx− ẋ2

)
,

ż = 0, (3.29)

donde z es una constante de movimiento, el sistema es descrito por un campo

vectorial bidimensional. La forma normal reversible asintótica considerando los términos

dominantes se obtiene de la ecuación anterior, resultando

ẍ = z ± x2,

ż = 0, (3.30)

Para determinar el orden dominante se utiliza el método de escalamiento obteniendo

z ∼ ε, x ∼ ε1/2, ∂t ∼ ε1/4yε ¿ 1. Este conjunto de ecuaciones (3.30) describen una

bifurcación de saddle node en presencia de una cantidad conservada z. Dependiendo

de la condición inicial se puede regular el valor de z, debido a la transformación

x → −x y z → −z, consideraremos sin perder generalidad el signo menos de aquí en

adelante en el término cuadrático. Aquí para z negativo el sistema no tiene puntos

�jos y para cualquier condición inicial resultan trayectorias que van hacia el in�nito.

Para z positivo, el sistema tiene dos puntos �jos {(√z, z) , (−√z, z)}, resultando un

punto centro y el otro punto es hiperbólico, respectivamente.

El punto que es un centro (
√

z, z) exhibe una inestabilidad estacionaria en presencia

del modo neutro cuando z = 0, el cual es caracterizado por la con�uencia de tres

valores propios en el origen del plano complejo con solo un auto vector. Por lo

tanto para cada plano z constante en el espacio de fase tenemos un típico diagrama

saddle node en el espacio de fase. En la Fig. 3.1 se representa este espacio de fase.
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z-Plane

x

x

z

Fig. 3.1: Diagrama de espacio fase de la forma normal reversible. La linea segmentada y la

continua representa el punto estable e inestable, respectivamente. La curva gruesa

representa la solución homoclina.

Notemos que este sistema dinámico tiene una familia de curvas homoclinas, la cual

es representada por una curva gruesa en el plano Z y tiene la expresión analítica:

xh (z, t) = −√z[1− 3sech2( 4

√
z

4
(t− t0))], (3.31)

Esta solución tiene un rol central en la generación de un comportamiento complejo

moviéndose al caos, cuando consideramos los términos que quiebran la simetría de

reversibilidad temporal como veremos más adelante.

Como ejemplo de un sistema reversible que tiene la inestabilidad O3 consideremos

la partícula de Shilnikov [1, 2] un sistema compuesto por un anillo de masa m, que

se desliza sobre la barra OA sin fricción. Esta barra junto con otra barra vertical OB

son un sólido rígido con un ángulo �jo α entre las dos, (ver Fig. 7.1), todo el sistema

puede rotar entorno al eje vertical OB bajo la in�uencia del campo gravitatorio. El
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Motor

α

0

Α

Β

m

r

φ
.

Fig. 3.2: Partícula de Shilnikov

lagrangiano L que caracteriza este sistema es

L =
m

2
(ṙ2 + r2 sin2 α φ̇2) +

I

2
φ̇2 −mgr cos α,

donde r representa la distancia entre el anillo y el punto de contacto entre las dos

barras (punto O en la Fig. 7.1), φ̇ es la velocidad angular azimutal del sistema, I es

el momento de inercia vertical de las dos barras y g es la aceleración de gravedad.

Note que el ángulo azimutal φ es una variable cíclica, las ecuaciones de movimiento

del sistema se reduce a
r̈ =

r sin2 αP 2
φ

(I+mr2 sin2 α)
2 − g cos α,

Pφ ≡
(
I + mr2 sin2 α

)
φ̇,

(3.32)

donde Pφ es el momentum angular azimutal, el cual es una cantidad conservada. El

término del lado derecho de la ecuación (3.32) son la fuerza centrífuga y gravitacional,

respectivamente. La fuerza centrífuga tiene solo un máximo como función de r en (ver
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Fig. 3.3)

r∗ =

√
I

3m sin2 α
.

Aquí, para una fuerza centrífuga pequeña el sistema no tiene equilibrio y el anillo

Fig. 3.3: Diagrama de fuerzas, al variar la fuerza gravitacional, se observa el nacimiento de

dos puntos de equilibrio mediante una bifurcación de Saddle node, siendo el círculo

negro el punto de equilibrio estable.

se mueve al punto O. Contrariamente, para fuerza centrífuga grande el sistema tiene

dos puntos de equilibrio, uno estable y otro inestable. Por lo tanto, el sistema tiene

un valor crítico para el momento angular azimutal para el cual el sistema exhibe una

bifurcación de saddle-node

P ∗
φ =

[
16
√

3mI3

9
g cot α

]1/2

.

En la Fig. 3.3 se muestra la fuerza centrífuga y gravitacional como función de r, los

puntos de equilibrio estable e inestable están representada por círculos llenos y vacíos,

respectivamente. Note que el punto �jo inestable está más cerca del punto O que el

estable.
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Cerca de la bifurcación de saddle-node, podemos introducir el siguiente ansatz

r = r∗ + ρ0x,

Pφ = P ∗
φ + z0z, (3.33)

donde ρ0 ≡ 1/(6P ∗
φ sin3 α/

(
I + mr∗2 sin2 α

)3 −12m2r∗2 sin4 α/
(
I + mr∗2 sin2 α

)4
)

y z0 ≡ ρ0

(
I + mr∗2 sin2 α

)4
/r∗2 sin α, en la ecuación (3.32). El sistema es descrito

hasta el orden dominante por (forma normal reversible O3)

ẍ = z − x2,

ż = 0.

Aquí, el sistema mecánico exhibe una bifurcación de saddle node forzado por la

cantidad conservada, esto es, el modelo presenta una inestabilidad O3.

La forma normal cuasi-reversible.

Al incluir pequeños términos de inyección y disipación de energía en el unfolding

de la ecuación (3.30), estos quiebran la reversibilidad temporal resultando el sistema

de ecuaciones (3.28).

ẍ = z + x2 − µẋ,

ż = δ + νx + βx2.

Los parámetros µ, ν y δ dan cuenta de la inyección y disipación de energía respectivamente

y β es un término de saturación no lineal. Dependiendo de las diferentes combinaciones

de signos de {ν, β} los dos últimos términos de la ecuación en z son disipación e
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inyección de energía. Un modelo similar con un término disipativo extra fue estudiado

en el contexto de O3 en un oscilador no lineal excitado térmicamente en un contexto

de inestabilidad disipativa [22, 11, 21]. Este modelo tiene un término cúbico extra y

está bien estudiado en el mismo contexto por Pismen [23].

En el caso de no considerar sistemas cuasi-reversibles sino disipativos esta ecuación

tiene más términos en particular disipación nolineal ẍ = (ν − x2)ẋ.

a b e f

a c e fd

A)

B)

Fig. 3.4: Diagrama de bifurcación de la forma normal mecánica (3.28): (a) Bifurcación

tipo saddle node, (b) Bifurcación supercrítica tipo Hopf Andronov Poicaré, (c)

Bifurcación subcrítica Hopf Andronov Poicaré, (d) Bifurcación saddle node a ciclo

límite, (e) Bifurcación a doblamiento de período y (f) caos Shilnikov.



4. DIAGRAMA DE BIFURCACIÓN DE LA FORMA

NORMAL O3CUASI-REVERSIBLE.

Con el objetivo de entender la dinámica de la forma normal cuasi- reversible (3.28)

estudiamos sus puntos �jos que son

z = x2
±,

x± =
−ν ±

√
ν2 − 4δβ

2β
,

donde ν2− 4δβ > 0. Cuando esta desigualdad no se satisface todas las trayectorias se

van a in�nito, es decir, el in�nito es el único atractor. Los dos puntos �jos
(
x+, x2

+

)
y

(
x−, x2

−
)
aparecen por una bifurcación de saddle node . En la Fig. 3.4 se muestran los

diferentes diagramas de bifurcación del modelo dado por el sistema dinámico (3.28),

la bifurcación de saddle node ocurre en el punto a. Cerca de esta bifurcación los

puntos �jos
(
x+, x2

+

)
y

(
x−, x2

−
)
son estable y inestable, respectivamente. Los puntos

estables pierden su estabilidad por una bifurcación Hopf-Andronov, es decir, un par

de valores propios complejos conjugados cruzan el eje imaginario. De la condición

de Hopf, se obtiene una relación para los valores propios (4.1) puesto que nuestra

ecuación característica es cúbica solo tienen cabida dos valores propios imaginarios

puros conjugados el uno del otro, obligando al otro valor propio a ser un real puro,
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donde ω es la frecuencia de la oscilación y h es un real

(λ2 + ω2)(λ + h) = 0. (4.1)

Del operador lineal de (O3) obtenemos que h = µ, ω2 = 2x+ y

ω2h = −(ν + 2βx+) (4.2)

obteniendo el espacio de parámetros que esta dado por

ν = (µ + β)
ν−
√

ν2−4δβ

β
.

Esta inestabilidad está representada por los b y c en la Fig. 3.4. Como se ve, esta

bifurcación puede ser supercrítica ( punto b) o subcrítica ( punto c). En la Fig. 4.1

se muestra el tipo de ciclos límites observado en la forma normal.

0

1

2

-2

-1

0

1

2

0

1

2

0

1

2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

0

1

2

0

1

2

x

x

x

x

z

z

a)

b)

Fig. 4.1: Solución ciclo límite que exhibe el modelo (3.28) con β = −0,814, δ = 1,0, µ = 0,6,

a) ν = 0,31 y b) ν = 0,295.

En orden a estudiar la dinámica alrededor de esta inestabilidad y basado en la

teoría de las formas normales [18], introducimos el siguiente cambio de variables



4: Diagrama de bifurcación de la forma normal O3cuasi-reversible. 48

asintótico



x

ẋ

z


 = A




1

i
√

2x+

iµ
√

2x+


 + Ā




1

−i
√

2x+

−iµ
√

2x+




+a0

[
A2 − 2|A|2 − Ā2

3

]



1

i
√

2x+

iµ
√

2x+




+a0

[
Ā2 − 2|A|2 − A2

3

]



1

−i
√

2x+

−iµ
√

2x+




+
[
dA2 + dĀ2 + e|A|2]




1

µ

2x+


 + t.o.s.,

con

a0 ≡

(
2
√

2x+ − βµ
√

2
x+

)
+ 2i (β + µ)

√
2x+ (4µ2 + 8x+)

,

d ≡ (β + µ) (µ− 2i
√

2x+)

(µ2 + 2x+) (µ2 + 8x+)
,

e ≡ 2 (β + µ)

µ (µ2 + 2x+)
,

en el modelo cuasi-reversible (3.28). La amplitud A satisface la siguiente ecuación de

amplitud

∂tA =

[
(µ + β)

ν −
√

ν2 − 4δβ

β
+ i

√
2x+

]
A + g|A|2A, (4.3)

donde g viene dado por la siguiente expresión

g ≡
(
−2 (β + µ) + i

(
2
√

2x+ − βµ
√

2/x+

))

× [<(−a02) + e + ao − ā0/3 + d] /(2µ2 + 4x+),
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donde < es la parte real. Si β ≈ −µ la bifurcación de Hopf Andronov es supercrítica

(ver Fig. 3.4) parte a o subcrítica Fig. 3.4 parte b, cuando (2
√

2x+ − βµ
√

2/x+) es

negativo o positivo, respectivamente. En la Fig. 3.4 ilustramos estas dos bifurcaciones.

Desde el modelo dado por (4.3), deduciremos que la bifurcación de Hopf-Andronov

da lugar a la aparición de la solución de ciclo límite con frecuencia √2x+. El típico

ciclo límite observado en este sistema se muestra en la Fig. 4.1.

En la bifurcación de Hopf Andronov subcrítica, el ciclo límite inestable desaparece

por una bifurcación de saddle node que es representada por el punto d en la Fig. 3.4.

Cambiando los parámetros, el ciclo límite estable persistente, se mueve en la

dirección del punto �jo inestable
(
x+, x2

+

)
. Aquí el ciclo límite al aproximarse al

punto hiperbólico exhibe una bifurcación homoclina 1 [4]. Esto ocurre cuando hacemos

chocar un ciclo límite con un punto saddle como se ilustra en la Fig. 4.2. La forma

de hacer chocar el ciclo límite es haciendo variar un parámetro o un conjuto de

parámetros.

Un ejemplo de un sistema que tiene una homoclina es

ẋ = y,

ẏ = λy + x− x2 + xy.

Numéricamente este sistema exhibe un ciclo límite para λ < λc ≈ −0,8645 y tiene

una bifurcación homoclina para λ = λc, para λ > λc el único atractor de este sistema

es in�nito.

1 Bifurcación homoclina es la formación o desaparición de una homoclina.
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Espacio de Fase

Fig. 4.2: Representación esquemática de una bifurcación homoclina : Para λ = 0 tenemos

la homoclina con un período ∞, para < 0 la homoclina desaparece y solo

tenemos trayectorias que divergen, λ > 0 tenemos ciclo límite con período �nito.

Aproximando λ → 0+ se observa que el período tiende a in�nito.



5. CARACTERIZACIÓN DE LA DINÁMICA EN TORNO

A LA HOMOCLINA INESTABLE.

u

v

wΟ
Π

Π 2

Fig. 5.1: Representación esquemática de una solución homoclina : El punto O es el punto �jo

hiperbólico, donde la variedad inestable y estable es representada por la dirección

de u y la dirección {v,w}, respectivamente. El plano Πes paralelo a la variedad

inestable.

La dinámica cerca del punto �jo hiperbólico esta caracterizado por los valores

propios {−λ− + iω,−λ− − iω, λ+}. Los autovectores asociados a −λ− ± iω y λ+

caracterizan los valores propios de la variedad estable y la inestable, respectivamente.

En la Fig. 5.1 representamos esquemáticamente una solución homoclina para un

sistema 3D, donde el punto �jo hiperbólico es representado por O, el cual es el origen

de coordenadas del sistema. La variedad inestable y estable del punto hiperbólico O

están representadas por el plano {v, w} y la dirección de u, respectivamente. Aquí, la
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dinámica alrededor de la solución homoclina es caracterizada: Dividiendo la homoclina

en dos variedades una estable V, W y otra inestable por el plano Π, la evolución en

torno al origen esta dado por

v̇ = −αv + ωw,

ẇ = −αw − ωv,

u̇ = βu.

Con α, β positivos, para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

acopladas se utiliza el siguiente cambio de variables X = v+iw que reduce el problema

a la siguiente ecuación

Ẋ = −(α + iω)X.

Re-escribiendo los parámetros para simpli�car los cálculos, tomamos s = α + iω y

resolviendo las ecuaciones se obtiene que

X = X0e
−st,

u = u0e
βt

para un plano arbitrario Π2 de�nido en u = h. Se tiene así el tiempo que toma una

trayectoria en ir de u0 a h, en función de los parámetros:

t =
1

β
ln

h

u0

.

Además se parte como condición inicial en un punto del plano Π en t = 0. Se está en

(v0, 0, uo) y obtenemos la siguiente relación

Xu
s
β = X0u

s
β

0 .
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escribimos X en su forma de Euler y luego lo expresamos en función de sus parámetros.

Obteniendo:

X = ρeiθ,

θ = −ω

β
ln

h

u0

ρ = v0e
αθ
ω

Para hacer el mapa de primera aplicación, es decir, el mapa de Poincaré, seguimos

el procedimiento desarrollado por Guckenheimer [20]para el modelo de Lorenz. El

procedimiento consiste en tomar el �ujo descrito por la parte lineal que es un foco

y suponer que es tomado por la variedad inestable hasta el plano u = h y luego se

hace una rotación y una traslación desde la variedad inestable para regresarlo a la

variedad estable en el plano Π con una diferencia de fase y una traslación. Entonces

se propone

v = v0e
−α ln h

u0
β cos(

ω

β
ln

u0

h
+ φ) + ṽ

u = v0e
−α ln h

u0
β sin(

ω

β
ln

u0

h
+ φ) + ũ

y se obtiene el siguiente mapa [5]

un+1 = kuσ
n sin [ω ln(un) + φ] + η, (5.1)

donde un es la componente n-esima de la intercepción de una trayectoria dada

con el plano Π, donde la dirección u caracteriza la variedad inestable del punto �jo

hiperbólico. El plano Π2 es un plano arbitrario ortogonal a la dirección inestable, el

cual está cerca del punto hiperbólico, lo que signi�ca que éste punto hiperbólico no

pertenece al plano Π2 (ver Fig. 5.1). Las constantes {k, φ} son parámetros �jados por
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la elección del plano Π2, η es el parámetro de bifurcación homoclina, esto es, cuando

η = 0 el sistema presenta solución homoclina. El parámetro σ ≡ |λ−/λ+| caracteriza la
estabilidad de la curva homoclina, si σ < 1 (σ ≥ 1) la solución homoclina es inestable

(estable). Shilnikov mostró que si una solución homoclina tiene σ < 1 esta es inestable,

se origina una dinámica caótica en el vecindario [25].

Numéricamente, observamos que la razón λ−/λ+ de el auto valor para el modelo

(3.28) es menor que uno. Por lo tanto, la bifurcación homoclina da lugar a curvas

homoclinas inestables. El mapa para σ < 1 es representado en la Fig. (5.3) para

diferentes valores de η. Los puntos �jos exhibidos por este mapa representa soluciones

tipo ciclo límite para la forma normal cuasi-reversible (3.28). Cuando η es cambiado

estos puntos �jos tienen la típica bifurcación de doblamiento de período del mapa

logístico que representa el doblamiento de período en una bifurcación para la respectiva

solución de ciclo límite. En la Fig. (4.1b) ilustramos la típica solución de ciclo límite

del modelo (3.28) solamente después del doblamiento de período. Si continuamos

cambiando η, el mapa exhibe una cascada de bifurcaciones de doblamiento de períodos

[8], [19]. En la Fig. 5.2 mostramos un atractor extraño exhibido por el modelo (3.28).

Cerca a la bifurcación homoclina η = 0 el mapa de primera vuelta (5.1) tiene un

número in�nito de puntos de equilibrio y cada uno presenta doblamiento de períodos

cuando η es modi�cado. La primera bifurcación de doblamiento de período y el

comportamiento caótico son descrito por los puntos e y f en el diagrama de bifurcación

de la Fig. 3.4. Aquí la dinámica en torno a la homoclina inestable es caracterizada por

una bifurcación de cascadas de doblamiento de períodos. Esta dinámica es usualmente

llamada escenario de Shilnikov. La dinámica de la forma normal cuasi-reversible (3.28)

es caracterizada por tener in�nitos atractores a lo largo del dominio de los parámetros.

Cuando los parámetros son cambiados aparecen dos equilibrios por una bifurcación

de saddle-node. Si continuamos modi�cando los parámetros los puntos �jos estables
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Fig. 5.2: Extraño atractor exhibido por el modelo (3.28) ν = 1,0, β = −1, δ = 1,0, y

µ = 0,48.

se hacen inestables a través de una bifurcación de Hopf-Andronov-Poincaré dando

lugar a una solución ciclo límite. Incrementando más los parámetros el ciclo límite

se mueve hacia un punto �jo hiperbólico dando lugar a una bifurcación homoclina.

Como consecuencia de esta bifurcación el ciclo límite presenta sucesivos doblamiento

de períodos: escenario de Shilnikov.
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Fig. 5.3: Representación esquemática del primer mapa de vuelta (5.1) para diferentes valores

de η a) η = −0,1 and b) η = 0,0. las estrellas son los puntos de equilibrio.



6. CONDICIÓN ANALÍTICA PARA EL CAOS DE

SHILNIKOV

Aunque en sistemas dinámicos disipativos es una tarea complicada obtener explícita-

mente soluciones homoclinas o heteroclinas, esto es bastante posible en sistemas

dinámicos reversibles en el tiempo. Aquí, en sistemas cuasi-reversibles por medio de

una persistencia o condición de Melnikov [9], uno puede atrapar soluciones homoclinas

y heteroclinas [9, 13, 14]. La persistencia de la solución homoclina tridimensional,

garantiza la existencia de caos cuando la condición de Shilnikov es satisfecha (σ < 1).

En orden a estudiar la solución homoclina plana (3.31), consideremos los siguientes

cambios de variable en la forma normal cuasi-reversible (3.28)

w ≡ z − µẋ,

x = x,

y la ecuación toma la forma

ẍ = w − x2,

ẇ = δ + νx + (β + µ)x2 − µw. (6.1)

Cuando β = −µ, ν = 0, y re-escribiendo δ = µw0 (por simplicidad se asume que
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w0 > 0), el modelo toma la forma

ẍ = w − x2,

ẇ = −µ(w − w0). (6.2)

El sistema tiene dos puntos �jos {(√w0, w0

)
,
(−√w0, w0

)}, donde (√
w0, w0

)
es un

atractor y
(−√w0, w0

)
es un punto hiperbólico. El modelo tiene una solución homoclina

plana

xh(t, t0) =
√

w0

(
−1 + 3 sec h

[
4

√
w0

4
(t− t0)

])
,

w = w0.

Cuando consideramos la perturbación de la condición {β = −µ, y ν = 0}, la homoclina

comienza a ser tridimensional. Sin embargo, para tener comportamiento caótico,

necesitamos que la variedad atractiva tenga un foco como atractor (el valor propio

complejo relacionado con el punto �jo hiperbólico se debe tener parte real negativa) y

la razón de módulos de la parte real del valor propio relacionado con la parte inestable

y estable de la variedad del punto �jo hiperbólico debe ser menor que uno.

El punto �jo hiperbólico
(−√w0, w0

)
del modelo (6.2) tiene tres valores propios

{
4
√

4w0,− 4
√

4w0,−µ
}
, la perturbación de la condición {β = −µ, y ν = 0} en general

produce tres nuevos valores propios reales. Para satisfacer la condición de Shilnikov,

consideramos µ = 4
√

4w0, y así los valores propios negativos son degenerados. Para

una perturbación el valor propio toma una aproximación de la forma

4
√

4w0 → 4
√

4w0 +

[(
β + 4

√
4w0

)
4
√

4w0 − ν
]

8
√

w0

,

− 4
√

4w0 → − 4
√

4w0 ± i
2

√(
β + 4

√
4w0

)
4
√

4w0 − ν
4
√

4w0

.

Si
(
β + 4

√
4w0

)
4
√

4w0 > ν, entonces los valores propios son un real puro y dos

complejos conjugados con parte real negativa como se representa en la Fig. 6.1. Note
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Fig. 6.1: Movimiento del espectro de valores propios del modelo (6.1).

que la razón de los módulos de la parte real del complejo conjugado del valor propio

sobre el valor propio real puro es menor que uno. Aquí, si la solución homoclina

plana persiste en tres dimensiones el sistema debe exhibir un comportamiento caótico.

Podemos integrar w en el modelo (6.1) de la siguiente manera

ẇ + µw = δ + vx + (β + µ)x2,

multiplicando el sistema por eµt se obtiene

d(weµt)

dt
= (δ + vx + (β + µ)x2)eµt.

Integrando y reemplazando en (6.1) el sistema queda

ẍ = w0 − x2

+ e−
4√4w0t

t∫

−∞

dt′e
4√4w0t′ (νx +

(
β + 4

√
4w0

)
x2

)
, (6.3)



6: Condición analítica para el caos de Shilnikov 60

donde el último término se toma como una perturbación. Consideramos el siguiente

ansatz

x(t) = xh(t) + ζ(t, xh(t)), (6.4)

donde ζ(t, xh(t)) es una función corrección pequeña del orden de la perturbación.

Introduciendo el ansatz en la ecuación (6.3 ) y linealizado en ζ, obtenemos la siguiente

condición para la persistencia de la solución homoclina (condición de Melnikov)

ν = − (
β + 4

√
4w0

)
f(w0). (6.5)

Luego, cuando el sistema satisface está condición (6.5), por el teorema de Shilnikov

entonces debemos tener caos. La función f(w0) es

f(w0) =

∞∫
−∞

dte−
2√4w0t∂txh (t)

t∫
−∞

dt′e
2√4w0t′x2

h (t′)

∞∫
−∞

dte− 2√4w0t∂txh (t)
t∫

−∞
dt′e 2√4w0t′xh (t′)

.

En la Fig. 6.2 gra�camos la función f(w0), ya que no podemos integrar esta función.

Una simulación numérica del modelo (3.28)usando la condición (6.5) es representada

en la Fig. 5.2.

Fig. 6.2: Función f versus w0 obtenida de forma numérica utilizando (3.28) y la condición

(6.5).



7. EJEMPLO MECÁNICO DE LA BIFURCACIÓN DE

SHILNIKOV: PARTÍCULA DE SHILNIKOV

7.0.3. Inestabilidad cuasi- Reversible.

La partícula de Shilnikov es un sistema compuesto por un anillo de masa m, que

se desliza sobre la barra OA sin fricción. Esta barra junto con otra barra vertical

OB, son un sólido rígido con un ángulo �jo α entre las dos, y todo el sistema puede

rotar en torno al eje vertical OB, bajo la in�uencia del campo gravitatorio. Se pueden

varíar parámetros como la velocidad angular, el roce húmedo, la masa, el ángulo de

inclinación o el momento de inercia, permitiendo investigar su dinámica y se observa

la competencia entre la fuerza centrífuga y gravitacional como se muestra en la Fig.

7.3, encontrando de una manera robusta un ciclo límite (ver Fig.7.2), doblamiento de

período (ver Fig.7.4).

r̈ =
r sin2 αP 2

φ(
I + mr2 sin2 α

)2 − g cos α− µṙ,

Ṗφ = −γ

(
Pφ(

I + mr2 sin2 α
) − ω0 + δ′

P 2
φ(

I + mr2 sin2 α
)2

)

−(ν ′ + β′r2 sin α) Pφ(
I + mr2 sin2 α

) , (7.1)

Para comenzar a comprender físicamente el sistema anterior, debemos considerar

los efectos disipativos relacionados con la naturaleza macroscópica del sistema y

considerar la inyección de energía para equilibrar la disipación. El sistema entonces
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Motor

α

0

Α

Β

m

r

φ
.

Fig. 7.1: Partícula de Shilnikov es un sistema compuesto por un anillo de masa m, que se

desliza sobre la barra OA sin fricción. Esta barra junto con otra barra vertical OB

son un sólido rígido con un ángulo �jo α entre las dos, y todo el sistema puede

rotar en torno al eje vertical OB bajo la in�uencia del campo gravitatorio.

es descrito por
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Fig. 7.2: Ciclo límite de la partícula de Shilnikov, al variar los parámetros, se observa la

aparición de un ciclo límite estable. estable.

r̈ =
r sin2 αP 2

φ(
I + mr2 sin2 α

)2 − g cos α− µṙ,

Ṗφ = −γ

(
Pφ(

I + mr2 sin2 α
) − ω0 + δ′

P 2
φ(

I + mr2 sin2 α
)2

)

−(ν ′ + β′r2 sin α) Pφ(
I + mr2 sin2 α

) , (7.2)

donde la inyección de energía es por un motor con velocidad angular constante (ω0

es la velocidad angular impuesta por el motor) aplicado en el apoyo de la barra

vertical OB. El término proporcional a γ representa el motor, y ahora Pφ es promovido

a una variable dinámica. Hemos modelado el momento de rotación en la dirección

azimuthal, como una función polinomial de la velocidad angular con atractor en ω0,

es decir, γ(δ′φ̇2 + φ̇ − ω0) es el momento de rotación generado por el motor. La

disipación ocurrirá por: a) La fricción en la rotación de la barra OB alrededor de su

eje (está disipación es modelada por el término proporcional a ν ′); b) fricción mojada
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Fig. 7.3: Diagrama de fuerzas, al variar la fuerza gravitacional, se observa el nacimiento de

dos puntos de equilibrio mediante una bifurcación de Saddle node, siendo el círculo

negro el punto de equilibrio estable.

entre el anillo y la barra OA. Esta pérdida de energía es modelada por el término

proporcional µ; c) debido al movimiento del anillo en el �uido que lo rodea (por ej. la

atmósfera). Este efecto es descrito por el término proporcional a β′. Dicho parámetro

esta relacionado con la sección lateral del anillo.
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Fig. 7.4: Doblamiento de periodo, el sistema bifurca de un ciclo límite a un doblamiento de

periodo.

Usando el ansatz 3.33, obtenemos el modelo (3.28), con los parámetros

µ = µ,

δ =
γω0

z0

− 1

z0
4
√

33I5m3

(
gγ

4
√

35I3m5 cot α

+I
√

g cot a (3m (γ + ν ′) + Iβ′ csc α)
)
,

ν =
ρ0

2z0
4
√

mI7

(
6gγ

4
√

I3m5 cos α

+33/4I
√

g cot α (m (γ + ν ′) sin α− Iβ′)
)
,

β =
3δ′γgρ2

0 sin (2α)

8z0

√
3m3

I3
.

La simulación numérica del sistema mecánico, exhibe un diagrama de bifurcación

similar a(3.4). En la Fig. 7.5 presentamos el típico ciclo límite y la dinámica caótica

que exhibe el modelo.
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Fig. 7.5: Atractor extraño tipo shilnikov, ejemplo mecánico cuasi-reversible.



8. CONCLUSIONES

El entendimiento de bifurcaciones es una piedra angular para desarrollar una

teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales. Dependiendo de la simetría los sistemas

exhiben un tipo diferente de bifurcación. Sistemas reversibles exhiben una dinámica

compleja como el caos Hamiltoniano, sin embargo la inclusión de una pequeña disipación

e inyección de energía cambia drásticamente los comportamientos dinámicos. Hemos

estudiado la inestabilidad 03 que surge en sistemas cuasi-reversibles, que es caracterizada

por la con�uencia de tres valores propios en el origen del plano complejo con sólo una

auto vector. Mediante el uso de la forma normal, hemos caracterizado esta bifurcación

y su dinámica. Proponemos un sistema mecánico simple la partícula de Shilnikov que

presenta esta inestabilidad cuasi-reversible, y muestra la dinámica caótica del tipo

Shilnikov .
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9. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTEMAS

CUASI-REVERSIBLES E INFLUENCIA DEL RUIDO.

Hasta ahora hemos solo estudiado las inestabilidades cuasi-reversibles de sistemas

sin espacio o no extendidos. El objetivo de este capítulo es estudiar teóricamente y

experimentalmente la formación de ondas estacionarias en sistemas cuasi-reversibles.

9.1. Sistemas Forzados Paramétricamente.

Como se ha mencionado una forma de inyectar energía en sistemas cuasi-reversibles

es por medio de un forzamiento con frecuencia �nita y excitar los modos del sistema

dinámico bajo estudio. Los dos forzamientos más estudiados son un forzamiento

exterior, típicamente por medio de una fuerza oscilatoria, o por medio de un forzamiento

paramétrico, es decir, un parámetro del sistema es modulado temporalmente. Cuando

los sistemas son extendidos espacialmente, es decir, uno considera un sistema dinámico

el cual se replica un gran número de veces en el espacio y se acoplan en los distintos

puntos, uno espera que los forzamientos den origen a fenómenos propios de sistemas

extendidos como formación de patrones.

Para ilustrar un sistema cuasi-reversible que exhibe formación de patrones, conside-

ramos una cadena de péndulos acoplados que es descrita por

θ̈i = −g

l
sin θi + k(θi+1 − 2θi + θi−1) (9.1)
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donde θi describe al péndulo i-esimo, k es la constante elástica de torsión que acopla

los péndulos. En la Fig. 9.1 se ilustra el sistema en estudio. Si tomamos el límite

continuo y normalizamos el espacio del sistema este queda descrito por el modelo de

Sine-Gordon (θi → θ(x, t))

F = γ Cos ( ω t )

Fig. 9.1: Cadena de péndulos acoplados forzados de manera paramétrica.

∂ttθ(x, t) = −g

l
sin θ + ∂xxθ. (9.2)

Este modelo es un sistema reversible ya que la dinámica queda invariante por (t →
−t, θ → θ, θ̇ → −θ̇).

Si ahora consideramos pequeños términos que dan cuenta de la disipación de

energía, por ejemplo, la consideración del aire en la cadena péndulos y la lubricación en

el punto de contacto de la cadena, entonces agregamos un término de amortiguamiento

a la dinámica

∂ttθ(x, t) = −ω2
0 sin θ − γ∂tθ + ∂xxθ, (9.3)

donde γ es el coe�ciente de amortiguamiento.

Luego en este caso, el sistema es solo disipativo y el único equilibrio que uno espera

es θ(x, t) = 0, esto se puede entender ya que la ecuación anterior se puede escribir
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como

∂ttθ(x, t) = −δF

δθ
− γθ̇, (9.4)

con

F =

∫ ∞

−∞
(−ω2

0 cos θ +
(∂xθ)

2

2
)dx. (9.5)

Luego si la ecuación es multiplicada por θ̇

∂

∂t
{(∂tθ)

2

2
+ F} = −γθ̇2

es decir, ∂tH = −γ(∂tθ)
2 ¿ 0 con H = (∂tθ)2

2
+ F (θ), luego el sistema minimiza este

funcional de Liapunov el cual tiene como mínimo θ = 0. Con el objetivo de encontrar

una dinámica más rica consideramos el eje horizontal sobre el cual se cuelgan los

péndulos y este se mueve verticalmente, la dinámica de este sistema es descrita por

∂ttθ(x, t) = −ω2
0 sin θ − σ sin θ sin[2(ω0 − ν)t]− γ∂tθ + ∂xxθ, (9.6)

donde los términos con ν, σ, y γ dan cuenta del detuning, inyección y disipación de

energía, respectivamente. En la Fig. 9.1 se ilustra el sistema. Es importante notar

que la ecuación anterior se puede interpretar como si el sistema tuviese una gravedad

efectiva en el sistema móvil

θ̈(x, t) = −ω2(t) sin θ − γθ̇ + ∂xxθ, (9.7)

con ω2(t) = ω2
0 + σ sin[2(ω0 − ν)t]. Vemos que simulaciones numéricas de la ecuación

anterior muestran la aparición de ondas subarmónicas (ver Fig.9.3), independientemente

de cuán pequeña sea la disipación e inyección de energía. Luego la formación de estas

ondas estacionarias es una bifurcación cuasi-reversible. Para estudiar esta bifurcación

consideramos transformar esta ecuación a una ecuación de amplitud utilizando el

siguiente cambio de variables

θ(x, t) = A(x, t)eiω0t + A(x, t)e−iω0t + W (A, t). (9.8)
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donde W es un polinomio en A considerando sin θ en una expansión de serie de Taylor

hasta el primer término nolineal. Además σ, yγ son considerados pequeños. Se tiene

sin θ = θ − θ3

6
,

sin θ = Aeiω0t + Ae−iω0t + W − A3

6
e3iω0t − A

3

6
e−3iω0t − |A|2A

2
eiω0t − |A|2A

2
e−iω0t.

Derivando θ con respecto a t, se tiene

θt = (At + iω0A)eiω0t + C.C. + Wt,

θtt = (Att + 2iω0At − ω2
0A)eiω0t + C.C. + Wtt

donde agregamos el supuesto de que la variación de la amplitud es lenta

Att ¿ At ¿ 1,

Wxx ¿ W ¿ 1,

γ ' γ0ε, σ ' σ0ε, ε ¿ 1.

reemplazando en el modelo de Sine-Gordon (9.7), se tiene

(2iω0At − ω2
0A)eiω0t + iω0δAeiω0t+

+[ω2
0 +

f

2i
(ei2(ω0−ν)t − e−i2(ω0−ν)t)][Aiω0t + A

−iω0t − A3

6
e3iω0t − A

3

6
e−3iω0t+

−|A|
2A

2
eiω0t − |A|2A

2
e−iω0t] = Axx

(9.9)

tomando los términos resonantes se llega a (condición de solubilidad)

At = −γ

2
A− ω2

0

4
|A|2A− i∂xxA +

σ

4ω0

Aei2νt. (9.10)
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tomando A = Be−iνt y re-escribiendo µ = γ
2
, λ = f

4ω0
yα = 1

2ω0
se obtiene la ecuación

de Schrodinger Nolineal con inyección y disipación de energía

Bt = (−µ + iν)B − ω0

4
|B|2B + λB − iαBxx (9.11)

Este modelo es hamiltoniano reversible en el tiempo (cuando no consideramos los

términos que inyectan y disipan energía) con la transformación {t → −t, B → B̄}.
Los términos proporcionales a µ y λ quiebran la simetría temporal, y representan

disipación de energía e inyección de energía, respectivamente. Los términos de orden

superior en la ecuación (9.1) son despreciados por un análisis de escala, ya que µ ¿ 1,

ν ∼ µ ∼ λ, |B| ∼ µ1/2, ∂x ∼ µ1/2, y ∂t ∼ µ1/2.

El modelo (9.1) también ha sido usado para describir patrones y solitones en

muchos otros sistemas, tales como estructuras localizadas en una red cristalina nolineal

[11], pulsos de luz en una �bra óptica [12], osciladores ópticos paramétricos tipo

Kerr [7], solitón de magnetización en un plano ferromagnético expuesto a un campo

magnético oscilatorio [2], y un forzamiento paramétrico de una cadena de péndulos

[3], por mencionar algunos.

Tomando el siguiente ansatz B = (X0+iY0)e
σt cos(qx) para estudiar la estabilidad

y la región donde hay ondas estacionarias se obtiene que el siguiente determinante

debe ser cero 
 −σ + λ− µ −ν − q2

2ω0

+ν + q2

2ω0
−σ − λ− µ


 . (9.12)

Se obtiene una ecuación para σ

σ = −µ±
√

λ2 − (ν +
q2

2ω0

)2. (9.13)

Para la situación marginal (estacionaria) σ = 0 y homogénea q = 0, se tiene λ =
√

µ2 + ν2 y en la zona exterior de la curva segmentada de la Fig. 9.2, es decir, la

zona amarilla, rosada y celeste la situación homogénea es estable a q = 0, al interior
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de la curva la solución homogénea se vuelve inestable. Para perturbaciones con un

número de onda q, se encuentra que la solución homogénea es inestable para λ ≥ µ,

observando detuning negativo, ondas estacionarias en la región de color amarillo, λ

está entre µ y
√

µ2 + ν2 y se tiene una familia de ondas estacionarias de Faraday. En

la Fig. 9.2 se representa la super�cie del �uido observando el espacio de parámetros.

En el régimen estudiado experimentalmente no se observa detuning positivo, luego

por motivos de simplicidad el estudio sera restringido para detuning negativo y en la

vecindad de λ = µ, en el interior de la curva segmentada la dinámica que se observa

experimentalmente, es más compleja encontrándose eyección de gotas y caos espacio

temporal entre otros fenómenos.

Cuando µ = λ = 0 la ecuación es denominada ecuación de Schrodinger nolineal. La

cual da cuenta de la evolución de la amplitud de pequeñas oscilaciones para osciladores

no disipativos acoplados.

La ecuación cuasi-reversible (9.1) ha sido utilizada para estudiar �uidos, sistemas

magnéticos (ver articulo [4]). Los parámetros que caracterizan (9.10) son ν detuning, µ

dumping, y λ forzamiento, pero la dinámica para µ pequeño queda bien representada

(ν y λ).

Hemos mostrado que un sistema cuasi-reversible exhibe formación de ondas es-

tacionarias. En la próxima sección estudiaremos experimentalmente un sistema físico

que exhibe esta inestabilidad.

9.2. Efecto de las Fluctuaciones Estocásticas.

Hasta ahora solo hemos considerado los efectos de inyección y disipación de energía,

en un sistema cuasi-reversible extendido, sin embargo, un estudio experimental además

debe considerar los efectos de las �uctuaciones, las cuales típicamente son de origen
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l

l

Fig. 9.2: Para detuning negativo tenemos patrón, y para λ < µ se tiene que el estado

homogéneo es estable

térmico. Para dar cuenta de este efecto consideramos la cadena de péndulos forzada

y amortiguada con el efecto de �uctuaciones térmicas debido al aire, luego la cadena

se describe por la ecuación estocástica

θtt(x, t) = −(ω2
0 + γ sin(2(ω0 − ν))) sin θ − δθt + ∂xxθ +

√
η0ζ(x, t), (9.14)

donde el término ζ(x, t) es el ruido térmico que toma valores en cada punto del espacio

aleatoriamente y η0 es la intensidad de este ruido. Estos valores son tomados de una
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distribución gaussiana que satisface

〈ζ〉 = 0 (9.15)

〈ζ(x, t)ζ(x∗, t∗)〉 = δ(x− x∗)δ(t− t∗), (9.16)

es decir, en promedio es cero y el valor en cada instante y posición del espacio es

independiente. Este tipo de �uctuaciones se le denomina ruido blanco [18]. Simulaciones

numéricas del sistema con ruido nos muestra que en la región que observamos patrones,

estos son ligeramente afectados por las �uctuaciones, donde la fase y la amplitud

�uctúan (ver Fig. 9.3b), se puede observar que el sistema tiene dominios con una

longitud de onda que va alternando en el tiempo en la región del espacio de los

parámetros donde la solución homogénea es estable y está cerca de la bifurcación

espacial, este último fenómeno es conocido como precursor [1]. Luego a diferencia del

sistema determinista que exhibe una clara transición entre el estado homogéneo y

el estado patrón (en la Fig. 9.3b se observa un estado donde se tiene una longitud

de onda en todo el espacio sin ruido) el sistema con ruido muestra una transición

continua. Por lo tanto nacen las siguientes preguntas relevantes:

¦ ¾Donde está el punto de bifurcación? Es importante notar que el punto de

bifurcación representa típicamente un cambio de balance de fuerzas.

¦ ¾Qué tipo de diagrama de bifurcación exhibe un patrón con ruido? Para responder

esta pregunta usaremos la ecuación de amplitud de las secciones anteriores.

Si consideramos la cadena de péndulos

Bt = (−µ + iν)B − ω0

4
|B|2B + γB − iαBxx (9.17)
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Fig. 9.3: En el diagrama espacio temporal se representa la evolución de un campo a) El

precursor es una zona del espacio de parámetros donde podemos observar una

longitud de onda en promedio, antes de llegar al punto de bifurcación análitico. b)

Al cruzar el punto de bifurcación se puede observar una longitud de onda de forma

clara y en cualquier instante.

realizando un análisis de estabilidad a la parte lineal tomando B = X+iY se obtienen

dos ecuaciones diferenciales

Ẋ = (γ − µ)X − νY + αYxx (9.18)

Ẏ = νX − (µ + γ)Y − αXxx (9.19)
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Reemplazando el siguiente ansatz en la situación crítica

X = X0e
λteikcx

Y = Y0e
λteikcx

obtenemos 
 λ + µ− γ ν + k2

c

2ω0

−ν − k2
c

2ω0
λ + µ + γ





 X0

Y0


 = 0. (9.20)

Luego para que el sistema tenga solución el determinante debe ser cero obteniéndose

dos soluciones para λ

λ = −µ±
√

γ2 − (ν +
k2

c

2ω0

)2 (9.21)

La condición estacionaria es λ = 0

k2
c = 2ω0(−ν +

√
γ2 − µ2) (9.22)

obteniendo ondas estacionarias para detuning negativo. Parándose en esa situación

esto signi�ca que γ = µ, Γ = 0 el unfolding, y las soluciones son de la forma

X = Xke
ikcx

Y = Yke
ikcx

reemplazando se tiene

 Ẋk

Ẏk


 =


 0 0

0 −2µ





 Xk

Yk


− ω0

4
(X2

k + Y 2
k )


 Xk

Yk


 (9.23)

utilizando formas normales

~V = ~U( ~A)[1] + ~U( ~A)[2] + . . .

∂tAi = f
[1]
i + f

[2]
i + . . .

a primer orden
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∂t
~V [1] = ∂tAeikcx


 1

0


 =


 0 0

0 −2µ


 Aeikcx


 1

0


 (9.24)

luego ∂A = 0 a primer orden y a segundo orden

∂t
~V [2] = ∂tAeikcx


 1

0


 ∂A

~U [2] + ~f [2]∂A
~U [1] =


 0 0

0 −2µ


 ~U [2] (9.25)

obteniendo ~U [2] = ~f [2] = 0 a orden 3

∂t
~V [3] = ~f [1]∂

~U [3]

∂A
+ ~f [2]∂

~U [2]

∂A
+ ~f [3]∂

~U [1]

∂A
=


 0 0

0 −2µ


 ~U [3]−

ω0

4


 0

A3e3ikcx + 3|A|2Aeikx + 3|A|2Ae−ikx + A
3
e−3ikcx




(9.26)

obteniendo ~f [3] = 0 y el cambio de variables

~U [3] = eikcx


 0

−3
8µ
|A|2A


 + e−3ikcx




ω0

32ν
A3

0


 (9.27)

contribuyen con términos solo los impares en A, luego podemos saltar el término de

orden cuarto para calcular el quinto orden

∂t
~V [5] = ~f [5]∂

~U [1]

∂A
=


 0 0

0 −2µ


 ~U [5] −




3ω2
0

32µ
(|A|2A3e3ikcx + 3|A|4Aeikcx)

ω2
0

128ν
(−B5e5ikcx − 2|B|2B3e3ikcx)


 (9.28)

donde

∂tA = −9ω2
0

32µ
|A|4A (9.29)

considerando el unfolding

∂t
~V [1,1] = ~f [1,1]∂

~W [0,1]

∂A
=


 Γ 0

0 −Γ


 Aeikcx


 1

0


 (9.30)
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luego f [1,1] = ΓA resultando una nueva ecuación de amplitud equivalente

∂tA = ΓA− 9ω2
0

32µ
|A|4A (9.31)

con ruido, se obtiene la ecuación de los patrones [1]

∂tA = εA− |A|4A + f(A, ζ(t)) (9.32)

donde este término de ruido debe cumplir las propiedades de ruido gaussiano:

〈ζ〉 = 0, (9.33)

〈ζ(x, t)ζ(x∗, t∗)〉 = δ(x− x∗)δ(t− t∗), (9.34)

〈ζ(x, t)ζ(x∗, t∗)〉 = 0 (9.35)

donde √η0 es un parámetro proporcional a la intensidad del ruido del problema

original. Como ya hemos mostrado la amplitud del patrón satisface ε1/4 cuando el

ruido aditivo no es signi�cativo, es decir, el ruido multiplicativo es más signi�cativo.

〈A〉eq =





0 ε < 0,

4
√

ε ε > 0.

(9.36)

En el caso de considerar el ruido debemos determinar el valor medio de este, para

esto se utiliza la distribución de probabilidad estacionaria [1]

Pest = ce−
(ε|A|2−|A|4)

η |A|d|A|. (9.37)

En la Fig. 9.4 se ilustran distribuciones de probabilidad antes y después de la bifurcación

El valor medio tiene una expresión complicada para poder trabajar con ella, por

eso en un trabajo de Clerc y Agez [1], se discute que experimentalmente se mide
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Fig. 9.4: Se ilustra como la distribución de probabilidades cambia al variar el parámetro

de bifurcación ε. El gra�co de bifurcación también se observa un cambio en la

bifurcación al ir aumentando el ruido aditivo, adelantando el punto de bifurcación.

la moda, el valor más probable, luego de la distribución de probabilidad calculan

el máximo, (ver Fig. 9.4) obteniendo la moda como una función del parámetro de

bifurcación, luego para ε < 0 el sistema tiene una amplitud no trivial, esta zona

la denominan como precursor(el ruido aditivo estimula modos que sin este ruido no

estarian). Este se entiende como un balance entre el modo crítico y el ruido que lo

excita. En vez de usar como estadísgrafo el valor medio, dado su complicada fórmula

analítica, uno puede usar el valor de la moda que tiene una expresión más simple. En

efecto, independientemente de la cantidad de parámetros que tenga nuestro sistema

en estudio, se obtiene que la amplitud de equilibrio en función del parametro de
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bifurcación se ajusta con solo el ruido aditivo, donde la amplitud equilibrio es:

〈A〉eq =

√
ε +

√
ε2 + 2η0

2
(9.38)

La fórmula anterior, es la curva segmentada de la Fig. 9.5, de (9.38) se tiene que

Fig. 9.5: El diagrama muestra las distintas teorías que existen para interpretar la dinámica

entorno al punto de bifurcación.

para |ε| À 1 y negativo la moda converge (η0/2ε)
1/2 y para ε À 1 y positivo la moda

converge ε1/2 esto nos permitio darnos cuenta de dos situaciones extraordinarias,

primero que este sistema sin ruido aditivo tiene una bifurcación supercritica quíntica

que en un estudio de un sistema con ruido multiplicativo [13] (ver 9.13) no se dieron

cuenta de esto y su interpretación fue que la bifurcación era supercritica cubica. La

presencia del ruido aditivo transforma la bifurcación que dependiendo de la región de

parametros que se estudie puede ser supercritica, o subcritica quíntica `presentando

en este ultimo caso histeresis la bifurcación.
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9.3. Inestabilidad de Faraday.

Faraday estudió en el siglo XIX, las ondas super�ciales producidas por un forza-

miento vertical con una frecuencia Ω observando el cambio de la estabilidad de una

super�cie homogénea a una onda estructurada con una frecuencia Ω
2
, también llamada

frecuencia subarmónica. La dinámica de estas ondas subarmónicas en dos dimensiones

es compleja debido a la aparición de dominios y defectos, (ver Fig. 9.3). En este trabajo

se realiza un estudio it cuasi uni-dimensional, lo cual evita la dinámica de dominios

y facilita el estudio teórico. Es importante notar que la condiciones de borde son

importantes y la complejidad de las ecuaciones que describen este sistema son un

problema complejo.

g

F Cos ( W t )

Fig. 9.6: La celda es forzada de forma parámetrica.

En este capítulo, examinamos teóricamente y experimentalmente los efectos del

ruido sobre la con�guración experimental estudiada por Faraday, obteniendo la descrip-

ción del fenómeno, el que es explicado también por una ecuación cuasi-reversible

supercrítica quíntica. Debido a que el sistema es cuasi-reversible debemos también

tomar en cuenta los efectos del ruido.
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9.4. Procedimiento Experimental.

Para examinar los efectos del ruido en una bifurcación supercrítica quíntica, se

procede a perturbar paramétricamente un canal rígido cuasi unidimensional, es decir,

cuyo largo es mucho mayor que su ancho (ver Fig. 9.7) cuyas dimensiones son 16,7cm

de largo, 0,7cm de ancho y 1,0cm de profundidad, es importante notar que en estas

condiciones el tamaño de los meniscos el cual puede ser estimado a 0,7cm, luego los

estudios teóricos en estas condiciones son complejos, la mayoría de estos considera

in�nito o cero el sistema en la dirección horizontal, es decir, ignora la dinámica

horizontal o el efecto de los meniscos.

Este último caso sera el marco donde nuestro sistema se desarrolla. En el interior

del canal se coloca agua destilada. Para perturbar la canal utilizamos un vibrador

electromagnético modelo V TS80, conectado a un ampli�cador y este al generador

de señales modelo Agilent 33220A, la aceleración es medida con un acelerómetro de

piezoelectric modelo PCB340A65. Al caracterizar la salida del vibrador se obtiene

solo aceleración vertical puesto que la aceleración transversal es menor que el 2 % de

la aceleración vertical, esta aceleración horizontal fue medida por medio de conectar

el piezo eléctrico en la dirección horizontal y estudiar como el sistema responde en el

rango de parámetros en estudio. Luego, el generador de señales se programa con una

función senoidal a la cual se le puede variar la frecuencia, y la aceleración del vibrador,

utilizando el generador de señales, este sistema es manejado como un sistema de

codimensión uno, puesto que se �ja la frecuencia y se hace un barrido en la aceleración,

todo el estudio se realiza en torno al punto de bifurcación, las amplitudes que se

estudian en la vecindad de la bifurcación son pequeñas luego para poder medirlas se

utiliza un láser que se re�eja en la super�cie libre del �uido y las variaciones de la

altura se miden de una forma indirecta en una pantalla midiendo la amplitud de una
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�gura de Lissajou, en este caso se forma un ocho (ver Fig.9.8).

9.5. Montaje Experimental.

El montaje representado por la Fig. 9.8 muestra al vibrador de manera que el

eje de este es perpendicular al canal, además el sistema puede ser inclinado. En la

Fig. 9.9 se observa el ampli�cador de audio, generador de señales, osciloscopio y el

acelerómetro que es el instrumental de medición que se utilizó. En la Fig. 9.10 se

puede ver todo el montaje donde el láser apunta la super�cie del canal y es re�ejado

en la pantalla.

Fig. 9.7: Fotografía del montaje experimental. Una capa de 5 mm de agua es contenida en

un canal de acero inoxidable que es forzado por un vibrador. La amplitud de la

super�cie es medida analizando el re�ejo de un láser.
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Fig. 9.8: Diagrama del montaje experimental. Se representa la celda inclinada y el agua por

gravedad mantiene un nivel resultando una diferencia entre los meniscos extremos

de la canal de acero inoxidable.

9.6. Método De Medición.

La medición de la amplitud de las ondas super�ciales se realiza usando un sistema

óptico propuesto por [17] y utilizado en [14] (ver Fig. 9.11).

Tomemos ∂yζ = 0 para hacer más sencillo el cálculo y tomando PP ′ como la

distancia entre el plano Z = 0 en la �gura (9.11) y P y DD′ como la distancia entre

el punto de incidencia del láser y la pantalla. Cuando el plano tangente coincide con

el plano Z = 0 tenemos la siguiente relación

tan θ + 2∂xζ sec2 θ =
P

D
(9.39)
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Fig. 9.9: En la fotografía se observa el ampli�cador de audio, generador de señales,

osciloscopio y el acelerómetro.

Fig. 9.10: En la fotografía se ve el montaje donde la canal esta sobre el vibrador, el láser

que apunta sobre la super�cie del �uido el cual se re�eja en la pantalla.

PP ′

DD′ = tan θ(1− 4
∂xζ

sen 2θ
), (9.40)
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Fig. 9.11: El plano tangente tiene dos grados de libertad, que son la inclinación del eje x y

del eje y, de esta forma se crea la �gura de Lissajou (el ocho) que es proporcional

a la amplitud de la onda super�cial.

A8 = K1 + K2∂xζ. (9.41)

Tenemos que la onda estacionaria es de la forma

∂Xζ = kxA cos(kxX) sin(ω0t) (9.42)

∂Y ζ = kyA cos(kyY ) sin(2ω0t + φ). (9.43)

Luego el gradiante del plano tangente de la super�cie del �uido es proporcional a la

amplitud. Luego podemos estimar de una manera indirecta la amplitud de la onda

estacionaria, donde K1 y K2 son constantes que depende del ángulo de incidencia del

láser, luego la amplitud tiene una relación lineal con la amplitud del ocho Fig.9.12.

Reemplazando 9.42 en 9.41 se tiene



9: Formación de Patrones en Sistemas Cuasi-Reversibles e In�uencia del Ruido. 92

A8 = K1 + K2kxA cos(kxX) sin(ω0t). (9.44)

La onda cerca del punto de bifurcación tiene décimas de milímetro, esto di�culta

su medición puesto que queremos caracterizar y medir el punto de bifurcación. La

proyección del láser es una �gura de Lissajou (ver Fig.9.12), la distancia que separa

los extremos de la proyección es proporcional a la amplitud de la onda super�cial en

el caso de un modo simple de excitación en este experimento como ya mostramos.

Este método no permite medir instantáneamente la amplitud ya que el movimiento

del láser re�ejado en la pantalla es muy rápido, luego medimos la amplitud de la

�gura de lissajou sobre la pantalla. La amplitud, es una amplitud promedio en el

tiempo 〈A〉. Obtenida utilizando una cámara digital modelo AV T Marlin 80, la cual

la calibramos con una regla para relacionar la longitud con los pixeles de la pantalla,

para hacer la medición utilizamos el software ImageJ. El sistema puede ser inclinado

en un ángulo α pequeño como muestra el diagrama Fig.9.8, al inclinar el sistema se

logra que este pierda simetría, es decir, los meniscos son distintos, también aparece una

fuerza horizontal, debido a que el canal ahora es vibrado horizontalmente, produciendo

frentes, emisión de ondas las cuales colisionan con las ondas subarmónicas generando

una dinámica compleja.

9.7. Resultados

En el caso sin inclinación (α = 0 ± 0,05 rad), la amplitud promedio 〈A〉 de la

onda en la vecindad del umbral de la inestabilidad de faraday es presentado en la Fig.

9.13 como una función de el parámetro aceleración normalizada para F = 95Hz y

F = 60Hz. Para que el sistema sea fuertemente afectada por la dinámica quebrada

por los meniscos hemos escogido frecuencias donde el tamaño de los meniscos son
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Fig. 9.12: En la fotografía se ve el ocho que se mide en la pantalla, la existencia del ocho

es debido a la naturaleza cuasi-unidimencional del canal. El modo a lo largo del

ancho del canal responde a una frecuencia similar a la del forzaje y el modo a

lo largo del canal es sub-armonico luego responde a la mitad de la frecuencia de

forzaje, como se demostró este ocho es proporcional a la amplitud de la onda

super�cial más una traslación.

comparables a la amplitud, es decir, hay un fuerte acoplamiento entre los meniscos

y la amplitud de la onda. Para ambas frecuencias, se observa detuning negativo (

aproximadamente −2,5Hz ) a 95Hz. La longitud de onda observada está de acuerdo

con la aproximación de agua profunda y es del orden de 3mm, Benjamin y Ursell

(1954) trabajaron en la ecuación de Euler para un �uido no viscoso y mostraron que

cada modo normal (para pequeñas amplitudes) actúa como un oscilador armónico

cuya relación de dispersión es:

ω2
0 =

[
gk + σ

k3

ρ

]
tanh (kh)
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Fig. 9.13: Diagrama de bifurcación sin inclinación dan cuenta de una bifurcación supercrítica

quíntica, los datos que estan sobre la linea segmentada con puntos pequeños

son extraidos de [13], donde no se percataron que la bifurcación es supercritica

quíntica, cuando el montaje está sin inclinación el sistema no exhibe una

contribución de ruido aditivo signi�cativo.

donde g es la aceleración de gravedad, k el número de onda, ρ la densidad del �uido,

σ es la tensión super�cial del �uido, y h la profundidad del �uido. La aproximación

de agua profunda es tanh (kh) ∼ 1 luego la relación de dispersión para agua profunda

queda

ω2
0 = gk + σ

k3

ρ
.

Para F = 95Hz se midió la relación de dispersión con los valores de la tabla 9.7

obteniendo una F = 95,69Hz, los valores de la tabla están en MKS

La aceleración del contenedor es av = γΩ2, donde γ y Ω = 2πF son la amplitud
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λ σ g ρ F

0.00278 0.0295 9.8 1000 95.69

Tab. 9.1: Valores de los términos de la relación de dispersión, las unidades están en MKS.

de la vibración y la frecuencia angular respectivamente. La bifurcación es limitada

superiormente por la eyección de gotas, es decir, a medida que aumenta la aceleración

del vibrador la forma de la onda super�cial cada vez es más puntiaguda dando origen

a emisión de gotas a partir de un valor crítico de la aceleración. El comportamiento de

〈A〉 como función av para la situación supercrítica satisface la ley 〈A〉 ∝ (av − ac)
1/4,

donde ac es la aceleración crítica por la cual el sistema exhibe la inestabilidad de

faraday. Generalmente, una bifurcación supercrítica satisface la ley 〈A〉 ∝ (av−ac)
1/2,

la cual es consecuencia de una ecuación de amplitud cúbica nolineal [31] para el

patrón. En verdad, los diagramas de bifurcación supercríticos mostrados en la Fig.

9.13 se deben a la saturación de ondas super�ciales por nolinealidades quínticas.

De ahí, la inestabilidad de Faraday para una amplia gama de parámetros expone

una bifurcación supercrítica quíntica, desde el punto vista de las bifurcaciones una

bifurcación supercrítica quíntica es de codimensión dos, es decir, no es una bifurcación

genérica, sin embargo, para sistemas cuasi-reversibles como hemos mostrado en las

secciones anteriores, es una situación genérica. Notamos que el estudio de este tipo de

sistemas es interesante ya que permite estudiar bifurcaciones que son poco frecuentes.

Es importante notar que en las medidas experimentales sin inclinar no observamos

un suavizamiento de la curva debido a las �uctuaciones, luego el sistema no tiene una

fuente aditiva de ruido sino multiplicativo y el diagrama de bifurcación va como ε1/4,

es decir, para amplitud cero el ruido es despreciable. Desde un punto de vista de

ecuaciones de amplitud, esto queda modelado como (a la Stratonovich) [18]. Cuando

está presente la inclinación la amplitud va como ε1/4 (ver Fig. 9.14)



9: Formación de Patrones en Sistemas Cuasi-Reversibles e In�uencia del Ruido. 96

∂tA = εA− |A|4A + Af(|A|, ζ(t)).

Luego uno espera una transición abrupta, es decir, continua pero no diferenciable en

el diagrama de bifurcación. Debido a la naturaleza macroscópica del sistema, debemos

Fig. 9.14: Diagramas de bifurcación para la amplitud promedio de las ondas de Faraday

para diferentes ángulos de inclinación, α = {2,08◦, 1,3◦, 0,7◦, 0,0◦}, de izquierda

a derecha respectivamente, a F = 95 Hz. La amplitud de la onda 〈A〉 es medida

en unidades arbitrarias. Las líneas continuas son la moda 〈A〉mp obtenida desde

la fórmula (10.5), con las correspondientes intensidades de ruido aditivo η0 =

0,035, 0,029, 0,007 y 0,0, también de izquierda a derecha, respectivamente. Las

líneas segmentadas indican las curvas de bifurcación determinista.

considerar las �uctuaciones que exhibe este sistema. En general, una fuente �uctuante

proporcional a la amplitud de la onda ruido multiplicativo no es un fenómeno robusto

en la naturaleza, porque cualquier imperfección o perturbación en el montaje suma
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términos que �uctúan constantemente y representan un ruido aditivo que no se

anula cuando la amplitud es cero. Con el objetivo de estudiar como el ruido afecta

esta bifurcación, se inclina ligeramente la canal en un ángulo α (ver Fig. 9.8), tal

que el eje de vibración también es inclinado ligeramente de la dirección vertical.

La pequeña vibración horizontal induce emisión de ondas super�ciales desde los

meniscos con la onda estable sub-armónica, estableciéndose una complicada dinámica

de ondas en la super�cie. Aquí, la de los meniscos engendran una perturbación

compleja las ondas super�ciales sub-armónicas, en particular son una �uctuación

aditiva, que es independiente del valor de la amplitud super�cial. En la Fig. 9.14,

se presentan las curvas de bifurcación para diferentes ángulos de inclinación para una

frecuencia de excitación dada. Al inclinar el sistema la modi�cación de su forma y de

su punto de bifurcación es abrupta para los pequeños ángulos impuestos. Por lo tanto,

observamos que una pequeña modi�cación origina un drástico cambio en el diagrama

de bifurcación, el cual es gatillado por las �uctuaciones.



10. EL RUIDO ES PRECURSOR DE PATRONES

10.1. Teoría del ruido en la inestabilidad de Faraday.

Explicaremos la bifurcación anterior y como el ruido afecta esta inestabilidad cuasi

reversible. Consideraremos una capa de �uido incompresible la cual es forzada por

una fuerza sinusoidal normal a la super�cie libre, situación que modelaremos por la

ecuación de Schrödinger nolineal amortiguada,

∂tψ = −iνψ − i|ψ|2ψ − i∂xxψ − µψ − γψ̄ +
√

ηξ(ψ, t, x), (10.1)

donde ψ(x, t) es un campo complejo uni-dimensional, ψ̄ es el complejo conjugado de

ψ. El desplazamiento super�cial de la interfaz plana h(x, t) y la velocidad potencial

de la super�cie libre φ(x, t) son variables esclavas que son de la forma h = ψe−iΩt/2 +

c.c. y φ(x, t) = −iψe−iΩt/2 + c.c., respectivamente [4]. El parámetro detuning ν es

proporcional a la diferencia entre la frecuencia de la onda estacionaria observada y

Ω/2. µ es el parámetro de amortiguamiento el cual es proporcional a la viscosidad

cinemática del �uido y γ es la amplitud de la aceleración del forzamiento. ξ es una

función estocástica que modela el gran número de variables rápidas eliminadas. Para

µ = γ = η = 0, la ecuación (10.1) es conocida como la ecuación de Schrödinger

nolineal [10].

Un estado trivial de la ecuación (10.1) es el estado homogéneo ψ0 = 0, el cual
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representa el estado plano de la capa de �uido. Para detuning negativo, ν < 0, el

estado ψ0 = 0 llega a ser inestable a través de la inestabilidad estacionaria subcrítica

en γ2 = µ2 +ν2, el cual corresponde a una inestabilidad subarmónica de la capa plana

del �uido. Dentro de la región (lengua de Arnold) el sistema tiene tres soluciones

uniformes inestables ψ0 = 0, y ψ± = x0 ± i
√

(µ− γ)/(µ + γ)x0,

donde x0 ≡
√

(γ − µ)(−ν +
√

γ2 − ν2)/2γ. Estos tres estados emergen juntos a través

de una bifurcación de pitchfork en γ2 = µ2+ν2, con ν > 0. Sin embargo, para detuning

positivo el estado homogéneo es estable sólo para γ < µ, porque este estado exhibe

una inestabilidad espacial en γ = µ, la cual da origen a un estado periódico espacial

con un número de onda kc =
√

ν. Este estado representa a ondas super�ciales sub-

armónicas de la capa de líquido (ondas de faraday). Para estudiar esta inestabilidad

espacial, se introduce un cambio de variable para detuning positivo


 ψ

ψ̄


 = Aeikcx


 1/2

0


− 3

4µ
|A|2Aeikcx


 0

1/2


 +

+
A3

32ν
eikcx


 1/2

0


 + c.c + h.o.t. (10.2)

El campo A(x, t) es la amplitud de las ondas de Faraday, y satisface la ecuación de

amplitud supercrítica quíntica

∂tA = ΓA− 9

16µ
|A|4A + ∂xxA + Aζ(A, x, t), (10.3)

donde Γ ≡ γ − µ ¿ 1 es el parámetro de bifurcación de la inestabilidad espacial

y ζ es un termino estocástico obtenido desde la ecuación estocástica (10.1) usando

el método de la forma normal estándar (ver apéndice A en ref. [16]), el cual por

argumentos genéricos de la forma normal estocástica puede ser modelado como la
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suma de una función de ruido blanco, es decir, ζ(A, x, t) =
∑

i=1,j=1

√
ηi,jζi,j(x, t)AiĀj

con el valor medio y correlación cero 〈ζi,j (x, t) ζp,q (x′, t′)〉 = δ (x− x′) δ (t− t′) δp
i δ

m
j .

Aquí ηi,j representa la intensidad del ruido para diferentes términos.

El modelo determinista (10.3) tiene una familia de soluciones periódicas de la

forma A(X,T ) = 2 4
√

(γ − µ− k2
c )µ/9 eikcx. Por lo tanto, cerca de la bifurcación

espacial, la amplitud de la onda estacionaria crece como la raíz cuarta del parámetro

de bifurcación. Experimentalmente, esta bifurcación es abrupta (ver diagrama9.13),

por lo tanto, la naturaleza del ruido en este sistema es multiplicativa, esto es, el

termino estocástico es proporcional a la amplitud. Términos de orden superior, con-

siderados en el modelo (10.1), como la disipación nolineal la cual es despreciada en el

límite cuasi reversible, puede dar la bifurcación espacial supercrítica usual [4], porque

estos términos producen una nolinealidad cúbica en (10.3). Para detuning negativo,

numéricamente la solución periódica desaparece por una bifurcación de saddle-node

cerca de γ2 = µ2 +ν2. Por lo tanto, para detuning negativo el estado homogéneo tiene

una bifurcación supercrítica que da origen a estados de patrón.

Para entender las curvas de bifurcación presentadas en la �gura 9.14 donde se va

moviendo el punto de bifurcación, debemos tomar el hecho que la ecuación (10.3) ha

sido derivada a través de un cambio de variables. Por lo tanto, los términos estocásticos

deben ser interpretados a la Stratonovich [18], lo cual es equivalente a (interpretar a

la Ito equivale a la Stratonovich agregando términos apropiados)

∂tA = (Γ + ηγ̃)A− ηβ̃|A|2A− (
9

16µ
+ ηδ̃)|A|4A

+∂xxA +
∑

i=0,j=0

√
ηi,jζi,j(x, t)AiĀj, (10.4)

donde el promedio sobre realizaciones del ruido satisface 〈ζi,j(x, t)AiĀj〉 = 0. Por lo

tanto, la evolución no estocástica del sistema tiene una dependencia explícita de la

intensidad del ruido ( términos proporcionales a η) y los coe�cientes {γ̃, β̃, δ̃} son
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funciones de α, γ̃ renormaliza el umbral de la bifurcación, y β̃ caracteriza el tipo de

bifurcación; Para β̃ positivo (negativo) la bifurcación es supercrítica (subcrítica) y δ̃

renormaliza la nolinealidad quíntica. En el caso que este coe�ciente sea negativo y

más grande que 9/16µ, el ruido puede inducir biestabilidad de la onda super�cial

paramétrica, como se observa en [13]. En la �gura (9.14) es claro que dado por

una pequeña inclinación del sistema, el umbral de la bifurcación es drásticamente

modi�cado. Para α ∼ 2◦ el umbral de la bifurcación disminuye por un factor 2.

Por lo tanto, los términos deterministas (es decir, η = 0) son del mismo orden los

términos estocásticos inducidos. La dinámica de la bifurcación es manejada por el

comportamiento coherente del ruido, el cual da lugar a una dinámica efectiva (drift).

El modelo (10.4) nos predice que el ruido puede transformar la bifurcación en una de

tipo supercrítica (con nolinealidad cubica). En este caso la dinámica es caracterizada

por la intensidad del ruido y el punto de bifurcación ζ, ac. Sobre la aceleración

critica ac, la amplitud promedio para el sistema levemente inclinado es una buena

aproximación dada por la ley 〈A〉 ∼ (av − ac)
1/2. Esto con�rma entonces que el

termino cubico inducido por el ruido cambia el tipo de bifurcación. Por lo tanto,

la nolinealidad cúbica inducida conduce la dinámica cerca del punto de bifurcación,

esto es, la bifurcación llega a ser supercrítica . Recientemente se propuso la forma

universal de la bifurcación supercrítica con ruido para el valor más probable de la

amplitud 〈A〉mp [1], la cual es

〈A〉mp =

√
g−1
0 (av − ac) +

√
g−2
0 (av − ac)2 + 2g−2

0 η0

2
, (10.5)

donde g0 es el parámetro del �teo con unidades de aceleración y η0 es la intensidad

del ruido aditivo. Note que en nuestro marco teórico, la curva de bifurcación de la

amplitud de la onda promedio (la cual tiene una expresión complicada)es cerca de la

curva de bifurcación del valor más probable [1]. Esto indica para el caso de la data
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Fig. 10.1: Intensidad del ruido en función (a) de la aceleración critica (b) del ángulo de

inclinación α.

presentada en la �gura Fig. 9.14, desde la cual se puede obtener la intensidad del

ruido η0, el punto de bifurcación ac, y g0 para los diferentes ángulos α. En esta �gura,

las curvas segmentadas representan las bifurcación determinista. Desde el análisis, se

pueden obtener ambos: la intensidad de ruido aditivo y la aceleración crítica como

una función de α, lo cual es descrito en la �gura 10.1. Por lo tanto, por cambios de

α, se controla la intensidad de ruido aditivo y también el umbral de la bifurcación.



11. CONCLUSIONES

La bifurcación supercrítica quíntica es una inestabilidad crítica que conecta dos

tipos de transiciones: la supercrítica con la subcrítica. La inclusión de pequeñas

�uctuaciones estocásticas perturban el cuadro de esta bifurcación. Sin embargo, cuando

la intensidad del ruido es del mismo orden de la corriente determinista, el ruido cambia

drásticamente el umbral, el tipo, y la forma de la bifurcación, por lo tanto, el ruido

fuerza la bifurcación. Se mostró que el ruido en la inestabilidad de Faraday es un

ejemplo de esta última situación.
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APÉNDICE



A. FORZAMIENTO PARÁMETRICO

Estudiaremos aquí un ejemplo simple de forzamiento parámetrico el cual es un

péndulo plano cuyo pivote lo hacemos vibrar verticalmente de una forma sinusoidal:

~y = γ sin(ωt)ĵ. (A.1)

Tal como el péndulo plano siente una gravedad efectiva que depende del tiempo, luego

su lagrangiano es

L =
ml2

2
(θ̇2 − 2ωγ

l
cos(ωt) sin(θ)θ̇) + mgl. cos(θ) (A.2)

Note que los términos que son de una derivada total con respecto al tiempo del

lagrangiano no contribuyen a las ecuaciones de movimiento, por lo tanto no son

necesarios para obtener la ecuación de movimiento, luego el momento canonico conjugado

de θ es

Pθ = ml2θ̇ − ωγml cos(ωt) sin(θ) (A.3)

tomando la derivada temporal del momento angular, se obtiene:

dPθ

dt
= ml2θ̈ + ω2γml sin(ωt) sin(θ)− ωγml cos(ωt) cos(θ)θ̇, (A.4)

derivando el lagrangiano con respecto a θ se tiene

∂L

∂θ
= −ωγml cos(ωt) cos(θ)θ̇ −mgl sin(θ), (A.5)
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obteniendo la ecuación de movimiento de un péndulo plano forzado parámetricamente

es

θtt = −g

l
(1 +

ω2γ

g
sin(ωt)) sin(θ). (A.6)

si consideramos la cadena de pendulos planos acoplados, que estan inmersos en un

�uido con viscosidad pequeña se obtiene la ecuación de Sine-Gordon:

θtt = −g

l
(1 +

ω2γ

g
sin(ωt)) sin(θ)− µθt + k∂xxθ. (A.7)



B. INESTABILIDAD ESTACIONARIA O2O

La inestabilidad estacionaria O2O (en notación de Arnold) representa la con�uencia

de tres valores propios en el origen del plano complejo y dos autovectores fue caracteri-

zada por (Clerc et al., [12]) donde proponen un ejemplo el péndulo de Lorenz, el

operador lineal que caracteriza esta inestavilidad es

L =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 (B.1)

la dinámica de este operador lineal esta dada por la siguiente forma normal mecanica:

ẍ = F (x, z) + ẋG (x, z) ,

ż = K (x, z) . (B.2)

y su forma normal mecánica asintotica cuasi-reversible hasta su termino dominante

ẍ = ε− x2 + azx± z2 − νẋ,

ż = ρ + γx + µz, (B.3)

donde ν, µ, γ son del orden ε1/4 y ρ es del orden ε3/4. El sistema consiste de un péndulo

que oscila en un plano vertical �jo con respecto al soporte, el cual gira en torno a la

vertical del eje del soporte teniendo la siguiente energía cinetica:

T =
1

2
(I + Ml2 sin2 θ)φ̇2 +

1

2
ML2θ̇2 (B.4)
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donde M es la masa de la particula, L es longitud del péndulo, I es el momento de

inercia de el soporte con respecto al eje vertical de rotación. La energia potencial es

V = −MgL cos θ (B.5)

y el Hamiltoniano es

H =
1

2

P 2
θ

ML2
+

1

2

P 2
φ

(I + ML2 sin2 θ)
−MgL cos θ. (B.6)

Al considerar los efectos de disipación como la ley de Stokes, es decir, como un

roce húmedo se llega a las siguientes ecuaciones de movimiento:

(ML2 + I2)θ̈ =
ML2 + I1 − I3

2
sin(2θ)φ̇2 −MgL sin(θ)− µ̃ẋ,

[(I + I3 + (ML2 + I1 − I3) sin2 θ)φ̇]

dt
= τ − µ̃φ̇,

al expandir estas ecuaciones en torno a sus puntos de equilibrios se obtiene la forma

normal asintotica hasta el termino dominante.



C. CONFUSIÓN DE FRECUENCIAS

Un ejemplo clásico de confusión de frecuencias es la inestabilidad de las alas de

un avión estudiado por Rocard. Si α y β son los ángulos que dan cuenta de la torsión

y �exión de un ala de avión ver Fig. (C.1), entonces para pequeñas oscilaciones estos

modos están acoplados elásticamente, es decir:

α̈ = −Ω2
1α + µβ

β̈ = Ω2
1β + µα.

Sin embargo, cuando el avión se mueve de acuerdo a como sea la torsión, el �ujo

de aire induce un torque, dando origen a una �exión de la forma

α̈ = −Ω2
1α + µβ + cv2β

β̈ = −Ω2
2β + µα.

donde v es la velocidad del avión. Su operador lineal es:

L =




0 1 0 0 0

−ω2
1 0 M + cv2 0 0

0 0 0 1 0

M 0 −ω2
2 0 0

0 0 0 0 0




Si uno estudia la estabilidad de la solución α = β = 0 para v = 0 el sistema

tiene dos frecuencias propias pero para un valor crítico de v los valores propios y
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sus complejos conjugados colisionan a una frecuencia dada y después salen del eje

imaginario dando origen a una inestabilidad. Es importante notar que en este modelo

la velocidad es un modo neutro que satisface la ecuación

dv

dt
= 0. (C.1)

Fig. C.1: Confusión de frecuencias.
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Aceptada en la Int. J. of Bifur. Chaos.

A generic stationary instability that arise in quasi-reversible systems is studied. It

is characterized by the con�uence of three eigenvalues at the origin of complex plane

with only one eigenfunction. We characterize the dynamics through the normal form

that exhibits in particular, Shilnikov chaos, for which we give an analytical prediction.

We construct a simple mechanical system, Shilnikov particle, which exhibits this

quasi-reversal instability and displays its chaotic behavior.

Sometida a la Phys. Rev. Lett.

An experimental and theoretical study on the e�ect of noise on a supercritical

bifurcation leading to the parametric ampli�cation of surface waves in a quasi-one-

dimensional system is reported. At the onset of Faraday instability, surface waves

amplitude increases with the fourth root of bifurcation parameter for positive detuning.

From a prototype model�parametrically driven damped nonlinear schrodinger equation�

we deduce the amplitude equation for the standing waves and the amplitude law.

Inclusion of stochastic �uctuations changes drastically the threshold, the type and
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the shape of bifurcation. Experimentally this dynamical behavior is veri�ed through

a tilted con�guration of a traditional Faraday setup.
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