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DISEÑO DE ESTRATEGIAS DE CONTROL PREDICTIVO NO LINE AL PARA 

LA OPERACIÓN DINÁMICA DE SISTEMAS DE TRANSPORTE PÚB LICO 
 
El estudio de sistemas complejos de gran escala se ha hecho imprescindible en muchos 
campos de la ingeniería, y requieren modelos, así como técnicas de control avanzado, para 
lograr las metas y niveles de servicio exigidos actualmente por la industria. En este 
contexto, la principal contribución de esta tesis es la utilización de distintas técnicas de 
control avanzado para resolver el problema de alta complejidad, correspondiente al diseño 
de controladores para gestionar la operación de un sistema de transporte público. Esto es, se 
diseña una serie de controladores avanzados para la gestión de flota de sistemas de 
transporte público, incluyendo métodos de diversa complejidad, los que son aplicados 
sistemáticamente a modelos del sistema de creciente complejidad. 
 
En una primera etapa, se diseñaron dos controladores difusos para un sistema de una ruta de 
transporte público, con el objeto de reducir el tiempo total de espera de los pasajeros; el 
primero intenta mantener cada grupo de tres buses consecutivos equidistantes en un 
corredor, con el fin de regularizar el tiempo de espera entre buses de todo el sistema, 
mientras que el segundo considera la asignación de valores de tiempo de espera entre buses 
para cada paradero en función de su demanda, obteniendo ambos controladores beneficios 
superiores al 53% con respecto al tiempo de espera resultante de sistemas comparables en 
lazo abierto. En una segunda etapa, sobre este mismo sistema de transporte público, se 
diseñaron dos controladores predictivos híbridos (HPC); el primero considera índices de 
comportamiento dirigidos a la disminución del tiempo de espera y de viaje, mientras que el 
segundo controlador considera un análisis multiobjetivo que compara los costos del usuario 
versus los del operador. En ambos controladores se obtuvieron beneficios superiores al 
57% con respecto al tiempo de espera resultante de sistemas comparables en lazo abierto. 
En una tercera etapa, sobre un sistema de transporte público compuesto por dos rutas y una 
estación de transbordo, se diseñaron controladores para sistemas de gran escala 
(centralizados, descentralizados y distribuidos) con algoritmos difusos y HPC. En tales 
casos se consideran índices de comportamiento de control de ruta, sincronización y 
maximización de la intensidad del transbordo. El controlador distribuido HPC obtuvo 
beneficios que son un 9.6% superior con respecto al tiempo de espera resultante de un 
sistema comparable al cual se aplica un controlador descentralizado HPC. Por último, para 
un sistema de transporte público compuesto por tres rutas locales, tres rutas troncales y tres 
estaciones de transbordo, se diseñó un control jerárquico (compuesto de controladores 
distribuido HPC y descentralizado difuso, lográndose un beneficio 9.75% superior con 
respecto al tiempo de espera de un sistema comparable en el cual se aplica un controlador 
descentralizado difuso.  
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DESIGN OF NONLINEAR PREDICTIVE CONTROL STRATEGIES F OR THE 
DYNAMICAL OPERATION OF PUBLIC TRANSPORTATION SYSTEM S 

 
The study of large-scale complex systems has become essential in many fields of 
engineering, and require models and advanced control techniques to achieve the goals and 
service levels currently required by the industry. In this context, the main contribution of 
this thesis is the use of various advanced control techniques to solve the problem of high 
complexity for the design of controllers to manage the operation of a public transport 
system. That is, designing a series of advanced controllers for fleet management systems 
for public transport, including methods of varying complexity, which are systematically 
applied to system models of increasing complexity. 
 
In a first step, we designed two fuzzy controllers for a system of public transport route, in 
order to reduce the total waiting time of passengers, the first attempts to keep each group of 
three consecutive equidistant buses in a corridor, in order to regularize the waiting time 
between buses the entire system, while the second considers the allocation value of waiting 
time between buses to each stops in function of their demand, both controllers obtaining 
benefits in excess of 53% compared to waiting time arising from comparable open-loop 
systems. In a second stage, on the same public transport system, we designed two hybrid 
predictive controllers (HPC), the first considers behavioral indices directed at the reduction 
of waiting time and travel time, while the second controller considers a multiobjective 
analysis comparing the user costs versus the operator. Both controllers were obtained profit 
in excess of 57% compared to the waiting time resulting from comparable open-loop 
systems. In a third stage, on a public transport system consists of two routes and transfer 
station, controllers were designed for large-scale systems (centralized, decentralized and 
distributed) with fuzzy algorithms and HPC. In such cases are considered behavioral 
indices of route control, synchronization, and maximizing the intensity of transfer. The 
HPC distributed controller benefits were 9.6% higher with respect to the waiting time 
resulting from a comparable system which applies a decentralized controller HPC. Finally, 
for a public transportation system composed of three local routes, three trunk routes and 
three transfer stations, we designed a hierarchical control (HPC composite distributed and 
decentralized controllers diffuse, achieving a 9.75% higher profit with respect to time 
waiting for a comparable system which applies a decentralized fuzzy controller. 
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Capítulo I 
 

 

 

 

Introducción  

 

 

 

 

1.1. Fundamento general  

 

Si se considera un sistema complejo, a un sistema compuesto por varios subsistemas 

interconectados cuyos vínculos crean información adicional no visible con anterioridad por 

el observador, donde se considera el número de subsistemas componentes y su grado de 

interconexión la medida de la complejidad del sistema. 

 

Los sistemas complejos a gran escala aparecen en muchos campos de la ingeniería, tales 

como micro-electromecánicos, procesos de fabricación, industria aeroespacial, ingeniería 

civil, ingeniería eléctrica e ingeniería en transporte. El trabajo con estos sistemas a menudo 

exige modelos complejos y técnicas de control avanzado para lograr las metas exigidas 

actualmente por la industria. 

 

En particular, en el área de transporte público, donde se estudia el traslado de personas 

entre puntos distantes de una ciudad (considerando en la mayoría de los casos un medio de 



 12 

transporte motorizado) se plantea como meta asegurar un sistema operacional y 

económicamente eficiente, adecuadamente integrado al entorno. Esto plantea como 

objetivo obtener un control suficientemente eficaz, para lograr un servicio a los usuarios y 

operadores que garanticen ventajas sobre el tiempo de espera y de viaje, entre otros factores 

del sistema. Luego, el intento de lograr este objetivo utilizando técnicas de control 

avanzado, da origen a esta tesis. 

 

1.2. Planteamiento del problema 

 

En esta tesis se plantea el diseño de una estrategia de control para un sistema complejo, en 

particular se considera la utilización de distintas técnicas de control avanzado para resolver 

un problema de alta complejidad como es el diseño de controladores para un sistema de 

transporte público. Se utiliza, en un sistema de transporte público simple (de una ruta), 

controladores basados en lógica difusa como también controladores predictivos basados en 

modelos, y posteriormente se plantea una solución combinada con técnicas de control de 

sistemas de gran escala y una generalización, del conocimiento adquirido, en un sistema de 

control de transporte público de mayor tamaño. Esto es, inicialmente dos rutas y una 

estación de trasbordo, luego un análisis de una estructura equivalente de mayor dimensión. 

A continuación se hace una breve descripción de los enfoques matemáticos que son base de 

las soluciones diseñadas.  

 

1.2.1. Control difuso 

 

Por información difusa entendemos información que encierra alguna imprecisión o 

incertidumbre. Una de las principales características de la lógica difusa es su capacidad 

para operar con conceptos vagos o ambiguos propios del razonamiento cualitativo, fundado 

sobre un soporte matemático que permite extraer conclusiones cuantitativas a partir de un 

conjunto de observaciones (antecedentes) y reglas cualitativas (base de conocimiento). La 

lógica difusa se aplica principalmente en sistemas de control que utilizan expresiones 

ambiguas para formular reglas que controlen el sistema. Un sistema de control difuso usa el 

conocimiento experto para generar una base de conocimientos que dará al sistema la 
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capacidad de tomar decisiones sobre ciertas acciones que se presentan en su 

funcionamiento 

 

El control difuso es la aplicación de la inferencia difusa a la automatización de procesos. 

Un controlador difuso típicamente infiere los consecuentes de un conjunto más o menos 

grande de reglas simples (base de conocimiento); tal proceso de razonamiento se puede 

realizar en paralelo, obteniéndose el resultado (consecuente) mediante una sencilla suma 

lógica. Esta capacidad de procesamiento en paralelo permite que incluso controladores 

relativamente complejos puedan realizar la inferencia difusa en un tiempo de cálculo 

razonable. Además, debido a las características de la lógica difusa, muchas veces es posible 

llegar a diseñar un regulador bien ajustado al proceso aprovechando la experiencia previa 

de un operador, eliminando de esta manera la necesidad de complejos y laboriosos estudios 

técnicos del problema de control. 

 

En otras palabras, el control difuso representa actualmente una novedosa e importante rama 

de la técnica de regulación. Los procedimientos convencionales no se sustituyen, sino que 

se complementan de forma considerable en función del campo de desarrollo, alcanzando 

los mayores éxitos en el campo de las aplicaciones industriales y comerciales. Los 

controladores difusos son estructuras no-lineales, que por medio de la selección adecuada 

de funciones de pertenencia y el establecimiento de una base de reglas, se pueden 

compensar no-linealidades en el sistema de regulación de procesos. Las  funciones de 

pertenencia son modelos matemáticos para los términos lingüísticos, como por ejemplo, las 

funciones de pertenencia triangulares, trapezoidales o gaussianas. Como en el caso de un 

controlador convencional, en el controlador difuso se transforman variables de entrada en 

variables de salida, que actúan en el proceso o en el sistema de control. Múltiples variables 

de entrada y salida se pueden enlazar entre sí de forma que los sistemas complejos se 

pueden regular fácilmente. Los valores de entrada y salida son valores exactos en forma de 

señales. La imprecisión típica de los métodos difusos desempeña un papel sólo dentro del 

controlador. En un controlador difuso se ejecutan tres pasos de procesamiento: fusificación, 

inferencia y defusificación. El diseño de un regulador difuso contiene la selección de 

variables de entrada/ salida, el establecimiento de funciones de pertenencia y la disposición 
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de la base de reglas. Por último de acuerdo a la experiencia acumulada en los últimos años, 

el empleo del control difuso es recomendable en los siguientes casos (Feng, 2006):   

• Para procesos muy complejos, cuando no hay un modelo matemático simple.   

• Para procesos altamente no lineales.   

1.2.2. Control predictivo basado en modelos 

 

El Control predictivo (Model Predictive Control, MPC), se define como, una técnica de 

control que recopila la información pasada, la presente y la predicción de la información 

futura a través del uso explícito de un modelo del proceso para obtener la señal de control 

resultante de la minimización de una función objetivo. Fundamentalmente este control se 

basa en la utilización de un horizonte de control finito y deslizante que implica el cálculo de 

la secuencia de control para todo el horizonte, pero con la aplicación de la primera señal de 

la secuencia y la repetición de todo el proceso en el siguiente instante de muestreo. 

(Camacho y Bordóns, 1999).  

 

En particular se plantea la utilización de técnicas de control predictivo híbrido, donde se 

define un sistema híbrido como un proceso tal, que para describir su dinámica, es necesario 

incluir (aparte de las naturales variables continuas o discretas), variables cuantizadas, esto 

es, variables que pertenecen a un conjunto con cardinalidad reducida. En los últimos años 

se ha logrado grandes avances en el desarrollo de técnicas de control predictivo para 

procesos híbridos (Bemporad y Morari, 1999). La idea es formular una metodología que 

permita considerar dentro del mismo marco teórico del algoritmo de control, las dinámicas 

y variables de decisión continuas o discretas, las reglas de operación lógicas y las variables 

de decisión cuantizadas. 

 

En este contexto, esta tesis considera el diseño e implementación de distintas estrategias de 

control difuso y control predictivo híbrido que entreguen soluciones satisfactorias y 

eficientes para el control de los sistemas de transporte público. En especial,  los sistemas de 

control predictivo permiten objetivos de control tanto económicos como de calidad de 

servicio, además de los tradicionales seguimientos de una referencia. Finalmente, se plantea 
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generalizar los resultados aplicándolos al control de un sistema de mayor dimensión y 

utilizar la estructura teórica de control de sistemas de gran escala, que implica subdividir el 

control del proceso en un conjunto de subsistemas controlados individualmente. Esto es, 

analizar la diferencia de resultados entregados por un controlador centralizado con respecto 

a controladores descentralizados de cada subsistema en que se divide el proceso (en los 

cuales no hay comunicación entre la unidades de control básicas y las interrelaciones entre 

cada subsistema se asume como una perturbación) y con controladores distribuidos de cada 

subsistema en que se divide el proceso (que comparten información entre la unidades de 

control básicas, y la integran al modelo de proceso). Para finalmente realizar las 

generalizaciones necesarias y resolver el problema del control de un sistema de transporte 

público de mayor dimensión.  

 

1.3. Formulación del problema  

 

1.3.1. Diseño de estrategias de control difuso de un sistema de transporte 

público 

 

Los sistemas de control difuso permiten describir un conjunto de reglas que utilizaría un 

operador para controlar un proceso y a partir de éstas, generar acciones de control. En 

particular en este trabajo, las estrategias de control difuso incluyen estrategias clásicas de 

transporte, como la realización de holding, que consiste en la espera de un tiempo extra de 

un bus en una estación determinada y stop-skipping, acciones donde se pretende manipular 

los tiempos de espera del sistema saltándose estaciones. Estas estrategias son aplicadas por 

medio de un conjunto de reglas representativas de un sistema de control experto difuso. 

Para profundizar el análisis de un sistema de trasporte, se implementará un controlador 

difuso adicional, que monitoreará las estaciones de trasbordo. Esto es, una estructura de 

control difuso que considere la relevancia de las cargas trasportadas por los buses que serán 

sincronizados entre dos rutas vecinas. 
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1.3.2. Diseño de estrategias  de control predictivo híbrido de un  sistema 

de transporte público 

 

Las técnicas de control de sistemas son herramientas fundamentales para obtener un 

desempeño óptimo de cualquier sistema dinámico, por lo que su aplicación a un sistema de 

transporte público resulta muy adecuada. Además de la propuesta de control predictivo 

híbrido presentada en Yinghui y Xilin (2010) y Sáez et al., (2012) en la literatura de 

transporte público,  las estrategias de control son habitualmente desarrolladas en forma 

heurística y no poseen en general la sistematización del control tradicional, que toma sus 

acciones de control solamente en base a comportamientos actuales y pasados, en cambio, 

en el control predictivo, además de tomar en cuenta estas acciones, incluyen el 

comportamiento futuro del sistema, lo que entrega decisiones con mayor información.  

 

En este trabajo, se deriva un modelo de un sistema dinámico de transporte público, para el 

diseño de una estrategia de control predictivo híbrido. Estas estrategias optimizan en 

tiempo real, los tiempos de viaje y los tiempos de espera de los usuarios de un sistema de 

buses compuesto de recorridos fijos, interconectados a través de estaciones de transbordo. 

Esta estructura de interconexión es muy necesaria ya que en algunas áreas metropolitanas, 

el transporte público convencional no puede proveer un servicio directo para todos los 

pasajeros, por diferentes razones; como por ejemplo, no ser económicamente conveniente o 

tener densidades de demanda bajas. Luego, es recomendable que en algunos sistemas de 

transporte público se realicen transferencias de pasajeros. De ahí, la importancia del 

desarrollo de un sistema coordinado, que tome en cuenta el número de buses; sus rutas y la 

frecuencia óptima asociada y pueda reducir los tiempo de viaje de los pasajeros. Lo que 

implica minimizar conjuntamente los tiempos de espera en las estaciones de transbordo así 

como en los paraderos restantes.  

 

Las estrategias de control predictivo incluyen también las estrategias clásicas de transporte, 

como la realización de holding y stop-skipping. Estas estrategias son aplicadas como 

penalizaciones en la función objetivo del problema de optimización a resolver por el 

controlador predictivo.  
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1.4. Objetivos 

 

1.4.1. Objetivo general 

 

Esta tesis de doctorado tiene como objetivo principal el diseño de un conjunto de 

estrategias de control avanzado, para un sistema de transporte público. Este sistema 

presenta complejas dinámicas no lineales con variables continuas o discretas, variables 

cuantizadas y perturbaciones considerables.  

 

Se desea encontrar un formalismo matemático adecuado, que pueda representar la 

evolución del sistema en términos que faciliten la manipulación de sus principales variables 

y se pretende determinar soluciones al problema de control, utilizando técnicas de control 

avanzado para grados crecientes de complejidad del proceso. 

 

1.4.2. Objetivos específicos 

 

1.-  Diseñar estrategias de control difuso para un sistema de transporte público de un 

recorrido, considerando la ubicación relativa de los buses viajando en la ruta, donde la meta 

de control sea minimizar los tiempos de viaje y espera de los usuarios del sistema de 

transportes.   

 

2.-  Diseñar estrategias de control difuso para un sistema de transporte público de un 

recorrido, considerando en el diseño la diferencia relativa de la demanda de pasajeros en 

cada uno de los paraderos de la ruta, donde la meta de control sea minimizar los tiempos de 

viaje y espera de los usuarios del sistema de transportes.   

 

3.-  Diseñar estrategias de control predictivo híbrido para un sistema de transporte público 

de un recorrido, considerando la demanda como perturbación en la estrada del sistema, 

donde la función objetivo del problema de optimización correspondiente contenga índices 
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de comportamiento que impliquen minimizar los tiempos de viaje y espera de los usuarios 

del sistema.   

 

4.- Programar un simulador de transporte público compuesto de recorridos fijos 

interconectados a través de estaciones de transbordo.  

 

5.-  Diseñar estrategias de control difuso para un sistema de transporte público con dos 

recorridos y una estacione de transbordo, para minimizar en tiempo real, los tiempos de 

viaje y espera de los usuarios.  

 

6.-  Diseñar estrategias de control predictivo híbrido para un sistema de transporte público 

con dos recorridos y una estación de transbordo, para minimizar, en tiempo real, los 

tiempos de viaje y espera de los usuarios.  

 

7.-  Inferir de los resultados anteriores, lineamientos para generalizar los métodos de 

control en un sistema de trasporte público de gran escala. 

 

1.5. Alcance del trabajo 

 

El alcance de este trabajo incluye, el diseño e implementación de un conjunto de 

controladores avanzados para un sistema de transporte público, los cuales son validados 

mediante simulación. Los controladores desarrollados sobre el sistema de transporte 

público, operan con estrategias de control definidas en tiempo real tales como holding y 

stop-skipping. Para validarlos, se desarrolla simuladores que se implementan en ambiente 

Matlab.  

 

1.6. Estructura de la tesis 

 

El contenido de este trabajo por capítulos se resume a continuación. 
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El primero capítulo contiene la motivación para la realización del trabajo de investigación, 

los objetivos generales y específicos que están acotados por los alcances considerados. 

El segundo capítulo resume el estado del arte de la teoría de control predictivo de sistemas 

híbridos, la forma de clasificar los sistemas y aspectos teóricos más relevantes. 

 

El tercer capítulo resume el estado del arte de la teoría de control de sistemas de gran 

escala, la forma de clasificar los sistemas y los resultados teóricos más relevantes. 

 

El cuarto capítulo describe los sistemas de transporte público su diseño, el simulador de una 

ruta y dos rutas con estación de trasbordo implementado, se incluye la formulación de 

problema y las estrategias de solución tales como retención y salto de estación.  

 

El quinto capítulo contiene el diseño de una estrategia de control difuso para un sistema de 

transporte público de una ruta, el cual, se basa en las ubicaciones relativas de los buses en 

un marco teórico que implica estrategias de retención y salto de estación. Se plantea la 

optimización de los parámetros del controlador por un algoritmo de enjambres de partículas 

(PSO). 

 

El sexto capítulo, contiene el diseño de una estrategia de control difuso para un sistema de 

transporte público de una ruta. Esta estrategia está basada en la asignación del headway por 

paradero en función del inverso de la demanda. Este controlador es formulado con 

estrategias de holding y stop-skipping. Se plantea la optimización de los parámetros del 

controlador por un algoritmo de enjambres de partículas (PSO). 

 

El séptimo capítulo, contiene el diseño de una estrategia de control predictivo híbrido para 

la optimización en tiempo real de la operación de un sistema de transporte público de una 

ruta.  Se plantea una solución del problema de optimización por un algoritmos de búsqueda 

en el árbol de decisiones con poda probabilística. La sintonización de los parámetros que 

ponderan los índices de comportamiento de la función objetivo, se realizaron con un 

algoritmo de enjambre de partículas (PSO). El controlador es formulado con estrategias de 

de holding y stop-skipping. 
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El octavo capítulo contiene, el diseño de una estrategia de control predictivo híbrido para la 

optimización en tiempo real de las operaciones de un sistema de transporte público basado 

en un enfoque multiobjetivo. Se plantea una solución del problema de optimización por un 

algoritmos de búsqueda en un árbol de decisiones con poda probabilística. La sintonización 

de los parámetros que ponderan, los índices de comportamiento de la función objetivo, se 

encuentran con un algoritmo de enjambre de partículas (PSO). El controlador es formulado 

con estrategias de de holding y stop-skipping. 

 

El noveno capítulo, contiene el diseño de estrategias de control avanzado para un sistema 

de transporte público que consta de dos rutas y una estación de  transbordo. Las estrategias 

incluyen controladores difusos y predictivos. La sintonización de los parámetros que 

ponderan, los índices de comportamiento de la función objetivo, se determinan con un 

algoritmo de enjambre de partículas (PSO). El controlador es formulado con estrategias de 

holding y stop-skipping. Se plantea soluciones bajo las directrices de la teoría de sistemas 

de gran escala, en especial control descentralizado, distribuido y centralizado. 

 

En el capitulo 10 se plantea una generalización al problema del control de un sistema de 

transporte de mayor dimensión que incluye estaciones de transbordo. La solución del 

problema, se logra por medio un controlador jerárquico, el cual considera la integración de 

los controladores ya diseñados en los capítulos anteriores. 

 

El último capítulo, se presenta las conclusiones generales de esta tesis y se proponen las 

líneas futuras de investigación. 
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Capítulo II 

 

 
 

 

 

Control predictivo de sistemas híbridos 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Los sistemas híbridos se han modelado de distintas formas: como un grafo de transición de 

estados (con dinámica continua dentro de cada estado) o bien como un conjunto de 

ecuaciones diferenciales con variables continuas, o en ecuaciones de diferencias con 

variables discretas (Favela, 1999). Esta última descripción es la seleccionada en este 

trabajo, ya que se adapta a las necesidades de modelación y control del sistema estudiado.  
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2.1. Modelos híbridos  

 

Los sistemas híbridos se han modelado como un conjunto de ecuaciones diferenciales, o de 

diferencias, con variables discretas. Existen variadas representaciones de los modelos 

híbridos que se presentan a continuación: 

 

2.1.1.  Sistemas dinámicos y lógicos mixtos 

 

Una forma de modelar sistemas dinámicos híbridos es mediante sistemas dinámicos y 

lógicos mixtos (sistemas MLD, ''Mixed Logical Dynamical Systems"). Este tipo de sistemas 

propuestos en Bemporad y Morari, (1999) corresponde al siguiente planteamiento: 

 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31x k Ax k B u k B k B z kδ+ = + + +  

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3y k Cx k D u k D k D z kδ= + + +  

                       ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5E k E z k E u k E x k Eδ + ≤ + +  

 

(2.1) 

 

Si entendemos por variable cuantizada una variable que pertenece a un conjunto con 

cardinalidad reducida. Tenemos que la variable de estado, ( ) ( ) ( )r bx k x k x k =    siendo 

( )r nx k ∈ℝ  la parte continua (o discreta) del vector de estado y ( ) { }0,1 bnbx k ∈ la parte 

cuantizada. La variable de salida tiene una estructura similar ( ) ( ) ( )r by k y k y k =    

donde ( )r my k ∈ℝ es la parte continua (o discreta)  y la parte cuantizada viene dada por 

( ) { }.
0,1 bmby k ∈  El vector de entradas ( ) ( ) ( )r bu k u k u k =    está compuesto por una 

parte continua (o discreta) ( )r lu k ∈ℝ y otra cuantizada ( ) { }0,1 blbu k ∈ . La descripción 

requiere variables auxiliares continua (o discreta) ( ) rz k ∈ℝ y cuantizadas ( ) { }0,1 brkδ ∈ . 

Además, las matrices A, B1, B2, B3, C, D1, D2, D3, E1, E2, E3, E4 y E5 son matrices de 

tamaño adecuado.  
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En los sistemas MLD las expresiones lógicas de la parte discreta de un sistema híbrido se 

pueden expresar por restricciones lineales (ver detalles en el anexo A).  

 

Son variadas las áreas de aplicaciones para el marco teórico de modelamiento MLD, como 

por ejemplo, se ha aplicado a un sistema de suministro de gas (Bemporad y Morari, 1999). 

También, a un sistema de generación distribuido formado por una celda de combustible y 

un sistema de paneles fotovoltaicos (del Real et al., 2007). Además, un modelo de la 

simulación del flujo de peatones se introduce sobre la base de un sistema MLD. Basado en 

el modelo propuesto, se investiga el efecto de un obstáculo colocado delante de la salida en 

términos del coeficiente de caudal y el tiempo de evacuación (Koukaki y Kojima 2009). En 

todos los sistemas analizados intervienen variables híbridas cuya representación por un 

sistema MLD permite pasar del un sistema dinámico no-lineal a un sistema dinámico con 

restricciones lineales.  

 

2.1.2.  Sistemas lineales por tramos 

 

Un sistema dinámico lineal a tramos (sistema PWA, “Piece Wise Affine”) se puede 

describir como: 

 

                     ( ) ( ) ( )1 i i ix k A x k B u k f+ = + +       para     
( )
( ) i

x k
X

u k

 
∈ 

 
                                                   

                     ( ) ( )i iy k C x k g= +  

(2.2) 

donde { }s

iiX 1=  es una partición poliédrica del espacio de estado-entrada. Cada iX  está dada 

por:  

( )
( )

( )
( )

i i
i

x k x k
X tal que Q q

u k u k

     ≅ ≤    
     

 
(2.3) 

donde ( ) ( ) ( ), ,x k u k y k  denotan los vectores de estados, de las entradas y salida, 

respectivamente. Cada subsistema iS definido por la 6-tupla ( )iiiiii qQfCBA ,,,,, , 
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{ }si ,,2,1 ⋯∈  denominado componente del sistema PWA. En (2.2) nniA ×ℜ∈ , mniB ×ℜ∈ y 

),( ii BA  es un par controlable. nriC ×ℜ∈ , )( mnpi iQ +×ℜ∈ , if , ig  y iq son vectores 

constantes adecuados. Note que n  es un número de estados, m  es el número de entradas, r  

es el número de salidas y ip  es el número de hiperplanos que definen el poliedro i.  

 

Los sistemas PWA tienen la ventaja de permitir aproximar sistemas no lineales con un 

grado de precisión arbitrario. Su identificación se logra  (Ferrari-Trecate et al., 2003) 

definiendo una grilla y encontrando el mejor submodelo afín que se adapta a cada una de 

ellas. El principal problema de esta identificación es que su mejora tiene que ser lograda 

introduciendo un alto número de pequeñas regiones.  

 

También se ha logrado su identificación por la combinación de técnicas con utilización de 

clúster, identificación lineal y reconocimiento de patrones (Ferrari-Trecate et al., 2000). 

 

Son variadas las áreas de aplicaciones para el marco teórico de modelamiento PWA. Como 

por ejemplo, en Azuma y Imura (2003), se ha aplicado para modelar la relación entre la 

cantidad de tareas de una CPU, su temperatura y la frecuencia del ventilador 

correspondiente, con el objetivo de hacer un control predictivo sobre los distintos sistemas 

de la partición del espacio entrada-estado y lograr eficiencia energética. En Kogiso y Hirata 

(2006), se presenta un modelo PWA para el problema del derrape de la ruedas de un 

vehículo y se plantea un controlador predictivo híbrido para la solución del control 

dinámico del vehículo. En el trabajo de Corona y De Schutter (2006) se realiza un control 

predictivo para que sea mínima la separación entre dos vehículos, cuya dinámica es 

expresada por un sistema PWA. La partición del espacio entrada-estado surge de la 

necesidad de considerar dos áreas en él, donde la velocidad está paralelamente bajo y sobre 

un umbral preestablecido. 

 

Además, existen dos representaciones menos comunes para un sistema híbrido, los sistemas 

LCS, “Linear Complementary Systems” y sistemas MMPS, ''Min–Max–plus–Scaling 

Systems'', que se presentaran en el apéndice del capítulo. 
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Por último, se puede demostrar (Heemels et al., 2001) que los modelos mencionados en el 

párrafo anterior y los presentados en la sección 2.1.1 y 2.1.2, son equivalentes. Es decir, la 

dinámica de un mismo sistema híbrido puede ser expresada de las distintas formas 

presentadas, manteniendo en cada representación características intrínsecas idénticas.   

 

Realizando un análisis sobre el estado del arte, se observa que el concepto de sistemas 

híbridos es muy  amplio, y se trata desde perspectivas muy distintas. Siendo los modelos 

MLD los que se adaptan mejor a la necesidades y objetivos de esta tesis.    

2.2. Control predictivo híbrido 

El control predictivo (“Model Predictive Control”, MPC) es un conjunto de métodos de 

control que hacen uso explícito de un modelo del proceso para obtener la señal de control 

minimizando una función objetivo. Estos métodos de control llevan a controladores que 

tienen básicamente la misma estructura y los siguientes elementos principales: 

 

• Uso explícito de un modelo para predecir la evolución del proceso en los instantes 

futuros. 

 

• Minimización de una función objetivo. 

 

• Utilización de un horizonte de control finito y deslizante que implica el cálculo de la 

secuencia de control para todo el horizonte pero con la aplicación de la primera señal 

de la secuencia y la repetición de todo el proceso en el siguiente instante. 

 

Los distintos algoritmos de control predictivo difieren en el tipo de modelo utilizado para 

representar al proceso y a las perturbaciones, y la función objetivo considerada. Existen 

aplicaciones de control predictivo a variados procesos que van desde procesos tan diversos 

como robots (Gómez y Camacho, 1996) y la anestesia clínica (Linkers y Mahfonf, 1994). 

Aplicaciones en la industria de cemento, secadoras y brazos robóticos, por ejemplo se 



 26 

pueden ver a Clarke y Cham (2001), mientras que desarrollos para columnas de destilación, 

plantas de PVC, generadores de vapor y servos se presentan en Richalet (1993).  

 

Al introducir modelos dinámicos híbridos, a la formulación de un control predictivo se abre 

una gran gama de soluciones de problemas que en el pasado sólo se resolvían de forma 

aproximada. En los últimos años, podemos mencionar el trabajo de Uthaichana et al., 

(2008), donde se presenta un controlador predictivo híbrido para un vehículo eléctrico, 

basado en un modelo con dos modos de operación. Los flujos de potencia óptimos entre los 

subsistemas principales del vehículo, se calculan como soluciones de la optimización de un  

sistema conmutado (un problema de programación no lineal) formulado a un nivel de 

supervisor, asumiendo una estructura jerárquica de control del vehículo. Por último, en 

Bernardini (2010), se realiza una formulación de la dinámica de un vehículo motorizado, 

por medio de un modelo PWA que considera los ángulos de deslizamiento de los 

neumáticos delanteros y traseros y una aproximación de las características de la fuerza de 

las llantas. Este modelo se utiliza para diseñar un control predictivo híbrido con el fin de 

optimizar su comportamiento. La formulación del modelo propuesto permite analizar 

visualmente la región estabilidad del sistema de lazo cerrado para evaluar la estabilidad del 

controlador HPC implementado. 

 

El control predictivo como se vio en los trabajos de Uthaichana et al., (2008) y Bernardini 

et al., (2009), puede ser también aplicado a sistemas híbridos. En esta sección se describen 

a los algoritmos de control predictivo basados en sistema MLD, sistemas PWA y 

programación multiparamétrica. 

 

2.2.1. Control predictivo basados en modelos MLD 

 

El problema de control predictivo basados en modelos MLD se puede formular como: 

 

( )* arg min
x u z

p p p p

x u zQ Q Q Qu
u x r u r r z r

δ
δδ= − + − + − + −                           (2.4) 
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sujeto a las ecuaciones (1), donde 
p

Q
x  denota xTQx cuando p = 2 y 

p
xQ  para p = 1 o p = 

∞ y Qx, Qu, Qδ , y Qz son matrices de peso de dimensiones apropiadas y todas las señales 

se predicen con la información disponible hasta el instante t en la forma usual del control 

predictivo. Los vectores x, u, δ , z, rx, ru, r δ  y rz son los vectores de estados futuros 

predichos, movimientos de control, variables lógicas auxiliares, variables reales auxiliares, 

y sus referencias futuras respectivamente.  

 

El control predictivo resulta ser un problema de optimización con un conjunto de 

restricciones lineales y con variables de decisión reales (continuas y discretas) y variables 

cuantizadas. Este tipo de problemas de optimización se conoce con el nombre de problemas 

de programación mixta entera. Son problemas mucho más difíciles de resolver que los 

problemas de programación lineal o programación cuadrática (Floudas, 1995). 

 

2.2.2. Control predictivo de sistemas PWA 

 

Asumiendo que todo el estado está disponible (en caso contrario, un estimador del estado 

será necesario), la formulación del control predictivo con función cuadrática en el caso 

PWA es: 

 

              * arg minu J=  

s.a.    ( )
1

2 2

1 0

( / ) ( ) ( )
N N

i i
i i

J q y k i k w k i ru k i
−

= =
= + − + + +∑ ∑

 

min max( )u u k i u≤ + ≤      1,,0 −= Ni ⋯  

(2.5) 

 

Donde J representa un índice de comportamiento que penaliza el error de seguimiento de la 

salida predicha del sistema y(k+i) en el instante k+i  conocida la del instante k con respecto 

al la referencia w(k+i) en el instante k+i  y penaliza el esfuerzo de control relacionado con 

el cuadrado de la variable manipulada u(k+i) en el instante k+i . Se incluyen constantes qi y 

r i  como pesos relativos. Además se incluyen las restricciones impuestas a la variable 

manipulada. 
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Al analizar el problema de predicción vemos que el subsistema que describe el proceso en 

el instante k es conocido, pero el siguiente subsistema donde el proceso estará en el instante 

de tiempo siguiente depende de la señal de control aplicada. 

 

Por ejemplo si { }s

iiX 1= es la partición del espacio de estado-entrada, el subsistema I(k) en el 

tiempo k correspondiente a subconjuntoiX de la partición queda definido como: 

 

            ( ) ( 1) ( 1)i i ix k A x k B u k f= − + − +                       para    
( 1)

( 1) i

x k
X

u k

− 
∈ − 

                                                   

                          ( ) ( )i iy k C x k g= +  

 

(2.6) 

 

Entonces I(k) es conocido porque se conoce la señal de control aplicada ( 1)u k− . 

Supongamos ahora que la señal de control siguiente en el tiempo 1k +  ocupa el subsistema 

I(k+1) correspondiente a subconjunto jX  de la partición del espacio de estados, es decir  

 

( 1) ( ) ( )j j jx k A x k B u k f+ = + +       para    
( )

( ) j

x k
X

u k

 
∈ 

 
 

                             ( 1) ( 1)j jy k C x k g+ = + +  

(2.7) 

  

En este caso la señal de control ( )u k  no es conocida. En general, una secuencia de 

subsistemas { }( ) ( 1) ( )I I k I k I k N= + +⋯ se pueden "activar" a lo largo de la 

trayectoria. Sólo el primer valor ( )( ) ( ) ( 1), ( 1)I k I k x k u k= − − de esta secuencia es 

conocido. Nótese que si no hay restricciones, el número posible de secuencias para un 

horizonte de N es 1−Ns , número que puede ser muy elevado. El problema de optimización 

resultante se puede expresar como: 

 

*

,
arg min

u I
u J=  (2.8) 
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donde hay que añadir restricciones para considerar las dependencias entre los subsistemas y 

sus ecuaciones correspondientes, i.e.: 

 

{ }( ) ( )( ) , 1, ,I k j I k jR x k j r j N+ +⋅ + ≤ = ⋯  (2.9) 

Este problema podrá ser resuelto encontrando el óptimo para cada posible secuencia de I , 

i.e. 

 

* arg min min
IU IUI u R u q

u J
⋅ ≤

  =   
  

 
(2.10) 

 

donde IUIU quR ≤⋅ son las restricciones debidas a las dependencias entre I yU . Los 

problemas de programación entera mixta lineal o cuadrática resultante son mucho más 

difíciles de resolver en tiempo real que los problemas programación lineal o cuadrática de 

los controladores predictivos nominales. 

 

2.2.3. Control predictivo híbrido con programación multiparamétrica 

 

El control predictivo se puede considerar una técnica madura para sistemas lineales y no 

muy rápidos como los encontrados normalmente en la industria de procesos. Sistemas más 

complejos, tales como sistemas no lineales, híbridos, y/o sistemas muy rápidos, eran 

considerados como fuera del alcance de los controladores predictivos. Con técnicas 

derivadas de la optimización multiparamétrica se ha logrado  encontrar una solución 

factible a estos sistemas complejos. 

 

La solución óptima del problema de programación multiparamétrica no es un número como 

en el caso de la optimización convencional, sino una función óptima * ( )z x de un 

parámetrox  perteneciente a un espacio acotado X . La solución utiliza el concepto de 

regiones críticas 1, ,iCr i r= ⋯  las cuales generan una partición 
1

r
i

i

Cr X
=

=∪ del espacio de 
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parámetros, en cada una de las cuales se logra definir una solución óptima afín 

* ( ) i iz x F x g= + del problema de optimización.  

 

Se ha demostrado (Bemporad et al., 2002) que el problema del control predictivo se puede 

expresar como un problema de programación multiparamétrica, donde la variable de 

optimización es la secuencia de control ' '
0 1, ,N NU u u − =  ⋯  y el parámetro, la condición 

inicial 0x  de la variable  de estado del sistema, luego la solución resultante es un 

controlador afín a trozos en el espacio de estado (espacio de la condiciones iniciales). La 

idea fue sugerida por primera vez en Zafiriou (1990). 

 

La solución del problema de control óptimo en tiempo finito, con programación 

multiparamétrica, se transforma en una búsqueda de la ley de control representada por un 

modelo afín para cada región de la partición del espacio de estado (espacio de las 

condiciones iniciales) donde la condición inicial pertenezca. 

 

Para este tipo de solución el tiempo de control debería ser reducido ya que el control 

consistiría en sólo acceder a una tabla, en lugar de tener que resolver en cada instante un 

pesado problema de optimización.  

 

También por medio de la optimización multiparamétrica se obtiene una  solución afín a 

tramos para el problema de control óptimo de sistemas híbridos con restricciones. 

Realizando sendos controladores multiparamétricos en cada región que presenta el modelo 

híbrido. 

 

2.4. Solución de los controladores predictivos por optimización 

con algoritmos evolutivos o de enjambres de partículas  

 

La mayoría de las aplicaciones de algoritmos evolutivos o de enjambres de partículas en 

controladores predictivos, están dirigidas a resolver el problema de optimización que surge 

en la formulación del problema. Como por ejemplo Michalewicz et al., (1990) estudia la 



 31 

aplicación de algoritmos genéticos (AG) para el control óptimo en tiempo discreto, 

obteniendo buenos resultados en comparación con los métodos clásicos de programación 

matemática. En Onnen et al., (1997), se realiza uno de los más profundos estudios de la 

aplicación de un AG para el control predictivo, con énfasis en operadores evolucionarios 

especialmente diseñados para control en tiempo real, dos ejemplos de estos operadores son: 

el operador fitness, en el cual la función objetivo es minimizada en línea a una velocidad 

determinada. Luego, si su índice de comportamiento es J, el operador fitness será 1/f J= . 

El segundo es el operador horizonte de predicción heredado (entre dos sucesivas intervalos 

de cálculo) donde, los mejores cromosomas obtenidos en una iteración son usados para 

inicializar la siguiente población, entonces, como el horizonte de predicción y de control 

son desplazados al futuro, implica que los valores de los mejores cromosomas son 

desplazados hacia el pasado, lo cual debe corregirse en cada iteración.  

 

En Onnen. et al., (1997), la estrategia del AG es comparada exitosamente con el algoritmo 

branch and bound, demostrando ser más eficaz, en la medida que el horizonte de 

predicción aumente. Sin embargo, no se toma en cuenta la carga computacional para 

resolver el problema de optimización. En Fravolini et al., (2008) se propone un método 

para reducir el error de seguimiento de trayectoria de un sistema robótico en presencia de 

saturaciones de las entradas y restricciones de estado. Se proponen varias estrategias de 

aplicación de los algoritmos evolutivos en la formulación del problema de control 

predictivo correspondiente, teniendo en cuenta aspectos como la carga computacional, 

además de operadores especializados, de inicialización y representación de las soluciones.  

 

Otras obras, proponen la aplicación de los algoritmos evolutivos en control predictivo, pero 

sólo hacen estudios de comparación del rendimiento del algoritmo frente a otros los 

métodos convencionales. Entre ellos, Shin y Park (1998), Na y Hwang (2006) y Yuzgec et 

all., (2006),  los cuales obtienen resultados satisfactorios, al aplicar un algoritmo genético a 

la formulación del control predictivo al nivel de un tanque, un sistema de potencia y un 

proceso de secado, respectivamente. En los trabajos de Causa et al., (2008) y Muñoz-

Carpintero et al., (2010) un AG es aplicado en la solución de un control predictivo de un 

batch reactor, con entradas discretas. El método se compara con el algoritmo branch and 
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bound, mostrando un buen desempeño. En Sáez et al., (2008) y Cortés et al., (2008),  un 

AG se utiliza para la solución en la optimización en un problema de ruteo dinámico de 

vehículos, obteniendo buenos resultados en términos de costo computacional y la calidad 

de las soluciones.  

 

El algoritmo de optimización por enjambres de partículas (PSO, ''Particle Swarm 

Optimization'' ) también se ha aplicado en la resolución del control predictivo. El 

algoritmo PSO se utiliza en Coelho et al., (2005)  y Wang y Xiao (2005) para resolver el 

problema de optimización en la formulación de control predictivo, y se obtienen buenos 

resultados cuando se compara con un AG y métodos cuasi-Newton. En Solís et al., (2006) 

se compara la aplicación de un algoritmo PSO con un AG en el control predictivo de un 

proceso benchmark, obteniendo mejores resultados con PSO. Por último en Cortés et al., 

(2009) se obtuvo buenos resultados cuando se comparó con un método convencional, la 

aplicación de un algoritmo PSO  para la formulación de un control predictivo de un 

problema dial-a-ride. El problema  dial-a-ride consiste, en determinar el recorrido que 

deben hacer uno o varios móviles que se mueven dentro de una red de transporte, donde 

deben cumplirse una serie de requerimientos como, transportar objetos desde un origen y 

hacia un destino determinado. El problema puede tener o no restricciones de capacidad de 

los móviles y tamaño de la carga. El objetivo es minimizar el costo del movimiento del 

móvil y/o el tiempo de entrega de los requerimientos. 

 

2.5. Estabilidad del control predictivo  

 

La solución eficiente del problema del control predictivo es importante para cualquier 

aplicación a procesos reales, pero no es menos importante la estabilidad del lazo cerrado. 

Para formulaciones del controlador predictivo con sistemas lineales y sin restricciones, la 

estabilidad se puede analizar con herramientas convencionales de teoría de sistemas 

lineales, pero si aparecen restricciones o el sistema es no lineal, la ley de control se 

convierte en no lineal y deben usarse otras herramientas. Incluso, en el caso de que el 

algoritmo de optimización encuentre una solución, esto no garantiza la estabilidad del lazo 

cerrado.  
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Por lo cual, el análisis de la estabilidad de los controladores predictivos se suele realizar 

mediante el uso de penalización, restricción terminal, funciones de Lyapunov o conjuntos 

invariantes, teoría capaz de garantizar la estabilidad del sistema controlado (Mayne, 2001) 

 

Entonces, el control predictivo de un sistema dinámico ( 1) ( ( ), ( ))x k f x k u k+ =  requiere 

resolver el problema de optimización siguiente: 

 

{ }( ),..., ( 1)
min ( ( ), ( ))N

u k u k N U
J x k u k

+ − ∈
 

..as     1,,0)/( −=∈+ NjUkjku ⋯  

                                     1,,0)/( −=∈+ NjXkjkx ⋯  

                                     Ω∈+ )/( kNkx  

 

 

                    

(2.11) 

 

donde el coste a optimizar 

 

( )( )
1

0

( ( ), ( )) ( / ), ( / ) ( / )
N

N
i

J x k u k L x k i k u k i k V x k N k
−

=
= + + + +∑  

                    

(2.12) 

 

siendo ( )xV  una función que penaliza el coste estado final de la predicción (estado 

terminal), denominada función de coste terminal. Al conjunto Ω al que se restringe dicho 

estado se denomina región terminal. 

 

Las formulaciones del control predictivo con garantía de estabilidad han ido evolucionando 

hasta llegar a la necesidad de la región terminal y del coste terminal de una u otra forma.  

 

Las condiciones suficientes sobre la función de coste terminal y la región terminal para 

garantizar la estabilidad son las siguientes: 

 

• La región terminal Ω debe ser un conjunto invariante positivo admisible del 

sistema. Es decir, que debe existir una ley de control local u = h(x) tal que estabiliza 
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el sistema en Ω y además la evolución del sistema y las actuaciones en dicho 

conjunto son admisibles. 

 

• El coste terminal V (x) es una función de Lyapunov  asociada al sistema regulado 

por el controlador local, tal que ( ) ( ) ( ))(,))(,( xhxLxVxhxfV −≤−  para todo Ω∈x . 

Por lo tanto, la ley de control local estabiliza asintóticamente el sistema (donde 

( ) ( ( ))u k h x k U= ∈ son actuaciones admisibles). 

 

Esto es, el sistema es tal que existe una vecindad del origen X∈Ω  que es un conjunto 

invariante de control del sistema (ecuación (2.11)) y además tiene asociada una función de 

Lyapunov de control  V (x) tal que 

 

( ) ( ){ } 0),(,),(),(min ≤Ω∈+−
∈

uxfasujetouxLxVuxfV
Uu

Ω∈∀x               (2.13) 

 

Necesidad de la región terminal invariante 

 

Si definimos: 

 

Conjunto invariante positivo: Un conjunto nΩ ⊂ ℝ se dice que es un conjunto invariante 

positivo, si para todo (0)x ∈Ω  la evolución del sistema es tal que ( )x k ∈Ω  para todo k ≥  

0. 

 

Conjunto estabilizable en i pasos: Es el conjunto de estados ( )Ω,XSi  para los cuales existe 

una secuencia de actuaciones admisibles (cumplen las restriccionesku U∈ ) tal que conduce 

el sistema desde X  hasta el conjunto Ω  en i pasos con una trayectoria admisible, tal que 

X⊆Ω  es un conjunto invariante positivo. 

 

( ) {, ( ) :iS X x k XΩ = ∈  para todo 0, , 1,   ( )j i u k j U= − ∃ + ∈⋯ tal que 

( )x k j X+ ∈  y }( )x k i+ ∈Ω  

  

(2.14) 
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Luego, si la región terminal es un invariante positivo, entonces el conjunto de estados 

factibles es el conjunto de estados estabilizables en N pasos ( )Ω= ,XSX NN . Considérese 

( ) Nx k X∈ . Dada la ausencia de discrepancias entre el modelo de predicción y el sistema, 

se tiene que el estado al que evoluciona el sistema es el predicho  ( )( 1) 1/x k x k k+ = + . 

Este estado puede alcanzar la región Ω  en 1−N  pasos, luego  1( 1) Nx k X −+ ∈ . Gracias a 

que Ω  es un conjunto invariante, este conjunto tiene la propiedad que NN XX ⊆−1  y por lo 

tanto NX  es un conjunto invariante positivo del sistema en bucle cerrado, lo que garantiza 

la factibilidad del controlador en todo instante. 

   

Necesidad del coste terminal como función de Lyapunov 

 

Bajo la condición, del coste terminal como función de Lyapunov, se garantiza que el coste 

óptimo es estrictamente decreciente, y por lo tanto es una función de Lyapunov del sistema. 

Esto garantiza la estabilidad asintótica del sistema en bucle cerrado con restricciones. La 

monotonía de la función de coste óptimo se basa en la existencia de una secuencia de 

actuaciones factibles  )1( +kuF  basada en la solución óptima obtenida en el instante 

anterior  )(* kuF . Esta secuencia no es más que los 1−N  términos que restan de la secuencia 

anterior más la actuación obtenida de la ley de control local. Así, la diferencia entre el coste 

de esta secuencia, ( ( 1))NJ x k+ , y el coste óptimo anterior,   * ( ( ))NJ x k , es 

 

( ) ( ){* * * *
,( ( 1)) ( ( )) ( / ) ( / ), ( ( / ))N N kJ x k J x k L x u k k L x k N k h x k N k+ − = − + + +  

( ) }))/(()))/((),/(( *** kNkxVkNkxhkNkxfV +−+++  

                    

(2.15) 

 

La incorporación del coste terminal garantiza que el término entre llaves es negativo, y por 

lo tanto la secuencia factible tiene un coste menor que el óptimo anterior, por lo que la 

solución óptima también lo tendría. En consecuencia si la ley de control MPC es 

( ) ( ( ))MPCu k K x k=  tenemos, 
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( )* *( ( 1)) ( ( )) ( ), ( ( ))N N MPCJ x k J x k L x k K x k+ − ≤ −                  (2.16) 

 

y por lo tanto el coste óptimo es una función de Lyapunov que decrece a lo largo de la 

evolución del sistema, lo que garantiza la estabilidad asintótica.  

 

2.6. Discusión  

 

La estrategia de control predictivo de sistemas PWA, implica expresar el sistema dinámico 

en variables de estado y determinar una partición del espacio de estado coherente con el 

proceso a controlar. Esto implica un gran esfuerzo de identificación, que no representa la 

forma seleccionada en esta tesis, para modelar un sistema de trasporte público. 

 

Aunque el control predictivo híbrido con programación multiparamétrica presenta grandes 

posibilidades con respecto a la disminución del tiempo computacional. En este trabajo se 

postergará esta opción hasta tener más madura la representación del sistema a modelar. 

Esto es, la programación multiparamétrica exige un importante cálculo off-line, que con 

sistemas dinámicos de grandes dimensiones se vuelve difícil de manejar.  

 

Dentro de las tres estrategias de control presentadas, la más adecuada para trabajar en esta 

tesis en la estrategia de  control predictivo basados en modelos MLD, cuya solución en 

general es por medio de programación cuadrática entera. En nuestro caso podemos 

simplificar el método de solución utilizando la estrategia de recorrer  inteligentemente un 

árbol de decisiones (ver capítulo 7). 

 

Ahora, debido a la dificultad de una representación del sistema dinámico en variables de 

estado, no se realizará un análisis formal de estabilidad, de los controladores diseñados, 

como lo mencionado por Mayne, (2001). En cambio, se garantizará ante perturbaciones, el 

buen comportamiento de las soluciones encontradas, por medio del examen de un número 

estadísticamente recomendable de escenarios representativos (ver capítulo 7). 
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De esta manera, se aplicará parte de este formalismo matemático para describir las 

estructuras de control desarrolladas en el capítulo 9. En particular, considerando un sistema 

de transporte público como la unión de un conjunto de subsistemas formados por rutas 

individuales, se plantea un diseño de un controlador centralizado, un controlador 

descentralizado y un controlador distribuido para el sistema. Finalmente, se desarrolla un 

controlador jerárquico que administra inteligentemente un conjunto de controladores 

previamente diseñados para las rutas individuales. 
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Capítulo III 

  

 

Sistema de gran escala 
 

 

 

 

 

 

 

Dentro de los objetivos generales que se plantearon para esta tesis se incluyó la 

generalización de los controladores desarrollados (en un sistema de transporte publico de 

una ruta) a un sistema de transportes público de varias rutas con estaciones de trasbordo. 

Las estrategias de control de estos sistemas se enmarcan en el área del control de los 

sistemas de gran escala o control de planta completa. En este capítulo describiremos los 

principales enfoques de esta área de investigación, incluyendo los resultados teóricos 

básicos para su comprensión.   

 

El objetivo de controlar la planta completa ("Plantwide Control", PWC) ha atraído la 

atención de la comunidad de control de procesos por más de 40 años (Scattolini, (2009)).  A 

través de estos años, arquitecturas diferentes se han utilizado para abordar el problema de 

controlar el proceso completo. En este capítulo se presenta una reseña de las opciones más 

conocidas para hacer frente a un PWC. Una posible clasificación de las diferentes 

arquitecturas de PWC se presenta en la Figura 3.1. Esta clasificación, está en acuerdo en 

algunos puntos como los presentados por Scattolini (2009), los enfoques de PWC se 

presentan en tres grupos principales, que se caracterizan por la complejidad del modelo 
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considerado (en el sistema de control), para describir la dinámica del proceso y por el grado 

de comunicación entre los controladores de diferentes unidades operativas, o entre 

diferentes capas de la jerarquía del sistema de control. Estas tres principales arquitecturas 

son: descentralizada, distribuida, jerárquica. (Ochoa, 2010, Scattolini, 2009 y Brdys, 2008).   

 

Teniendo en cuenta la complejidad del modelo, en el enfoque descentralizado se evita la 

necesidad de un modelo del proceso (con excepción del descentralizados MPC, que por 

supuesto necesita un modelo del proceso). En la arquitectura distribuida, el caso habitual es 

utilizar modelos lineales dinámicos. El caso de múltiples capas por lo general hace uso de 

un modelo de estado estacionario no lineal en la capa de optimización y un modelo lineal 

dinámico en la capa del controlador, esto será explicado posteriormente. Por último, ya que 

la operación del sistema de control en el caso de una sola capa se apoya en un controlador 

centralizado, es conveniente considerar un modelo dinámico no lineal con el fin de predecir 

el comportamiento del proceso lo más cerca posible a la realidad. 

 
Figura 3.1: Clasificación de las arquitecturas de control de toda la planta presentadas en este capítulo 

(elaboración propia). 

DESCENTRALIZADO 

DISTRIBUIDO 

JERÁRQUICO 

PID MPC 

(N)MPC 
cooperativos 

(N)MPC 
una capa 

(N)MPC 
multicapa  
 

(N)MPC 
no-cooperativos 

Con 
coordinación 

(N)MPC 
no-iterativos 

(N)MPC 
iterativos 

Grado de comunicación entre subsistemas 
 

Complejidad 
del modelo 
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Posteriormente en este mismo capítulo se describirán las  arquitecturas presentadas en la 

Figura 3.1 (clasificación más simple), así como las ideas principales que caracterizan la 

estabilidad de estos controladores. 

 

A continuación se introduce, el principio de inclusión, una de las principales herramientas 

matemáticas diseñadas para atacar el problema del diseño de un controlador para una planta 

de gran escala.  

 

3.1. Principio de inclusión 

 

El principio de inclusión fue introducido a inicios de los años ochenta dentro del ámbito del 

análisis y del control de los sistemas de gran escala (Ikeda et al., 1984). Esencialmente, el 

principio establece las condiciones para que dos sistemas dinámicos de dimensiones 

distintas puedan tener comportamientos relacionados. Esto significa que es posible 

construir un sistema de mayor dimensión que el sistema dado a través de una expansión, de 

tal forma que el sistema expandido contenga toda la información a cerca del sistema dado. 

También es posible extraer la información del sistema de mayor dimensión a través de un 

proceso de contracción. 

 

El principio de inclusión se basa en la elección de transformaciones lineales apropiadas 

entre los espacios de estado, salida y control. Dichas transformaciones están influenciadas 

por matrices conocidas como matrices complementarias. A lo largo de la historia 

únicamente se han utilizado dos tipos concretos de expansiones, llamadas restricciones y 

agregaciones, aunque el estudio de otras posibilidades ha sido considerado como un 

problema de gran interés. 

 

El diseño de controladores descentralizados busca básicamente, expandir un sistema, el 

cual supone estar constituido por subsistemas solapados ("overlapping") y construir un 

sistema de mayores dimensiones en donde los subsistemas aparezcan ahora disjuntos (sin 

solapamiento) y lo más débilmente acoplados entre sí. Luego diseñar controladores 

descentralizados para cada subsistema aplicando técnicas de diseño estándar de control. 
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El mecanismo seguido para realizar un control descentralizado, implica definir un sistema 

lineal S, el cual  representa un sistema de gran escala compuesto por s subsistemas además 

un sistema lineal Sɶ  expandido de S. 

 

Esto es, si definimos los sistemas: 

 

S :     

                

x Ax Bu

y Cx

= +
=
ɺ

,            
 S :   

                   

x Ax Bu

y Cx

= +

=

ɶ ɺ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
                            (3.1) 

 

donde ( ) ,  ( ) ,  ( ) ,n m lx t u t y t∈ ∈ ∈ℝ ℝ ℝ son el estado, la entrada y la salida del sistema S 

para .t +∈ℝ  De forma análoga, ( ) ,  ( ) ,  ( ) ,n m lx t u t y t∈ ∈ ∈ ɶɶ ɶɶ ɶ ɶℝ ℝ ℝ son el estado, la entrada y 

la salida del sistema expandido Sɶ , respectivamente. Las matrices ,  ,  A B C y ,  ,  A B Cɶ ɶɶ  de 

tamaño n n× , n m× , l n× , n n×ɶ ɶ , n m×ɶ ɶ , l n×ɶ ɶ , respectivamente, se supondrán constantes y 

representarán a los sistemas S y Sɶ . Supondremos que los vectores ( ),  ( ),  ( )x t u t y t  

corresponden a S, los cuales son de dimensión menor (a lo sumo igual) que los respectivos 

vectores ( ),  ( ),  ( )x t u t y tɶ ɶ ɶ  del sistema Sɶ , es decir ,  ,  .n n m m l l≤ ≤ ≤ ɶɶ ɶ  Notaremos por 

0( ; , )x t x u  a la solución de S para el instante 0,t = estado inicial 0(0)x x=  y una entrada fija 

( ).u t  Designaremos por ( )y x t    su correspondiente salida. Análogamente para  0( ; , )x t x uɶ ɶ ɶ  

y ( )y x t  ɶ ɶ  del sistema Sɶ . Por brevedad de notación, ( )x t  indicará la solución para un 

arbitrario 0
nx ∈ℝ y una entrada de control ( ) .mu t ∈ℝ  Asimismo, x  representa al vector 

( )x t  para 0.t ≥  Análogamente, para  ( )x tɶ  de Sɶ . 

 

Entonces, el mecanismo utilizado para aplicar las técnicas de control descentralizado 

mediante descomposición con solapamiento, puede esquematizarse de la siguiente manera:  

 



 42 

S:                                           S :   

                                 (1)                      

             

            (4)                                 

x Ax Bu x Ax Bu

y Cx y Cx

= + = +

= → =

↑

ɶ ɺ ɶ ɶɺ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

D i

1 1

                (2)

 

S :                                     S :   

                      (3)                                  

D D D D C C

s s

i i i i
i i

x A x B u x A x B u A x B u

y C x y C x
= =

↓

= + = + + +

= ← =∑ ∑

ɶ ɺ ɶ ɶ ɺ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ

  

 

 

 

 

(3.2) 

 

Cada uno de los pasos presentados tiene la siguiente explicación. 

 

En el paso (1), 

S:                                           S :   

                                 (1)                                

                  

x Ax Bu x Ax Bu

y Cx y Cx

= + = +

= → =

ɶ ɺ ɶ ɶɺ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ                         

(3.3) 

se expande el sistema S a un nuevo sistema expandido Sɶ , de manera que dicho proceso 

cumpla una serie de requisitos, es decir, esté bajo las condiciones del “principio de 

inclusión” ( ver definición 3.1). Así pues, el paso (1) nos proporciona un sistema Sɶ  que es 

de mayor dimensión y con la particularidad de que aparece descompuesto en s subsistemas 

que pueden compartir  algunas de sus variables. 

 

En el paso (2), 

 

i

1

S:   

         

             

      (2)

 

S :   

                  

D D C C

s

i i
i

x Ax Bu

y Cx

x A x B u A x B u

y C x
=

= +

=

↓

= + + +

=∑

ɶ ɺ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɺ ɶ ɶɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶɶ ɶ

                                           (3.4) 
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el sistema expandido es tratado como un sistema interconectado, formado por s subsistemas 

disjuntos. Las matrices DAɶ y DBɶ son matrices diagonales por bloques y las matrices CAɶ  y 

CBɶ  son las denominadas "matrices de interconexión".  

 

En el paso (3),  

 

D i

1 1

S :                                     S :   

                      (3)                                  

D D D D C C

s s

i i i i
i i

x A x B u x A x B u A x B u

y C x y C x
= =

= + = + + +

= ← =∑ ∑

ɶ ɺ ɶ ɶ ɺ ɶ ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ
            (3.5) 

 

Se supondrá que las matrices de interconexión 0CA =ɶ y 0.CB =ɶ  De esta forma obtenemos 

un sistema expandido desacoplado DSɶ , en donde se diseñan las leyes de control. Para ello 

se utilizan todas las técnicas de control descentralizado disponibles. 

 

Finalmente, en el paso (4),   

 

D

1

S:      

             

             

            (4) 

S :     

      

D D

s

i i
i

x Ax Bu

y Cx

x A x B u

y C x
=

= +
=

↑

= +

=∑

ɺ

ɺ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶɶ ɶ

                                          (3.6) 

 

las leyes de control obtenidas para el sistema DSɶ  son contraídas (siempre que sea posible) 

para ser implementadas en el sistema inicial S, todo ello bajo las condiciones del “principio 

de inclusión”. El esquema hasta aquí presentado sigue los mecanismos habituales.   
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3.1.1. Caracterización dinámica del principio de inclusión 

 

La  aplicación del principio de inclusión está condicionada a relaciones explícitas entre los 

sistemas S y Sɶ , la cuales se deducen  a continuación. 

 

Definición 3.1.: Diremos que un sistema Sɶ  incluye al sistema S(o bien que S está 

incluido en Sɶ ) y lo notaremos por  S S⊃ɶ , si existe un par ordenado de matrices (U, V) tal 

que nUV I=  (con U perteneciendo al conjunto de matrices de nxñ, es decir U ∈Mnxñ, del 

mismo modo V ∈Mñxn) y para cualquier estado inicial 0x  y cualquier entrada fijada ( )u t  

de S, si 

0 0,x Vx=ɶ                                                                    (3.7) 

 

siendo 0x  el estado inicial y ( )u t la entrada para el sistema Sɶ , entonces  

 

                                              [ ] [ ]
0 0( ; , ) ( ; , ),

( ) ( ) ,  para todo 0

x t x u Ux t x u

y x t y x t t

=
= ≥

ɶ ɶ ɶ

ɶ
                                (3.8) 

 

Podemos observar como la definición garantiza que el sistema Sɶ  contiene toda la 

información acerca del comportamiento de S. Más aún, es posible obtener cualquier 

propiedad de S a partir  de Sɶ  o bien usar S como modelo reducido de Sɶ . Así por ejemplo, 

podemos establecer la estabilidad o la controlabilidad de Sa partir de Sɶ . Esta es la idea 

subyacente y principal que se esconde bajo el ''principio de inclusión ''. 

 

Existencia de las matrices U y V 

 

A continuación se presentan las características que deben cumplir las matrices U y V  para 

cumplir el principio de inclusión. A partir de la definición 3.1 y asumiendo que 

{ }( ) 0=
�

Ker V , tenemos  
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0 0=ɶx Vx                                                                    (3.9) 

                                   0 0( ; , ) ( ; , )         0= ∀ ≥ɶ ɶ ɶx t x u Vx t x u t                         (3.10) 

 

Si { }( ) 0=
�

Ker V , existe una transformación lineal n ñ:U →ℝ ℝ  con la propiedad 

ñIm( )U = ℝ  tal que, nUV I= . Luego, podemos tener que x Ux= ɶ  lo cual aplicado al 

sistema  S implica  

 

     x Ax Bu= + ⇒ɺ      x AUx Bu= + ⇒ɺ ɶ          Vx VAUx VBu= +ɺ ɶ       (3.11) 

 

 lo que produce una nueva representación del sistema S de mayor dimensión, esto es 

 

x VAUx VBu= +ɺɶ ɶ , y CUx= ɶ .                                        (3.12) 

 

Definición de restricción y agregación de un sistema  

 

Mientras que la ecuación 0 0( ; , ) ( ; , )  0x t x u Vx t x u t= ∀ ≥ɶ ɶ ɶ  es satisfecha por algún V tal que 

{ }( ) 0=
�

Ker V  y [ ] [ ]( ) ( )y x t y x t= ɶ , se dice que el sistema S es una ''restricción'' del sistema 

Sɶ  para Im( )V .  

 

Si se tiene 0 0( ; , ) ( ; , )   0x t Ux u Ux t x u t= ∀ ≥ɶ ɶ ɶ  y [ ] [ ]( ) ( )y x t y x t= ɶ  para una condición inicial 

0xɶ  y algún U epiyectiva, entonces el sistema S es una ''agregación'' de Sɶ  con respecto a 

Im( )TU .  

 

Mientras que el concepto de ''agregación''  juega un importante rol en el esquema de 

reducción de modelos para sistemas dinámicos, el concepto de ''restricción'' es útil en la 

descomposición generalizada de sistemas dinámicos.   

 

 



 46 

Transformaciones complementarias 

 

La transformación (3.12) no define unívocamente un nuevo sistema por que, si se introduce 

las transformaciones complementarias siguientes 

 

                       A VAU M B VB N C CU L= + = + = +ɶ ɶɶ                     (3.13) 

el sistema 

 S:   ( ) ( )

        ( )                

= + + +
= +

ɶ ɺɶ ɶ

ɶ

x VAU M x VB N u

y CU L x
                                      (3.14) 

 

satisface (3.10) para toda condición inicial definida por (3.9) para 0t = . Cuya demostración 

está basada en el siguiente teorema. 

 

Teorema 3.1.   S es una restricción de Sɶ  para Im( )V  si sólo si  

                      0        0        0MV N LV= = =                                       (3.15) 

S es una agregación de Sɶ con respecto a Im( )TU  si y sólo si  

                      0        0        0UM UN L= = =                                       (3.16) 

 

La demostración del teorema 3.1 se presenta en Ikeda et al., (1984). 

 

En resumen, la aplicación del principio de inclusión a un sistema, implica expandirlo para 

lograr conjunto de subsistemas que pueden ser controlados individualmente, en particular 

una estrategia de control de estas características es denominada control descentralizado (ver 

ejemplo ilustrativo en anexo B).  A continuación se presenta las características generales de 

este enfoque. 

 

3.2. Control descentralizado  

 

La mayoría de los grandes sistemas industriales a gran escala siguen estando controlados 

por arquitecturas descentralizadas donde las variables manipuladas (entradas u) y las 
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variables controladas (salidas y) se agrupan en conjuntos disjuntos, Scattolini, (2009). Estos 

conjuntos están agrupados para crear pares que no están solapados con las demás variables 

luego, los reguladores locales se diseñan para funcionar de forma totalmente independiente. 

Los reguladores locales pueden ser de una sola entrada-salida o multivariables (localmente 

centralizado), dependiendo de la cardinalidad de los conjuntos de entradas o salidas 

seleccionados. Un ejemplo de una estructura de control descentralizado se indica en la 

Figura 3.2, donde el sistema bajo control se supone compuesto por dos subsistemas S1 y S2, 

con variables de estado, control y de salida (x1, u1, y1) y (x2, u2, y2), respectivamente, y la 

interacción entre los subsistemas se debe a efectos mutuos de los estados x1 y x2. 

 

Figura 3.2. Control descentralizado para un sistema de dos entradas (u1,u2)  y dos salidas  (y2,y2) 

 (Scattolini, 2009).   

 

Una vez que la estructura descentralizada del controlador se ha definido, el diseño de los 

controladores locales (R1 y R2 en la Figura 3.2) es trivial cuando las interacciones entre las 

entradas y las salidas de los diferentes pares son débiles. Estas interacciones pueden ser 

directas (acoplamiento de entradas) o causados por los efectos mutuos entre los estados 

internos de los subsistemas bajo control, como en ésta Figura. Por el contrario, es bien 

sabido que las interacciones fuertes incluso pueden impedir lograr la estabilidad y/o el 

funcionamiento con control descentralizado, por ejemplo Wang y Davison, (1973), donde 

el papel desempeñado por los denominados modos fijos (valores propios de una sub-matriz 

Subsistema  
      S1 

Subsistema  
      S2 

Controlador  
      R1 

Controlador  
      R2 

Sistema 

u1 

u2 

y1 

y2 

x1 x2 
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del sistema en lazo cerrado del controlador descentralizado, ver detalles en la sección 

3.2.2.) se pone de relieve en el problema de estabilidad. 

 

En vista de la enorme relevancia de control descentralizado, a partir de los años sesenta, 

muchos esfuerzos se han dedicado a desarrollar métodos de diseño que garanticen la 

estabilidad y el rendimiento. Entre ellos, se considera los diseños basados en funciones 

vectoriales de Lyapunov, por ejemplo el trabajo de Michel, (1977) presentado en la sección 

3.2.1. También, el diseño secuencial de Hovd y Skogestad, (1994) donde, se intenta ir 

cerrando secuencialmente los distintos lazos de control (de los distintos controladores que 

componen el sistema) e ir sintonizándolos uno por vez, de modo de lograr la convergencia 

general del rendimiento del algoritmo. Un interesante aporte, es el proceso de optimización 

realizado por Davison y Chang, (1981) los cuales primero diseñan teóricamente un 

controlador robusto con una formulación en espacio de estado y luego con un método de 

programación cuadrática determinan los parámetros del controlador. También Ikeda y 

Siljak (1981) realizan un importante trabajo utilizando el teorema de inclusión 

descomponiendo el solapamiento de un sistema, como el ejemplo presentado en la sección 

3.1.1. Un libro de texto clásico sobre temas de control descentralizado es Siljak (1991), 

mientras que un documento hito en el campo es el completo estudio de Sandell et al., 

(1978) sobre control descentralizado. Más recientemente un estudio sobre control 

descentralizado ha sido considerado en el trabajo de Bakule (2008) el cual presenta una 

actualización de las nuevas técnicas surgidas y sus respectivas referencias.  

 

A continuación con la utilización del vector de funciones de Lyapunov se plantean el 

enfoque básico para la estabilidad de un sistema descentralizado y utilizando el concepto de 

modos fijos se plantea la estabilidad de un controlador descentralizado por realimentación 

dinámica.  

 

3.2.1. Estabilidad para un sistema descentralizado 

 

En el trabajo de Michel,  (1977) se plantean las siguientes definiciones.  Dado un sistema 

interconectado S, el cual se puede descomponer en N  sistemas Si independientes, donde 
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cada uno de éstos, se puede describir por una ecuación ( , )i iz f z t=ɺ . Si para cada sistema Si 

se puede encontrar una constante iβ  positiva y una función de Lyapunov iv , definida 

positiva, decreciente y diferenciable tal que su derivada ( )ii S

d
v

dt
con respecto a t a lo largo 

de la solución de Si satisface 

 

                                    ( ) ( , ) ( , )
i i i i ii S

d
v z t v z t

dt
β≤ −                                        (3.17)   

 

Además, si existe una matriz de ijP p =   de N N×  con todos sus los valores propios  con 

parte real negativa, tal que 0ijp ≥ , i j≠ . Sea una vecindad de radio r 

{ }( ) :nB r x x r= ∈ <ℝ , sea el intervalo no acotado 0[ , )J t= ∞ , si tenemos una función 

: N Nm R J R× →  que consista de términos de segundo o mayor orden, es decir 

 

                                
0

( , )
lim  0,
x

m x t

x→
=  para 0t t≥                                    (3.18) 

 

Por último si se define [ ]1 1( , ) ( , ), , ( , )
T

N NV x t v z t v z t=
�

⋯ como vector de funciones de 

Lyapunov y 

                                  ( ) ( , ) ( , ) ( ( , ), )S

d
V x t PV x t m V x t t

dt
≤ +

� � �
                                (3.19) 

 

entonces el equilibrio del sistema compuesto S es uniformemente asintóticamente estable  

(ver demostración en Michel, (1977)). 

 

Notar que para los sistema lineales la ecuación (3.38) puede ser satisfecha y la 

correspondiente funcióniv es usualmente una función cuadrática en iz . La desigualdad en 

(3.44) se considera sólo entre componentes correspondientes de los vectores involucrados. 
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En la sección siguiente se presenta un análisis de estabilidad de un controlador 

descentralizado por realimentación dinámica. 

 

3.2.2. Estabilidad de un controlador descentralizado con realimentación 

dinámica  

 

En un importante trabajo Wang y Davison (1973), desarrollaron las bases para un 

apropiado análisis de estabilidad de los controladores descentralizados por realimentación 

dinámica, utilizando el concepto de modos fijos. Los detalles se presentan a continuación. 

 

Sea un sistema lineal multivariable invariante en el tiempo (ver Figura 3.3) con N  

estaciones de control locales descritas por: 

 

1

( ) ( ) ( )
N

i i
i

x t Ax t B u t
=

= +∑ɺ                                                   3.20(a) 

( ) ( ),i iy t C t=          ( 1, , )i N= ⋯                                        3.20(b)                   

                                                                                       

donde ( ) imu t ∈ℝ y ( ) iry t ∈ℝ  son la entrada y salida, respectivamente, de la i-ésima 

estación local de control ( 1, , )i N= ⋯ . Las matrices iA , iB y iC  ( 1, , )i N= ⋯ , son reales 

constantes y de tamaño apropiado. El problema es encontrar N  leyes de realimentación de 

locales de la salida con compensación dinámica para estabilizar el sistema completo. El 

conjunto de leyes de realimentación son generadas por los siguientes controladores 

realimentados: 

( ) ( ) ( )i i i i iz t S z t R y t= +ɺ                                                        (3.21a)                                                                                                      

      ( ) ( ) ( ) ( ) 1, , ,i i i i i iu t Q z t K y t w t i N= + + = ⋯               (3.21b) 

donde ( ) iz t η∈ℝ  es el estado del  i-ésimo controlador por realimentación,  ( ) im
iv t ∈ℝ   el i-

ésima salida externa local, y ,iS ,iR iQ y iK son matrices constantes de tamaño apropiado.  

 

La ecuación (3.21) puede ser escrito más compactamente como sigue:  
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( ) ( ) ( )z t Sz t Ry t= +ɺ                                                         (3.22a) 

( ) ( ) ( ) ( )u t Qz t Ky t w t= + +                                              (3.22b)    

donde 

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1

1

1

1

1

1

1

1

 matriz diagonal  , ,

 matriz diagonal  , ,

 matriz diagonal  , ,

 matriz diagonal  , ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N

N

N

N

T T T
N

T T T
N

T T T
N

T T
N

S S S

R R R

Q Q Q

K K K

z t z t z t

y t y t y t

u t u t u t

w t w t w

  

  

  

≜ ⋯

≜ ⋯

≜ ⋯

≜ ⋯

≜ ⋮⋯⋮

≜ ⋮⋯⋮

≜ ⋮⋯⋮

≜ ⋮⋯⋮ ( )T t  

                                 (3.23) 

 
Figura 3.3. Sistema de gran escala con control realimentado dinámico (Figura de elaboración propia) 
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Donde la ley de control por realimentación generada por las ecuaciones (3.22) es aplicada 

al sistema (3.20), el sistema de lazo-cerrado es descrito por  

 

( ) ( )
( ),

( ) ( ) 0

x t A BKC BQ x t B
w t

z t RC S z t

+       
= +       

       

ɺ

ɺ
                          (3.24) 

 

donde 

	 	
1 1

1 N

m m

B B B
 
 =
  

⋮⋯⋮    y  

}

}

1 1

1 N

C p

C

C p

 
 =  
  

⋮                                   (3.25) 

  

El conjunto de leyes de control realimentado locales de (3.21) son escogidas de tal manera 

que el sistema completo (3.20) es asintóticamente estable (es decir, los polos del sistema 

(3.20) están en el semi-plano izquierdo del plano complejo −ℂ ). Luego, este es el problema 

de estabilización de un sistema de control descentralizado con realimentación local de la 

salida y con compensación dinámica. 

 

Definición de los modos fijos 

 

Consideremos la tripleta ( , , ) p n n n p mC A B × × ×∈ × ×ℝ ℝ ℝ  y los dos conjuntos de enteros 

1, , Mm m⋯  y 1, , Mp p⋯   con 
1

M

ii
m m

=
=∑  y  

1
,

M

ii
p p

=
=∑  que especifica el sistema (3.20). 

Sea Γ el conjunto de matrices diagonales como sigue: 

 

[ ]{ }1|  matriz diagonal , , ,     1, ,×Γ = = ∈ =⋯ ℝ ⋯i im p
N iK K K K K i N            (3.26) 

 

entonces el conjunto de ''modos fijos'' de ( , , )C A B  con respecto a  Γ es definido como:  

 

[ ]( , , , ) ,
∈Γ

Λ Γ = σ +∩
K

C A B A BKC                                         (3.27) 
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donde [ ]A BKCσ +  denota el conjunto de valores propios de la matriz( )A BKC+ . Es decir 

los modos fijos de la tripleta ( , , )C A B  es la intersección de los conjuntos e valores propios 

de la matrices ( )+A BKC  con para todo  K∈ .Γ  

 

Determinación de los modos fijos 

 

Notar que el conjunto de modos fijos de una tripleta dada ( , , )C A B  con respecto a Γ puede 

ser calculado del siguiente modo. 

 

Dado [ ]1 block diagonal , , K, = ∈⋯ NK K K  y dado ( , , )k i r s  denota el 

( , ) ésimor s − elemento de iK , ( )1, ,i N= ⋯ ,  ( ) ( )1, , ,   1, , .i ir m s p= =⋯ ⋯  Notar que 

Γ contiene la matriz nula, por lo tanto [ ] { }1( , , , ) , , .Λ Γ ⊆ σ = λ λ⋯ nC A B A  Para cada 

[ ] ( ),   deti iA I A BKCλ ∈σ λ − −  es un polinomio en ( , , ),k i r s ( )1, ,i N= ⋯ ,  

( ) ( )1, , ,   1, , .i ir m s p= =⋯ ⋯  Si el ( )det 0i I A BKCλ − − = , entonces claramente 

( , , , )λ ∈ Λ Γi C A B .  Dicho de otra forma, si ( )det 0i I A BKCλ − − ≠ , entonces existe ̂ KK ∈  

tal que ( )det 0i I A BKCλ − − ≠ , por lo tanto ( , , )i C A Bλ ∉ Λ . Este procedimiento determina 

el conjunto de modos fijos ( , , , ).Λ ΓC A B  

 

Teorema 3.2: (Condición de estabilidad de un controlador descentralizado con 

realimentación dinámica) 

 

Dado el sistema de ( , , )C A B  de (3.20). Dado Γ  un conjunto de matrices de bloques 

definidas en (3.26). Entonces la condición necesaria y suficiente para la existencia de un 

conjunto de leyes locales de control por realimentación (3.21) tal que el sistema de lazo 

cerrado (3.24) es asintóticamente estable es que 

 

( , , , ) −Λ Γ ⊂ ℂC A B                                                  (3.28) 
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donde −ℂ representa el semi plano complejo izquierdo.  

 

La demostración de este teorema se presenta en Wang y Davison, (1973). Además, en el 

trabajo de Gong y Aldeen, (1997) se analiza la estabilidad de controladores 

descentralizados lineales más generales, cuyas principales ideas se presentan en el anexo B.  

 

3.2.3. Control descentralizado con algoritmos MPC 

 

En principio, las leyes locales MPC (por ejemplo, los reguladores R1 de S1 y S2 de R2 en la 

Figura 3.2) se pueden calcular con algoritmos MPC estándar despreciando las interacciones 

mutuas. Por ejemplo, Acar, (1992) hace un estudio de este tipo de estructura, considerando 

tanto sistemas invariantes como variantes en el tiempo asumiendo diferentes intervalos de 

tiempo para la actualización de la acción de control. También, la aplicación reportada en 

Elliott (2008) los cuales realizan un control descentralizado de un sistema multi-evaporador 

cuya función objetivo intenta incrementar la eficiencia energética. Sin embargo, a pesar de 

la gran importancia del tema, muy pocos algoritmos MPC descentralizados con propiedades 

garantizadas se han desarrollado hasta ahora. Esto puede ser motivado por un par de 

razones. En primer lugar, la naturaleza intrínseca multivariable del MPC permite a los 

reguladores trabajar de forma centralizada con muchas variables de entradas y muchas de 

salida, por lo que a menudo la descentralización no es un tema principal. Sin embargo, para 

sistemas de gran escala diseñados para muchas unidades de proceso que interactúan 

débilmente, puede ser conveniente descomponer el problema de optimización global 

asociado al diseño de un controlador centralizado único en un número de problemas más 

pequeños, es decir, recurrir a una estructura de control descentralizado. Una segunda 

motivación de la falta de estabilidad de los controladores descentralizados se debe a que la 

ley de realimentación MPC está implícita, es decir, las variables de control son la solución 

de un procedimiento de optimización más que el resultado de una ley de control explícita. 

Por esta razón, el análisis del sistema de lazo cerrado del MPC es difícil y los principales 

resultados de estabilidad se obtienen utilizando una función de coste óptimo como función 

de Lyapunov (Mayne et al., 2000). Sin embargo, no es fácil de extender esta técnica de 

análisis a las estructuras de control descentralizado. 
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Sin embargo, un algoritmo de realimentación de estado aplicado un MPC descentralizado, 

para un sistema no lineal de tiempo discreto sujetos a perturbaciones que decaen en el 

tiempo, ha sido propuesto en Magni, y Scattolini, (2006) donde se obtiene la estabilidad de 

lazo cerrado con la inclusión de una restricción de contracción en el problema de 

optimización a resolver en cada instante de tiempo. Esto es, la restricción de contracción 

sobre el estado del sistema en xk en un instante k, es la siguiente:  

 

ˆ ˆ1   con k kP P
x x+ ≤ α  [ ) ˆ0,1 ,   P>0,  matriz definida positivaα ∈  

 

Esta restricción obliga a las trayectorias de los estados de los subsistemas controlados por 

reguladores MPC locales a dirigirse hacia el origen, a pesar del efecto perturbador de las 

interacciones mutuas y de las perturbaciones. Más detalles en Magni, y Scattolini, (2006). 

 

Recurriendo a la teoría del algoritmo MPC robusto desarrollada, por Magni, y Scattolini, 

(2007) y en Raimondo et al., (2007) donde se ha logrado la estabilización de controladores 

(por realimentación de estado) descentralizados para sistemas no lineales en tiempo 

discreto y con incertidumbre. 

   

Esto es, dado dos sub-sistemas acoplados S1 y S2 que forman un sistema mayor S. Con  

1 1 1( ),  ( ),  ( )x k u k w k , variables de estado, entrada y perturbación del sistema  S1 

respectivamente, y con 
2 2 2( ),  ( ),  ( )x k u k w k , variables de estado, entrada y perturbación del 

sistema  S2, una representación del sistema S es: 

 

1 11 1 12 2 1 1 1

2 21 1 22 2 2 2 2

( 1) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( )

x k A x k A x k B u w k

x k A x k A x k B u w k

+ = + + +
+ = + + +

                                (3.29) 

 

En este enfoque, las interacciones de la planta son tratadas como perturbaciones v1 y v2 a 

rechazar. 

1 11 1 1 1 1

2 21 1 2 22 2

( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

x k A x k B u v k

x k A x k B u v k

+ = + +
+ = + +

                                (3.30) 
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con 
1 12 2 1( ) ( ) ( )v k A x k w k= +  y 

2 21 1 2( ) ( ) ( )v k A x k w k= + . 

 

Las propiedades de estabilidad del algoritmos propuesto son establecidos recurriendo a la 

noción de estabilidad de entrada estado y una función objetivo  min-max (Ji),  i=1,2, es 

decir minimizar Ji en el caso de que la perturbación sea máxima. 

 

A continuación se presenta una segunda  estructura de control para un sistema de gran 

escala que implica interacción entre los controladores, el control distribuido.   

 

3.3. Control distribuido 

 

En las estructuras de control distribuido, como se presenta en la Figura 3.4, se supone que 

alguna información se transmite entre los controladores locales (R1 y R2), por lo que cada 

uno de ellos tiene algún conocimiento sobre el comportamiento de los demás (Scattolini, 

2009). Cuando los controladores locales están diseñados con MPC, la información 

transmitida normalmente consiste en predecir las futuras variables de control o las variables 

de estado calculadas localmente, por lo que cualquier controlador local puede predecir los 

efectos de la interacción sobre el horizonte de predicción considerado. En lo que respecta al 

caso simple de la Figura. 3.4, los controladores MPC (R1 y R2) están diseñados para 

controlar los subsistemas S1 y S2, respectivamente. Si el intercambio de información entre 

los controladores locales (R1 y R2) se refiere a la predicción de la evolución de los estados 

del sistema (x1 y x2), cualquier controlador local sólo tiene que conocer las dinámicas de los 

subsistemas directamente controlados (S1 y S2). Por el contrario, si las predicciones de las 

acciones futuras de control (u1 y u2) se transmiten, los controladores locales deben conocer 

los modelos de todos los subsistemas. En cualquier caso, es evidente que la transmisión y 

sincronización de los protocolos de comunicación tienen un gran impacto en el rendimiento 

alcanzable.  
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Dentro de la amplia gama de algoritmos MPC distribuidos propuestos en 

la literatura, una clasificación puede hacerse en función de la topología de la red de 

comunicaciones. En concreto, los siguientes casos se pueden considerar: 

 

Algoritmos completamente conectados: La información se transmite (y se recibe) de 

cualquier controlador local a todos los demás. 

 

Algoritmos parcialmente conectados: La información se transmite (y se recibe) de cualquier 

controlador local a un subconjunto determinado de otros controladores. 

 

Una estructura de información parcialmente conectada puede ser conveniente en el caso de 

sistemas a gran escala completos por un gran número de subsistemas débilmente 

conectados. En estos casos, las restricciones del intercambio de información entre los 

subsistemas que interactúan directamente producen un insignificante deterioro del 

rendimiento. Una interesante discusión sobre este punto se presenta en Rawlings et al., 

(2008), donde se hace referencia a procesos químicos compuestos por subsistemas que 

interactúan directamente sólo con sus vecinos, posiblemente con flujos de recirculación 

adicionales. 

 

 

Figura 3.4. Control distribuido para un sistema de dos entradas (u1,u2)  y dos salidas (y2,y2)  

(Scattolini, 2009).   

Subsistema  
      S1 

Subsistema  
      S2 

Controlador  
      R1 

Controlador  
      R2 

Sistema 

u1 

u2 

y1 

y2 

x1 x2 
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El intercambio de información entre los reguladores locales puede ser realizado de acuerdo 

a los diferentes protocolos de comunicación (Scattolini, 2009): 

 

Algoritmos no-iterativos: La información se transmite (y se recibe) por los reguladores 

locales sólo una vez en cada tiempo de muestreo. 

 

Algoritmos iterativos: Información se puede transmitir (y ser recibida) por los reguladores 

locales muchas veces dentro del tiempo de muestreo. 

 

Es evidente que la cantidad de información disponible entre los controladores locales con 

algoritmos iterativos es mayor, por lo que un procedimiento iterativo general puede ser 

afinado para llegar a un consenso global sobre las acciones que se adopten en el intervalo 

de muestreo. En este sentido una clasificación diferente  puede ser realizada (Scattolini, 

2009): 

 

Algoritmos no-cooperativos: Algoritmos distribuidos, donde cada controlador local 

minimiza una índice de rendimiento local. 

 

Algoritmos cooperativos: Algoritmos distribuidos, donde cada controlador local minimiza 

una función de coste global. 

 

Como se discute en Venkat et al., (2005) por medio de consideraciones de la teoría de 

juegos, se deduce que en algoritmos iterativos no-cooperativos, cada regulador local tiende 

a moverse hacia un equilibrio de Nash, mientras que métodos iterativos y cooperativos 

tienden alcanzar la solución Pareto óptima proporcionada por una estructura de control 

centralizada ideal.  

 

En este contexto, un equilibrio de Nash implica una situación en la cual todos los 

controladores consideran (sabiendo lo que decidieron los demás controladores) una 

estrategia que maximiza su rendimiento dadas las estrategias de los otros. 
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Consecuentemente, ningún controlador tiene algún incentivo para modificar 

individualmente su estrategia. 

 

Es importante tener presente que un equilibrio de Nash no implica que se logre el mejor 

resultado conjunto para los controladores participantes, sino sólo el mejor funcionamiento 

para cada uno de ellos considerados individualmente. Es perfectamente posible que el 

resultado fuera mejor para todos si, de alguna manera, los controladores coordinaran su 

acción. Más aún, los equilibrios de Nash, incluso pueden ser inestables y lejos de la 

solución Pareto óptima, de manera que restricciones específicas tienen que ser incluidos en 

la formulación del problema MPC para garantizar la estabilidad a lazo cerrado. 

 

En cuanto a los algoritmos MPC publicados en la literatura, el método de realimentación de 

estado descrito en Camponogara et al., (2002), para sistemas lineales de tiempo discreto, 

pertenece al conjunto de algoritmos no-cooperativos y no-iterativos. Una restricción de 

estabilidad es incluida en la formulación del problema, aunque la estabilidad sólo puede ser 

comprobada a-posteriori con un análisis de la dinámica del lazo cerrado resultante. Las 

soluciones del equilibrio de Nash es buscada en los métodos independientes, interactivos y 

totalmente conectados desarrollados en Du et al., (2001) para sistemas lineales de tiempo 

discreto sin restricciones representados por los modelos de entrada y salida. Sistemas 

lineales en tiempo discreto también se consideran en el Venkat et al., (2005) donde, un 

método iterativo y cooperativo con muchas propiedades interesantes es presentado. En 

particular, el enfoque propuesto garantiza el logro de óptimo (Pareto) cuando el 

procedimiento iterativo converge, pero aún se asegura la estabilidad a lazo cerrado y 

factibilidad si el procedimiento es detenido en alguna iteración intermedia.  

 

Un algoritmo MPC parcialmente conectado, no-iterativo e independiente para sistemas no 

lineales de tiempo discreto se ha presentado en Jia y Krogh , (2002). El enfoque consiste en 

describir el efecto de las interconexiones entre los subsistemas, como perturbaciones que 

actúan sobre los modelos locales. Los valores de estas perturbaciones pueden obtenerse a 

partir de las trayectorias de estado predichas y trasmitidas por los reguladores locales. 

Luego, es desarrollado para determinar las parametrizadas leyes de control distribuido, un 
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enfoque min-max (minimizando la función objetivo del problema de control predictivo 

maximizando las perturbaciones del modelo) para reducir al mínimo las funciones de costos 

locales, bajo el peor caso de perturbaciones permitidas. Una propiedad de factibilidad se ha 

demostrado junto con la convergencia del algoritmo. Se cree que el método podría 

desarrollarse de acuerdo con muchos resultados recientes en lazo cerrado del MPC robusto, 

véase por ejemplo, Lunze (1992). 

 

Un algoritmo MPC no-cooperativo, no-iterativo y parcialmente conectado con garantías de 

estabilidad para sistemas no lineales de tiempo continuo se ha presentado en Dunbar 

(2007), donde la información se transmite sólo entre los subsistemas de vecinos. La 

propiedad de la estabilidad del método propuesto en Dunbar (2007), en gran medida se basa 

en el supuesto de que la dinámica de interacciones mutuas entre los subsistemas son 

limitadas y en una restricción de coherencia incluida en la formulación del problema MPC, 

forzando la entrada actual y las secuencias del estado para que no difieran demasiado de los 

valores previstos. Las pruebas de factibilidad y la estabilidad  se basan en técnicas descritas 

en Michalska y Mayne (1993) y comparten muchas ideas con el algoritmo de lazo abierto 

MPC robusto desarrollado en Limon et al., (2002). 

 

En Mutambara y Durrant-Whyte, (2000) se presenta un control para un robot móvil (con 

ruedas) basado en los métodos de estimación de estado distribuido y algoritmos de control 

de estado. En Vadigepalli y Doyle, (2003), son descritos algoritmos distribuidos en donde 

la metodología se utiliza en un proceso benchmark (reacción-separación) de gran escala 

industrial en un entorno de simulación de computación distribuida, mientras que una 

extensión de estas técnicas basadas en  MPC se han descrito en Mercangöz y Doyle (2007).  

 

Por último, un algoritmo MPC parcialmente conectado, no-iterativo y no-cooperativo para 

sistemas lineales en tiempo discreto se ha descrito en Alessio y Bemporad (2007), donde 

las condiciones para el análisis de la estabilidad a-posteriori son dadas también para el caso 

de fallas en la comunicación entre las unidades locales de control. Notar que en este 

trabajo, el desacoplo se supone que existe sólo dentro del controlador predictivo. 
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A continuación se presentan los principios básicos utilizados para enfrentar el problema de 

estabilidad de un controlador distribuido en un sistema de gran escala.  

 

3.3.1 Estabilidad de los sistemas distribuidos. 

 

En Venkat et al., (2005) se plantea la estabilidad de los sistemas distribuidos. 

Consideremos una planta compuesta por M subsistemas, se definen los modelos 

descentralizados,  los modelos de interacción y los modelos compuestos: 

 

Modelo descentralizado. Dado un modelo descentralizado (local), cada sistema puede ser 

representado como un modelo lineal discreto invariante en el tiempo, de la forma siguiente: 

 

                             ( 1) ( ) ( )ii ii ii ii ix k A x k B u k+ = +                                                       (3.31) 

                                           ( ) ( )i ii iiy k C x k=  

 

en  el  cual k  representa  tiempo discreto,  y  se  asume  que   ( ,  ii iin n
iiA ×∈ℝ  ii in m

iiB ×∈ℝ , 

 i iiz n
iiC ×∈ℝ ) es una realización para cada par ( ),i iu y entrada-salida tal que ( ),ii iiA B   es 

estabilizable  ( ),ii iiA C  es detectable. 

 

Modelos de interacción. Considerando un subsistema i. Se representa el efecto de un 

sistema que interacciona con el subsistema j i≠  sobre un sistema i a través de un modelo 

lineal discreto invariante en el tiempo, de la forma 

 

                              ( 1) ( ) ( )ij ij ij ij ix k A x k B u k+ = +                                                       (3.32) 

la ecuación de salida para cada subsistema está escrita como 

 

                                   
1

( ) ( )
M

i ij ij
j

y k C x k
=

=∑                                                                   (3.33) 
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( ,  ij ijn n

ijA
×∈ℝ  ij jn m

iiB ×∈ℝ ,  i ijz n

ijC
×∈ℝ ) es una realización para cada par ( ),j iu y  entrada-

salida.  

 

Modelos compuestos.  La combinación del modelo descentralizado y los modelos de 

interacción para cada subsistema para obtener un modelo compuesto. El vector de estado 

descentralizado iix  se complementa con los estados que pudieran derivarse de los efectos 

de todos los otros subsistemas. 

 

Dado , , , ,T T T T
i ii ii iMx x x x =  ⋯ ⋯ denota el modelo compuesto de estados para el 

subsistema i. Por simplicidad de la notación, representamos el modelo compuesto para el 

subsistema i como  

                                 ( 1) ( ) ( ) ( )i i i i i ij j
j i

x k A x k B u k W u k
≠

+ = + +∑                           (3.34a) 

                                      ( ) ( )i i iy k C x k=                                                                   (3.34b) 

 

en el cual [ ]1, , , ,i i ii iMC C C C= ⋯ ⋯   y 

 

                          

1i

i ii

iM

A

A A

A

 
 
 
 =
 
 
  

⋱

⋱

,  

0

0
i iiB B

 
 
 
 =
 
 
  

⋮

⋮

,   

0

0
ij ijW B

 
 
 
 =
 
 
  

⋮

⋮

 

 

El modelo compuesto para la planta entera puede escribirse como 
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( ) ( ) ( )

11 11

11 1

1 1 1 1

1 1

1

ii ii

iM M iM M

MM M M M

M MM M MM

x A x B

ux A x B

k k k

ux A x B

x A x B

       
       
       
         
         + = +         
          
       
       
       
       

⋮ ⋱ ⋮ ⋱

⋮⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋱ ⋮ ⋱

 

 

                                                MCA                                                         MCB  

( )
1 11 1

1 1

1

( )

ii

M iM

M M MM M

M

x

y C C x

k k

y C C x

x

 
 
 
    
    =     
       
 
 
 
 

⋮

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋮

                           (3.35) 

                                                 MCA  

en el cual ,  ,   yn nn n n m
CM CM CMA B C ×× ×∈ ∈ ∈ℝ ℝ ℝ  y 

1 1
,  ,  

M M

i ii i
n n m m

= =
= =∑ ∑ y . 

1 i

M

y yi
n n

=
=∑  . Se asume que ( , )CM CMA B es estabilizable y ( , )CM CMA C  es detectable. 

 

Después de la identificación de las interacciones significativas desde los datos de operación 

de lazo cerrado, se espera que muchos de los términos de interacción sean cero. Para más 

detalles sobre el procedimiento de identificación de lazo-cerrado para sistemas distribuidos 

MPC consultar en Ravindra et al., (2006). 

 

Para los controladores MPC basados en algoritmos independientes (los cuales minimizan 

un índice de comportamiento local) o para los controladores MPC basados en algoritmos de 

cooperación (donde cada controlador se minimiza una función de coste global), una 

iteración y el intercambio de variables entre los subsistemas se realiza durante un tiempo de 

muestreo. Denotamos este número de la iteración como p. La función de costos para el 

controlador MPC basado en algoritmos no-cooperativos se define como 
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( )( ), ( ); ( ) ( ( / ), ( / ))
Np

p p
i i i i i i i

t k

x k u k x k L x t k u t k
=

=∑
� �φ                           (3.36) 

con 
1

( , )
2

T T
i i iL x u x Q x u R u = +    con 0,  0,i iQ R≥ ≥ son matrices de peso simétricas, Np 

número de pasos en la preedición. Para cada subsistema i e iteración p, la trayectoria de 

estado-entrada óptima ( )( ), ( )p p
i ix k u k
� �

 es obtenida como la solución del problema de 

optimización, definido como 

 

P1(i): MPC basado en algoritmos no-cooperativos 

( )
( ), ( )
min   ( ), ( ); ( )

p p
i i

p p
i i i i

x k u k
x k u k x kφ� �

� �
                                     (3.37) 

sujeto a 

                                    1( 1) ( ) ( ) ( )p p p p
i i i i i ij i

j i

x k A x k B u k W u k−

≠

+ = + +∑                         (3.38) 

                                          ( )p
i iu k ∈Ω  

                                         ˆ( ) ( )i ix k x k=  

en donde 

( ) ( 1) , ( 2) , , ( )p T p T p T p T
i i i ix k x k x k x k Np = + + + 
�

⋯           

( ) ( 1) , ( 2) , , ( )p T p T p T p T
i i i iu k u k u k u k Np = + + + 
�

⋯                                                                (3.39) 

 

además ̂ ( )ix k representa la estimación actual del modelo de estado compuesto. Notar, que 

la secuencia de estados para el sistema i, ( )p
iu k
�

, es optimizada para producir sus valores en 

la iteración p, pero las otras entradas de los subsistemas no son actualizadas durante la 

optimización; ellas permanecen en la iteración p-1. La función objetivo para el sistema i es 

única. 

 

Cada MPC basado en algoritmos no-cooperativos, transmite la información actual de la 

trayectoria de entrada-estado a todos los subsistemas MPC interconectados.  
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Los controladores que compiten no tienen conocimiento de las otras funciones de costos y 

de utilidad. Desde una perspectiva de teoría de juegos, el equilibrio de esta estrategia, si 

existe, se llama un equilibrio sin cooperación o equilibrio de Nash. Los objetivos de control 

de cada subsistema MPC están frecuentemente en conflicto con los objetivos de los 

controladores de los otros subsistemas que interactúan. Se demostró que el equilibrio Nash 

es por lo general subóptimo en el sentido de Pareto (Cohen, 1998). 

 

El mejor rendimiento alcanzable por los controladores se caracteriza por un camino óptimo 

Pareto, que representa el conjunto de trade-off óptimo entre sus objetivos y los objetivos de 

la competencia, por lo que entran en conflicto. 

 

Geometría del MPC basado en algoritmos no-cooperativos 

 

 A continuación se ilustra un posible escenario que podría surgir bajo el controlador MPC 

basado en algoritmos no-cooperativos (Venkat et al., 2005). En este caso ( )iΦ ⋅  denota la 

función de costos del subsistema obtenida por la eliminación de los estados desde la 

función de costos ( ), ;p p
i i i ix u xφ � �

usando las ecuaciones (3.34) del modelo compuesto (ver 

detalles en ecuación (3.41)). El equilibrio de Nash y la solución Pareto óptima se 

representan por n y p respectivamente. Por simplicidad se considera un horizonte de un 

paso. El equilibrio de Nash representado por n es el punto de intersección de las curvas de 

reacción de las dos funciones de costo. El camino óptimo Pareto es el lugar de las entradas 

( )1 2,u u  obtenido por la minimización de la suma ponderada 1 1 2 2ω ωΦ + Φ  para cada 

1 2 1 20 , 1,  0.ω ω ω ω≤ ≤ + =  Si ( )1 2, (1,0)ω ω = , la solución Pareto óptima es el punto a, y si 

( )1 2, (0,1)ω ω = , la polución Pareto óptima es el punto b. 
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Figura 3.5: Existe un equilibrio de Nash estable y esta cerca de la solución Pareto óptima. Las iteraciones 

basadas en algoritmos no-cooperativos convergen al equilibrio de Nash. (Venkat et al., (2005)). 

 

La Figura 3.5 ilustra el mejor de los casos para las estrategias basadas en algoritmos 

independientes puros. El equilibrio de Nash n se encuentra cerca de la solución óptima de 

Pareto p. El rectángulo interno en la Figura 3.5 representa las restricciones en u1 y u2. En el 

inicio u1 y u2 encuentra en el punto 0, en la primera iteración de la estrategia basada en 

algoritmos independientes, los valores de u1 y u2 se mueven al punto 1. Así sucesivamente 

la secuencia de iteraciones basadas en la comunicación converge al punto  n. En este caso, 

el equilibrio de Nash es estable, es decir, si el sistema se desplaza del punto n, la secuencia 

de iteraciones basadas en la estrategia basada en algoritmos no-cooperativos conduce el 

sistema de nuevo al punto n. El sistema de lazo cerrado es probable que se comporten bien 

en este caso. 
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Figura 3.6: Existe un equilibrio de Nash estable pero no esta cerca de la solución Pareto óptima. Las 

iteraciones basadas en algoritmos no-cooperativos se alejan del óptimo  (Venkat et al., (2005)). 

 

En la Figura 3.6, los valores iniciales de las entradas se encuentran cerca de la solución 

Pareto óptima (punto P). Sin embargo, en el punto n de equilibrio de Nash para este sistema 

no está cerca del punto P y por lo tanto, la estrategia basada en algoritmos no-cooperativos 

conduce al sistema lejos de la solución Pareto óptima. A pesar de que el equilibrio de Nash 

es estable, la solución obtenida en la convergencia hacia n utilizando la estrategia basada en 

algoritmos no-cooperativos, está lejos de ser óptima. En consecuencia, un equilibrio de 

Nash estable no implica necesariamente la estabilidad a lazo cerrado. 

 

Para los sistemas fuertemente acoplados, el equilibrio de Nash no puede estar cerca de la 

solución óptima de Pareto. En algunas situaciones, las estrategias basadas en algoritmos no-

cooperativos, no convergen hacia el equilibrio de Nash. De hecho, es posible construir 

ejemplos sencillos donde un controlador MPC basado en algoritmos no-cooperativos, 

conduce a la inestabilidad de lazo cerrado. La estrategia de control MPC basada en 

algoritmos no-cooperativos es por lo tanto, una estrategia no fiable para el control de todo 

el sistema (Venkat et al., 2005). La falta de fiabilidad de la formulación MPC basada en 

algoritmos no-cooperativos, como una estrategia de control de todo el sistema, motiva la 

necesidad de un enfoque alternativo. 
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Estrategia  MPC basado en algoritmos cooperativos 

 

Es necesario modificar las funciones objetivo de los controladores de los subsistemas con el 

fin de proporcionar un medio para la cooperación entre los controladores (Venkat et al., 

2005). Reemplazando el objetivoiφ  por uno que mide el impacto en todo el sistema de las 

acciones locales de control. En este caso, muchos objetivos adecuados son posibles. Se 

selecciona el caso más simple como el objetivo general de la planta, que es una 

combinación convexa de los objetivos de los subsistemas individuales.  

 

1

 0,  1
M

i i i i
i i

φ ω φ ω ω
=

= > =∑ ∑                                     (3.40) 

 

En situaciones prácticas, el intervalo de muestreo del proceso puede ser insuficiente para el 

tiempo de cómputo requerido en la convergencia de un algoritmo iterativo basado en la 

cooperación. En tales situaciones, el algoritmo MPC distribuido basado en algoritmos 

cooperativos tiene que ser terminado antes de la convergencia de las trayectorias de estado-

entrada (es decir, cuando se acabe el tiempo). La última trayectoria calculada de la entrada 

se utiliza para llegar a una ley de control adecuado. Para permitir la detención en un punto 

intermedio, todas las iteraciones generadas por el algoritmo MPC distribuido en toda la 

planta deben ser factibles, y el controlador resultante debe ser de lazo cerrado estable. Por 

factibilidad del control de la planta completa, queremos decir que la secuencia de estado-

entrada{ },i ix u
� �

satisface las restricciones del modelo impuestas por cada subsistema. Para 

garantizar la factibilidad del control de la planta completa, en las iteraciones intermedias, se 

elimina los estados ix
�

 desde cada uno de los problemas de optimización utilizando el 

conjunto de ecuaciones del modelo compuesto (ecuación (3.34)). Posteriormente, la 

función de costos ( ), ; ( )i i i ix u x kφ � �
 puede ser rescrita como una función de las trayectorias 

de entrada de todos los subsistemas interactuantes, más el estado del subsistema inicial 

( )ix k como un parámetro, es decir, 

 

( ) [ ]( )1 1, ; ( ) , , , , ; ( )i i i i i M ix u x k u u u x kφ ≡ Φ� � � � �
⋯ ⋯                        (3.41) 
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para cada subsistema i, la trayectoria de entrada óptima *( )p
iu es obtenida como solución 

factible del problema de optimización generado por la estrategia de control MPC 

distribuido basado en algoritmos cooperativos, definido como, 

 

P2(i):  Factible MPC basado en algoritmos cooperativos 

*( ) ( ) argp
iu k ∈ (F i)                                                 

 

F i ≜ ( )1 1 1 1
1 1 1

1

min   , , , , , , ; ( )
i

M
p p p p

r r i i i M r
u r

u u u u u x kω − − − −
− +

=

 Φ  ∑�

� � � � �
⋯ ⋯                (3.42) 

sujeto a 

                                           ( )i iu k ∈Ω  

                                     ˆ( ) ( )r rx k x k=                                                                          (3.43) 

en donde 

                          ( ) ( 1) , ( 2) , , ( )p T p T p T p T
i i i iu k u k u k u k Np = + + + 
�

⋯                                 (3.44) 

 

La función  F i se puede obtener a partir de una ardua manipulación del modelo compuesto 

(ecuación (3.41)) presentado anteriormente. Recordar que, la secuencia de estados para el 

sistema i, es ( )p
iu k
�

, es optimizada para producir sus valores en la iteración p. 

Se puede demostrar que las iteraciones mediadoras generadas por este MPC basado en 

algoritmos de cooperación  son factibles y la ley de control de realimentación de estado del 

algoritmo MPC basado en estas iteraciones mediadoras es estable. Para ver los detalles de 

las demostraciones ver Venkat et al., (2005). 

 

En el siguiente apartado se introducen los controladores jerárquicos, un nivel superior de 

complejidad en relación a los controladores analizados. 
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3.4. Control jerárquico 

 

3.4.1. Control jerárquico de una capa 

 

Una alternativa a los sistemas de control distribuido descritas en la sección anterior consiste 

en considerar un segundo nivel jerárquico en la estructura de control, como se presenta en 

la Figura 3.7, para el ejemplo sencillo ya considerado en las secciones anteriores. En estos 

dos niveles de estructura, un algoritmo en un nivel superior coordina las acciones de los 

controladores locales situados en un nivel inferior y diseñados posiblemente con MPC. 

 

 El diseño del coordinador ha sido ampliamente estudiado en los últimos cuarenta años 

(Scattolini, 2009). La idea básica es describir el sistema general bajo control, compuesto 

por una serie de subsistemas vinculados a través de algunos variables de interconexión, es 

decir, las entradas de un subsistema dado son las salidas o los estados de otro. La  solución 

debe seguir los siguientes pasos: 

 

1. Para cualquier subsistema un problema de optimización se resuelve con un MPC, 

minimizando una adecuada función de costo local bajo restricciones locales de 

estado, de entrada y de salida. Si las soluciones locales calculadas satisfacen las 

restricciones impuestas por las variables de interconexión, es decir, si existe una 

coherencia entre los valores de las variables de interconexión calculadas por los 

controladores locales, el procedimiento ha concluido.  

 

2. Ahora si no hay coherencia, se debe resolver un problema de optimización global 

del sistema, el cual incluye como restricciones la imposición de coherencia (las 

soluciones locales deben satisfacen las restricciones impuestas por las variables de 

interconexión). La solución se logra por medio del método de los multiplicadores de 

Lagrange, asumiendo como dadas las variables de estado, de entrada y salida 

definidas por los reguladores locales. 
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3. Las variables de interconexión óptimas y coherentes obtenidas, son enviadas a los 

optimizadores locales de bajo nivel, y vuelven a calcular las trayectorias óptimas de 

las variables estado, de entrada y salida a lo largo del horizonte de predicción 

considerado. Las iteraciones se detienen cuando las variables de la interconexión 

satisfacen las condiciones necesarias de coherencia. Este procedimiento conceptual 

iterativo debe ser especializado para garantizar su convergencia, así como algunas 

propiedades de la solución final resultante. 

 

Figura 3.7: Control jerárquico para coordinar un sistema de dos entradas (u1,u2)  y dos salidas (y2,y2)  

(Scattolini, 2009).   

 

En el contexto del MPC, los esquemas de coordinación para sistemas de tiempo discreto se 

han descrito en Negenborn et al., (2007), donde se consideran también diferentes 

protocolos de comunicación entre los reguladores locales. Los algoritmos propuestos se han 

utilizado para el control de redes de transporte, como en Negenborn et al., (2002), y para 

sistemas de potencia en Negenborn et al., (2008). Otras dos estructuras de capas 

desarrolladas con argumentos similares se han presentado en Katebi y Johnson, (1997), que 

también describe una estructura de dos niveles análoga, para la estimación de estado.  
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Por último, cabe señalar que estructuras similares (jerárquicas) de dos niveles es 

ampliamente utilizado en corrientes intensísimas de investigación en ciencias de la 

computación o inteligencia artificial relacionados con los llamados ''agentes autónomos". 

Donde los agentes son entidades inteligentes, equivalentes en términos computacionales a 

un proceso del sistema operativo, que existen dentro de cierto contexto o ambiente, y que se 

pueden comunicar a través de un mecanismo de comunicación inter-proceso, usualmente un 

sistema de red, utilizando protocolos de comunicación (Panait et al., 2005). Ahora su uso 

en control básicamente, consisten en un número de agentes (programas computacionales) 

que deben decidir sus acciones a través de un “negociador'', hasta lograr a un consenso 

sobre sus acciones. Las ideas detrás de este enfoque se han especializado al problema de 

diseño de control como en Tatara et al., (2007). 

 

3.4.2. Control jerárquico de los sistemas de múltiples capas 

 

En sistemas de múltiples capas jerárquicas, la acción de control se realiza por una serie de 

controladores que trabajan a escalas de tiempo diferentes. Esto puede ser útil por lo menos 

en dos casos: cuando el proceso global bajo control se caracteriza por  comportamientos 

dinámicos diferentes, es decir, por una dinámica lenta y una rápida, o en el caso de la 

optimización completa de la planta, cuando los algoritmos de optimización y control  

trabajan a diferentes velocidades de cálculo, tanto en los objetivos a optimizar como en la 

aplicación de las acciones de control realmente factibles.  

 

 

3.4.3. Control jerárquico de sistemas de escalas de tiempo múltiples  

 

Muchos sistemas se caracterizan por dinámicas claramente separables, lentas y rápidas, 

véase por ejemplo, dos ejemplos industriales importante sobre una depuradora de aguas 

residuales. Brdys et al., (2008) y un problema de control de un invernadero en Van Henten 

y Bontsema, (2009). En estos casos, el esquema de control se puede llevar a cabo en dos 

escalas de tiempo diferentes. Un controlador que actúa en frecuencias bajas calcula ambas 

acciones de control  de las variables manipuladas las que tienen un efecto de largo plazo 
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sobre la planta, es decir, variables de control ''lento" (
lentou ) y los valores de referencia de 

variables de control ''rápidas" (de alta frecuencia), estados y salidas( ), , .ref ref ref
rápido rápido rápidou x y   

 

Un segundo regulador toma estos valores de referencia como entradas y calcula 

las variables de control ''rápidas" 
rápidau resolviendo un problema de seguimiento en alta 

velocidad. Un esquema conceptual de esta arquitectura para dos niveles se presenta en la 

Figura 3.8. 

 

Figura 3.8: Control de sistema con dinámica lenta y rápida (Scattolini, 2009).   

 

Sistemas de dos distintas escalas de tiempo son a menudo denominados como sistemas 

singularmente perturbados, y han sido ampliamente estudiados en el pasado. Sin embargo, 

en el contexto de la MPC, aún faltan métodos sistemáticos de diseño con propiedades 

garantizadas y sólo hay soluciones ad-hoc sobre algunos problemas industriales específicos. 

En el desarrollo de nuevos algoritmos para estos sistemas, se puede aprovechar los métodos 

MPC de multi-velocidades de procesamiento desarrollado en Scattolini y Schiavoni, 

(1995). Sin embargo, en estos documentos, la naturaleza multi-velocidad del problema 

generalmente se debe al muestreo de salida o los mecanismos utilizados en la actualización 

de la entrada.  

 

3.4.4. Control de sistemas con estructura jerarquizada 

 

Muchos de los sistemas industriales, económicos o sociológicos se pueden describir por 
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una estructura jerarquizada. La capa más alta de la jerarquía corresponde a un sistema con 

una dinámica lenta (Magdi, 1977). Este sistema puede ser controlado observando su 

comportamiento en una escala amplia de tiempo, y sus entradas de control calculadas deben 

ser efectivamente provistas por subsistemas ubicados en capas de menor jerarquía, que se 

caracterizan por dinámicas más veloces. A su vez, estos subsistemas deben ser controlados 

a una velocidad más alta y se pueden colocar en una capa intermedia de la jerarquía. Un 

ejemplo de una estructura de tres capas se indica en la Figura 3.9. 

 

Figura 3.9: Estructura jerárquica de un sistema de tres capas (Scattolini, 2009).   

 

De hecho, en estas estructuras el controlador en una capa mayor calcula sus entradas de 

control, las cuales son las señales de referencia para la capa inmediatamente inferior. Como 

ejemplo, considere un vehículo híbrido con dos generadores de torque, un motor de 

combustión interna y un motor eléctrico (Zhang y Liu, 2010). En el nivel superior, un 

controlador debe calcular el torque que debe exigirse a los motores con el fin de satisfacer 

los esfuerzos necesarios y optimizar la gestión de la energía (producción y 

almacenamiento) del sistema. A nivel de motores, el par requerido debe ser siempre 

entregado en el tiempo prescrito y bajo las restricciones operacionales correspondientes. 

 

En estas estructuras jerárquicas, a menudo es necesario transmitir alguna información 

adicional de abajo hacia arriba, a fin de garantizar que las referencias calculadas en la capa 
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superior sean factibles con respecto a las dinámicas y restricciones de la capa inferior, así 

como considerar la presencia de perturbaciones que actúan en la capa inferior. Por otra 

parte, los controladores de los subsistemas de la capa inferior deben garantizar la solución 

de los problemas de seguimiento correspondiente con un nivel adecuado de precisión, de 

modo que el desfase entre lo que es requerido por un nivel más alto y lo que es 

proporcionada por el nivel inferior no destruya algunas propiedades fundamentales, tales 

como la estabilidad y rendimiento. 

 

Desde el punto de vista de la ingeniería de control, la estructura de múltiples capas 

jerárquicas corresponde a un clásico controlador realimentado en cascada, como en el 

ejemplo, de la Figura 3.10, donde de nuevo se considera una estructura de tres capas y los 

lazos internos corresponden a las dinámicas más rápidas, mientras que los lazos externos 

corresponden con controladores del sistema en la capa más alta (Kolmanovsky, 1996). En 

los sistemas de control industrial, la dinámica más rápida suele ser asociada a los 

actuadores, mientras que las dinámicas más lentas describen el proceso bajo control. Un 

diseño de sistemas de control en cascada es hecho típicamente de acuerdo con un principio 

de desacople de frecuencia: las dinámicas de los lazos de realimentación son tan diferentes 

que en el proyecto de un controlador para un bucle dado, se puede hacer la suposición de 

que todos los demás bucles permanecen en estado estacionario. Por otra parte, no hay 

información transmitida desde el interior a los bucles exteriores (líneas de puntos en la 

Figura 3.9), por lo que toda la capa no es consciente de la posibilidad de que las capas 

inferiores puedan cumplir sus exigencias. En la fase de diseño, los lazos internos son a 

menudo cerrados con los controladores estándar PI- PID, mientras que un controlador MPC 

se utiliza para diseñar el algoritmo de control para el sistema más lento. 
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Figura 3.10: Estructura de control de tres capas en cascada  (Scattolini, 2009).   

Cuando no se puede suponer el principio de desacople de frecuencia, o también cuando el 

control de los subsistemas en las capas inferiores de la jerarquía requiere un diseño más 

cuidadoso, un controlador MPC puede ser utilizado en cualquier capa, con la clara ventaja 

de poder considerar las correspondientes restricciones de entrada, estado y salida. Aunque 

esta posibilidad tiene muchas ventajas potenciales, existen pocos trabajos que lo han 

explotado a fondo. En particular, en Scattolini y Colaneri, (2007) se utilizan modelos 

lineales para describir los sistemas de cada capa y la información se transmite de abajo 

hacia arriba para relajar los requerimientos de la capa superior cuando se produce 

infactibilidad de la capa inferior. Sistemas lineales se analizan en Scattolini et al., (2008), 

mientras que se ocupa del problema de seguimiento en la capa más alta para plantas 

descritas por modelos de Wiener. En todos estos trabajos, los controladores en cualquier 

capa están diseñados de forma independiente recurriendo a algoritmos MPC robusto, de 

modo que la fase de diseño resulta ser completamente disociadas aun cuando el principio de 

desacoplo de frecuencia no se mantenga. 

 

3.4.5. Aplicación del control jerárquico en la optimización de la planta 

completa 

 

Una importante aplicación del control jerárquico es para controlar toda la planta. En la 

industria de procesos es común diseñar el control general del sistema de acuerdo a la 

estructura jerárquica como la que se muestra en la Figura. 3.11, (Qin y Badgwell, 2003). En 

la capa superior, la optimización en tiempo real (OTR), se realiza para calcular las 
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condiciones de funcionamiento óptimo con respecto a un índice de comportamiento que 

supone un criterio económico. En esta etapa, se utiliza un modelo físico estático no lineal 

del sistema. En la capa inferior se utiliza un modelo lineal dinámico simple del mismo 

sistema, a menudo derivados por medio de algoritmos de identificación, para diseñar un 

controlador MPC, garantizando que los valores objetivos transmitidos desde la capa 

superior se alcancen. También en este caso, el nivel más bajo puede transmitir de abajo 

hacia arriba información sobre las restricciones y el rendimiento. 

 

Figura 3.11: Estructura jerárquica para el control y optimización de una planta completa (Scattolini, 2009).   

 

Tomar en cuenta que, aunque el enfoque anterior es muy popular en control de procesos, en 

otros contextos, como en gestión de sistemas de tráfico aéreo se considera, de algún modo 

un punto de vista dual (Pappas et al., 2000). En estos casos, en el nivel superior un modelo 

más simple y más abstracto se considera para predecir el comportamiento a largo plazo del 

sistema y optimizar una función de costos dada en un horizonte de tiempo. En el nivel 

inferior, un modelo más preciso se utiliza para calcular las acciones de control actual 

mirando un horizonte de tiempo más corto. En el control de procesos basados en la 

estructura de múltiples capas de la Figura 3.10, el diseño del módulo de OTR juega un 

papel fundamental. De hecho, incluso cuando se basa en un modelo estático del proceso, 

algunos importantes problemas deben ser considerados. En primer lugar, el modelo 

adoptado tiene que ser periódicamente actualizado (adaptado) por medio de algún tipo de 

procedimiento de reconciliación para abordar las cambiantes condiciones de 
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funcionamiento debido a perturbaciones lentas. En segundo lugar, debe garantizarse la 

coherencia entre el modelo utilizado en la fase de diseño en la capa superior y el modelo 

utilizado en la capa más baja para la aplicación MPC, (Yip y Liu, 2004). En tercer lugar, el 

objetivo de optimización de estado estacionario debe ser exacto, para garantizar que las 

referencias de entrada y salida en estado estacionario calculadas por el OTR sean factibles y 

lo más cerca posible del deseado set-point, para resolver este problema de factibilidad 

(Rawlings y Stewart (2008)). Muchos documentos han sido publicados en la literatura MPC 

trabajando con la estructura jerárquica de la Figura 3.11, entre ellos, uno reciente e 

interesante estudio sobre el tema se presenta en Tatjewski (2008), donde se estudia el lugar, 

el rol y la interacción mutua de los algoritmos de control avanzado y la optimización en 

línea de los set-point de las estructuras de control. También en Engell, (2007), se hace un 

estudio a través de una discusión sobre los meritos, limitaciones y aspecto de 

implementación del OTR. Un procedimiento OTR basado en un modelo dinámico del 

proceso se describe en Kadam et al., (2003). Un intento de mezclar las dos capas 

jerárquicas de la Figura 3.11, es decir, para integrar la optimización de estado estacionario 

(no lineal) y de control MPC (lineal) se describe en Zanin et al., (2002). El calculo del 

objetivo de estado estacionario para el conjunto de controladores MPC locales ha sido 

considerado en Cheng et al., (2008) mediante la adopción de un enfoque basado en la 

coordinación y similar a uno tratado en Sección 3.4, mientras que un coordinador de alto 

nivel maximiza el rendimiento de la planta basado sobre la información proporcionada por 

los controladores MPC locales de bajo nivel descritos en Aske et al., (2008). 

 

 

Figura 3.12: Estructura de control jerárquico para el control y la optimización de la planta completa 

(Scattolini, 2009).   
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A pesar de la gran cantidad de resultados del OTR, se cree que existe todavía mucho 

trabajo por hacer para extender muchos resultados teóricos (estabilidad, rendimiento, 

robustez) disponibles hoy en día para la implementación MPC estándar considerado en la 

estructura jerárquica ( Mayne et al., 2000). 

 

 

Figura 3.13: Una represtación popular del control completo de una planta (Scattolini, 2009).   

 

Cabe señalar que el esquema conceptual de la Figura 3.11 se puede presentar de forma 

equivalente y más “orientada al control” como se presenta en la Figura 3.12, donde una 

estructura de dos capas es considerada y cada capa utiliza un modelo diferente de planta (Sa 

y Sb) en el diseño del correspondiente regulador. En segundo lugar, cabe señalar que la 

clasificación conceptual adoptada aquí, que distingue entre los esquemas de las Figuras 3.8 

y 3.10 no siempre está claro en la literatura técnica. De hecho, un esquema popular es la 

que aparece en la Figura 3.13, donde los controladores (PI-PID) están en la capa de control 

más baja de los actuadores, de manera  que hacen referencia a los modelos de los 

actuadores (como en la sección 3.5.1), mientras que conceptualmente, los dos niveles más 

altos hacen referencia al problema de optimización de toda la planta que se describe en esta 

subsección. 
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3.5. Control coordinado de sistemas independientes 

 

Hasta ahora, se han considerado sistemas de gran escala formados por subsistemas que 

interactúan. Otro escenario importante está relacionada con el problema de la coordinación 

de una serie de sistemas desconectados (agentes) que deben cooperar para lograr un 

objetivo determinado, es decir, para minimizar globalmente una función de costos sujeta a 

las restricciones de las interconexiones. También en estos casos, en lugar de resolver un 

problema único de control centralizado, en principio, es posible resolver una serie de 

problemas de optimización locales y coordinar las acciones locales de los agentes mediante 

un intercambio adecuado de información. Es evidente que el diseño local, pero coordinado 

del algoritmo de control comparte muchas características con el problema considerado en la 

sección 3.3 (controladores distribuidos), de modo que las clasificaciones detalladas en la 

sección 3.3 no se repetirán. 

 

En el contexto del control MPC, la coordinación de los sistemas independientes no lineales 

de tiempo discreto con retraso en la intercomunicación son considerados en Franco et al., 

(2008), que también proporciona resultados de la estabilidad obtenidos mediante el recurso 

de la estabilidad entrada-estado. En Katebi y Johnson (1997), cualquier agente (un nodo de 

un grafo) se describe como un sistema no lineal de tiempo discreto el cual conoce el estado 

de sus vecinos sin retardo. Los pesos de los índices de desempeño locales del estado y las 

entradas de los vecinos y los valores futuros del control local se calculan sobre el horizonte 

considerado para predecir el transciente del estado local. La estabilidad se logra con una 

restricción terminal, como es habitual en los MPC, ver Mayne et al., (2000). La satisfacción 

de las restricciones está garantizada por una restricción contraída, procedimiento similar al 

ya utilizado en Limon et al., (2002); la factibilidad y la convergencia están garantizadas. El 

control de vehículos cada uno con dinámica no-lineal de segundo orden de tiempo continuo 

independiente y funciones de costo para el acoplamiento, han sido resuelto con el enfoque 

de horizonte deslizante en Dunbar y Murray (2006), mientras que en Gu, (2008) un 

problema similar (funciones de costos independientes) se resuelve para un integrador doble 

buscando una solución del equilibrio de Nash. 
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Mientras que en todos los enfoques mencionados anteriormente el objetivo final es 

especificado en un inicio, y por lo general el punto de equilibrio que se logra se conoce con 

anterioridad, en otra clase de problemas de control coordinado, los subsistemas deben 

negociar en línea su resultado final partiendo de un conocimiento parcial del sistema 

general, por ejemplo, el estado de sus vecinos. Estos se llaman ''problemas consenso" y 

tienen aplicaciones potenciales, tales como problemas de alineación o la coordinación de 

redes de sensores. Entre el cada vez mayor número de publicaciones sobre este tema, es 

posible recordar que el problema se ha formulado y resuelto en Jadbabaie et al., (2003) para 

los sistemas descritos por un integrador único, mientras que las contribuciones 

fundamentales se han dado en Moreau, (2005). En el contexto del MPC, resultados 

preliminares han sido reportados en Johansson, (2006), mientras que el problema del 

consenso para la dinámica de integradores individuales y dobles, se ha resuelto con la 

estabilización de los enfoques MPC presentados en Ferrari-Trecate, (2007). 

 

3.6.  Discusión   

 

Se ha revisado una serie de arquitecturas para el control de sistemas de gran escala. Con 

respecto a una amplia gama de aplicaciones industriales y las soluciones propuestas como 

las distribuidas y las jerárquicas, muchos de los problemas fundamentales aún no se han 

resuelto. Entre ellos, los siguientes se consideran de suma importancia (Scattolini, 2009).   

 

• Nuevos algoritmos con propiedades garantizadas.  

Muchas contribuciones teóricas son necesarias para desarrollar algoritmos eficientes 

con propiedades garantizadas, tales como la estabilidad y el rendimiento. En particular, 

esto es cierto para los MPC descentralizados, donde muy pocos resultados están 

disponibles, y para el diseño de reguladores jerárquicos MPC para los sistemas de 

múltiples capas. Se cree que en todos los casos considerados, podrían aprovechar los 

resultados recientes sobre MPC robusto y propiedades de pequeña ganancia. Sin 

embargo, estos controladores conducen naturalmente a resultados muy conservadores, 

con un rendimiento no es aceptable en el mundo de las aplicaciones reales. 
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• La selección de la estructura de control. 

 Deben desarrollarse criterios para la selección adecuada de la estructura de control 

sobre la base de las mejoras relativas alcanzables mediante el aumento de la 

complejidad. Por ejemplo, es evidente que un controlador distribuido puede estabilizar 

sistemas que no pueden ser estabilizados con un controlador descentralizado debido a la 

presencia de modos fijos. Sin embargo, si la estabilidad puede ser proporcionada por 

ambos sistemas, debe evaluarse además en términos de rendimiento si vale la pena 

considerar una estructura más compleja, que requiere más información que debe ser 

transmitida entre las unidades de control local. Una segunda cuestión se refiere a la 

comparación de los resultados proporcionados por los controladores distribuidos (Ver 

sección 2) con respecto a la coordinación que se obtienen con el enfoque jerárquico la 

cual se describe en la Sección 4. 

 

• Estructuras de control reconfigurables y sistemas híbridos.  

En lo que respecta a las estructuras jerárquicas que se describen en la Sección 5.2, se 

debe explorar la posibilidad de reconfigurar el sistema, por ejemplo, añadiendo o 

quitando los actuadores y sensores (controles “plug and play", ver Knudsen et al., 

(2008)). Podría ser útil tener en cuenta requisitos de desempeño con tiempos diferentes 

y sistemas de control descritos por un modelo híbrido. Por ejemplo, considere el 

problema de la gestión óptima de la puesta en marcha de una planta termoeléctrica de 

ciclo combinado. Durante esta fase, el control de configuración y control de los 

objetivos suelen ser muy diferentes de las que se considera en condiciones normales de 

funcionamiento. Un trabajo preliminar en control jerárquico para sistemas híbridos se 

ha descrito en Lygeros (1996), donde los enfoques predictivos sin embargo no se han 

adoptado. Por último, una mejor configuración de control flexible puede hacer frente 

con la exigencia de una alta tolerancia a fallos. 

 

 

• Algoritmos de optimización. 

 Muchos algoritmos de optimización se han desarrollado para solucionar eficazmente 

los problemas de minimización relacionados con el MPC centralizado lineal y no lineal, 
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véase, por ejemplo Biegler (2000). Por el contrario, aún faltan métodos de optimización 

para el MPC distribuido y jerárquico. Este es un importante punto crítico donde se 

espera mejoras significativas. 

 

 

• Estimación de estado distribuido.  

Los algoritmos de control distribuidos exigen estimadores de estado distribuido que 

garanticen la convergencia asintótica de los estados locales estimados. Resultados 

preliminares se han divulgado por ejemplo en Olfati-Saber y  Shamma (2005), donde 

han sido consideradas las redes de sensores. Sin embargo, desarrollos más amplios son 

requeridos para  incluir el problema de la estimación de estado, el conocimiento del 

ruido de las restricciones, las propiedades de convergencia o propiedades globales de 

observabilidad. Un enfoque predictivo se puede tomar también para este problema 

recurriendo a las ideas subyacentes bajo los estimadores de horizonte móvil que se 

describen en Michalska y Mayne, (1993). 

 

• Partición del sistema.  

En el diseño de un sistema de control descentralizado y distribuido (sección  3.2 y 3.3), 

el proceso bajo control debe ser particionado a priori en subsistemas adecuadamente 

definidos para reducir el acoplamiento dinámico y facilitar el diseño del control. En 

algunos casos, teniendo en cuenta el diseño del proceso, la partición es natural véase 

por ejemplo Rawlings et al., (2008) donde se consideran las plantas químicas. En otros 

casos, la partición se puede hacer por medio de una análisis de entrada-salida basado en 

la matriz de ganancia relativa e índices relacionados, Niederlinsky, (1971), o en un 

análisis de espacio de estado, véase por ejemplo, Wittenmark et al., (2002). La 

descomposición temporal y reducción de modelos, utilizados para el diseño de sistemas 

de control jerárquico se describen en la Sección 3.5. A pesar de los muchos métodos 

disponibles, se cree que los nuevos métodos adaptados al diseño de sistemas de control 

distribuido y jerárquico con MPC aún no se han desarrollado. En este sentido, algunos 

resultados preliminares han sido reportados en Motee y Sayyar-Rodsari, (2003). 
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• Sincronización y protocolos de comunicación. 

Cada vez que la estructura adoptada por el controlador requiere un intercambio de 

información entre los reguladores locales, en la misma o en diferentes capas de un 

estructura jerárquica, los resultados logrados dependen fuertemente de la implementación 

adoptada y protocolos de comunicación (Negenborn, 2007). Por otra parte, algunos 

problemas fundamentales relacionados con estos aspectos deben ser considerados, tales 

como la baja frecuencia de transmisión o pérdida de información. Para esto se puede 

consultar Baillieul (2007) para un debate profundo sobre estos aspectos. 

 

La historia de MPC centralizada ha demostrado que algoritmos eficientes y confiables se 

han desarrollado mucho antes que una teoría sólida se haya establecido, ver el trabajo 

fundamental Mayne et al., (2000). Una evolución similar se puede predecir del MPC 

distribuido y jerárquico. De hecho, muchos algoritmos eficientes están hoy en día 

disponibles, pero no hay resultados teóricos sólidos y se carece parcialmente de una visión 

unificadora. Luego, mucho trabajo se tiene que hacer para desarrollar nuevas herramientas 

y métodos. 

 

En los siguientes capítulos, se espera aplicar en lo que corresponda, esta amplia teoría al 

diseño de controladores de sistemas de gran escala a un controlador de un sistema de 

transporte público con varias rutas.  

 

En los capítulos siguientes se aplicará parte de este formalismo matemático para describir 

las estructuras de control desarrolladas en el capítulo 9. En particular, considerando un 

sistema de transporte público como la unión de un conjunto de subsistemas formados por 

rutas individuales, se plantea un diseño de un controlador centralizado, un controlador 

descentralizado y uno controlador distribuido para el sistema. Finalmente, se desarrolla un 

controlador jerárquico que administra inteligentemente un conjunto de controladores 

previamente diseñados para las rutas individuales. 
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Capítulo IV  

  

 

 

 

Sistemas de trasporte público 

 

 

 

 
4.1. Diseño de un sistema de transporte público 

 

El transporte de personas entre puntos distantes de una ciudad requiere en la mayoría de los 

casos de un medio de transporte motorizado. Los sistemas de transporte son componentes 

básicos en la estructura social, económica y física de un área urbana  (Krishna et al., 2000). 

En ciudades medianas y grandes, los sistemas de transporte público juegan un rol 

fundamental en la movilidad de las personas, tanto en zonas urbanas como suburbanas. Uno 

de los mayores desafíos de la planificación del transporte público, consiste en asegurar un 
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sistema operacional y económicamente eficiente, adecuadamente integrado al entorno 

(Krishna et al., 2000). 

 

La planificación de sistemas de transporte público es sujeto de interés en una amplia gama 

de contextos: 

 

• En realidades donde una porción importante de la demanda de transporte urbano es 

satisfecha por el transporte público. Por ejemplo, en la ciudades latinoamericanas, 

aproximadamente un 50% de los viajes demandados son realizados utilizando este 

modo de transporte ( InterConsult, 1997). 

 

• En realidades donde parte de la demanda cubierta por el transporte público se ha 

visto obligada a utilizar medios monetariamente menos costosos (bicicleta o 

caminata, en casos donde es posible). 

 

• En realidades donde el transporte público ha perdido progresivamente participación 

en el sistema de transporte urbano, en beneficio de modos privados (automóvil). Se 

reconoce que en el largo plazo, los modos privados no entregan una solución al 

problema de transporte (Norambuena, 2003), dada la capacidad limitada de la 

infraestructura con que es posible contar. 

 

El término transporte público se refiere al transporte de tipo comercial de personas. Es un 

servicio de transporte urbano y suburbano de pasajeros al que se accede mediante el pago 

de una tarifa fijada y que se lleva a cabo con servicios regulares establecidos en recorridos, 

horarios y puntos de acceso determinados (Gruttner et al., 2002).  

 

En los sistemas de transporte público intervienen dos actores (Gruttner et al., 2002): 

 

Usuarios: Son todas aquellas personas que tienen necesidades de transporte y que deben 

utilizar tiempo y dinero para satisfacerlas. También se les denomina pasajeros. 
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Operadores: Son aquellos que brindan a los usuarios el servicio de transporte, proveyendo 

para ello recursos económicos como son los vehículos, el combustible, la mano de obra y el 

mantenimiento. Se les denomina empresas de transporte. 

 

Adicionalmente se distinguen las autoridades como entidad reguladora, responsable de 

asegurar el servicio social del transporte a los habitantes de una ciudad. Esta regulación se 

ejerce a través de organismos gubernamentales, que pueden ser intendencias municipales, 

subsecretarías, ministerios, etc. El acto de regulación implica establecer algunos 

componentes del sistema, principalmente los trazados de los recorridos, valores de las 

frecuencias y tarifas. Existen casos particulares de estructura administrativa de los 

transportes públicos, en especial: 

 

• Casos donde existe una liberalización del mercado de transporte público. Los 

operadores fijan los trazados de los recorridos, las frecuencias y las tarifas. En este 

caso las autoridades no juegan un rol relevante en la planificación de estos aspectos. 

 

• Casos donde las autoridades poseen los recursos para operar los servicios. En este 

caso no existen los operadores en la forma de empresas privadas. 

 

• Por último, existe un caso mixto, contextos regulados por las autoridades que fijan 

los trazados de los recorridos, las frecuencias y las tarifas y los licitan entre los 

operadores. 

 

4.1.1. La planificación de un sistema de transporte público 

 

La planificación de un sistema de transporte público se compone de tres grandes tareas 

(Wirasinghe, 2003):  

 

• Selección de tecnologías. Cada tecnología realiza el acto de transportar pasajeros de 

un punto a otro de una ciudad de formas diferentes. Tecnologías típicamente 

utilizadas son: bus, bus articulado, metro. La selección de la más adecuada (o de 
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una combinación de varias) debe tener en cuenta su velocidad de operación, 

capacidad, así como la compatibilidad con tecnologías en uso, impacto ambiental, y 

restricciones geográficas y económicas. 

 

• Estimación de la demanda. Implica conocer las necesidades de transporte de 

pasajeros entre distintos puntos de la ciudad. 

 

• Selección del mejor sistema. Implica la planificación funcional del sistema, e 

incluye tareas como la definición de los trazados de los recorridos, su modo de 

operación, determinación de la política de despacho de los servicios, y ubicación de 

estaciones de transbordo y de garajes. 

 

4.1.2. Selección del mejor sistema  

 

En Ceder y Wilson (1986) se considera el proceso de decisiones involucrado en la selección 

del mejor sistema, dividido en cinco etapas (donde se hace referencia a buses en forma 

genérica, pudiendo ser en la realidad otra tecnología): 

 

1. Determinación de los trazados de los recorridos. Implica definir la estructura topológica 

de cada recorrido, como una secuencia de calles. 

 

2. Determinación de las frecuencias. Implica definir el intervalo de tiempo entre salidas de 

un bus efectuando un recorrido particular. 

 

3. Determinación de las tablas de horarios. Implica establecer detalladamente los horarios 

de salida y llegada de los buses efectuado un determinado recorrido. 

 

4. Asignación de buses a recorridos. Implica asignar la flota de buses disponibles a la 

realización de los diferentes servicios. 
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5. Asignación de choferes. Implica la asignación del personal a la operación de los 

diferentes servicios. 

 

En Desaulniers y Hickman, (2003) se clasifican estas etapas según el alcance de la 

planificación, como: 

 

• Planificación estratégica. Involucra decisiones a largo plazo, etapa 1. 

 

• Planificación táctica. Implica la toma de decisiones en periodos de tiempo de 

duración media, etapas 2 y 3. 

 

• Planificación operacional. Involucra decisiones que se toman una vez por mes o por 

día, etapas 4 y 5. 

 

En contextos regulados, las etapas 1 y 2 son típicamente ejecutadas por las autoridades, 

eventualmente con participación de los operadores. Las etapas 3, 4 y 5 son ejecutadas 

típicamente por los operadores. La gestión de los recursos (buses, personal) que determinan 

los costos operacionales de los servicios de transporte público, es por lo tanto tarea de las 

empresas de transporte. Sin embargo las decisiones tomadas a este nivel (etapas 3, 4 y 5) 

están condicionadas por las tomadas en el primero (etapas 1 y 2).  

 

Con el objetivo de automatizar las tareas de asignación de flota y personal, han surgido un 

número importante de métodos implementados en herramientas de software, con exitosa 

aplicación (Wren, 2003). La mayoría de estos métodos consisten en la resolución de 

modelos de optimización combinatoria. La dificultad de la resolución de estos modelos 

radica en los tamaños de las instancias de los problemas; Desaulniers y Hickman, (2003) 

reportan el caso de Nueva York, que emplea 12000 choferes para operar 4500 buses en 240 

recorridos. 

 

Los modelos de optimización utilizados en el contexto de las etapas 4 y 5 tienen en cuenta 

los intereses de los operadores únicamente. La planificación de las etapas 1 y 2 es 
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responsabilidad de las autoridades, quienes tienen una misión social de asegurar un buen 

servicio a los usuarios, entendido como aquel que es confiable, accesible en tiempo y 

espacio, seguro, rápido, confortable, y a un precio razonable (Wirasinghe, 2003). Dado que 

el costo monetario para los usuarios del transporte público está determinado fuertemente 

por los costos operacionales, las autoridades deben tener en cuenta tanto los objetivos de 

los usuarios como de los operadores, que frecuentemente son contrapuestos. 

 

En contextos regulados por las autoridades, la planificación estratégica del diseño 

topológico de los recorridos y la determinación de las frecuencias es tarea de los 

planificadores de la agencia sobre la cual recae esta responsabilidad (intendencia, 

municipalidad, subsecretaría, ministerio). La toma de decisiones a este nivel debe evaluar 

los costos económicos, pero también los costos políticos y sociales. El planificador 

requeriría de la evaluación cuantitativa de las alternativas posibles, que son muchas y 

dependen a su vez de un conjunto importante de variables. En la búsqueda de buenas 

soluciones para las etapas 1 y 2, generalmente se usa el sentido común y la experiencia del 

planificador o conocedor del problema, eventualmente con el apoyo de guías y 

recomendaciones (Transportation Research Board, 2003). No existen herramientas 

matemáticas y computacionales estándares adecuadas de apoyo a la toma de decisiones 

para llevar a cabo esas tareas (Barra, 1999). Esto se debe principalmente a los siguientes 

factores:  

 

• Dificultad del modelado de las características de los sistemas. 

 

• Complejidad de la información que deben manipular y disponer. 

 

• Dificultad de adaptación a las condiciones particulares de cada caso. 

 

La investigación respecto a técnicas de optimización para la determinación de los trazados 

de los recorridos y las frecuencias es escasa, en comparación a la existente para la 

optimización de la gestión de buses y personal. En cuanto a la aplicación de estas técnicas, 

existen pocas referencias que brindan datos precisos. En Barra, (1999) se cita la aplicación 
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de técnicas de optimización de recorridos y frecuencias en Estocolmo, Londres y Singapur, 

con porcentajes de mejora entre el 10 y 20% en los costos operacionales, y variaciones del 

1 y 2% en los niveles de servicio. 

 

La limitada atención que ha recibido el problema de optimización de recorridos y 

frecuencias se debe a dos factores principales: 

 

• Dificultad de predecir una mejora frente al esfuerzo de construcción y resolución de 

un modelo, y la recolección y procesamiento de la información necesaria. Es 

necesario también tener en cuenta el impacto que causa en los usuarios la 

realización de cambios en las estructuras de los recorridos. 

 

• Un sistema de transporte público falla si no se cumplen en cierto grado los objetivos 

para los cuales fue diseñado. Sin embargo, a diferencia de otros sistemas, hay tipos 

de fallas de un sistema de transporte público que no son catastróficas (insatisfacción 

de la demanda, alto costo, irregularidad, transporte en condiciones de 

hacinamiento), dado que el sistema continúa funcionando, cumpliendo con los 

objetivos en algún grado (Wirasinghe, 2003). 

 

Se observa que existen muchos casos de sistemas de transporte público con estructuras de 

recorridos históricas, que han sido modificadas manualmente para cumplir nuevos 

requerimientos de demanda. Los cambios en el uso de suelo por parte de los habitantes de 

una ciudad hacen pensar en la necesidad de una completa reestructuración de los trazados 

de los recorridos en algún momento. Dicha reestructuración requiere de herramientas que 

permitan proponer y evaluar diferentes soluciones. 

 

Bajo el contexto anterior, para operar un sistema de transporte público se debe establecer 

como meta una relación adecuada entre los modos y procesos de transporte, a través de un 

uso óptimo de la tecnología existente. Con el objeto de alcanzar esta meta, en este trabajo 

se plantea modelar un sistema de transporte público, que presente un comportamiento 

razonablemente cercano a la realidad y que permita diseñar e implementar estrategias de 
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control avanzado, con el objetivo de llevar los indicadores de servicio del sistema al punto 

más cercano del óptimo posible.  

 

En la operación diaria de buses, el movimiento de los vehículos es afectado por diferentes 

condiciones inciertas al progresar el día, tales como congestión de tráfico, retardos 

inesperados, incertezas en la demanda de pasajeros, tiempos irregulares de despacho de 

vehículos, accidentes, etc. Como se mencionó, a nivel de planificación, las variables 

principales de diseño (esto es diseño de ruta, tamaño de flota, capacidad de los buses y 

frecuencia) se basan en valores medios de distribuciones espaciales y temporales de 

demanda de pasajeros  y congestión de tráfico sobre un cierto periodo de operación. A 

pesar de seguir una planificación previa, surgen esquemas operacionales ineficientes debido 

a la inherente incertezas de las condiciones del sistema. En tiempo real la variabilidad del 

tiempo de espera impacta considerablemente en el nivel de servicio en lo que se refiere al 

tiempo de espera en los paraderos por los usuarios. Se aprecia que una determinada 

frecuencia media (calculada por un periodo de dos a tres horas a un nivel agregado) entrega 

grandes diferencias de tiempos de espera a nivel detallado. El típico fenómeno de 

agrupamiento de buses (bus bunching) es un ejemplo de cómo las condiciones dinámicas 

pueden producir una alta variabilidad en tiempos de espera entre buses, lo cual representa 

un comportamiento indeseado del sistema, produciendo grandes tiempo de espera de los 

pasajeros. 

 

Como un esfuerzo de reducir los efectos negativos de las perturbaciones del servicio, se ha 

hecho un significativo esfuerzo en desarrollar estrategias de control flexibles, dependiendo 

de las específicas características del problema. Particularmente interesante son las llamadas 

estrategias de control en tiempo real que dependen de la disponibilidad de información en 

tiempo real de algún equipo electrónico instalado en el vehículo tales como un contador 

automático de personas (Automatic Passenger Counters, APC) y un dispositivo localizador 

automático de vehículos (Automatic Vehicle Location, AVL). Estas estrategias son 

diseñadas para permitir al operador reaccionar dinámicamente ante las perturbaciones del 

sistema. 
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En la literatura de control de transporte público en tiempo real, varios autores diseñan sus 

estrategias de control, basadas en una función objetivo típica que implica la regularización 

del tiempo de espera entre buses (headway). Esto es, minimizar el tiempo de espera total de 

los usuarios, ya que éste es directamente proporcional al headway. Como lo plantean Osuna 

y Newell, (1972),  

 

Para una secuencia de tiempos de partida con  1j jt t− ≤  el tiempo de headway es:  

1i i iH t t −= − . 

 

Para una realización de valores aleatorios 1, , ,nH H⋯  entre los tiempos 0t y nt , suponiendo 

que un pasajero arriba en algún tiempo aleatorio, uniformemente distribuido entre 0t y nt . 

La probabilidad de llegar justo en el k-ésimo headway kH  es 
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si iH  satisface la ley de los grandes números, se tiene que: 
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luego, con probabilidad 1, la esperanza del tiempo de espera de los pasajeros es:  
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luego, como { } { } { }2 2var H E H E H= −  tenemos que: 
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              (3.5) 

 

De la ecuación (3.1) se deduce que, la esperanza del tiempo de espera es siempre mayor a 

la mitad del intervalo de headway cuando hay variabilidad en el intervalo de los buses. 

 

     { } { }1

2
E w E H≥                                  (3.6) 

 

La esperanza del tiempo de espera es igual a la mitad del intervalo de headway sólo si 

{ }var 0H = , es decir, si los intervalos son uniformes. Luego, para minimizar el tiempo de 

espera se necesita proveer un servicio que opere con intervalos lo más uniformes posibles.  

 

En trabajos como los de Barnett (1974), Turnquist (1980), Eberlein (1995), Eberlein 

(2001), Hickman, (2001) y Sun y Hickman, (2004) la estrategia más estudiada es el 

holding, en la cual los vehículos son retenidos en estaciones específicas por cierto tiempo. 

En la mayoría de los casos orientada a mantener el tiempo de espera entre sucesivos buses 

cerca de un predefinido valor. Más aun, para el control vehicular con el efecto opuesto 

(acelerar los buses en vez de retardarlos como en holding), se encuentran estrategias tales 

como el expresing o stop-skipping, donde los buses pueden saltar algunos de los paraderos 

predefinidos de acuerdo a la decisión del operador en tiempo real. 

 

Tomando en cuenta los requerimientos tecnológicos para la implementación de la estrategia 

de control, Dessouky et al., (2003) cuantifica los beneficios potenciales de varias acciones 

de holding que dependen de la tecnología de comunicación, rastreo y conteo de pasajeros, 



 95 

dependiendo sólo de información local. Estos autores demuestran que la tecnología es 

relevante cuando el margen de tiempo es reducido, cuando el tiempo de espera es grande, y 

cuando hay pocos buses conectados al sistema. 

 

En Eberlein (1995) se muestra que las estrategias de holding deberían reducir la varianza 

del tiempo de espera de los pasajeros tanto como el valor medio del tiempo de espera y 

tiempo de viaje. Con respecto al stop-skipping, Khoat y Bernard (2006) concluyen que esta 

estrategia efectivamente debería reducir el tiempo de viaje por pasajero en un vehículo; sin 

embargo el operador debería ser muy cuidadoso en no incrementar el tiempo de espera de 

los pasajeros saltados. 

 

La estrategia de holding ha sido estudiada por Barnett (1974), Turnquist y Blume (1980), 

Eberlein (1995), Eberlein et al., (2001), Hickman (2001) y Sun y Hickman (2004). Una 

interesante contribución de Hickman (2001), el cual presenta un modelo estocástico del 

holding para una estación dada. El autor formula un problema de programación cuadrática 

convexo para una variable correspondiente al lapso de tiempo durante el cual los buses son 

retenidos. Existen esfuerzos recientes para explorar modelos de holding que cuente con la 

locación del vehículo en tiempo real. (Eberlein, 1995; Eberlein et al., 2001; Hickman, 2001; 

Sun y Hickman, 2004; Zolfgahri et al., 2004). Eberlein (1995) y Eberlein et al., (1999, 

2001) propusieron un problema de programación cuadrática bajo un esquema de horizonte 

deslizante, considerando que la decisión de holding para un vehículo específico afecta la 

operación de un específico conjunto de los vehículos precedentes. Los autores concluyen 

que nos es necesario tener más de dos o más estaciones con holding sobre un recorrido. 

Estas conclusiones son contradictorias con los resultados logrados por Sun y Hickman 

(2004), quienes encontraron que muchas estaciones donde poder realizar una decisión de 

holding es una mejor práctica que tener que elegir solamente algunas. La mayoría de estos 

modelos son finalmente resueltos heurísticamente debido a la complejidad matemática de 

las formulaciones. Además,  Zolfaghari (2004) desarrolló un modelo de control matemático 

con holding para una ruta específica, usando la información de la ubicación de los buses en 

tiempo real. Los tiempos de espera se calculan de las diferencias de los tiempos de partida 

de los buses, considerando cinco pasos adelante para la flota entera de buses. Una 
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estructura heurística es desarrollada para superar la complejidad de la solución del 

problema descrito. El problema de optimización es resuelto por medio de Simulated 

Annealing. Finalmente mencionaremos una estrategia de holding dinámico presentada por 

Yu y Yang (2007), donde el tiempo de holding en la parada siguiente es optimizado. En 

este trabajo es desarrollado un modelo basado en máquinas de soporte vectorial (SVM), las 

cuales a partir variables de entrada (como la demanda de pasajeros, posición de los buses, 

etc.) se logra predecir los tiempos de partida del bus de la próxima parada. Más aun, con el 

objetivo de determinar el tiempo de holding óptimo, es desarrollada una función objetivo 

para minimizar el costo de tiempo de usuario. Un algoritmo genético es propuesto para 

encontrar la solución del problema de optimización y encontrar el tiempo de holding 

óptimo. 

 

La estrategia de stop-skipping como una estrategia en tiempo real ha sido estudiada por Lin 

et al. (1995), Eberlein (1995), Eberlein et al., (1999), Fu y Liu (2003), Sun y Hickman 

(2005). La idea es acelerar los buses para saltar estaciones (una o más) para recuperar sus 

horarios pre-planificados después de la ocurrencia de un accidente o inesperado retardo. 

Esto permite reducir el tiempo de espera total de los pasajeros en las estaciones incluso 

cuando se agregan los negativos efectos de los tiempos de espera de los pasajeros que 

fueron saltados. En general la decisión de stop-skipping está determinada antes que los 

buses partan del terminal. A diferencia de Sun y Hickman (2005) quienes realizan la 

decisión de la acción de control una vez que el vehículo está en ruta. 

 

Eberlein (1995) formula un modelo integrado el cual comprende acciones de control como 

holding, deadheading y expressing. Cortés et al., (2010) y Sáez et al., (2012) diseñaron y 

evaluaron una estrategia de control predictivo que también integra dos estrategias (holding 

y stop-skipping) para resolver un problema de transporte público con demanda de pasajeros 

incierta, obteniendo en línea la información del comportamiento del sistema. Similarmente 

en Sun y Hickman, (2005), la decisión de stop-skipping en su modelo es hecha en tiempo 

real, lo cual hace su estructura de trabajo más adaptable y sensible a los retardos en tiempo 

real. 
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4.2. Sistema de transporte público con transbordos 
 

Con el fin de cumplir los objetivos propuestos en esta tesis, se  plantea avanzar en la 

generalización del sistema de transporte analizado. Esto se logra considerando el estudio de 

dos rutas de buses conectadas por una estación de transbordo. 

 

A continuación, se presenta las consideraciones técnicas más comunes encontradas en la 

literatura para resolver el problema de optimizar los indicadores de servicio en el estudio de 

un sistema de trasporte público con estación de transbordo. 

 

En algunas áreas metropolitanas el transporte público convencional no puede proveer un 

servicio directo debido a diferentes razones, como, no ser económicamente conveniente o 

tener densidades de demanda bajas. Luego es necesario que en algunos sistemas de 

transporte público se realicen transferencias de pasajeros. De ahí que el desarrollo de algún 

sistema coordinado puede reducir considerablemente el tiempo de viaje de los pasajeros, 

que se traduce, para el caso donde existan transferencias, en minimizar también la espera en 

las estaciones de transbordo.  

 

Diferentes investigaciones postulan diversas maneras de optimizar las transferencias de 

pasajeros para determinados sistemas de transporte público. 

 

Según Ting y Schonfeld, (2005), el problema de tener horarios coordinados en una red de 

transporte público con trasbordo es la posibilidad que los vehículos no lleguen a la hora 

estipulada debido a la demanda estocástica y las condiciones de tráfico, por lo que 

establecer horarios de transferencia se torna muy complicado. Luego es necesario incluir 

factores de seguridad llamados “tiempos slacks”, que corresponden a lapsos extras que 

permanecen los buses en el paradero de transbordo y que reducen la probabilidad de perder 

conexiones. La adición de este tiempo slack trae consigo costos de operación mayores, 

además de retrasos innecesarios para algunos pasajeros (Lee y Schonfeld, 1991). 

Asimismo, los estudios de Désilets y Rousseau (1992) y publicaciones de Bookbider y 

Désilets (1992) establecen que estos horarios de transferencia con tiempos slacks son 
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inapropiados para redes de transporte grandes y con transferencias descentralizadas, por lo 

que se puede concluir que es muy importante realizar transbordos en sistemas que cumplan 

con determinadas características. También Ting y Schonfeld, (2005) establecen los tiempos 

de transferencia para minimizar el costo total de la operación, optimizando tanto los 

recorridos como los tiempos slacks.  

 

En el trabajo de Bookbinder y Désilets, (1992), se asume dada la red de transporte público 

con transbordo y además se asume el horario de recorrido es fijo para cada línea. En este 

tipo de esquemas hay básicamente dos maneras de reducir el tiempo de espera para 

transferencias. La primera es aumentando el número de buses y choferes requeridos para 

operar estas rutas. La segunda alternativa es la transferencia coordinada, que incluye dos 

posibilidades:  

  

• Realizar una estrategia basada en viajes planeados para encontrarse en ciertos 

puntos de transferencia, determinando periodos de contacto. También se incorpora 

puntos focales para asegurar que los contactos ocurran incluso si alguno de los 

buses está atrasado. Este método resulta inapropiado para transbordos 

descentralizados. 

 

• Una estrategia que no considera encuentros en puntos de transferencia sino, que las 

salidas del terminal sean organizadas bajo la idea de minimizar alguna función que 

evalúe la inconveniencia del transbordo. La gran ventaja de este método es que no 

es necesario asegurar el contacto de los buses; lo cual hace que el número requerido 

de buses no sea necesariamente afectado. Por lo tanto, los puntos importantes a 

considerar para la problemática del transbordo son: 1) Definir función objetivo que 

refleje la inconveniencia del transbordo dado un horario. 2) Encontrar un algoritmo 

que minimice esta función objetivo. 

 

Tambien Lee y Schonfeld, (1991), desarrollan un modelo sobre la base de establecer 

tiempos óptimos de espera para los pasajeros. Así, los costos totales del sistema pueden ser 

reducidos si se da un cierto tiempo “slack” en los horarios de vehículos, para disminuir la 
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probabilidad de perder conexiones. Estos tiempos slacks son tiempos extras de espera de 

los buses en los paraderos, si es que llegan antes del horario estipulado y los horarios de 

transferencia son establecidos previamente. Se formulan y se utilizan las funciones de costo 

de transferencia para determinar el tiempo slack óptimo para estos sistemas simples, donde 

las transferencias son entre una ruta de autobús y una línea del tren. 

 

En el trabajo de Lee y Schonfeld, (1991), un tren o un recorrido con una frecuencia muy 

baja en comparación con otro recorrido de frecuencia mayor, posee una varianza de la 

llegada casi nula, lo que implica que el pasajero del tren espera mucho menos debido a la 

alta frecuencia con que pasa su correspondiente bus de transbordo, luego es conveniente 

realizar slacks sólo en los tiempos de llegada de los buses. El primer modelo formulado 

asume que los trenes llegan exactamente en el horario estipulado, mientras que los buses 

llegan de acuerdo a posibles funciones de distribución (discreta, normal, etc.). El segundo 

modelo relaja la llegada de los trenes con una distribución de probabilidad cuya varianza es 

mucho menor que la varianza de las llegadas de los buses.  

 

Para un enfoque estático, la función de costo típica asociada con las transferencias incluye 

tres componentes: 

 

• Costo de horarios retrasados (holding) 

• Conexiones perdidas de bus a tren. 

• Conexiones perdidas de tren a bus. 

  

Como se dijo anteriormente, dentro de los objetivos de la modelación, no se pretende 

optimizar funciones de costos que incluyan gastos de explotación u otros tipos de costos. 

Respecto al tipo de modelo propuesto, una modelación estática es conveniente si las 

distribuciones de llegada de los buses reflejan fielmente el comportamiento del sistema 

real, pero si ocurre alguna perturbación no considerada, los horarios establecidos no logran 

que el sistema se comporte de manera apropiada.  

 



 100 

Otra forma de abordar este problema es determinando el tiempo óptimo de “holding”  en 

estaciones de transferencia, es decir, estableciendo cuál es el tiempo que debe esperar un 

bus cuando existe transferencia, anticipándose a la llegada de pasajeros desde las otras 

líneas de conexión, como es el caso del trabajo desarrollado por  Hall y Dessouky, (2001). 

 

Los tiempos de holding pueden ser optimizados basándose en la probabilidad de 

distribución de las demoras en el horario. El planteamiento de Hall y Dessousky, (2001) 

difiere del trabajo realizado por Lee y Schonfield, (1991) ya que estos últimos optimizan 

simultáneamente rutas y márgenes de seguridad en tiempos en los que se producen las 

conexiones, mientras que en Hall y Dessousky, (2001) sólo se optimizan holding tiempos 

en vez de rutas. Sin embargo, también constituye una modelación estática que para sistemas 

muy variantes o con muchas perturbaciones no resulta adecuada. Dado que un enfoque 

estático no es la mejor solución a este problema, una manera más adecuada de abordar el 

problema es mediante una modelación dinámica. 

 

Un interesante trabajo es el realizado por Bookbinder y Désilets, (1992) quienes establecen 

una función de “desutilidad” que considera el tiempo que los pasajeros deben esperar en las 

estaciones de transferencia hasta que llega su conexión. Es decir evalúa la inconveniencia 

de tiempos de viaje aleatorios, de una conexión de un viaje de un punto F moviéndose 

desde una línea alimentadora LF a una recibidora LR.  

 

El promedio de desutilidad mide la inconveniencia de una transferencia. Sea T el conjunto 

de horarios 1( ,..., )NT t t= de los tiempos de salida de cada ruta que pretende hacer 

transferencia de pasajeros. Se definen las posibles conexiones que pueden ocurrir en k ϵ 

{1,2,…,N}. Para cada conexión k, Dk(T) es el promedio de desutilidad. Sea kn  el flujo de 

transferencia, es decir, el número de pasajeros haciendo la conexión. Por lo tanto, la 

función a minimizar es: 

 

∑
=

=
N

K
kk TDnTC

1

)()(       (3.7) 
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donde hay que elegir el horario T que minimice esta función. 

 

Por un algoritmo recursivo de búsqueda decreciente en  C(T) se puede encontrar un T* 

óptimo. 

 

4.3 Control dinámico de un sistema de transporte 

 

En general los trabajos presentados implican la creación de tablas de frecuencias o tiempos 

de headway para el sistema de transporte público. Luego, se intenta es hacer cumplir con 

las característica de los itinerarios por instrucciones directas a los conductores. En el trabajo 

desarrollado por Yinghui y Xilin, (2010) se plantea un enfoque diferente al que 

generalmente se utiliza en la solución de un control del sistema de transporte. Este trabajo 

hace uso del formalismo de la teoría de control de sistemas. Esto implica suponer que el 

sistema de transporte se puede dividir en M subsistemas interrelacionados, donde para su i-

ésimo subsistema posee un vector de estado ( )iX k de dimensión ni y un administrador de 

servicios dado por el vector de control ( )iU k de dimensión mi, esto es que el k-ésimo 

instante el vector de estado puede ser descrito por:  

 

{ }1 1 1( ) ( ), ( ),..., ( )T
i i i iX k x k x k x k=                                          (3.8)                                          

 

 { }1 1 1( ) ( ), ( ),..., ( )T
i i i iU k u k u k u k=                                          (3.9)                                          

 

donde la estructura de la ecuación de estado del i-ésimo subsistema de buses (puede ser una  

ruta en particular) es: 

 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i iX k A k X k B k U k C k R k W k+ = + + +                      (3.10) 

 

con ( )iW k  vector de ruido aleatorio, ( )iR k es el vector de coordinación entre los sistemas 

dado por  
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{ }
1

( ) ( ) ( )
M

i ij j ij j
j

R k D U k G X k
=

= +∑                                         (3.11)     

donde ijD y ijG  son matrices constantes, mientras que ( ),iA k  ( )iB k  y ( )iC k son matrices de 

coeficientes variables del subsistema i. Por lo tanto la estructura completa del sistema de 

transporte es la siguiente  

 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X k A k X k B k U k C k R k W k+ = + + +                      (3.12)       

 

donde   

{ }
{ }

1 2

1 2

( ) ( ), ( ),..., ( )

( ) ( ), ( ),..., ( )

T T T T
M

T T T T
M

X t X t X t X t

U t U t U t U t

=

=                                        (3.13)  

 

son respectivamente la representación del vector de estado n-adimensional del sistema de 

transporte público, y el vector de control m-adimensional, con 

   

1

M

i
j

n n
=

=∑ ,  
1

M

i
j

m m
=

=∑                                             (3.14) 

podemos escribir  

1 1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
M M

i i i i i ij j i ij j i
j j

X k A k X k B k U k C k D U k C k G X k W k
= =

+ = + + + +∑ ∑    (3.15) 

dados  

{ }1 1( ) ( ),..., ( ), ( ),..., ( )T T T T T
M Mk X k X k U k U kΦ =                            (3.16) 

{
}

1 2

1 2

( ) ( ) , ( ) ,..., ( ) ( ),..., ( ) ,

( ) , ( ) ,..., ( ) ( ) ( ),..., ( )

i i i i i i ii i iM

i i i i i ii i i iM

k C k G C k G C k G A k C k G

C k D C k D C k D B k B k C k D

Θ = +

+ +
         (3.17) 

podemos expresar el sistema como  

 

( 1) ( ) ( ) ( )i i iX t k k W k+ = Θ Φ +                                                 (3.18)      
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donde ( )i kΘ puede ser ajustado y escrito como el vector: 

{ }1 2( ) ( ), ( ),..., ( )
i

T T T
i i i ink k k kΘ = Θ Θ Θ                                   (3.19)      

se tiene cada componente del estado como ( )ijx k para el sistema de transporte i-ésimo 

tenemos que 

( 1) ( ) ( ) ( )ij ij ijx t k k w k+ = θ ϕ +   con 1,2,..., ij n=                        (3.20)    

 

donde ( )ijw k es la correspondiente componente del ruido aleatorio. 

 

Esta estructura permite realizar la identificación de todos los parámetros del sistema y así 

implementar un controlador del mismo con alguna técnica eficaz, por ejemplo, un 

controlador descentralizado por realimentación estado o directamente utilizar el modelo 

obtenido para un controlador predictivo descentralizado o distribuido. En particular, en esta 

tesis no es posible utilizar los modelos desarrollados del sistema de transporte directamente 

con el  formalismo de la sección 4.3, ya que son fuertemente no lineales (modelos basados 

en sistemas híbridos, ver sección 2.2). Sin embargo, la simplicidad de la estructura 

presentada (ecuaciones 3.8 a 3.20)  permiten anticipar un control más completo del sistema 

de transporte público donde poder analizar características básicas como estabilidad y 

robustez, tarea que se dejará como trabajo futuro. 

 

4.4. Simulador de un sistema de transporte público de una ruta 

 

La metodología desarrollada en esta tesis es primero aplicada a un red simple, 

correspondiendo a un corredor lineal de transporte público que típicamente cruza una gran 

región urbana. El sistema puede ser representado por una ruta circular de un solo sentido 

(ver Figura 1 abajo), con N estaciones de buses equidistantes Nb buses corren a lo largo del 

bucle, cada uno con una capacidad de transporte de pasajeros C. El corredor se supone que 

es aislado del resto del tráfico, y por lo tanto se puede suponer una velocidad fija 

mediav de los buses en cada tramo entre las paradas consecutivas. Además, del número de 

buses Nb, la distancia total del corredor y la velocidad de circulación, podemos estimar el 
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tiempo total del ciclo de los buses (para completar el ciclo), que definen la frecuencia de 

diseño que ofrecen a los usuarios. Se supone que el operador tiene la tecnología para el 

control de los buses en tiempo real. El paradero 1 es la estación terminal de buses de la ruta, 

donde todos los pasajeros deben bajarse. 

 

 

Bus i 

Bus 1 
Paradero 1 

Paradero N 
Paradero N 

Paradero  2 Paradero 3 

Bus 2 

Bus i 

Bus 1 
Bus 2 

- 1 

 

 

Figura 4.1: Representación del sistema de transporte público.  

 

El operador determina las variables de diseño (frecuencia f  y tamaño Nb de la flota) con 

base en la información histórica de la demanda, a través de una matriz representativa de 

demanda para cada período modelado. Un método más complejo que incluye la predicción 

de la demanda futura (Cortés et al., 2010; Sáez et al., 2012) debe considerar esta 

información (junto con los datos de demanda de línea) para modelar el futuro la demanda 

de pasajeros y añadir la función de predicción en el régimen de control. Como se menciona 

en la sección anterior, una de las principales ventajas de los métodos que aquí se propone es 

la simplicidad, en el sentido de definir reglas sólo a partir de la información de la posición 

de los buses, lo que significa que la demanda no está directamente incorporada en el 

modelo, pero si indirectamente a través de la trayectoria de los buses y cómo cambia con la 

evolución del sistema en el tiempo.  

 

Para llevar a cabo las investigación propuesta, en ambiente de programación Matlab se 

implementó inicialmente un simulador del sistema de transporte público con una ruta 

cerrada 4000[m] con 10 paraderos y 6 buses. En el simulador, el tiempo evoluciona en 

términos de eventos, los cuales son definidos como los instantes en que los buses arriban a 

los paraderos. Para cada bus se confecciona una tabla de datos que acumula la información, 

para todos los eventos ocurridos en el sistema. Los datos recolectados son: los tiempos de 
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ocurrencia de los eventos, posición de bus en la ruta, carga, velocidad, acción de control 

aplicada al bus si corresponde y los destinos de cada pasajero que subió al bus. También 

para cada paradero se confeccionó una tabla que registra los eventos que en él acontecieron. 

Se detalla en dicha tabla: el tiempo de llegada del bus que ocasionó el evento en la parada, 

el número del bus, la carga inicial y final de pasajeros en la parada, el número de pasajeros 

que suben y los que bajan, las acciones de control aplicada y el tiempo de salida del bus del 

paradero.  Por último, a partir de consideraciones de comportamiento estadístico estándar 

en un sistema de trasporte público, se confeccionaron tablas de demandas para cada 

paradero, las que incluyen los tiempos de llegada de cada pasajero y su correspondiente 

destino. 

 

4.4.1. Intervalo de diseño 

 

Para realizar un control eficiente sobre un sistema de transporte, es necesario que la 

topología del sistema sea consistente, es decir, que la cantidad de paraderos y de buses sea 

la adecuada para satisfacer la demanda. Para determinar la flota óptima se debe encontrar 

un equilibrio entre la frecuencia de buses que es capaz de ofrecer el sistema y la demandada 

por los usuarios. La demanda de servicio se obtiene calculando la frecuencia de buses 

mínima que satisface la demanda máxima de pasajeros, para esto se necesita obtener el 

flujo entre paraderos. 

 

 Para un día cualquiera de servicio es posible construir una matriz Origen-Destino (Tabla 

4.1).  
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Tabla 4.1: Ejemplo matriz de origen-destino (OD) para 10 paraderos. 

 

Par 1 Par 2 Par 3 Par 4 Par 5 Par 6 Par 7 Par 8 Par 9 Par 10
Par 1 0 0 11 8 14 10 0 0 0 0
Par 2 0 0 3 19 21 17 26 0 0 0
Par 3 0 0 0 4 17 26 26 32 0 0
Par 4 0 0 0 0 10 57 61 54 64 0
Par 5 0 0 0 0 0 14 115 98 103 86
Par 6 133 0 0 0 0 0 35 139 143 116
Par 7 99 0 0 0 0 0 0 24 103 124
Par 8 112 0 0 0 0 0 0 0 23 92
Par 9 128 0 0 0 0 0 0 0 0 36

Par 10 26 0 0 0 0 0 0 0 0 0

DESTINO

   
   

   
   

  O
R

IG
E

N

 

 

Esta matriz resume la cantidad de pasajeros que abordan en cada paradero de origen, y 

llegan a un paradero de destino determinado, durante un intervalo de tiempo de dos horas. 

Por ejemplo, durante estas horas de simulación, hay 8 pasajeros que abordaron en el 

paradero 1 y descendieron en el paradero  4. 

 

La simulación se realiza para un intervalo de dos horas por lo que se tendrá la acumulación 

de datos para estas dos horas.   

 

 
Figura 4.2: Flujos entre paraderos. 

 

 

La Figura 4.2 muestra los flujos de pasajeros entre los paraderos. En el paradero i  suben iS   

pasajeros a los buses y bajan iB  pasajeros de los buses en una unidad de tiempo [ . .]u t . 

Entre el paradero i  y el paradero 1i +  existe un flujo , 1i iq +  medido en [ ]. .
pas

u t ,  que es la 



 107 

cantidad total de pasajeros que recorren la distancia entre el paradero i  y el 1i +  durante el 

tiempo que se registraron los datos y  se obtiene de la siguiente manera. 

 

, 1 1,i i i i i iq q S B+ −= + −      (3.21) 

     

Los valores de iS  son fáciles de obtener y corresponden a la suma horizontal de los valores 

de las filas de origen en la matriz OD (suma sobre las filas). Es decir, iS  corresponde al 

total de pasajeros que suben en algún bus en el paradero i  durante el tiempo registrado 

[ . .]u t . Por otro lado, iB  corresponde al total de pasajeros que bajan de algún bus en el 

paradero i  durante el tiempo registrado [ . .]u t .  

 

Con esta información es posible construir un histograma del flujo acumulado de pasajeros 

durante la simulación de dos horas de tiempo real (Figura 3.10), del cual se desprende que 

el tramo mas cargado es el comprendido entre los paraderos 7 y 8. 
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Figura.4.3: Demanda acumulada de pasajeros durante 2 horas de simulación 
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La frecuencia que satisface la demanda depende de la carga máxima de los buses 

max 
pasL bus
 
  

  y del flujo máximo entre paraderos. Esta frecuencia debe satisfacer el 

tramo más cargado  y se calcula a través de la siguiente ecuación. 

 

, 1 max

max
. .

i i
d

q busf u tL
+  =

 
     (3.22) 

  

Con lo anterior se tiene el intervalo de diseño. 

 

1 . .[ ]d
d

u tH busf
=      (3.23) 

 

Este intervalo quiere decir que cada dH  unidades de tiempo . .[ ]u t
bus  debe salir un bus 

desde un paradero determinado. 

 

Utilizando la ecuación (3.22) de frecuencia demandada se tiene que la frecuencia mínima 

que requiere el sistema para satisfacer la demanda es de  

 

1318
. .72d

busf u t
 =
 

 

18,3 19 . .d
busf u t
 = ≈
 

 

 

Ahora bien como el registro de datos se realizó para dos horas de tiempo real la frecuencia 

demandada por hora es  

19
10

2d
busf hora
 = →
 

 

 

Con esto se obtiene un  intervalo demandado por los usuarios de   
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min6 dH bus
 =
 

 

 

Finalmente la oferta de servicio corresponde a la frecuencia ofrecida por el operador y 

depende directamente del tamaño de la flota que opera en el sistema. Se tiene una cantidad 

de b  buses, N  paraderos y S  semáforos. 

 

Al ubicarse en un paradero fijo, la frecuencia ofrecida por el sistema será determinada 

mediante la ecuación (3.24). 

 

. .of
c

b busf u tt
 =
       (3.24) 

 

Donde ct  corresponde al tiempo de ciclo, que es el tiempo total que demora un bus en dar 

una vuelta completa por el sistema. Este tiempo es, por lo tanto,  la sumatoria del tiempo 

total de viaje de un bus más los tiempos de detención en paraderos y semáforos. 

 

c viaje paraderos semáforost t t t= + +     (3.25) 

 

El circuito tiene un largo  [m]D  y los buses viajan a una velocidad constante e igual para 

todos los buses  [ ]. .
mv u t  , por lo que un bus demorará en  recorrer el circuito completo: 

 [ . .]viaje

D
t u t

v
=       (3.26) 

 

Los tiempos de detención de los buses en los paraderos se obtienen mediante: 

 

det
1

N

paraderos j
j

t t
=

=∑       (3.27) 
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Donde det jt  es el tiempo de detención del bus en el paradero j  medido en [ . .]u t . De manera 

análoga se tiene para los semáforos   

 

det
1

S

semáforos s
s

t t
=

=∑       (3.28) 

 

Análogamente, detst  es el tiempo de detención del bus en el semáforo s medido en [ . .]u t . 

 

Finalmente el intervalo ofertado de servicio oH  viene dado por 

 

1 . .
of

of

u tH busf
 =
 

      (3.29) 

 

Reemplazando, 

. .viaje paraderos semáforosc
of

t t tt u tH busb b

+ +
 = =
    (3.30) 

 

El tiempo de ciclo ct  depende de la demanda en los paraderos y del tamaño de flota,  por lo 

que la determinación de este valor esta sujeta a la demanda acumulada en paraderos. 

 

 Así, es necesario escoger a priori el tamaño de flota b  para así poder determinar 

efectivamente los tiempos de detención en paraderos.  

 

Por ejemplo, para una demanda alta en paraderos, los tiempos de detención en paradero 

det jt  serán más grandes debido a la mayor cantidad de pasajeros transfiriendo. Por el 

contrario, si la demanda acumulada es pequeña, los tiempos de detención serán menores.   

 

Por lo tanto es necesario generar una recursión para obtener este equilibrio entre la 

demanda ofrecida y la demandada. 
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La flota que debe operar en sistema debe ser tal que satisfaga la demanda máxima, que fue 

determinada en el punto anterior. Por lo tanto debe ofrecer un intervalo de servicio oH  

mayor o igual al máximo demandado por los usuarios. 

 

 
. .   o d

u tH H bus
 ≥
 

     (3.31) 

 

Dado que se tiene una demanda de pasajeros determinada por las tasas de llegada de éstos a 

los paraderos iλ , la variable a optimizar para satisfacer la condición de la ecuación (3.31) 

corresponde al tamaño de flota b . Para lograr esta condición es necesario realizar una 

recursión que itere desde una condición inicial de tamaño de flota 0b .  

 

Así, se simula el sistema sin control, con lo que se obtiene un tiempo de ciclo 
0ct inicial. 

Con esto tiempo se obtiene  un intervalo ofrecido inicial 
0

. .   of
u tH bus
 
 

.  A continuación 

se compara este valor con el intervalo demandado  
. .   d

u tH bus
 
 

. De no cumplirse (3.34) 

se actualiza la flota según: 

 

[ ]1 = 1 i ib b bus+ +        (3.32) 

 

Se itera nuevamente hasta cumplir la condición (3.34), se detiene la iteración y se 

selecciona el tamaño de flota 1ib+ , éste será el número de buses óptimo para operar el 

sistema.  El diagrama de bloques de la Figura 3.11 resume el algoritmo. 
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Figura 4.4: Esquema iteración determinación flota de operación 

 

El esquema resume el funcionamiento del algoritmo implementado, se inicializa el sistema 

con una flota base adecuada 0b , el cual genera un intervalo 0ofH ofrecido de acuerdo al 

desarrollo de la simulación sin control, por lo tanto, dependerá de la demanda y de la 

topología del sistema (ver ecuación (3.27)). Este intervalo ofrecido es comparado con el 

intervalo dH , que se obtiene a través de la demanda de servicio, o sea,  determinando el 

flujo máximo (ver ecuación (3.21)). Ambos intervalos son comparados, si coinciden o el 

intervalo ofrecido es mayor al demandado, el algoritmo se detiene obteniéndose la flota b  

y el intervalo H de diseño, si no, se le suma 1 a la flota y se vuelve a recalcular el intervalo 

ofrecido hasta cumplir la condición 3.34. 

 

 

 

0
ofH  

0b

 ?
i
of dH H≥  , ,i of ofb H f  

Si

No

1 1i ib b+ = +

Inicio

Fin

i
ofH  
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4.5. Simulador de un sistema de transporte público con 

transbordos 

 

El sistema se compone de dos líneas de buses, cada una similar a la descrita en la sección 

4.2.  Además, se incluye una estación de transbordo que permite una interacción del flujo 

de pasajeros entre estos dos sistemas. La red se presenta en la Figura 4.5, con dos 

trayectorias de viaje, la achurada representa la trayectoria de loa usuarios que se mantienen 

en la ruta inicial y la  ruta continua representa la trayectoria de los pasajeros que pretenden 

realizar un transbordo, todo lo indicado desde el punto de la ruta R. Las dos rutas cerradas 

R y R' son de 4000[m] con 10 paraderos y 6 buses cada una, conectadas por una estación de 

transbordo.  Para cada bus de cada ruta se confecciona una tabla de datos que acumula la 

información generada en cada evento, posición del bus en la ruta, carga, velocidad, acción 

de control aplicada al bus si corresponde y los destinos de cada pasajero que subió al bus. 

Además para cada paradero se confeccionó una tabla que registra los eventos que en él 

acontecieron. Se detalla en dicha tabla: el tiempo de llegada del bus que ocasionó el evento 

en la parada, el número del bus, la carga inicial y final de pasajeros en la parada, el número 

de pasajeros que suben y los que bajan, las acciones de control aplicada y el tiempo de 

salida del bus del paradero.  Por último, a partir de consideraciones de comportamiento 

estadístico estándar en un sistema de trasporte público, se confeccionaron tablas de 

demandas para cada paradero, las que incluyen los tiempos de llegada de cada pasajero, si 

transborda o no y su destino. Esta estructura es generalizada en el capitulo 9 para más rutas. 

 

 
Figura 4.5: Sistema con estación de transbordo 
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4.6. Discusión 

 

De todos los esquemas de modelamiento y control de los sistemas de transporte público 

presentados, los trabajos de Bookbinder y Désilets (1992) y el de Yinghui Xilin, (2010) 

presentan las características adecuadas para aplicarlos en el desarrollo de este trabajo. En 

particular el trabajo de Bookbinder y Désilets (1992) fundamenta parte del sistema de 

control de transbordo diseñado en el capítulo 9, ya que en este trabajo, se establece una 

función de “desutilidad” que considera el tiempo que los pasajeros deben esperar en las 

estaciones de transferencia hasta que llega su conexión. Es decir evalúa la inconveniencia al 

tener tiempos de viaje aleatorios, en la conexión de un viaje desde un punto determinado 

moviéndose entre una línea alimentadora a una línea  recibidora (ver sección 9.1.1). 

 

Así mismo, el trabajo de Yinghui, (2010) entrega una idea básica del formalismo adecuado 

para describir el sistema de control generalizado para un sistema de transportes con varias 

rutas y estaciones de transbordo. En particular, en esta tesis no es posible utilizar los 

modelos desarrollados del sistema de transporte directamente con el  formalismo de la 

sección 4.3, ya que son fuertemente no lineales (modelos basados en sistemas híbridos, ver 

sección 2.2). Sin embargo, la simplicidad de la estructura presentada (ecuaciones 3.8 a 

3.20)  permiten anticipar un control más completo del sistema de transporte público donde 

poder analizar características básicas como estabilidad y robustez, tarea que se dejará como 

trabajo futuro. 

 

En el capítulo siguiente se plantea el primero de los controladores diseñados aplicados a un 

sistema de transporte público, basados en la teoría de los conjuntos difusos. 
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Capítulo V  

 

 

Estrategia de control difuso para un 

sistema de transporte público de una 

ruta por ubicaciones relativas de los 

buses 

 
 

 

5.1. Estrategia de control basadas en sistemas difusos 

 

El control de un sistema de transporte de público como muchos sistemas de gran 

complejidad, se basa en general en el conocimiento experto acumulado por el operador. 

Luego, la lógica difusa se presenta como la herramienta de trabajo ideal para generar reglas 

de decisión en el diseño e implementación de un controlador eficiente. 

 

En este capítulo se propone una estrategia de control cuyo objetivo es mantener cada grupo 

de tres buses consecutivos  (busi-1, busi, busi+1) equidistante en un corredor, con el fin de 

regularizar el headway (tiempo que transcurre entre la pasada de dos buses consecutivos 

por un mismo paradero) y así minimizar el tiempo de espera total de los pasajeros en la 
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utilización el sistema. Esto se logra por medio de acciones de holding y acciones de stop-

skipping. En términos simples, la estrategia de control experto consiste en adelantar el i-

ésimo bus (aplicar stop-skipping al busi,) si está atrasado con respecto a la posición central 

de la trayectoria que une el bus precedente en la ruta busi-1 y el próximo bus en la ruta 

busi+1; en el otro caso el busi  es atrasado con una acción de holding. Posteriormente este  

conocimiento para diseñar el sistema de control es descrito por medio de reglas concretas y 

difusas (ver anexo C). 

 

En relación a las aplicaciones de lógica difusa en problemas de transporte, se destaca que 

esta técnica ha sido aplicada en su mayoría al control de tráfico. Por ejemplo, ver los 

trabajos de Lopez et al., (2007); Xu et al., (2008) y Paz y Peeta, (2008), donde en general 

se plantea fusificar las reglas de control de los ciclos de colores de los semáforos para 

mejorar la eficacia de su comportamiento (debemos notar que el tema de control de 

semáforos queda fuera del alcance de esta tesis). El modelo es basado en un algoritmo 

heurístico con aritmética y lógica difusa. En Chang y Thia, (1996), se presenta una 

estrategia difusa para la reprogramación en línea de trenes de transporte rápido después de 

un aumento repentino del flujo de pasajeros. Se considera dos sistemas expertos difusos. 

Los sistemas fusifican variables como la periodicidad (desviación con respecto a los 

horarios), el riesgo (separación entre trenes consecutivos) y la congestión (número de 

pasajeros en el andén de la estación). Debido a su simplicidad, la metodología propuesta es 

lo suficientemente rápida para la aplicación en línea. En Teodorovic y Luciz, (2005) se 

desarrolló un modelo para la sincronización de un sistema de transporte público con 

estaciones de transferencias, donde el número de pasajeros en la estación de transferencia 

es aproximadamente conocido. El modelo se basa en un sistema fuzzy ant, sistema que 

representa una combinación de un sistema de colonia de hormigas y la lógica difusa. 

También, Houng et al., (2006) desarrollaron, utilizando conceptos de lógica difusa, un 

sistema de apoyo a la toma de decisiones de las señales de tránsito. Esto es, determinar para 

cada vehículo de emergencia la prioridad de tránsito ante un semáforo. Recientemente 

Onifade et al., (2010) emplearon técnicas de control basadas en lógica difusa para predecir 

las condiciones de tráfico y proponen un enfoque flexible para la mejor localización de los 

buses en la ruta. La técnica consiste en la fusificación de las variables de entrada sobre la 
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base de las condiciones de tráfico más importantes, tales como el día de la semana, hora del 

día, días festivos, condiciones meteorológicas y localización. 

 

Con respecto a la sintonización de los parámetros de los controladores difusos, muchos 

enfoques han sido propuestos para la generación automática de reglas difusas y su ajuste a 

partir de datos numéricos. La mayoría de ellos utiliza los algoritmos evolutivos (Espinosa et 

al. 2004). En este trabajo, los algoritmos evolutivos se utilizaron para determinar el número 

de funciones de pertenencia de cada variable de entrada, y para ajustar la forma de cada 

función de pertenencia. Por lo tanto, estos métodos también pueden determinar el número 

de reglas difusas, el tipo de reglas difusas, y la estructura jerárquica de estas reglas. En el 

libro de Cordón et al., (2001) se incluye los métodos más representativos para implementar 

algoritmos genéticos en el diseño de sistemas difusos. Orientado principalmente a la 

generación del número y la forma de las funciones de pertenencia. Esto es, a partir de 

números binarios se codifican los parámetros de la función de pertenencia. Asimismo, 

Teodorovic y Vukadinovic, (1998) presentan un enfoque de programación matemática 

difusa en el diseño de una red de transporte de una línea aérea mediante la programación 

lineal difusa. Además, en Teodorovic y Kikuchi, (1991) se realiza una aplicación  de la 

lógica difusa al problema de ruteo de vehículos, cuando la demanda en los nodos es 

incierta. 

 

Como se mencionó antes, el objetivo principal de este trabajo es el desarrollo de un sistema 

de control integrado en tiempo real, aplicado en un corredor de autobús que opere en bucle 

con una estación terminal en un extremo. Las estrategias utilizadas han sido holding y  

stop-skipping, y se aplican en el contexto de un sistema experto de control y un esquema de 

control basado en lógica difusa, ambas orientadas a la minimización del tiempo de espera 

de los pasajeros a través de la regularización de los intervalos entre buses consecutivos. Se 

establecen reglas heurísticas para holding y  stop-skipping, también las reglas difusas para 

holding, stop-skipping y la integración de ambas. La principal incertidumbre que estamos 

considerando en el funcionamiento del sistema de transporte público es la demanda (que 

incluye los tiempos medios de llegada y los destinos por paradero). Aunque la demanda es 

una perturbación ambiental, en los modelos propuestos, estamos sólo considerando 
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información de la posición de los buses como entrada del sistema experto, para decidir una 

acción de control. Lo anterior simplifica en gran medida el requerimiento de información 

desde el sistema y la complejidad del algoritmo utilizado en línea. La demanda es 

indirectamente considerada en la determinación de la posición de los vehículos la cual 

cambia dependiendo de la intensidad de pasajeros que arriban a cada estación durante el 

periodo simulado. Mas aún, no hay una función objetivo implícita en este esquema; sin 

embargo la meta propuesta por el operador esta implícita en la lógica de las reglas de 

control, es decir hacia una regularización del headways, lo cual afecta positivamente a los 

pasajeros a través de una minimización del tiempo de espera.  

 

Aunque se estudió una línea simple (sin conexión de buses), se identifica como la mayor 

contribución de este trabajo la simplicidad de los métodos propuestos en términos de 

aplicabilidad y complejidad computacional. Razón de peso para justificar la aplicación de 

dichos controladores en los sistemas reales, lo que es factible incluso si sólo los elementos 

básicos de la tecnología están disponibles (tecnología GPS y la comunicación en línea con 

el controlador). Se debe señalar, además, que la complejidad de los algoritmos propuestos 

no explota con el tamaño del problema, y por lo tanto se puede aplicar a corredores de 

buses de gran escala. 

 

5.2. Estrategia de control propuesta 

 

El principal objetivo de este trabajo es evaluar el desempeño de estrategias de control 

experto y difuso para regularizar el tiempo de headway entre las llegadas consecutivas de 

los buses a los paraderos. Para lograr este objetivo, las estrategias apuntan a mantener 

equidistantes a cada grupo de tres buses consecutivos. Entonces, se define un evento 

discreto k como la llegada del bus en cualquier parada. En la Figura 5.1, se representan la 

posición relativa de tres buses consecutivos i-1 (bus precedente), i (bus actual), i+1 

(próximo bus). Se define xi-1(k) como la posición del bus precedente busi-1, xi(k) la posición 

del bus actual busi y xi+ 1(k) la posición del bus próximo busi+ 1, medida en el evento k. Se 

define una referencia como el punto medio (en la ruta) entre la posición del bus precedente 
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busi-1 y las posición del bus próximo busi+ 1. Para luego definir a di(k) como la distancia 

desde la posición del bus actual busi a esta referencia. Esto es: 

1 1( ) ( )
( ) ( )

2
− ++ = −  

 

i i
i i

x k x k
d k x k                                                  (5.1) 

 

 
Figura 5.1: Posición relativa de tres buses consecutivos.  

 

La Figura 5.2 muestra un diagrama genérico de lazo cerrado de una estrategia de control, en 

el que las acciones de control se activan cuando un autobús i llega a una parada (evento k). 

Las variables manipuladas asociados con eventos k-1 son holding ( 1)ih k−  y stop-skipping 

( 1)iSu k− . En esta aplicación, se optó por valores discretos para las  acciones de control 

holding, es decir ( )ih k  es una acción de holding en el bus i en el instante k donde 

( ) , , 0i i ih k n n Z+= ∈ >τ τ . Estas expresiones significan que los períodos de holding serán 

múltiplos de un paso fijo τ . Este supuesto se aplica para simplificar la formulación y la 

aplicación del algoritmo de solución. En el ejemplo numérico, τ =30[s] y { }0,1,2,3∈in . 

 

La razón para elegir lapsos de holding discretos (desde un punto de vista operativo), fue 

para facilitar a los choferes de los buses seguir las instrucciones del despachador central. 

Por otra parte, una diferencia, de menos de 30 segundos entre los distintos valores no es 

práctica, principalmente debido a las restricciones dadas por las condiciones reales de 

conducción (tráfico inesperado, flexibilidad para que el conductor comience al iniciar la 

marcha, la comunicación con la central, etc.) 
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Por otro lado, la acción de control stop-skipping es definida como ( 1) 1iSu k− =  cuando el 

bus salta una parada y ( 1) 0iSu k− =  en otro caso. Ambas variables manipuladas son 

excluyentes en cada parada de autobús; entonces, cuando una acción de control  stop-

skipping es decidida, la  acción  de holding no puede ser aplicada, y viceversa. 

 
Figura 5.2: Lazo cerrado de control. 

 

A continuación se presenta la descripción de las estrategias propuestas. 

 

5.3.  Descripción de las estrategias de control propuestas 

 

5.3.1. Control experto 

 

En términos simples, la estrategia de control experto consiste en hacer avanzar el busi, si 

esta atrasado con respecto a la posición central de la trayectoria entre el busi-1 precedente el 

busi+1 siguiente, de lo contrario, el busi es retrasado. 

 

Luego se define el controlador experto como un conjunto de reglas heurísticas. Se asume 

que los buses se mueven a una velocidad media de 25v = [Km/h], esto es, 6.94 [m/s]. Por 

lo tanto el producto de la velocidad v  y el lapso de holding β , es la distancia vβ  que un 

bus deja de recorrer para una acción de holding equivalente a β , esto es, 208.2 [m].  

También si el bus esta retenido un lapso de 2β,  el bus deja de recorrer una distancia de 

demanda 

 
 
Controlador 

experto 

 
Sistema de 
transporte 
público 

 

di(k) 
 

( 1)ih k −  

( 1)iSu k−  
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2vβ . Similarmente, si el bus es retenido un lapso de 3β ,  el bus deja de recorrer una 

distancia de 3vβ . 

 

Por lo tanto, si la acción de holding toma un valor β , podemos definir una vecindad de 

radio / 2vβ alrededor de di(k) = vβ  (es decir / 2 ( ) 3 / 2β β< <iv d k v ), donde la acción de 

control es aplicada.  

 

Siguiendo el mismo razonamiento, dentro de un rango  3 / 2 ( ) 5 / 2β β< <iv d k v , la acción 

de control de holding toma un valor de β2  )2)(( β=khi y para 5 / 2 ( ) 7 / 2β β< <iv d k v  la 

acción de control de holding toma un valor de 3β  )3)(( β=khi . Además, si 

/ 2 ( ) / 2β β− < <iv d k v , la acción de holding y stop-skipping no son necesarias 

( ( ) 0, ( ) 0)i iSu k h k= = . Finalmente, si ( ) / 2β< −id k v , la acción de control recomendada 

será solamente stop-skipping ( 0, ( ) 1)i ih Su k= = . 

 

Así añadiendo los casos límites (igualdades), podemos formular el controlador experto 

(holding y  stop-skipping basado en reglas) como las siguientes cinco reglas heurísticas: 

 

                             Si  ( ) / 2β≤ −id k v   entonces ( ) 0, ( ) 1i ih k Su k= =                        (5.2a) 

                             Si  / 2 ( ) / 2β β− < ≤iv d k v  entonces ( ) 0, ( ) 0i ih k Su k= =            (5.2b) 

                             Si / 2 ( ) 3 / 2β β< ≤iv d k v  entonces ( ) , ( ) 0i ih k Su kβ= =             (5.2c) 

                             Si 3 / 2 ( ) 5 / 2β β< ≤iv d k v  entonces ( ) 2 , ( ) 0i ih k Su kβ= =        (5.2d) 

                             Si 5 / 2 ( )β < iv d k   entonces ( ) 3 , ( ) 0i ih k Su kβ= =                      (5.2e) 

 

A continuación, se describen estrategias de control basado en el conjunto de las normas 

anteriores.  
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Esquema de control con holding basado en reglas  

 

En este caso, la estrategia de control sólo realiza acciones de holding, por lo que la regla 

(5.2a) es descartada y la regla (5.2b) es modificada. Por lo tanto, se obtiene el siguiente 

conjunto de reglas: 

 

                             Si ( ) / 2β≤id k v  entonces  ( ) 0, ( ) 0i ih k Su k= =                           (5.3a) 

                             Si / 2 ( ) 3 / 2β β< ≤iv d k v  entonces ( ) , ( ) 0i ih k Su kβ= =             (5.3b) 

                             Si  3 / 2 ( ) 5 / 2β β< ≤iv d k v    entonces  ( ) 2 , ( ) 0i ih k Su kβ= =    (5.3c) 

                             Si 5 / 2 ( )β < iv d k  entonces ( ) 3 , ( ) 0i ih k Su kβ= =                (5.3d) 

 

 

Esquema de control con  stop-skipping basado en reglas. 

 

En este caso, la estrategia de control sólo entrega acciones de stop-skipping. Esto es, 

tomamos sólo las dos primeras reglas heurísticas presentadas en el controlador experto 

(holding y stop-skipping basado en reglas).  Luego, el conjunto de reglas es: 

 

                           Si    ( ) / 2β≤ −id k v  entonces  ( ) 0, ( ) 1i ih k Su k= =                  (5.4a) 

               Si   / 2 ( )β− < iv d k  entonces ( ) 0, ( ) 0i ih k Su k= =                        (5.4b) 

 

5.3.2.  Control difuso 

 

En las mencionadas estrategias de control, las variables manipuladas llegan a ser una 

función discontinua de la posición ( )id k , lo cual genera una abrupta variación en la 

decisión de  holding  cuando la posición ( )id k  esta cerca de su limite inferior o superior (es 

decir, / 2, 3 / 2v vβ β o 5 / 2vβ ). Para evitar el comportamiento discontinuo asociado con el 

controlador experto, se propone adaptar las reglas básicas usando técnicas de lógica difusa  

(Babuska, 1998). 
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Esquema de control con holding basado en reglas difusas 

 

En este caso, las  reglas asociadas con la base de conocimiento difusa son las mismas que 

las descritas en la sección 5.3.2, pero con las variables ( )id k  y ( )ih k representadas por 

conjuntos difusos. Analíticamente,  

                                    Si ( )id k  es D0 entonces ( )ih k  es H0                                        (5.6a) 

                                    Si ( )id k  es D1 entonces )(khi  es H1                                       (5.6b) 

                                    Si ( )id k  es D2 entonces )(khi  es H2                               (5.6c) 

                                    Si ( )id k  es D3 entonces )(khi  es H3                                       (5.6d) 

 

Las Figuras 5.3 y 5.4 muestran las funciones de pertenencia de di(k) y hi(k)  

respectivamente, por los conjuntos difusos triangulares  D0, D1, D2, D2 y H0, H1, H2, H3  

(con µ representando el grado de pertenencia de la correspondiente variable). El límite 

inferior de D0 y el límite superior de D3 son fijados para incluir todos los valores de la 

variable de salida. Las funciones de pertenencia son parametrizadas en términos del ancho 

medio correspondiente a la base del triángulo. Esto es: a0, a1, a2 y a3 representan los 

parámetros asociados con las bases de los triángulos para la variable  ( )ih k , como se 

presenta en las Figuras 5.3 y 5.4 Estas Figuras muestran la forma inicial de las funciones de 

pertenencia en línea continua y en línea segmentada  la forma final ajustada, obtenida a 

partir de la sintonización de parámetros descrito posteriormente en la sección 5.3.3. 

 

A diferencia de la estrategia de control basada en reglas descritas en la sección 5.3.2, la 

acción de holding toma valores continuos entre ( ) 0ih k =  y β3)( =khi . Recordar que las 

acciones de control stop-skipping no son consideradas en este controlador (( ) 0iSu k = ).  
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Figura 5.3: Función de pertenencia para la posición  di(k).  

Holding basado en reglas difusas. 

 

 
Figure 5.4: Función de pertenencia para el holding hi(k).  

Holding basado en reglas difusas. 

 

Esquema de control con stop-skipping basado en reglas difusas. 

 

Esta estrategia de control es derivada del esquema descrito en la sección 5.3.1 ecuación 

(5.4), pero formulada como un sistema experto difuso. Esto es,  

 

                                          Si ( )id k  es D5 entonces ( )iSu k es S1                                             (5.7a) 

                                          Si  ( )id k  es D6 entonces  ( )iSu k  es H0                            (5.7b) 

 

Las funciones de pertenencia para las variables ( )id k  y ( )iSu k para los conjuntos difusos 

D5, D6, S1, y H0 se muestran en las Figuras5.5 y 5.6. 

 

3β 7β/2 5β/2 
 m2  m1 

β 3β/2 β/2 2β 0 −β/2 
m1  m0  m3  m2 m3 m0 

1 

µ 

hi(k) 

H0 H1 H2 H3 

Conjunto difuso inicial  Conjunto difuso final 

3β 5β/2 
 a2  a1 

β 3β/2 β/2 2β 0 
 a1  a0  a3  a2 

1 

µ 

di(k) v v v v v v 

D1 D2 D3 D0 

Conjunto difuso inicial  Conjunto difuso final 
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Donde a0 y a1  representan  los parámetro asociados con las bases de los triángulos para las 

variable ( )id k , además  m0 y m1 representa los parámetros asociados con las base de los 

triángulos para la variable ( )iSu k , como se muestra en las Figuras 5.5 y 5.6. También, el 

parámetro TSu  representa el tiempo ganado por aplicar stop-skipping. Además, esta Figura 

muestra la forma inicial de la función de pertenencia en línea continua y la forma ajustada 

en línea punteada, obtenidas de la sintonización de parámetros descrito posteriormente en la 

sección 5.3.3. 

 

Tomar en cuenta que para este controlador, la acción de  holding no es considerada 

( ( ) 0ih k = ). 

 

 
Figura 5.5: Función de pertenencia para la distancia di(k).  

Stop-skipping basado en reglas difusas. 

 

 
Figura 5.6: Función de pertenencia para stop-skipping Sui(k).  

Stop-skipping basado en reglas difusas. 
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Esquema de control con holding y stop-skipping basado en reglas difusas. 

 

En el caso integrado, las acciones de control  holding )(khi y stop-skipping ( )iSu k  son 

determinadas a partir de las siguientes reglas: 

 

                                     Si ( )id k  es D1 entonces ( )iSu k  es S1                                       (5.8a) 

                                     Si ( )id k  es D2 entonces )(khi  es H0                                                     (5.8b) 

                                   Si ( )id k  es D3 entonces )(khi  es H1                                    (5.8c) 

                                     Si ( )id k  es D4 entonces )(khi  es H2                                  (5.9d) 

                               Si ( )id k  es D5 entonces )(khi  es H3                                    (5.9e)    

 

Las funciones de pertenencia de las variables asociadas con los conjuntos difusos D1, D2, 

D3, D4 y D5, son presentadas en la Figura 5.7, respectivamente. Más aún, las funciones de 

pertenencia para los conjuntos difusos H0, H1, H2, H3 y S1, se presentan en la Figura 10. 

Donde a0, a1, a2, a3 y a4 representan los parámetros asociados con las bases de los 

conjuntos difusos triangulares para la variable ( )ih k , como se muestra en la Figuras 5.7 y 

5.8. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.7: Funciones de pertenencia para la posición di(k).  

Holding y stop-skipping basado en reglas difusas. 
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Figure 5.8: Funciones de pertenencia para la salida.  

Holding y stop-skipping basado en reglas difusas. 

 

En la siguiente sección se realizó una sintonización de los parámetros: TSu, a0, a1, a2, a3, a4, 

m0, m1, m2, m3 y m4, que intervienen en la definición de los controladores difusos diseñados 

(ver Figuras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8), y un estudio sobre el número más práctico de 

paraderos donde aplicar la acción de holding. Con los parámetros sintonizados realizamos 

experimentos de simulación para cuantificar los beneficios, respecto al control de lazo 

abierto, de los controladores propuestos.  

 

5.3.3.  Sintonización de parámetros de los controladores difusos 

 

Los parámetros de los controladores difusos propuestos se sintonizaron por medio de un 

algoritmo de optimización de enjambres de partículas. Se diseña una serie de experimentos 

para determinar, en este escenario de simulaciones en particular, los valores óptimos de los 

parámetros mencionados, en términos de minimización del tiempo de espera promedio, 

estrechamente relacionado con la regularización de los intervalos. De hecho, ambos 

objetivos son equivalentes (Eberlein, 1995; Eberlein y Wilson 1999; Eberlein et al., 2001).  

 

Como describimos en la sección anterior 3.2.1, 3.2.2, y 3.2.3, holding basado en reglas 

difusas, stop-skipping basado en reglas difusas y la integración de holding y stop-skipping 

basado en reglas difusas, son parametrizados como se presenta en las Figuras 5.3, 5.4, 5.5, 

5.6, 5.7 y 5.8.  
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Los parámetros para la estrategia de control con Holding basado en reglas difusas son: a0, 

a1, a2, a3  variación simétrica de las bases de los conjuntos difusos de entrada respectivos, 

m0, m1, m2, m3 variación simétrica de las bases de los conjuntos difusos de salida 

respectivos . 

 

Los parámetros para la estrategia de control Stop-skipping basado en reglas difusas son: β 

tamaño inicial de base difusa en torno al origen de referencia, Tsk representa la mejor 

suposición hecha sobre el tiempo adelantado por una acción de skipping, a0, a1  variación 

simétrica de las bases de los conjuntos difusos de entrada respectivos, m0, m1 variación 

simétrica de las bases de los conjuntos difusos de salida respectivos. 

 

Los parámetros para la estrategia  de control con Holding y stop-skipping basado en reglas 

difusas son: Tsk representa la mejor suposición hecha sobre el tiempo adelantado por una 

acción de skipping, a0, a1, a2, a3, a4  variación simétrica de las bases de los conjuntos 

difusos de entrada respectivos, m0, m1, m2, m3, m4 variación simétrica de las bases de los 

conjuntos difusos de salida respectivos. 

 

Optimación por enjambre de partículas 

 

El enjambre de partículas (Particle Swarm Optimiser, PSO) es un método de optimización 

basado en poblaciones inicialmente propuesto por Kennedy y Eberhart (1995). Una de las 

características más atractivas del PSO es que en su implementación no requiere la 

información del gradiente de la función a optimizar. Este puede ser usado para resolver una 

gran gama de problemas de optimización; algunas aplicaciones incluyen entrenamiento de 

redes neuronales y minimización de funciones (Eberhart and Hu, 1999). 

 

El algoritmo PSO original (Kennedy y Eberhart, 1995) considera que cada partícula 

individual i  tiene las siguientes propiedades: La posición actual en el espacio de búsqueda 

ix
�

, la velocidad actual iv
�

, y la mejor posición personal alguna vez obtenida iy
�

 esto es, 

donde la partícula i  tuvo el mejor valor determinado por una función objetivo f en el 
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espacio de búsqueda. También, dentro de todas las mejores posiciones personales de las 

partículas iy
�

 se selecciona la  *y
�

 llamada la mejor posición global. 

 

Las ecuaciones (10) y (11) definen como la mejor posición personal y global. Son 

actualizados respectivamente: 

  

Esto es, para s partículas [1,..., ]i s∈ . 

 

                                      
( )     si    ( (t+1))  ( (t))

( 1)
( 1)  si     ( (t+1))  ( (t))
i i i

i
i i i

y t f x f y
y t

x t f x f y

≥
+ =  + <

� � �
�

� � �                          (5.10) 

 

                                      { }*
0 1 0( ) ( ), ( ),..., ( )   tal quey t y t y t y t∈� � � �

                                  (5.11) 

                                ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
0 1( ) min ( ) , ( ) ,..., ( )sf y t f y t f y t f y t=� � � �

              

 

Para todas las dimensiones 1,...,j n∈ , las variables ,i jx , ,i jy  y ,i jv  son la posición actual, la 

mejor posición personal actual y la velocidad de la ésimaj dimensión de la ésimai partícula 

respectivamente. Además dos secuencias aleatorias son usadas para representar la 

naturaleza estocástica del algoritmo ( )1 0,1r U→  y ( )2 0,1 .r U→  Luego la velocidad 

actualizada es: 

 

                 *
, , 1 1, , , 2 2, ,( 1) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]i j i j j i j i j j j i jv t wv t c r t y t x t c r t y t x t+ = + − + −          (5.12) 

 

Donde w  es el peso de inercia, utilizada para el control de convergencia, 1c  y 2c  

coeficientes de aceleración, utilizadas para controlar cuan lejos la partícula se mueve en una 

sola iteración. 

 

La nueva velocidad es agregada a la posición actual de la partícula, para obtener la posición 

próxima. 

                                                 ( 1) ( ) ( 1)i i ix t x t v t+ = + +� � �
                                              (5.13) 
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Toda componente del vector velocidad iv  debe estar acotada, luego debe pertenecer al 

intervalo max max[ , ]v v− , esto es, para reducir la probabilidad que la partícula deje el espacio 

de búsqueda. El valor de maxv  se escoge usualmente como maxk x⋅  con 0.1 1.0k≤ ≤ , donde 

maxx  representa el dominio de búsqueda. 

 

El algoritmo PSO original no tiene asegurado propiedades de convergencia, como se 

muestra en van den Bergh y Engelbrecht (2002). 

 

En este trabajo se utilizó un nuevo algoritmo PSO, llamado optimizador con enjambres de 

partículas con convergencia garantizada (Guaranteed Convergence Particle Swarm 

Optimiser, GCPSO, Kennedy y Eberhart, (1995) el cual asegura convergencia local  

evitando la convergencia prematura típica del algoritmo original (ver detalles anexo C).  

 

Se aplicó el algoritmo de enjambres de partículas sintonizando los parámetros ya descritos 

para los tres controladores difusos diseñados. Para las simulaciones se consideró 30 días 

con distintas demandas. 

 

La función objetivo para éste algoritmo fue: 
1

( )
Nd

wd
T d

=∑  donde ( )wT d es el tiempo de espera 

medio de todos los paraderos de la ruta para una simulación de 2 horas en el día d. 

 

El algoritmo de enjambres de partículas consideró  los siguientes parámetros: 

Parámetros experimentales: 

• Número de épocas: 20 

• Tamaño de la población: 20 

Parámetros comunes en la literatura 

• Saturación de velocidad de la partícula (saturación): 50  

• Constante de aceleración 1 (mejor influencia local) =2 

• Constante de aceleración 2 (mejor influencia global) =2 

• Peso de inercia inicial: 0.9 

• Peso de inercia final: 0.4 
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Los resultados para los distintos controladores se presentan en la tabla 5.1. Los guiones 

indican que el parámetro no es válido en la correspondiente estrategia de control. 

 

Tabla 5.1: Parámetros finales de los controladores difusos 

 

 

Estrategias 

de control 

TSu 

[s] 

a0 

[m] 

a1 

[m] 

a2 

[m] 

a3 

[m] 

a4 

[m] 

m0 

[s] 

m1 

[s] 

m2 

[s] 

m3 

[s] 

m4 

[s] 

Holding 

basado en 

reglas 

 

- 

 

311 

 

288 

 

303 

 

256 

 

- 

 

69 

 

56 

 

67 

 

70 

 

- 

Stop-

skipping 

basado en 

reglas difusas 

 

77 

 

301 

 

298 

 

- 

 

- 

 

- 

 

65 

 

76 

 

- 

 

- 

 

- 

Holding y 

stop-skipping 

basado en 

reglas difusas 

 

61 

 

268 

 

73 

 

234 

 

249 

 

281 

 

56 

 

48 

 

51 

 

58 

 

53 

 

Los parámetros presentados en la tabla 5.1, de acuerdo al controlador difuso 

correspondiente, fueron utilizados en distintos escenarios. Cuyos análisis se presenta a 

continuación. 

 

5.4.  Pruebas por simulación  

 

Las estrategias de control descritas en 5.3.2 se aplican a un corredor de buses de 4000 [m] 

con 10 estaciones repartidas uniformemente por la ruta, con una flota de seis buses que 

circulan con una capacidad de 72 pasajeros. La simulación supone demanda dinámica 

incierta al llegar a las estaciones, que sigue un proceso de Poisson con tasas de demanda 

diferentes, diferenciados por la estación y período. El período de simulación total fue de 2 

horas, con un tiempo de entrada en régimen (descartado para las estadísticas), de 15 

minutos al principio de la simulación. 
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La parada de destino es elegido al azar entre las estaciones aguas abajo desde la estación 

donde el pasajero subió. La entrada y salida de cada pasajero al paradero son fijas y por lo 

tanto el tiempo total de entrada y salida será proporcional al número de pasajeros. La hora 

de embarque total corresponde con el máximo entre el tiempo de subida y los tiempos 

necesarios para bajar del vehículo (Sáez et al., 2012).   

 

5.4.1. Selección de paraderos donde aplicar holding o stop-skipping 

usando un controlador experto 

 

Se realizó pruebas para definir el mejor número de paradas en las que amerite la aplicación 

de las acciones de control holding o stop-skipping (ambos basados en el controlador 

experto). Se realizaron 30 repeticiones para cada combinación de paraderos seleccionadas 

donde se retienen los buses o simplemente donde los buses no se detienen (paradero 

saltado). Por ejemplo si consideramos para el análisis 5 paradas de autobús, se realizaron 30 

repeticiones, esto es, el número de formas posibles de elegir 5 paradas entre un total de 10 

del corredor. 

 

En la Figura 5.9 se muestra la media y el intervalo de confianza (con un 95% nivel de 

confianza) del tiempo de espera para los pasajeros, estrechamente relacionado con la 

variación de la distancia entre los buses consecutivos. La Figura 5.9 muestra el estudio 

necesario para definir que paradero saltar en el contexto de la estrategia stop-skipping 

basado en reglas (sección 5.3.1). Como era de esperar, en términos de tiempo de espera, las 

pruebas mostraron que se debe optar por esta estrategia en todos los paraderos con el fin de 

minimizar este indicador. Luego se decidió aplicar la acción de stop-skipping en todos los 

paraderos, lo cual es razonable ya que las condiciones de aplicación de saltos son muy 

restrictivas (nadie debe bajar en el paradero que se salta), luego no tiene sentido añadir una 

restricción adicional en el controlador. 
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Figura 5.9: Estudio del conjunto de estaciones seleccionadas con stop-skipping basado en reglas 
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Figura 5.10: Estudio del conjunto de estaciones seleccionadas con holding y stop-skipping basado en reglas 

 

En la Figura 5.10, se analiza el número de paradas donde realizar acciones de  holding, en 

el contexto de la estrategia integrada de holding y stop-skipping basada en reglas (sección 

3.1). Como muestra la Figura 5.10, la mejor opción es aplicar retenciones en 4 paraderos (la 

mejor combinación es efectiva para, 2, 3, 8 y 9). La reducción de lugares para retener los 

vehículos también tiene un objetivo práctico: la aplicación de retenciones a veces requiere 

dispositivos con infraestructura especialmente diseñada para dar cabida a los vehículos, que 

no tiene sentido que esté disponible en todas las paradas, y también evitar molestias a los 

pasajeros a bordo, que se retiene en cada parada. 
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5.4.2. Resultados de las estrategias propuestas 

 

A partir de los parámetros correspondientes a los análisis descritos en las secciones 5.3.3 y 

5.4.1, se realizó 30 repeticiones para cada estrategia diseñada en este trabajo, variando 30 

veces el patrón de demanda. La tabla 5.2 muestra los resultados obtenidos en la simulación 

de las seis estrategias de control propuestas, así como la opción de lazo abierto con un 

tiempo de simulación de dos horas. Estos son los promedios del tiempo de espera y tiempo 

de viaje por pasajero. Además en la tabla 5.2, se añade un índice B, que cuantifica el 

beneficio asociado con el desempeño del controlador propuesto con respecto al sistema de 

lazo abierto, que viene dado por la siguiente expresión: 

 

[ ] [ ] [ ]
[ ]

Tiempo de espera de lazo abierto Tiempo de espera de la estrategia de control
% 100

Tiempo de espera de lazo abierto
B

−
= ⋅  

 

De la tabla 5.2, se observa que los tiempos de viajes son similares para todos los 

controladores. El tiempo de espera, usando sólo la acción de control holding, fue reducido 

en un 38.89% con respecto a la estrategia de lazo abierto. Un adecuado funcionamiento 

representa el 45% de reducción en tiempo de espera, obtenido usando sólo la opción de 

control stop-skipping tanto en el caso de reglas  determinísticas como difusas. Finalmente, 

el comportamiento mejor del 46.11% en tiempo de espera se logra al aplicar las estrategias 

conjuntas de holding y stop-skipping. Un máximo de 53.04% se obtiene cuando agregamos 

reglas difusas lo cual es predecible ya que las reglas difusas son más flexibles ante 

estructuras no lineales que un control experto puro, luego en aplicaciones (en este caso a 

través de la simulación) se debe lograr un mejor rendimiento que el conjunto de reglas 

deterministas. La razón de la mejora en términos de tiempo de viaje es básicamente debido 

a que las reglas están orientadas a regularizar las frecuencias, que tiene un impacto directo 

en el tiempo de espera, pero no en los tiempos de viaje. Además, el tiempo de viaje en 

tramos entre estaciones consecutivas es bastante estable, ya que consideramos un sistema 

en ejecución en corredores exclusivos. En el caso, de un tráfico mixto, las normas deben ser 

modificadas con el fin de agregar el efecto de tiempo de viaje y, en tal caso, así obtener 

alguna reducción para esta componente. 
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Tabla 5.2. Promedio y desviación estándar del tiempo de espera y tiempo de viaje por 

pasajero y el cómputo del tiempo. 

   

Tiempo de espera [min]  
Tiempo de viaje 

[min] 

 

Estrategias de control 

 

Media   

 

 

Desv.  

 

B [%]  

 

Media  

 

Desv. 

[min] 

 

 

 

Tiempo de 

cómputo 

promedio 

de 30 dias 

[s] 

Lazo abierto 7.07 1.01 -  4.25 0.16  35.6 

         

Holding basado en reglas 5.41 0.51 23.47  4.29 0.18  44.3 

Holding basado en reglas  difusas 4.32 0.44 38.89  4.83 0.13  49.0 

         

Stop-skipping basado en reglas 3.90 0.36 44.83  4.39 0.10  43.1 

Stop-skipping basado en reglas  difusas 3.82 0.29 45.96  4.40 0.11  48.5 

         

Holding and stop-skipping basado en reglas 3.81 0.27 46.11  4.79 0.15  44.3 

Holding and stop-skipping basado en reglas  

difusas 

3.32 0.25 53.04  4.20 0.16  49.5 

 

Los considerables beneficios de las estrategias en todos los casos se deben también a una 

calibración adecuada en la sintonización de los parámetros, como se muestra en la sección 

5.4.1. Este procedimiento tiene que ser adaptado a las condiciones particulares del sistema a 

controlar.  

 

El objetivo de cada conjunto de reglas implementadas es regularizar los intervalos de los 

buses. En la Figura 5.11, podemos apreciar gráficamente este efecto, lo que es causado por 

todos los beneficios en los tiempos de espera explicados anteriormente. La Figura 5.11 

muestra la trayectoria de los buses (para una simulación representativa), teniendo en cuenta 

la opción de lazo cerrado (a), el control de expertos (b), y el control difuso (c), 

considerando la integración de holding y stop-skipping (en b y c). En la Figura 5.11 

solamente se representó la mitad del tiempo final de simulación. 
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Figura 5.11: Trayectorias de los buses para las distintas estrategias de control. 

 

De la Figura 5.11, se puede apreciar cómo la trayectoria de los buses es mucho más 

dispersa cuando se aplican las acciones de control, comenzando con una situación muy 

condensada, presentada en la Figura 5.11a (efecto que se denomina bus bunching), y 

llegando una buena regularidad de servicio, principalmente en la Figura 5.11c. 
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5.4.3.  Sensibilidad del controlador difuso con respecto a la velocidad 

 

La suposición de considerar la velocidad media de 25[km/h] con varianza pequeña o cero 

es bastante rígida. Luego estamos obligados a hacer un estudio para relajar esta suposición, 

e incluir un análisis del efecto de la varianza de la velocidad en los resultados del 

controlador, en particular en los tiempos de espera del sistema. Esto es, analizar la 

dependencia de este valor con respecto a la estructura del sistema controlado, en especial 

porque esta variación está relacionada con la existencia de tiempos muertos, aceleraciones 

y desaceleraciones a la llegada y salida de los paraderos, además de semáforos y cierta 

congestión a pesar de considerar que el bus transita por una vía exclusiva. Para considerar 

la varianza en la velocidad, en este apartado se realizó un estudio de la influencia en la 

imprecisión de la velocidad de los buses en el controlador diseñado. Por lo cual se 

realizaron simulaciones donde la imprecisión del valor de la velocidad iba en aumento. Esto 

es, la velocidad considerada en cada simulación, fue una variable aleatoria de media 

constante y varianza variable. En la Figura 5.12, para el controlador con mejor 

comportamiento (holding y stop-skipping basado en reglas difusas), se graficó  la variación 

del beneficio obtenido en  tiempo de espera con respecto a la  imprecisión de la medida de 

la velocidad. Se realizaron 30 simulaciones para cada aumento en un 5% de variancia de 

velocidad. 

 

De la Figura 5.12 se deduce que para imprecisiones en la variancia de la velocidad vσ   

menores al 20% el controlador mantiene el rendimiento superior al 50%. Para  vσ  superior 

al 20% se detecta un deterioro acelerado del rendimiento.  
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Figura 5.12: Beneficios con respecto al lazo abierto 

 holding y stop-skipping basado en reglas. 

 

Por lo tanto estos resultados permiten reconocer cierta robustez del controlador diseñado 

con respecto a las imprecisiones (desviaciones) moderadas de la medida de la velocidad (no 

supriores al 20%). Esto es consistente con la suposición, de que se trabaja en un corredor 

exclusivo, donde podemos considerar velocidades más regulares. 

 

Una solución al problema de la velocidad variable se presenta en el siguiente apartado.  

 

5.4.4.  Solución de la variabilidad de la velocidad del controlador difuso 

 

Como se planteó, en el diseño del controlador de la sección 5.3 fue necesario conocer las 

distancias recorridas por un bus en los tiempos β, 2β y 3β, estos valores coinciden con los 

centros de los cluster de los conjuntos difusos de entrada. Esto es, se consideró que la 

velocidad era constante en toda la ruta luego, los centros de los cluster del conjunto difuso 
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de entrada fueron determinados como βnc = nβvo, para n =1, 2, 3 para todos los link que 

conectan los paraderos. 

 

 Ahora, si la velocidad se considera variable en cada link de la ruta, como en la Figura 5.12, 

donde se presenta el perfil promedio de velocidad en el link l entre los paraderos pl y pl+ 1.  

 
Figure 5.12: Perfil promedio de velocidad en el link l 

 

Los centros de los cluster se deben determinar para cada link de la ruta. Estos, representarán 

las distancias recorridas por un bus en el link l que va desde el paradero pl al  pl+1 en un 

tiempo { }, 2 ,3∈t β β β  a una velocidad vl(t) , esto es: 

 

0
( )

β

β = τ τ∫
nl

nc v d  con { }1,2,3=n                                      (5.14) 

 

Notar, que el valor de n también puede ser fraccionario y la integral se puede calcular 

aproximadamente con algún método numérico.  

 

Controlador experto con velocidad variable 

 

Luego, podemos generalizar el controlador experto presentado en la sección  5.3.2 para 

velocidades variable en los links de la ruta. Esto es, para un determinado link l, se deben 

aplicar acciones de control holding y stop-skipping, a partir de las siguientes cinco reglas 

heurísticas: 

 

                             Si  ( ) / 2≤ − l
id k cβ   entonces ( ) 0, ( ) 1i ih k Su k= =                      (5.15a) 
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                             Si  / 2 / 2( )− < ≤l l
ic d k cβ β  entonces ( ) 0, ( ) 0i ih k Su k= =             (5.15b) 

                             Si / 2 3 / 2( )< ≤l l
ic d k cβ β  entonces ( ) , ( ) 0i ih k Su kβ= =               (5.15c) 

                             Si 3 /2 5 / 2( )< ≤l l
ic d k cβ β  entonces ( ) 2 , ( ) 0i ih k Su kβ= =            (5.15d) 

                             Si 5 / 2 ( )<l
ic d kβ   entonces ( ) 3 , ( ) 0i ih k Su kβ= =                       (5.15e) 

 

En particular  
/ 2

/ 2 0
( )

β

β− = − τ τ∫
lc v d .   

Ahora. podemos generalizar el controlador difuso presentado en la sección  5.3.2. 

 

Control difuso con velocidad variable 

 

Para el link l ubicado entre los paraderos pl y pl+ 1 las acciones de control holding )(khi y 

stop-skipping ( )iSu k  aplicadas al un bus i, son determinadas a partir de las siguientes cinco 

reglas difusas: 

 

                                    Si ( )id k  es D1
l entonces ( )iSu k  es S1                                    (5.16a) 

                                     Si ( )id k  es D2
l entonces )(khi  es H0                                                  (5.16b) 

                                   Si ( )id k  es D3
l entonces )(khi  es H1                                  (5.16c) 

                                   Si ( )id k  es D4
l entonces )(khi  es H2                             (5.16d) 

                                 Si ( )id k  es D5
l entonces )(khi  es H3                                 (5.16e)    

 

Donde, funciones de pertenencia de las variables asociadas con los conjuntos difusos de la 

entrada D1
l, D2

l, D3
l, D4

l
 y D5

l, son presentadas en la Figura 5.13, respectivamente. Notar 

que, las funciones de pertenencia para los conjuntos difusos de salidas seguirán siendo los 

conjuntos H0, H1, H2, H3 y S1,  ya presentados en la Figura 5.8. Donde 0
la , 1

la , 2
la , 3

la  y 4
la  

representan los parámetros asociados con las bases de los conjuntos difusos triangulares 

para la variable ( )ih k en el link l, como se muestra en la Figuras 5.7 y 5.8. 

 



 141 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.13: Funciones de pertenecía para la posición di(k). 

 

En particular 
0

( )− = − τ τ∫
Su

Su

Tl
Tc v d .   

 

La nueva sintonización conjunta de los parámetros:  m0, m1, m2, m3, m4 de la Figura 5.13 y 

los parámetros, l
SuT , 0

la , 1
la , 2

la , 3
la , 4

la  con l=1,.., Np  que intervienen en la definición del 

controlador difusos diseñado, se sintonizarán por medio de un algoritmo de enjambres de 

partículas semejante al presentado en la sección 5.33. Notar que, a diferencia de la sección 

5.33 donde se optimizaron 11 parámetros, ahora es necesario optimizar  5+6Np parámetros 

para los Np  links.  

 

La implementación de este controlador se deja como investigación para un trabajo futuro. 

Finalmente, en el próximo capítulo se plantea un análisis del efecto de la variación de 

demanda en el controlador diseñado. 

 

5.5.  Discusión 

 

En este trabajo se propone un régimen para el funcionamiento de un sistema de buses 

a lo largo de un corredor lineal, que se basa en reglas heurísticas y lógica difusa. El 

sistema de control se basa en medidas de la posición de cada bus, que son fáciles de 

obtener y aplicar por medio de la tecnología GPS. Las estrategias utilizadas han sido 

holding, stop-skipping y la integración de ambas con el objetivo final de mantener 

 a3
l  a2

l 

3 / 2β
lc  0 

 a2
l  a1

l  a4
l  a3
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l 
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intervalos regulares de distancia entre las posiciones de los buses con el fin de 

minimizar el tiempo total de espera de los pasajeros que utilizan el sistema. El 

conjunto de reglas, en ambos casos, se formulan en detalle, y luego se aplican a un 

corredor lineal a través de simulaciones. 

 

Los mejores resultados con controladores diseñados se obtienen de una estrategia integral 

que incluye las acciones de control de holding y stop-skipping,  teniendo en cuenta reglas 

difusas, que para esta aplicación logran ahorro en el tiempo de espera promedio de 53,04% 

con respecto al control de lazo abierto. Los tiempos de viaje en los segmentos se consideran 

constantes en la simulación, lo que significa que el sistema sólo presenta beneficios en 

términos de tiempos de espera. Los estudios realizados muestran que es mejor aplicar 

holding en pocos paraderos, que no es una cuestión menor, debido a problemas de 

aplicación práctica (infraestructura adecuada para mantener los buses, por ejemplo). 

 

Se destaca la sencillez y el potencial de ahorro en los recursos computacionales y 

tecnología, teniendo en cuenta que las metodologías propuestas se basan en un conjunto de 

normas de control fáciles de implementar en tiempo real. 

 

Además los resultados permiten reconocer cierta robustez del controlador diseñado con 

respecto a las imprecisiones moderadas en las mediciones de la velocidad, es decir no 

superiores del 50%. 

 

Se plantea a futuro ampliar la base de las reglas teniendo en cuenta otros factores como la 

variación de velocidad, así como generalizar el controlador, considerando un número 

mayor de buses donde aplicar la estrategia de posiciones equidistantes. 
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Capítulo VI  

 

 

 

Estrategia de control difuso para un 

sistema de transporte público por 

asignación de headway por paradero en 

función de su demanda 
 

 

 

 

 

 

En este capítulo, se plantea un controlador difuso que considera explícitamente el efecto de 

diferentes demandas de pasajeros que arriban a los distintos paraderos de la ruta, para el 

diseño sus respectivas reglas, las cuales están orientadas a la disminución del tiempo de 

espera promedio de los pasajeros de la ruta. La motivación para este nuevo diseño surge del 

controlador difuso diseñado en el capítulo anterior (capítulo 5), el cual considera sólo la 

posición de los buses para generar reglas que cumplan con el objetivo. Esto es, mantener 

los buses de la ruta, en posiciones equidistantes, para igualar los tiempos de espera de los 

buses en todos los paraderos, lo que redundaría directamente en disminuir los tiempos de 
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espera de los pasajeros. Sin embargo, este diseño no considera que ante diferentes 

demandas de pasajeros en los paraderos, podría ser necesario exigir que los tiempos de 

espera de los buses en estos paraderos fuera también diferente. Luego, a continuación se 

plantea el diseño de un controlador difuso que considera la variación de demanda en los 

paraderos. 

 

6.1. Estrategia de control experto 

 

Para el diseño del controlador experto se deben definir un conjunto de conceptos. 

 

Dado el headway de diseño dH  (capítulo 4, sección 4.3), se considera un conjunto de Np 

tiempos de headway de diseño ( )p
dH k  individuales para cada paradero de la ruta en un 

instante k. Luego, para mantener a los requerimientos de diseño se tiene que el promedio de 

los headways individuales debe ser igual al headway de diseño, esto es: 

 

1

1
( )

Np
p
d d

p

H k H
Np =

=∑                                                   (6.1) 

 

El objetivo de este controlador es lograr que el headway de cada paradero p esté 

inversamente relacionado con la demanda respectiva ( )p kΓ . Esto es, para un paradero p 

cualquiera 

 

1
( )

( )
p
d p

H k
k

∝
Γ

                                                      (6.2) 

 

Es decir, existen constantes α y η tal que 

 

( )
1

( )
( )

p
d

p
H k

k
η= α

Γ
                                                   (6.3) 
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Luego, determinado el parámetro η (ver sección 2.3.4), la constante α se puede calcular de 

la siguiente forma: 

 

( )1

1 1

( )

Np

d
p

p

H
Np k

η
=

α =
Γ

∑                                                (6.4) 

 

⇒  

( )1

1

( )

d
Np

p
p

H Np

k
η

=

α =

Γ
∑

                                                    (6.5) 

 

 

En general una configuración típica de la distribución de carga por paraderos y flujo de 

pasajeros de una ruta simple, implica que los mayores flujos de pasajeros se producen cerca 

de las estaciones de mayor demanda ubicadas en general en el centro de la ruta. Ahora 

considerando que dH  está calculado de modo que el intervalo entre paraderos que tiene 

mayor flujo de pasajeros tenga la frecuencia de buses  necesaria para dar un adecuado 

servicio. 

 

Sea *p
dH (k) el menor headway diseñado por la ecuación (6.3), dentro del conjunto de los 

Np paraderos en un evento k, luego a partir de (6.1) tenemos la siguiente desigualdad: 

 

*

1

( ) ( )
Np

p p
d d

p

H k Np H k
=

≥ ⋅∑                                                        (6.6) 

 

dividiendo ambos lados de la desigualdad por valor Np y con ecuación (6.1) tenemos la 

siguiente desigualdad 

 

*( ) ( )p
d dH k H k≥                                                             (6.7) 
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en otros términos, si ( )df k es la frecuencia de diseño y * ( )pf k la frecuencia exigida en el 

paradero p. La ecuación 6.7 representa: 

 

*( ) ( )p
df k f k≤                                                                  (6.8) 

 

lo que implica que la acción del controlador, en el intervalo de mayor flujo de personas, es 

precisamente asegurar que la frecuencia de buses, en aquel intervalo, sea mayor o al menos 

igual a la frecuencia mínima diseñada para el sistema completo ( )df k . 

 

6.1.2. Diseño de un controlador experto  

 

En la Figura 6.1, se presenta las variables consideradas para el diseño de este controlador. 

En la figura se muestra parte de una ruta simple de buses. Donde p representa el paradero 

que se espera afectar por la acción de control realizada en el paradero anterior p-1. El busi  

(color blanco) es el bus donde se aplicará la acción de control (es el que generó el último 

evento). El busi+ 1 (color gris), es el bus más cercano al busi y aguas abajo. El busi+ 1 puede 

estar ubicado en dos posiciones posibles, antes del paradero p (Figura 6.1) o después del 

paradero p (Figura 6.2), esto hace la diferencia en como medir el headway en este paradero. 

En la Figura 6.1, el valor Ip representa la distancia entre los paraderos p-1 y p, además, dp 

es la distancia del busi+ 1 al paradero p, este es el caso que el busi+ 1 aún no llega al paradero 

p. En la Figura 6.2 p
iTa es el tiempo de arribo del busi+ 1 en el caso que este bus haya 

sobrepaso el paradero p. 

 
Figura 6.1: Esquema de ubicación relativa de buses 
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Figura 6.2: Esquema de ubicación relativa de buses 

 

Considerando que el evento k se produce en el tiempo tk y sea ˆ ( )iTr k  el tiempo estimado de 

transferencia del busi en el paradero p-1 y que v es la velocidad media de los buses, con 

varianza pequeña. El tiempo estimado de transferencia es definido en Sáez el al. (2011), y 

es analíticamente determinado como { }ˆˆ ˆ( ) ( ), ( )i a i b iTr k Max t A k t B k= ⋅ ⋅ donde at  y bt son el 

tiempo medio de subida y bajada respectivamente en segundos por pasajeros, 

ˆ ( )iB k corresponde al número esperado de pasajeros que abordarán el bus i, restringido a la 

capacidad disponible del bus, yˆ ( )iA k representa el número estimado de pasajeros que bajan 

del bus i en el evento k.  
 

Considerando las Figuras 6.1 y 6.2, el headway ( )p
iH k  en un evento k, el cual sucede en un 

tiempo tk en el paradero p, entre pasadas consecutivas de los buses busi y busi+1. Luego, se 

debe evaluar la conveniencia de realizar una acción de control de holding o de skipping de 

la siguiente manera: 

 

Para realizar una acción de holding se deben analizar las siguientes opciones mutuamente 

excluyentes: 

 

• Si el busi+1 sobrepasa al paradero p tenemos que: 

                                    ( ) ( ) ( )pp p
i k i i

o

I
H k t Tr k Ta k

v
= + + −                                       (6.9) 
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donde la expresión ( ) p
k i

o

I
t Tr k

v
+ + es el tiempo de arribo del busi  y p

iTa es el tiempo de 

arribo del busi+ 1. 

 

• Si el busi+1 no sobrepaso el paradero p tenemos que: 

( )
( ) ( ) pp i

i k i
o o

I dp k
H k t Tr k

v v
= + + −                                         (6.10) 

donde la expresión 
( )i

o

dp k

v
es el tiempo de arribo del busi+ 1. 

 

Ahora, para realizar una acción de skipping no se debe considerar el tiempo de 

transferencia ( )iTr k  en el paradero, luego se deben analizar las siguientes opciones 

mutuamente excluyentes: 

 

• Si el busi+1 sobrepasa al paradero p tenemos que: 

                                    ( ) ( )pp p
i k i

o

I
H k t Ta k

v
= + −                                       (6.11) 

donde la expresión p
k

o

I
t

v
+ es el tiempo de arribo del busi . 

 

• Si el busi+1 no sobrepaso el paradero p tenemos que: 

( )
( ) pp i

i k
o o

I dp k
H k t

v v
= + −                                         (6.12) 

 

Notar, que en esta formulación los valores de demanda por paradero ( )p kΓ  son 

porcentuales y se calculan como el promedio de los valores de carga acumulada por cada 

cinco eventos. Esto permite cierta regularidad y además permite detectar variaciones 

imprevistas de carga en los paraderos. Estas variaciones pueden ser debidas a hechos 

fortuitos como aglomeraciones cerca de un recinto deportivo o espectáculo artístico. 
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Ahora, sea ( )p
iH k∆  la variación del headway en el paradero p entre pasadas consecutivas 

de los buses busi y busi+1 en un evento k está definida como 

 

( ) ( )p p p
i d iH k H H k∆ = −                                            (6.13) 

Luego es necesario que la acción aplicada logre que ( )p
iH k∆  tienda a cero, con lo que se 

tendría que ( )p p
d iH H k= , es decir el headway ( )p

iH k  para el paso consecutivo de los buses 

busi y busi+1 en un evento k es igual al headway p
dH  diseñado para el paradero p por medio 

de la  ecuación (6.3). 

 

La Figura 6.3 muestra un diagrama genérico de lazo cerrado de una estrategia de control, en 

el que las acciones de control se activan cuando un autobús i llega a una parada (evento k). 

La variable de salida es ( )p
iH k∆  la variación del headway en el paradero p para el bis i. y 

las variables manipuladas están asociados con eventos k-1 son holding ( 1)ih k−  y stop-

skipping ( 1)iSu k− . En esta aplicación, también se optó por valores discretos para las  

acciones de control holding, es decir ( )ih k  es una acción de holding en el bus i en el 

instante k donde ( ) , , 0i i ih k n n Z+= ∈ >τ τ . Estas expresiones significan que los períodos 

de holding serán múltiplos de un paso fijo τ . Este supuesto se aplica para simplificar la 

formulación y la aplicación del algoritmo de solución. En el ejemplo numérico, τ =30[s] 

and { }0,1,2,3∈in . 

 
Figura 6.3: Lazo cerrado de control. 

demanda 

 
 
Controlador 

experto 

 
Sistema de 
transporte 
público 

 

p
iH∆  

 

( 1)ih k −  

( 1)iSu k−  
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Para lograr esto, se plantea un controlador experto compuesto de un conjunto de reglas 

heurísticas que logren que ( )p
iH k∆  tienda a cero. Esto es, una acción de holding de valor 

β , sería necesaria para una vecindad de centro en ( )p
iH k∆  = β   de radio / 2β , (es decir 

/ 2 ( ) 3 / 2p
iH k< ∆ <β β ).  

 

Siguiendo el mismo razonamiento, dentro de un rango  3 / 2 ( ) 5 / 2p
iH k< ∆ <β β , la acción 

de control de holding toma un valor de β2  )2)(( β=khi  y para 5 / 2 ( ) 7 / 2p
iH k< ∆ <β β  

la acción de control de holding toma un valor de 3β  )3)(( β=khi . Además, si 

/ 2 ( ) / 2p
iH k− < ∆ <β β , la acción de holding y stop-skipping no son necesarias 

( ( ) 0, ( ) 0)i iSu k h k= = . Finalmente, si ( ) / 2p
iH k∆ < −β , la acción de control recomendada 

será solamente stop-skipping ( 0, ( ) 1)i ih Su k= = . 

 

Al igual que el capítulo 5, añadiendo los casos límites (igualdades) a las ecuaciones (5.2), 

podemos formular el controlador experto (holding y  stop-skipping basado en reglas) con 

las siguientes cinco reglas heurísticas. 

 

                            Si  ( ) / 2p
iH k∆ ≤ −β   entonces ( ) 0, ( ) 1i ih k Su k= =                    (6.14a) 

                            Si  / 2 ( ) / 2p
iH k− < ∆ ≤β β  entonces ( ) 0, ( ) 0i ih k Su k= =          (6.14b) 

                           Si / 2 ( ) 3 / 2p
iH k< ∆ ≤β β  entonces ( ) , ( ) 0i ih k Su kβ= =           (6.14c) 

                            Si 3 / 2 ( ) 5 / 2p
iH k< ∆ ≤β β  entonces ( ) 2 , ( ) 0i ih k Su kβ= =      (6.14d) 

                            Si 5 / 2 ( )p
iH k< ∆β   entonces ( ) 3 , ( ) 0i ih k Su kβ= =                   (6.14e) 

 

6.2. Estrategia de control difuso 

 

En la estrategia de control diseñada, las variables manipuladas llegan a ser una función 

discontinua de la variación del headway ( )p
iH k∆  para el paradero p, lo cual genera una 

abrupta variación en la decisión de  holding  cuando ( )p
iH k∆  esta cerca de su limite 
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inferior o superior (es decir, / 2, 3 / 2β β o 5 / 2β ). Para evitar el comportamiento 

discontinuo asociado con el controlador experto, se propone adaptar las reglas básicas 

usando técnicas de lógica difusa  (Babuska, 1998). 

 

Luego, las acciones de control  holding )(khi y stop-skipping ( )iSu k  son determinadas a 

partir de las siguientes reglas: 

 

             Si ( )p
iH k∆  es D4 entonces ( )iSu k es S1                                (6.15a) 

                                  Si ( )p
iH k∆  es D0 entonces )(khi  es H0                             (6.15b) 

                                  Si ( )p
iH k∆  es D1 entonces  )(khi  es H1                                     (6.15c) 

          Si ( )p
iH k∆  es D2 entonces  )(khi  es H2                                              (6.15d) 

                    Si ( )p
iH k∆  es D3 entonces  )(khi  es H3                               (6.15e) 

 

Las funciones de pertenencia de las variables ( )p
iH k∆  asociadas con los conjuntos difusos 

D1, D2, D3, D4 y D5, son presentadas en la Figura 6.4. Más aún, las funciones de pertenencia 

de las variables manipuladas para los conjuntos difusos H0, H1, H2, H3 y S1, se presentan en 

la Figura 6.5, donde a0, a1, a2, a3 y a4 representan los parámetros asociados con las bases de 

los conjuntos difusos triangulares para la variable ( )ih k . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.4: Funciones de pertenencia para la entrada ( )iH k∆  
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Figura 6.5: Funciones de pertenencia para la salida.  

 

En la sección 6.2.2. se realiza una sintonización de los parámetros: TSu, a0, a1, a2, a3, a4, m0, 

m1, m2, m3 y m4 que intervienen en la definición de los controladores difusos diseñados (ver 

parámetros en Figuras 6.4 y 6.5). Con los parámetros sintonizados realizamos experimentos 

de simulación para cuantificar los beneficios, respecto al control de lazo abierto, de los 

controladores propuestos.  

 

6.2.1. Descripción del experimento  

 

La estrategia propuesta se aplica sobre un corredor de autobús de 4000 [m] con una flota de 

buses b = 6, con una capacidad para 72 pasajeros. El sistema consta de P = 10 estaciones 

distribuidas uniformemente sobre la ruta del autobús (distancia entre las estaciones es de 

400 [m]). Las acciones de control  holding y stop-skipping se aplican en todas las paradas. 

La simulación supone incertidumbre en la demanda en línea para la llegada de pasajeros a 

las estaciones, y sigue un proceso de Poisson con tasas de demanda diferenciada por 

estación y período (ver Figura 6.5). Las tasas de subida y bajada promedio son 2=at  

[s/pas] y 1.5=bt  [s/pas], respectivamente, en segundos por pasajero. El deseado headway 

(referencia) es 6[min]dH = . Por otra parte, se supone que los buses se mueven a una 

velocidad constante 
0 25[km / h]v =  (6.94[m / s]) cuando no están en una parada. El 

período de simulación total fue de dos horas.  

 

hi(k)  
Sui(k) 
or  o 

µ 

3β 7β/2 5β/2 
 m3 m2 

β 3β/2 2β 0 −β/2 
 m2  m1  m4  m3  m4  m1 

1

 m0   m0 

β/2 -TSu β/2 -2TSu+ 

S1 H0 H1 H2 H3 

Conjunto difuso inicial  Conjunto difuso final 
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En la Figura 6.6 se presentan el tiempo medio de arribo por pasajeros a las paradas de ruta 

R, medida en [min/pas] (minutos por pasajero). Esto concuerda con la teoría de colas que 

considera tiempos de llegada a un paradero con una distribución de Poisson (λ) de media λ. 

Se consideran tres casos, el caso a) considera la media λ idéntica para todos los paraderos, 

el caso b) es el caso más natural en una ruta  donde, se  aprecia como la media λ disminuye 

a medida que nos acercamos a la zona central de la ruta, donde se asume que la ruta tiene la 

mayor demanda de pasajeros. Por último, en el caso c) se presenta un caso extremo donde 

existen grandes variaciones de la media λ a medida que se recorre la ruta.  
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Figura 6.6. Tiempos medios de llegada 

 

Se considera además, modelar estadísticamente los destinos de los pasajeros con funciones 

( )f p  de densidad de probabilidad gaussianas, centradas en la estación ubicada en el punto 

medio entre la estación donde abordan los pasajeros y la estación final de la ruta. Para la 

ruta R (Figura 6.7) se presentan un ejemplo de las funciones de densidad de probabilidad. 
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Figura 6.7. Densidades de probabilidad para los destinos.  

 

A continuación, se propone un análisis de los parámetros de los conjuntos difusos del 

controlador y el parámetro η de la ecuación (6.3).  

 

6.2.2.  Sintonización de parámetros de los controladores difusos 

 

Los parámetros de los controladores difusos propuestos, se sintonizaron por medio de un 

algoritmo de enjambres PSO. Se diseñó una serie de experimentos para determinar, en este 

escenario de simulaciones, en particular, los valores óptimos de los parámetros 

mencionados en términos de minimización del tiempo de espera de los pasajeros promedio. 

 

La estrategia basada en reglas difusas, es parametrizada como se presenta en las Figuras 6.3 

y 6.4. Los parámetros son: Tsk representa la mejor suposición hecha sobre el tiempo 

adelantado por una acción de skipping,  a0, a1, a2, a3, a4  variación simétrica de las bases de 

los conjuntos difusos de entrada respectivos, , m0, m1, m2, m3, m4 variación simétrica de las 

bases de los conjuntos difusos de salida respectivos.  Se incluye además el parámetro η de 

la ecuación (6.3), que da cuenta de la relación entre el headway de diseño de un paradero y 

su demanda correspondiente. 

 ( )f p
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Se aplicó el algoritmo de enjambres de partículas sintonizando los parámetros ya descritos 

para el controlador difuso diseñado. Para las simulaciones se consideró 30 días con distintas 

demandas. 

 

La función objetivo para éste algoritmo fue: 
1

( )
Nd

wd
T d

=∑  donde ( )wT d  es el tiempo de espera 

medio de los pasajeros para todos los paraderos de la ruta para una simulación de 2 horas 

en el día d. 

 

El algoritmo de enjambres de partículas consideró  los siguientes parámetros: 

 

• Saturación de velocidad de la partícula (saturación): 50  

• Número de épocas: 20 

• Tamaño de la población: 20 

• Constante de aceleración 1 (mejor influencia local) =2 

• Constante de aceleración 2 (mejor influencia global) =2 

• Peso de inercia inicial: 0.9 

• Peso de inercia final: 0.4 

 

Los resultados de sintonización para los controladores se presentan en la Tabla 6.1. 

 

Tabla 6.1: Parámetros finales del controladores difusos Holding y stop-skipping basado en 

reglas difusas con espera distribuida 

 

TSu 

[s] 

a0 

[m] 

a1 

[m] 

a2 

[m] 

a3 

[m] 

a4 

[m] 

m0 

[s] 

m1 

[s] 

m2 

[s] 

m3 

[s] 

m4 

[s] 

η 

241.7 432.7 488 17.4 9.4 75.9 88 30.2 32.5 29.4 63.2 1.4 
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6.2.3. Resultados de la estrategia propuesta 

 

La Tabla 6.2 muestra los resultados promedios obtenidos en 30 días, en la simulaciones de 

las estrategia de control (holding y stop-skipping basado en reglas) con control de la 

posición relativa de los buses y estrategia de control (holding y stop-skipping basado en 

reglas) con headway distribuido en función de la demanda del paradero correspondiente, así 

como la opción de lazo abierto con un tiempo de simulación de dos horas, con posibilidad 

de aplicación de las acciones de control holding y stop-skipping en todos los paraderos. 

Estos resultados, son los promedios del tiempo de espera y tiempo de viaje por pasajero. 

Además en la Tabla 6.2, se añade un índice B, que cuantifica el beneficio asociado con el 

desempeño del controlador propuesto con respecto al sistema de lazo abierto, definido en la 

sección 5.4.2. 
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Tabla 6.2. Control basado en reglas. Promedio y desviación estándar del tiempo de espera y 

tiempo de viaje por pasajero y el cómputo del tiempo para los tres escenarios. 

Tiempo de espera [min] 
Tiempo de 

viaje[min] 

  

 

Escenario 

de demanda 

 

 

 

Estrategias de control heurísticas 

 

Media   

 

 

Desv.  

 

B [%]  

 

Media  

 

Desv. 

[min] 

 

Tiempo de 

cómputo 

promedio 

de 30 dias 

[s] 

 Lazo abierto 6.43 1.11 -  4.14 0.15  33.2 

a) 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas  por ubicación relativa de los 

buses 

3.28 0.31 48.93  4.16 0.20  37.02 

 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas con asignación de headway 

3.15 0.32 46.95  4.18 0.19  45.08  

 Lazo abierto 7.07 1.01 -  4.25 0.16  35.6 

b) 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas por ubicación relativa de los 

buses 

3.82 0.34 45.86  4.76 0.19  38.74 

 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas con asignación de headway 

3.60 0.35 49.08  4.34 0.18  48.98 

 Lazo abierto 6.89 1.05 -  4.21 0.16  33.6 

c) 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas  por ubicación relativa de los 

buses 

3.71 0.37 46.14  4.20 0.18  38.45 

 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas con asignación de headway 

3.16 0.38 50.15  4.15 0.17  47.78  

 

 

La Tabla 6.3 muestra los resultados promedios obtenidos en 30 días, en la simulaciones de 

las estrategia de control difuso (holding y stop-skipping basado en reglas difusas) con 

control de la posición relativa de los buses y estrategia de control difuso (holding y stop-

skipping basado en reglas difusas) con headway distribuido en función de la demanda del 

paradero correspondiente, así como la opción de lazo abierto con un tiempo de simulación 

de dos horas, con posibilidad de aplicación de las acciones de control holding y stop-

skipping en todos los paraderos. Estos resultados, son los promedios del tiempo de espera y 
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tiempo de viaje por pasajero. Además en la Tabla 6.2, se añade un índice B, que cuantifica 

el beneficio asociado con el desempeño del controlador propuesto con respecto al sistema 

de lazo abierto. 

 

Tabla 6.3. Control basado en reglas. Promedio y desviación estándar del tiempo de espera y 

tiempo de viaje por pasajero y el cómputo del tiempo para los tres escenarios. 

Tiempo de espera [min] 
Tiempo de 

viaje[min] 

  

 

Escenario 

de demanda 

 

 

 

Estrategias de control 

 

Media   

 

 

Desv.  

 

B [%]  

 

Media  

 

Desv. 

[min] 

 

Tiempo de 

cómputo 

promedio 

de 30 dias 

[s] 

 Lazo abierto 6.43 1.11 -  4.14 0.15  33.2 

a) 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas  difusas por ubicación relativa 

de los buses 

2.93 0.22 54.43  4.15 0.15  43.7 

 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas difusas con asignación de 

headway 

2.90 0.21 54.90  4.17 0.15  50.1  

 Lazo abierto 7.07 1.01 -  4.25 0.16  35.6 

b) 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas  difusas por ubicación relativa 

de los buses 

3.32 0.25 53.04  4.20 0.16  49.5 

 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas difusas con asignación de 

headway 

3.07 0.24 56.57  4.24 0.16  57.0  

 Lazo abierto 6.89 1.05 -  4.21 0.16  33.6 

c) 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas  difusas por ubicación relativa 

de los buses 

3.22 0.26 53.27  4.18 0.15  45.1 

 

Holding y stop-skipping basado en 

reglas difusas con asignación de 

headway 

2.91 0.23 57.76  4.19 0.15  53.0  
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Se aprecia de la Tabla 6.2 como la estrategia de control difuso (holding y stop-skipping 

basado en reglas) con headway distribuido en función de la demanda del paradero, en el 

escenario a) tiene beneficios semejantes a la estrategia que intenta mantener los buses con 

posiciones equidistantes, diseñada en el capítulo 5. En el escenario b) supera en un 3.22% a 

la otra estrategia y en el escenario c) se logra la mayor diferencia  del 4.01% con respecto a 

la estrategia del capitulo 5.   

 

Se aprecia de la Tabla 6.3 como la estrategia de control difuso (holding y stop-skipping 

basado en reglas difusas) con headway distribuido en función de la demanda del paradero, 

en el escenario a) tiene beneficios semejantes a la estrategia que intenta mantener los buses 

con posiciones equidistantes, diseñada en el capítulo 5. En el escenario b) supera en un 

3.53% a la otra estrategia y en el escenario c) se logra la mayor diferencia  del 4.49% con 

respecto a la estrategia del capitulo 5.   

 

Estos resultados se comprenden a partir de la distribución de la demanda de pasajeros en la 

ruta, los controladores de este capítulo fueron diseñado para considerar explícitamente la 

demanda diferente en los paraderos, al contrario de los  controladores de comparación y 

esto es precisamente lo que reportan los datos. 

 

En la Figura 6.8, podemos apreciar gráficamente este efecto, causado por todos los 

beneficios en los tiempos de espera explicados anteriormente. La Figura 6.7 muestra la 

trayectoria de los buses (para una simulación representativa), teniendo en cuenta la opción 

de lazo cerrado (a), el control de experto (b), y el control difuso (c). En la Figura 6.7 

solamente se representó la mitad del tiempo final de simulación. También, se puede 

apreciar cómo la trayectoria de los buses es mucho más dispersa cuando se aplican las 

acciones de control, comenzando con una situación muy condensada, presentada en la 

Figura 6.7a (efecto que se denomina  bus bunching), y llegando una buena regularidad de 

servicio, principalmente en la Figura 6.7c. 
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Figura 6.8: Trayectorias de los buses para las distintas estrategias de control. 
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6.2.4.  Sensibilidad del controlador difuso con respecto a la velocidad 

 

Se plantea un análisis en el escenario b) del efecto de la varianza de la velocidad en los 

resultados del controlador diseñado, en particular en los tiempos de espera del sistema. Para 

considerar la varianza en la velocidad, en este apartado se realizó un estudio de la 

influencia de la imprecisión del valor la velocidad de los buses en el controlador diseñado. 

Por lo cual se realizaron simulaciones donde la imprecisión del valor de la velocidad iba en 

aumento. Esto es, la velocidad considerada en cada simulación, fue una variable aleatoria 

de media constante y varianza variable. En la Figura 6.9, para controlador difuso (Holding 

y stop-skipping basado en reglas difusas) con control de la posición relativa de los buses y 

la estrategia de control difuso (holding y stop-skipping basado en reglas difusas) con 

headway distribuido en función de la demanda del paradero correspondiente, se graficó  la 

variación del beneficio obtenido en  tiempo de espera de los pasajeros con respecto, a la  

imprecisión de la medida de la velocidad. Se realizaron 30 simulaciones para cada aumento 

en un 5% en la varianza de la velocidad.  

 

De la Figura 6.9 se aprecia como el deterioro del rendimiento del controlador basado en la 

asignación de headway, es menor que al controlador basado en la ubicación relativa de los 

buses (capítulo V), a medida que aumenta la incerteza de la medida del la velocidad. Esto 

se explica, debido a que el controlador basado en la ubicación relativa de los buses, está 

diseñado con un conjunto de reglas heurísticas directamente relacionadas con la velocidad 

(ver ecuaciones 5.2a, 5.2b, 5.2c, 5.2d, 5.2e), en contraste con las reglas diseñadas para el 

controlador por asignación de headway.  
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Figura 6.9: Beneficios con respecto al lazo abierto del controlador diseñado en el capitulo 5 y 6 

 

Los beneficios obtenidos por el controlador por asignación de headway, aparte de la 

información de ubicación de los buses, necesita de la medida de la carga en los paraderos. 

En comparación con el controlador por ubicación relativa de buses, sólo necesita la 

información de la ubicación de los buses. Luego, el controlador por asignación de headway, 

conviene utilizarlo cuando las demandas en los paraderos son significativamente distintas. 

 

6.2.5. Solución de la variabilidad de la velocidad del controlador difuso 

 

Existen dos formas básicas para solucionar el problema del deterioro del comportamiento 

del controlador. La primera forma implica el control directo de la velocidad. Es decir,  

forzar el sistema para que los buses tengan las velocidades de diseño en los tramos de la 

ruta. 
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La segunda forma de solución, es trabajar con perfiles promedio de velocidad 

experimentalmente determinados, definidos para cada link entre paraderos tal como se 

muestra en la Figura 5.12 del capitulo 5. Luego se deben modificar las reglas de control de 

acuerdo al valor actualizado de la velocidad, esto es, en las ecuaciones (6.9), (6.10), (6.11) 

y (6.12) deben ser reemplazadas por las nuevas ecuaciones: 

 

                                    ( ) ( ) ( )pp p
i k i il

I
H k t Tr k Ta k

v
= + + −                                  (6.16) 

( )
( ) ( ) p ip

i k i l

I dp k
H k t Tr k

v

−
= + +                                         (6.17) 

                                    ( ) ( )pp p
i k il

I
H k t Ta k

v
= + −                                       (6.18) 

( )
( ) p ip

i k l

I dp k
H k t

v

−
= +                                         (6.19) 

 

donde lv  es la velocidad promedio sobre el link l que une los paraderos 
lp y 

1lp +
(ver 

sección 5.4.4).  El análisis completo de esta posible formulación se dejará como trabajo 

futuro. 

 

6.3.  Discusión 

 

En este trabajo se propone un régimen para el funcionamiento de un sistema de buses 

a lo largo de un corredor lineal, que se basa en lógica difusa. Las estrategias utilizadas 

han sido holding y stop-skipping, con el objetivo que el headway de cada paradero esté 

inversamente relacionado con la demanda respectiva, para minimizar el tiempo total de 

espera de los pasajeros que utilizan el sistema. El conjunto de reglas se formulan en 

detalle, y luego se aplican a un corredor lineal a través de simulaciones. 

 

Los parámetros de los controladores difusos propuestos, se sintonizaron por medio de un 

algoritmo de enjambres de partículas. Se diseñó una serie de experimentos para determinar, 
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en este escenario de simulaciones, en particular, los valores óptimos de los parámetros 

mencionados en términos de minimización del tiempo de espera promedio. 

La reglas difusas diseñadas, para esta aplicación logran ahorro en el tiempo de espera 

promedio de 55.02% con respecto al control de lazo abierto. Los tiempos de viaje en los 

segmentos se consideran constantes en la simulación, lo que significa que el sistema sólo 

presenta beneficios en términos de tiempos de espera.  

 

La estrategia de control difuso (Holding y stop-skipping basado en reglas difusas) con 

headway distribuido en función de la demanda del paradero es la estrategia que mejor se 

comporta ante variaciones de la demanda. 

 

Los resultados permiten reconocer una robustez mayor ante la variación de velocidad del 

controlador basado en la asignación de headway que el controlador basado en la ubicación 

relativa de los buses (capítulo 5), a medida que aumenta la incerteza en la medición de la 

velocidad.  

 

Para la implementación en tiempo real, el diseño de esta estrategia considera la actual 

tecnología de transporte disponible, tal como los contadores automáticos de pasajeros 

(APC) y la localización automática de vehículos (AVL). Luego, el controlador por 

asignación de headway, conviene utilizarlo cuando las demandas en los paraderos son 

significativamente distintas. En caso contrario utilizar el controlador basado en la posición 

relativa de los buses (capítulo 5). 

 

Se plantea a futuro ampliar la base de reglas teniendo en cuenta otros factores como la 

variación de velocidad, y la modificación del conjunto de tiempos de holding permitidos. 
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Capítulo VII.  

 

 

 

Control predictivo híbrido para la 

optimización en tiempo real de la 

operación de un sistema de transporte 

público de una ruta con sintonización 

PSO 

 

 

 

 
Dentro de las técnicas de control avanzado que nos interesa aplicar en este trabajo, el 

control predictivo es un enfoque potente que permite formular controladores para sistemas 

complejos y con restricciones, como lo son evidentemente los sistemas de transportes 
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públicos con buses presentados en capítulo 2. Esta capacidad de trabajo con procesos 

complejos, tiene el precio asociado, del coste computacional y la sintonización del 

controlador. Recientemente, existen avances en el campo del MPC que proveen un 

conocimiento más profundo de estos controladores, obteniéndose resultados que permiten 

relajar estos requerimientos. Así por ejemplo, se han establecido condiciones generales para 

garantizar la estabilidad (Mayne y Rawlings, 2000), condiciones bajo las cuales se puede 

relajar el carácter de optimalidad del controlador garantizando su estabilidad (Scokaert y 

Mayne, 1998).  

 

En este capítulo, se formula una estrategia de control predictivo híbrido (HPC) para la 

optimización en tiempo real de la operación de un sistema de transporte público con una 

ruta. La estrategia HPC incluye una función objetivo con parámetros sintonizados por 

medio de un algoritmo de enjambres de partículas (PSO, Particle Swarm Optimization) y 

un modelo predictivo del sistema de buses, realizado en tiempo discreto, donde los 

acontecimientos se desencadenan cuando un bus llega a un paradero. Por lo cual, el 

controlador de HPC toma decisiones basándose en dos conocidas acciones de control en 

tiempo real, holding y stop-skipping. Además, la incerteza de la demanda de pasajeros está 

incluida en el modelo como una perturbación y está basada en la información en línea del 

comportamiento de los pasajeros. 

 

En este problema, el controlador predictivo corresponde al operador del sistema, que 

determina de forma dinámica las acciones de control para el sistema de buses a partir de la 

optimización de índices de comportamiento integrados en una función objetivo que además 

toma en cuenta la evolución futura del sistema de transporte público. En este caso 

particular, la función objetivo se orienta principalmente a reducir al mínimo el tiempo de 

viaje total de los usuarios (incluyendo el tiempo de espera, así como el tiempo de viaje en 

los buses).  

 

Para este enfoque, la demanda de pasajeros en tiempo real es desconocida e incierta y se 

modela como una perturbación, ya que diferentes patrones de llegada de pasajeros podrían 

afectar significativamente el tiempo estimado de viaje en los buses o un aumento de las 
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operaciones de transferencia de pasajeros en las paradas. Al incluir una predicción de la 

demanda nos permitirá alcanzar un conocimiento del comportamiento futuro de todo el 

sistema. La metodología para la predicción de la demanda, basada en datos en línea, 

necesita de una correcta estimación de la matriz origen-destino en tiempo real para predecir 

el futuro número de pasajeros en las paradas, la carga de pasajeros en los buses y lapsos 

temporales de transferencia. 

 

 En la literatura de control de transporte público en tiempo real, varios autores diseñan sus 

estrategias de control, basadas en una función objetivo típica que implica la regularización 

del headway entre buses. Esto es, minimizar el tiempo de espera total de los usuarios, ya 

que éste es directamente proporcional al headway (ver ecuación 3.3 del capítulo 4) 

 

 Como se mencionó anteriormente, para el diseño del controlador predictivo, se define una 

función objetivo que toma en cuenta durante su viaje el tiempo total de espera y de viaje 

utilizado para todos los usuarios afectados por la aplicación de las estrategias de control. 

Por lo tanto, el componente del tiempo de espera se incluye explícitamente en nuestra 

formulación, junto con un componente orientado a mantener el headway lo más cerca 

posible al headway de diseño (véase la sección 7.1.4 para más detalles). 

 

En la estrategia de HPC, el problema de optimización resultante en cada evento es 

computacionalmente costoso y necesita de un algoritmo eficiente para su solución en 

términos de tiempo de cálculo y precisión. Se selecciona un algoritmo de poda 

probabilística sobre el árbol de posibilidades de acciones de control, algoritmo que permite 

la adecuada gestión del trade-off entre estos dos aspectos. Para la implementación en 

tiempo real, el diseño de esta estrategia HPC considera la actual tecnología de transporte 

disponible, tal como los contadores automáticos de pasajeros (APC) y la localización 

automática de vehículos (AVL). Se llevan a cabo simulaciones ilustrativas con predicciones 

de dos y cinco pasos.  

 

En la siguiente sección, se describe el diseño del controlador predictivo híbrido. Como se 

explica en la sección 7.2, se propone el uso de algoritmo de poda probabilística para 
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resolver eficientemente el problema de optimización correspondiente al control predictivo. 

A continuación, en la sección 7.3 se describen las simulaciones ilustrativas con 

predicciones de, dos y cinco. Por último, en la sección 7.3 se presentan las principales 

conclusiones del trabajo. 

 

7.1. Diseño de un controlador predictivo híbrido para un sistema 

de transporte público de una ruta. 

 

7.1.1.  Formulación del problema  

 

La optimización de la operación en tiempo real asociada con un sistema de transporte de 

buses es formulada bajo el enfoque de un controlador predictivo híbrido (HPC). Ambos, la 

función objetivo y el modelo predictivo son esenciales para el diseño HPC. Por 

simplificación, en este trabajo el controlador HPC es diseñado para un sistema con una  ruta 

simple de buses, aunque deberá ser extendida para un sistema más complejo de acuerdo a 

un marco conceptual similar (capítulo 9). El sistema es representado en la Figura 7.1. La 

red es una ruta de una vía, con P paradas equidistantes y b buses corriendo alrededor de la 

ruta, bajo el control del despachador.  

 

 

 

Figura 7.1: Sistema de transporte público. 
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Los pasajeros arriban a cada paradero a una cierta razón siguiendo una distribución 

exponencial negativa, con destinos elegidos aleatoriamente entre los paraderos aguas abajo 

desde la parada donde el pasajero sube. Entonces todos los pasajeros están caracterizados 

por un paradero de subida y uno de bajada y por el tiempo que el pasajero arriba a esta 

parada, sin incluir el tiempo gastado por los pasajeros en llegar a dicha parada. Para cada 

periodo modelado se estima una matriz de demanda representativa parada a parada; esto es 

una parte crucial en la caracterización del modelo predictivo del sistema. Los datos de la 

demanda en línea pueden ser usados como complemento de la matriz de demanda fuera de 

línea para mejorar los aspectos de modelación. 

 

En este enfoque, se considera típicas variables discretas (número de pasajeros sobre los 

buses) y variables continuas (posición y velocidad de los buses) que suelen existir en un 

problema de control predictivo, pero además es necesario incluir variables lógicas o 

cuantizadas (esto es, pertenecen a conjuntos con un número reducido de elementos) para 

seleccionar una cantidad limitada de acciones de control (ver capítulo 2). Por esta razón, se 

decide usar un enfoque que considera un control predictivo híbrido, en el cual la 

optimización de las acciones de control considera ambos conjuntos de variables (Bemporad 

y Morari, 1999).  El problema es formulado como un sistema híbrido, donde los eventos 

son generados por acciones específicas del sistema. Aunque la formulación tradicional del 

HPC esta diseñada para un paso fijo, nuestra formulación requiere un paso variable, esto es, 

la descripción del sistema está basada en eventos relevantes (correspondiendo a los 

instantes en los cuales las acciones de control deben ser tomadas). Los eventos son 

generados cuando los buses arriban a los paraderos, lo cual determina variables de tiempo 

asociadas a los paraderos. De ahora en adelante, denotaremos t como el tiempo continuo, k 

como el evento, y kt  como el tiempo continuo en el cual el evento k ocurre. Notar que un 

evento k está siempre asociado con el arribo de un específico bus i a una específica parada 

p. 

 

La Figura 7.2 muestra el lazo cerrado del sistema de buses y las principales variables 

correspondientes (Sáez et al., 2012), las cuales son función de tiempo continuo y discreto. 

Cuando un evento k ocurre, el controlador predictivo híbrido, genera la acción de control. 
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Las variables definidas en tiempo continuo, tales como la posición y la velocidad, son 

requeridas para distinguir algunas características del sistema cuando los eventos son 

generados (por ejemplo, la posición de todos los vehículos cuando un específico bus arriba 

al paradero).  

 

 

Figura 7.2: Controlador predictivo híbrido para el sistema de transporte publico. 

 

Esto es, para todo bus i perteneciente a la flota, su posición es ( )ix t  en algún instante 

continuo t, y el tiempo remanente para que el bus i alcance al próximo paradero, ( )iT t , son 

definidos para chequear las condiciones de los buses y consecuentemente el momento 

cuando los eventos se generan. Un nuevo evento k es generado por un bus i en algún 

paradero p cuando ( )ix t  es igual a la posición de esta parada en kt t= . Por lo tanto, el 

tiempo remanente para el bus i  para alcanzar el paradero es igual a cero (( )i kT t =0). 

 

Las variables manipuladas son las acciones de holding ( )ih k  y las acciones de stop-

skipping  ( )iSu k asociadas con el bus i y el evento k. Por esto, ( )ih k es el lapso durante el 

cual el bus i es retenido en la parada asociada con el evento k, mientras ( )iSu k  es una 

variable binaria que es igual a uno si a los pasajeros les es permitido abordar el bus i en la 

parada asociada con el evento k, y cero en el otro caso. 

 

Estimador 

 

Controlador predictivo  

híbrido 

 
Sistema de transporte 

público 

hi(k) 

Sui(k) 

xi(t), Ti(t) 

 

Demanda 

( 1)iL k +  
( 1)iTd k+  

ˆ ( 1)p kΓ +  

 
( )p kΓ  
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Las variables de salida de tiempo discreto corresponden a la carga de pasajeros ( 1)iL k +  y 

el tiempo de partida ( 1)iTd k+  una vez que el bus sale del actual paradero, asociado con el 

bus i el evento k. 

 

En la Figura 7.2, la variable ( )p kΓ  es el número de pasajeros esperando en el paradero p y 

corresponde a una perturbación del sistema. Por medio de un estimador de demanda, las 

variables ˆ ( )iA k , 
ˆ ( )iB k  y ˆ ( 1)p kΓ +  son estimadas e incorporadas al modelo dinámico. 

ˆ ( 1)p kΓ +  es la predicción del número de pasajero cuando el bus i parte desde la parada p, 

ˆ ( )iB k es el esperado número de pasajeros que abordarán el bus i durante un cierto intervalo 

de tiempo y ˆ ( )iA k  representa el número estimado de pasajeros que descienden desde el bus 

i en el evento k. 

 

En el caso de las entradas al modelo dinámico, corresponden a las acciones de control, y 

son analíticamente definidas como: 

 

• ( )iSu k : Acción de stop-skipping del bus i, en el instante k,  si el bus se detiene a 

recoger pasajeros en el paradero ( ) 1iSu k =  y si salta el paradero ( ) 0iSu k = . 

 

• ( )ih k : Acción de holding del bus i en el instante k donde ( ) ,i ih k n= β , 0in Z+∈ >β .  

 

Estas expresiones significan que los periodos de holding son múltiplos de un paso fijo β . 

Esta suposición es aplicada para simplificar ambas formulaciones y la aplicación del 

algoritmo de solución (sección 3). En el ejemplo numérico (sección 7.3), β =30[s] y 

{ }0,1,2,3∈in . La razón de elegir lapsos discretos de holding fue, desde un punto de vista 

operacional, para facilitar a los conductores de los buses seguir instrucciones dadas por el 

despachador central. Más aún, no es práctico tener valores de holding con diferencias de 

menos de 30[s], principalmente debido a las restricciones dadas por las condiciones de 
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manejo (tráfico inesperado, flexibilidad del conductor para comenzar la operación, 

comunicación con la central, etc.). 

 

A continuación, se define analíticamente el modelo predictivo, incluyendo variables del 

espacio de estado y modelos de salida. El modelo predictivo inicialmente considerado en 

este capítulo, es el descrito en Sáez et al., (2012) presentado en la sección 7.1.2 

denominado "Modelo predictivo 1". En la sección 7.1.3 se presentará una mejora de este 

modelo denominado "Modelo predictivo 2" y en el capítulo 9, se planteará una 

generalización, de este modelo aplicado a un sistema de transporte de buses más complejo 

con varias rutas y que incluye estaciones de trasbordo, ambos análisis son de autoría propia.  

 

7.1.2. Modelo predictivo 1 

 

El modelo de Sáez et al. (2012) describe el comportamiento dinámico de las variables 

principales del sistema de transporte de buses, como función de las acciones de control. 

 

Primero, la posición esperada del bus en el instante t, ˆ ( )ix t , es descrito como una función 

de de la velocidad instantánea del bus ( )iv t  que depende del tiempo continuo y las acciones 

de control aplicadas.  

 

El cálculo de la posición del bus i en el tiempo continuo t es lo siguiente: 

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
k

t

i i k i

t

x t x t v d= + ∫ ϑ ϑ ,     (7.1) 

 

donde kt  es el instante continuo donde el evento k es generado y ( )i kx t  la posición del bus i 

en el instante kt . La velocidad instantáneaˆ ( )iv t es modelada asumiendo velocidad constante 

( 0v ) cuando el vehículo está en movimiento, y la velocidad es cero en otro caso, lo cual 

implica que los procesos de aceleración y desaceleración de los buses es ignorado. La 

Figura 7.3 presenta la función velocidad del bus i mientras está viajando desde la estación y 
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alcanza el instante k hasta que el bus arriba a la próxima parada a lo largo de la ruta (lo cual 

esta asociado con el instante futuro k+d). Notar que d corresponde a los lapsos de tiempo 

generados por otros buses de la flota arribando a diferentes paradas de buses, 

produciéndose mientras el bus i esta viajando entre su actual paradero y el próximo 

(incluyendo el tiempo que el bus está en el actual paradero). En la Figura, ̂ ( )iTr k es el 

tiempo estimado asociado con la transferencia de pasajeros (máximo entre los tiempos de 

subida y bajada) y ̂ ( )iTv k  es el tiempo estimado de viaje entre dos estaciones consecutivas, 

llamadas estación p y la estación próxima. Como definimos anteriormente el controlador 

decide el tiempo de holding en la estación i, denotado por ( )ih k . Obviamente, cuando el 

bus está en una parada, su velocidad es cero mientras está transfiriendo pasajeros y también 

durante el periodo de holding (si el bus está retenido allí), luego que la velocidad 

instantánea depende de esas variables. 

 

          

 

Figura 7.3: Ejemplo de la velocidad de un bus entre paraderos consecutivos (Sáez et al. 2011). 

 

En este contexto y basados en la Figura 7.3, una estimación de la velocidad instantánea 

puede ser  calculada como: 

 

                           
0

ˆ0       ( ) ( )
ˆ ( )

ˆ     ( ) ( )

k k i i
i

k i i k d

t t t Tr k h k
v t

v t Tr k h k t t +

 ≤ ≤ + += 
+ + ≤ ≤

         (7.2) 

 

kt

ˆ ( )iv t

dkt +

ˆ ( )iTr k )(khi
ˆ ( )iTv k

0v



 174 

Para generar el próximo evento a partir del modelo dinámico, es necesario calcular el 

tiempo remanente esperado (medido desde el instante t) para que el bus i alcance la 

próxima parada; este puede ser calculado como: 

 

     ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,i k i i i iT t t Su k h k Tr k Tv k t= + ⋅ + + −     .k k dt t t +≤ ≤      (7.3) 

 

Las estimaciones de las variables de estado continuas de este esquema propuesto están 

dadas por las ecuaciones (7.1) y (7.3). Luego, la predicciones de las variables de salida 

discretas del modelo dinámico, requeridas para la estrategia de control HPC (ˆ ( 1)iL k +  y 

ˆ ( 1)iTd k+ ),  están definidas y analíticamente calculadas. 

 

Primero, se define la carga de pasajeros predicha  ˆ ( 1)iL k + , como el número estimado de 

pasajeros sobre el bus i una vez que éste parta de la estación. Analíticamente,  

 

( ){ } 
ˆˆmin , ( ) ( ) ( ) ( )    si el bus  genera el evento ˆ ( 1)

( )                                           en otro caso

Max i i i i
i

i

L L k Su k B k A k i k
L k

L k

 + −+ =


,          (7.4) 

 

donde MaxL  es la capacidad del bus, )(kLi  es la carga del bus i en el instante k, 

ˆ ( )iB k corresponde al número esperado de pasajeros que abordarán el bus i, restringido a la 

capacidad disponible del bus, yˆ ( )iA k representa el número estimado de pasajeros que bajan 

del bus i en el evento k.  

 

Notar queˆ ( )iA k  y ˆ ( )iB k  son obtenidas a través  de un análisis estadístico de datos de los 

sensores que deberían estar localizados en las paradas de los buses. En este enfoque, estas 

estimaciones son obtenidas a partir de datos de días previos similares (información histórica 

fuera de línea) e información dinámica ocurrida en el mismo día (información en  línea).  
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Basados en información fuera de línea, nosotros podemos estimar ̂ ( )iA k usando los más 

frecuentes patrones de destino de los días previos sobre el mismo periodo; entonces, estas 

estimaciones son corregidas con data en línea de destinos preferidos por los pasajeros desde 

el sistema. La variablê ( )iB k es calculada a partir de la estimación de la carga ( )p kΓ en el 

paradero en el instante k y la capacidad del bus, es estimada usando un modelo 

autorregresivo de media móvil (ARX) para el tiempo de arribo en las paradas. Más aun, el 

tiempo estimado de transferencia definido anteriormente puede ser analíticamente 

determinado como { }ˆˆ ˆ( ) ( ), ( )i a i b iTr k Max t A k t B k= ⋅ ⋅ donde at y bt son el tiempo medio de 

subida y bajada respectivamente en segundos por pasajeros. 

 

Además, el tiempo de salida estimado ˆ ( 1)iTd k+ una vez que el bus i sale del paradero 

actual puede ser calculado como: 

 

( )ˆ( ) ( ) ( )    si el bus  gatilla el evento ˆ ( 1)
( )                                    en otro caso

k i i i
i

i

t Su k h k Tr k i k
Td k

Td k

 + ⋅ ++ = 


    (7.5) 

 

La carga predicha por paradero ˆ ( 1)p kΓ +  (cuando el bus i parte del paradero p), es definida 

como el número de pasajeros esperando en la parada p asociada con el bus i que generó el 

evento k; y se determina como: 

 

  
ˆ ˆ( ) ( ) ( )   si el bus  gatilla el evento 

ˆ ( 1)
ˆ( ) ( )              en otro caso

p p i

p

p p

k k B k i k
k

k k

δ
δ

Γ + −Γ + = 
Γ +

,       (7.6) 

 

donde ( )p kΓ es la carga en la parada p en el instante k. Así también̂ ( )p kδ entrega el número 

de pasajeros que arriban al paradero entre el ínstate k y el instante cuando el bus parte desde 

esta parada. El valor ˆ ( )p kδ  es generado basado en un análisis estadístico de dos conjuntos 

de datos, los datos de un día previo similar y los del mismo día.  
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Con la predicción del tiempo de salida ˆ
iTd  (ecuación 7.5), es posible predecir, el headway 

ˆ ( 1)iH k +
 
que transcurre entre dos pasadas de buses consecutivas, por un mismo paradero, 

del bus i que gatilló el evento k, con respecto a su bus precedente bus i-1 que alcanzó la 

misma parada en el evento 11 ik z−+ − . Analíticamente:   

 

( ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆ ˆ1 1 1i i i iH k Td k Td k z− −+ = + − + −     (7.7) 

 

donde ( )ˆ 1iTd k+ está asociado con el bus i en el evento k, y ( )1 1
ˆ 1i iTd k z− −+ − representa el 

tiempo de partida predicho del bus precedente bus i-1 que gatilló el evento 1ik z−− , en la 

misma parada. La variable 1iz−  representa el número de eventos entre el arribo del bus 

precedente bus i-1 y el bus i, ambos alcanzando igual paradero.  

 

7.1.3. Modelo predictivo 2  

 

En este modelo, se plantean mejoras al modelo presentado por Sáez et al., (2012), las 

cuales se resumen en tres puntos. En primer lugar, se precisa la definición de la posición de 

los buses y se conecta esta variable explícitamente al modelo del sistema. En segundo 

lugar, se redefine el valor del tiempo remanente de los buses, para lograr la conexión de las 

variables con una formulación predictiva. Por último, se generaliza la representación de las 

demandas de paraderos y buses, para integrar en la formulación los valores de los destinos 

de los pasajeros (representación fundamental para la formulación del problema del 

transbordo (ver capítulo 9)). 

 

Para esta formulación, mantenemos la estructura básica de Sáez et al., (2012), donde se 

supone la evolución del sistema en términos de eventos discretos que concuerdan con los 

instantes en que los buses arriban a algún paradero. Esto es, considerando que se produce 

un evento cada vez que algún bus llega a un paradero, entonces, dado un evento k para un 

bus i, se define tk  el tiempo actual en el que se produce el evento k, y a ( )ix k  la posición 
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sobre la ruta para el bus i en el evento k , distancia tomada desde el terminal en la dirección 

de avance de los buses. 

 

Actualización de la posición de los buses 

 

La posición de los buses en la ecuación 7.1 no recoge la compleja dinámica del modelo de 

transporte público desarrollado. Notar, que ninguna de las ecuaciones posteriores del 

modelo incluye la posición de los buses como variable, por lo tanto en el modelo de Sáez. 

(2011),  se podría prescindir de ésta.  

 

Luego, considerando la velocidad definida en la ecuación 7.2, se puede entregar una 

expresión más exacta de la posición de un bus en la ruta, con la debida conexión con las 

otras variables del modelo predictivo. Esto es, utilizando la definición del tiempo de salida 

( )
i

Td k  del bus i, planteada por Sáez et al., (2012), ecuación (7.5) y suponiendo una 

velocidad constante por ruta vo, la posición ( )ix k  del bus i en un evento actual k  se puede 

determinar fácilmente. 

 

Para fijar ideas, se considera lo siguiente, si un bus i no genera  evento en 1 kt +  entonces 

debe conservar el tiempo de salida obtenido en kt , esto es, ̂ ( 1)iTd k+ = ( )iTd k . Luego, 

naturalmente la posición futura del bus ( 1)ix k +  dependerá de la posición actual ( )ix k  y 

de una variación de tiempo por la velocidad otv∆ . Esto es ( 1)ix k + = ( )ix k + otv∆  donde 

final inicialt t t∆ = − . El tiempo final finalt  será obviamente, el tiempo del evento próximo 

1final kt t += , pero el tiempo inicial inicialt tendrá dos opciones a y b para su determinación. 

Esto es: 

 

a)  si ( )k it Td k≤   entonces ( )inicial it Td k=  (es decir, en kt  estaba en el paradero) 

 

b)  si ( )k it Td k>  entones  inicial kt t=  (es decir, en kt  estaba en ruta).  
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c) Por último, si en el tiempo del evento próximo es tal que 1 ( )k it Td k+ ≤ , implica que el 

bus aún estará en el paradero, luego su posición será la misma que tiene en kt .  

 

Un resumen de lo analizado se presenta a continuación: 

 

1

1

1

( ) ( ( ))        si      ( )

( 1) ( ) ( )              si       ( )

( )                              si          ( )

i k i o k i

i i k k o k i

i k i

x k t Td k v t Td k

x k x k t t v t Td k

x k t Td k

+

+

+

 + − ≤
+ = + − >
 ≤

                  (7.8)    

 

En la Figura 7.4, se presenta un diagrama de tiempo de las tres situaciones posibles a 

considerar, para determinar la posición de un bus i cualquiera. Situaciones expresadas en 

términos del tiempo de salida ,iTd  además de tiempos kt  y 1kt + de eventos consecutivos k y 

k+1 que el bus i. 

 

 

 

 

 

Figura 7.4. Tres opciones posibles para determinar la posición de los buses. 

 

 

( )iTd k  1kt +  

t  

)c  

( )iTd k  
kt  1kt +  

t  

t∆  

)b  

( )iTd k  
kt  1kt +  

t  

t∆  

)a  
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Evolución temporal del sistema 

 

El modelo 1, corresponde a un modelo predictivo discreto, el cual evoluciona cada vez que 

es generado un evento k, el cual sucede en un tiempo tk. Luego, referir la variable que 

determina la evolución de los eventos ˆ ( )iT t  (ecuación (7.3)), con respecto a un nuevo 

tiempo indeterminado continuo t, con la única información de que pertenece al intervalo 

k k dt t t +≤ ≤ , no es consistente con el objetivo de construir un modelo predictivo preciso. 

Luego, por consistencia con el modelo predictivo desarrollado, la variable ̂iT  debe estar 

planteada en términos de el tiempo tk, para poder a continuación buscar el mínimo en el 

conjunto { }1 2( ), ( ), , ( )k k Nb kT t T t T t⋯  y lograr determinar el próximo evento.  

 

Para aclarar este punto, en la Figura 7.5 se presenta un ejemplo de los parámetros 

considerados en el caso de medir el valor de ( )i kT t  para cinco buses en un mismo tiempo 

kt .  En esta Figura, se presentan los correspondientes diagramas de tiempo de los buses, los 

intervalos de las acciones de control (iSu  o ih ) aplicadas, los tiempos de viaje iTv  y los 

respectivos tiempos remanentes îT  . 

 

Luego, para mejorar la estructura de la ecuación (7.3), ésta se debería modificar por la 

siguiente ecuación (7.9): 

 

( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ii k k q i i i i i i i i kT t t Su k q h k q Tr k q Tv k q t−= + − ⋅ − + − + − −           (7.9) 

 

Donde qi representa los retardos necesarios para ubicar el momento donde el bus i produjo 

su último evento (retardos que varían en cada evento y deben ser registrados en memoria). 

En particular, en la Figura 7.5 se tiene que  1 4q = , 2 3q = , 3 1q = , 4 2q =  y 5 0q = . 
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Figura 7.5: Ejemplo de evolución temporal del sistema para un conjunto de cinco buses 

 

Una complicación adicional de la ecuación (7.3) es que, para relacionar las acciones de 

control con sus respectivos buses, se debe mantener registros para memorizar la última 

acción de control (Sui o hi) y tiempo de transbordo (iTr ), para cada uno de los buses.  

 

En definitiva, en esta tesis, no se utilizara ni la ecuación (7.3) ni (7.9), ya que se optará por 

una nueva estructura predictiva para determinar la evolución de los eventos en el sistema. 

Esta nueva estructura es más natural ya que incluye las posiciones de los buses y sólo se 

necesita retener los tiempos de salida ( )
i

Td k , para la última vez que cada uno de los buses 

produjo un evento. 
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Determinación del próximo evento 

 

Se define la posición px del paradero 1,...,=p Np, con Npnúmero de paraderos. En 

nuestro caso tenemos una distribución equidistante de paraderos, esto es ( 1)= −p Rlx p
Np

   

con Rl  largo de la ruta R. 

 

Si definimos a in  como el paradero más próximo a un bus i aguas abajo en la ruta, la 

distancia (sobre la ruta) ( )idn k  de un bus i a su próximo paradero in  para una ruta cerrada 

es: 

 

{ }min ( ) / ( ) 0    si   ( )
( )

                                                      si    ( )  

p p Np
i i i

i Np
R i i

x x k x x k p x k x
dn k

l x x k x

 − − > ∀ ≤= 
− >

               (7.10) 

 

Esto es, buscamos el mínimo entre todas las distancias entre los paraderos y la posición del 

bus analizado ( )ix k , siempre que esta distancia sea positiva en otras palabras sólo los 

paraderos aguas abajo. Además, existe un caso espacial cuando el bus esta entre el último 

paradero y la estación terminal, la distancia del bus a esta estación es la diferencia entre el 

largo de ruta Rl y ( )ix k .  Es claro, que hay que definir condiciones iniciales para ( )ix k y 

poder determinar ( )idn k  en el caso de  k=0. 

 

Ahora, existe un bus *i en toda la ruta, que posee la mínima distancia a su paradero 

próximo, luego la distancia del bus que está más próximo a producir un evento es: 

 

{ }* ( ) min ( ) 1, ,i idn k dn k i Nb= = ⋯                                 (7.11)  

 

El bus *i  será el que produzca el evento siguiente. Luego el paradero donde se producirá el 

evento será *
*ip n=  
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Evolución del tiempo discreto en el sistema 

 

Ahora para el tiempo de salida ( )
i

Td k  del bus i, se toma la definición ya planteada por 

Sáez et al, (2012), ecuación (7.5). De igual forma el tiempo de transbordo ̂ ( )iTr k  del bus i* 

(que generó el evento) se obtiene como { }ˆˆ ˆ( ) max ( ), ( )i sub i baj iTr k t B k t A k=  donde 

subt , bajt , ˆ ( )iB k y ˆ ( )iA k  son el tiempo de subida, tiempo de bajada, pasajeros que suben al bus 

i y pasajeros que bajan del bus i  respectivamente (Sáez et al., (2012)). Los tiempos de subt  y 

bajt  se obtuvieron de datos experimentales tomados del sistema de transporte metropolitano 

(Transantiago). La forma de determinarˆ ( )iB k  y ˆ ( )iA k  se presenta más adelante en las 

ecuaciones (7.19) y (7.21) respectivamente. 

 

Se define ( )iTn k  como el tiempo que demora un bus i para llegar a su próximo paradero in  

en el evento k como: 

 

( ) ˆ                              si  ( )
( )

( )ˆ ˆ( )          si  ( )

i
k i

i

i
i k k i

dn k
t Td k

vTn k
dn k

Td k t t Td k
v


>= 

 − + ≤


                             (7.12) 

 

Esto es, para un i bus cualquiera, que ˆ ( )k it Td k>  implica que en el instante k actual el bus 

ya salió del paradero (donde produjo por última vez un evento), luego es claro que el 

tiempo que falta para llegar a su próximo paradero es  
( )

( ) . i
i

dn k
Tn k

v
=  Ahora si el bus 

aún no sale del paradero esto es, ˆ ( )k it Td k≤ aparte del tiempo de viaje a su próximo 

paradero 
( )

 idn k

v
debemos agregar el tiempo que le falta esperar en el presente paradero 

i kTd t− . 

 

Por lo tanto, la evolución del tiempo discreto en este sistema es  
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{ }1 min ( ) /  1, ,k k it t Tn k i Nb+ = + = ⋯                                            (7.13) 

 

Representación de la demanda por paradero y carga de los buses para una ruta única. 

 

En las ecuaciones (7.6) y (7.4) la carga de pasajeros predicha ̂ ( 1)iL k +  sobre el bus i, como 

carga predicha por paradero ˆ ( 1)p kΓ +  están descritas por una variable escalar lo que obliga 

a guardar la información de la carga de los pasajeros agregadamente. Una descripción 

desagregada de estas variables (un vector), permitiría incluir la información de los destinos, 

lo cual es clave en una formulación más general para un sistema de transporte que 

considere varios recorridos y estaciones de transbordo. En la siguiente sección se presenta 

una formulación que enfrenta el problema planteado, incluyendo la forma de predecir los 

destinos de los pasajeros. Cabe destacar, que una descripción desagregada permite definir 

con precisión las cargas de bajada y subida a los buses Ai y Bi respectivamente.  

 

Demanda por paradero en ruta única 

 

Considerando un número λ̂p  de pasajeros estimado arribando por unidad de tiempo en la 

parada p, se tiene un aumento total de 1
ˆ ( )p k kt tλ −−  pasajeros en un intervalo de tiempo [kt , 

1kt + ]. Entonces, el aumento de pasajeros en un paradero en un evento k se puede representar 

desagregadamente por el vector ˆ ( )∆Γ
�

p k de dimensión igual al número de destinos Nd, 

donde en sus componentes, el primer súper-índice representa el número de paradero y el 

segundo súper-índice representa el número de destino. 

 

,1 ,2 ,ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )... ( )p p p p Ndk k k k ∆Γ = ∆Γ ∆Γ ∆Γ 
�

                              (7.14) 

 

para los paraderos 1,...,=p Np . Donde un total de 1
ˆ ( ) p k kt tλ −− pasajeros están distribuidos 

sobre los destinos 1, ,d p Np= + ⋯  de forma normal 
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( ) con      2 . 
2

Np p Νp - p
N y

2
2 +µ,σ µ = σ = Claramente, otra opción es distribuir la carga 

proporcional a alguna matriz de origen destino de la ruta en cuestión, que varié en el 

tiempo, donde la matriz MOD origen destino es: 

 

1,1 1,2 1,

,1 ,2 ,

,1 ,2 ,

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

 ∆Γ ∆Γ ∆Γ
 
 
 = ∆Γ ∆Γ ∆Γ
 
 
 
∆Γ ∆Γ ∆Γ  

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

Nd

p p p Nd
OD

Np Np Np Nd

k k k

M k k k k

k k k

                         (7.15) 

 

En la Figura 7.6 se presenta un ejemplo de cómo se asignaría la variación de carga en el 

paradero p=3 en un intervalo de tiempo 1[ , ]k kt t + . Esto es, se asignará el  número de 

3 1
ˆ ( )k kt tλ −−  pasajeros distribuidos de forma normal ( ) N 2µ,σ , 

( )11 3
con  (11 3) / 2 7     2 = 4. 

-
y

2
µ = + = σ = Esto es, distribuyendo carga desde los destinos 

4 al 10 incluyendo el destino 1 donde se cierra el ciclo. 

 

 
Figura 7.6. Distribución de la variación de carga. 

 

Ahora, sea ˆ ( )d
iL k  la cantidad de pasajeros en el bus i que dirigen al destino d  y 

MaxL capacidad máxima de los buses. La capacidad libre estimada del bus i*  que produce el 

evento en el instante k es 
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* *

*

( ) ( )
>

= − ∑
Nd

d
Maxi i

d p

C k L L k                                               (7.16)             

 

a continuación se define la carga desagregada en un paradero p luego de sucedido el evento 

k como el vector ( )Γ
�

p k , donde en sus componentes, el primer súper-índice representa el 

número de paradero y el segundo súper-índice representa el número de destino. 

 

,1 ,2 ,( ) ( ) ( )... ( )p p p p Ndk k k k Γ = Γ Γ Γ 
�

                                   (7.17) 

 

para la actualización de esta variable se debe considerar tres situaciones: 

 

a) Si el paradero p no es donde se produjo el evento ( *p p≠ ), en este caso la actualización 

de ( 1)p kΓ +
�

 para el evento k+1 es la suma de ( )p k∆Γ
�

 la variación de demanda más el 

vector ( )p kΓ
�

 con el valor que tiene en k. 

 

b) Ahora, si el paradero p es donde se produjo el evento ( *p p= ), hay que considerar una 

cierta cantidad de pasajeros que debe subir al bus, cantidad limitada por la capacidad libre 

del bus que produjo el evento * ( )
i

C k . Luego, si el total de pasajeros considerados en el 

vector ( )p kΓ
�

 pueden subir al bus ( *

,

*

( ) ( )
Nd

p d

i
d p

k C k
>

Γ ≤∑ ), tenemos que ( )p kΓ
�

 se debe 

descontar de los pasajeros finales en el paradero, esto sólo si, no se produjo una acción de 

stop-skipping en dicho paradero, ( ( )Su k =1). 

 

c) Finalmente, si el paradero p es donde se produjo el evento ( *p p= ), y la capacidad libre 

* ( )
i

C k  limita la subida del total de pasajeros en el paradero ( *

,

*

( ) ( )
Nd

p d

i
d p

k C k
>

Γ >∑ ), se define 

el vector ( )pM k
�

 cuyas componentes contienen una fracción de la carga de las componente 

del vector ( )p kΓ
�

 en el instante k  tal que *

*,

*

( ) ( ).
Nd

p d

i
d p

M k C k
>

=∑  Luego ( )pM k
�

 se debe 
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descontar de los pasajeros finales en el paradero, esto sólo si, no se produjo una acción de 

stop-skipping en dicho paradero, ( ( )Su k =1). 

 

La carga predicha ̂ ( 1)p kΓ +
�

 en el evento 1k + se resumen de los tres casos analizados se 

presenta en la ecuación (7.18). 

 

( ) *

*

* ,

*

*

ˆ ( 1) ( )  si                                             

ˆ ˆ( 1)  ( 1) ( ) 1 ( )   si     y  si    ( ) ( )

ˆ  ( 1) ( ) ( ) ( )  si     y  si   

p p

Nd
p p p p d

i
d p

p p p

k k p p

k k k Su k p p k C k

k k M k Su k p p

>

∆Γ + +Γ ≠

Γ + = ∆Γ + +Γ − = Γ ≤

∆Γ + +Γ − =

∑

� �

� � �

�� �
*

,

*

 ( ) ( )
Nd

p d

i
d p

k C k
>









Γ >


∑

     (7.18) 

 

Es importante notar que, para mayor precisión, podemos identificar a los pasajeros *ˆ ( )iB k  

que suben al bus *i  en el paradero *p  en evento k como:  

 

* *

*

*

*

* *

, ,

* *

,

*

( )  si    ( ) ( )
ˆ ( )

            si    ( ) ( )
i

Nd Nd
p d p d

i
d p d p

Nd
p d

i i
d p

k k C k

B k

C k C k

> >

>

 Γ Γ ≤
= 
 Γ >


∑ ∑

∑
                                  (7.19)  

 

Carga de los buses en ruta única 

 

Ahora la variación de carga estimada desagregada de un bus i en el evento k se define como  

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )... ( ) ∆ = ∆ ∆ ∆ 

�
Np

i i i iL k L k L k L k  , donde en sus componentes, el súper-índice 

representa el destino del pasajero y el sub-índice representa el número de bus: 
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*

*

*

* * *,

*

* * *,

*

0  si                        

( ) ( ) ( )      si       y   ( ) ( )    

( ) ( )      si       y   ( ) ( )    

Nd
p p d

i i
d p

Nd
p p d

i
d p

i i

L k k Su k i i k C k

M k Su k i i k C k

>

>


 ≠
∆ = Γ = Γ ≤



= Γ >


∑

∑

� �

�

              (7.20) 

 

luego la carga desagregada del bus es 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )... ( ) =  

�
Np

i i i iL k L k L k L k  con 

*

( ) 0 =p
iL k (bajan todos los pasajeros que tenían como destino el paradero p* donde se 

produjo el evento), la carga desagregada estimada es ˆ ˆ( 1) ( 1) ( ).i i iL k L k L k+ = ∆ + +
� � �

 

 

Notar que los pasajeros que bajan del bus que produjo el evento se determinan como: 

 
*

* *( ) ( )= p

i i
A k L k                                                      (7.21) 

 

Notar también que una acción de control de stop-skipping en el sistema en un evento k en el 

bus i en una parada p se puede expresar como: 

 

ˆ0 si hay salto de estacion   y  si  ( ) 0
( )

1 si no

p
i

i

p L k
Su k

 == 


                          (7.22) 

 

7.1.4. Restricciones operacionales 

 

El modelo predictivo propuesto para un sistema de trasporte público debe satisfacer algunas 

restricciones físicas y operacionales (Sáez et al, 2012). 

 

La primera, corresponde a una restricción de capacidad (ecuación 7.4). La cual es una 

restricción física en el sentido que el bus no puede trasportar más pasajeros que su máxima 

capacidad. Por lo cual, es posible aplicar una política de servicio mediante una capacidad 
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diferente para evitar por ejemplo el hacinamiento. La segunda restricción es de consistencia 

operacional, que exige a todos los pasajeros un origen y destino específico.  

 

Con respecto a la demanda, se asume que no hay nodos de transferencia, y por lo tanto, una 

vez que los pasajeros están a bordo del bus sólo abandonará el mismo bus en su paradero de 

destino. También, un pasajero se bajará una vez que arribe a su destino (los pasajeros 

desean minimizar su tiempo de viaje, así que suponemos que los pasajeros no se quedan en 

los buses en los bucles, es decir no recorren caminos innecesarios). 

 

En cuanto a la operación de bus, el modelo obliga a parar en una estación si algún pasajero 

solicita bajar, a pesar de que el modelo recomienda la realización de una acción de stop-

skipping, similar a lo que se sugiere por parte de Sun y Hickman (2005). Por lo tanto, la 

acción de salto no se puede aplicar si la próxima parada es el destino de algún pasajero, y el 

bus debe parar. Esta estrategia parece funcionar mejor así, ya que el incluirla directamente 

como una penalización en la función objetivo implicaría que algunos de los pasajeros 

podrían terminar de bajar en una estación diferente de su destino previsto. Por otro lado, si 

el modelo determina una acción de holding en una parada determinada, que no es 

físicamente apropiado para este tipo de operación, a continuación, el bus sólo se detiene 

durante un lapso requerido para una operación de transferencia de pasajeros normal. 

 

Como una limitación física, y también por razones prácticas, la realización de acciones  de 

control se puede aplicar sólo en las paradas específicas, debidamente equipados para llevar 

a cabo tal acción. Por otro lado, la acción de stop-skipping se podría aplicar en todas las 

paradas de la línea, excepto al llegar al terminal. 

 

Cada bus está identificado por una etiqueta interna única y el modelo permite a los buses 

pasar a otros buses a lo largo de su ruta. 
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7.1.5. Función objetivo  

 

Se define adecuadamente una función objetivo con el fin de realizar decisiones en tiempo 

real y optimizar el sistema dinámico (Sáez et al, 2012). En este caso, se minimiza la 

expresión (7.23), que consta de cuatro componentes, orientados al costo experimentado por 

los usuarios a través de tiempos de espera en los paraderos y tiempos de viaje a bordo de 

los buses. Analíticamente, 

 

{ }

( )
( 1)

( 1)

2
1 2 3( ), ( 1),..., ( 1)

1

4 1 1

ˆ ˆ ˆˆmin ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( 1)

ˆˆ                                   ( ) ( ) 1 ( 1)
i i k
p p k

N

i p i d i i
u k u k u k Np

p i i i

H k k H k H L k h k

k H k z Su k

θ θ θ

θ
= + −
= + −

+ + − =

+ +

 ⋅ + Γ + + ⋅ + − + ⋅ + + − +

⋅Γ + + + − + − 

∑

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ

 (7.23)  

donde ( ) ( ){ },..., 1u k u k N+ −  es la secuencia de acciones de control con ( 1)u k+ −ℓ
 
una 

acción de control que puede ser un salto de estación o una retención (de 30,60 o 90 

segundos) cuando el bus i genera el evento 1k + −ℓ . Con Np  el horizonte de predicción y 

b el número de buses de la flota. 

 

Notar que { }( 1) 1, ,i i k Nb= + − ∈ℓ ⋯ , { }( 1) 1,...,p p k Np= + − ∈ℓ , si se considera que el 

evento futuro 1k + −ℓ  está generado por un bus ( 1)i k + −ℓ  arribando a una estación 

específica aguas abajo ( 1)p k+ −ℓ . En la expresión (7.23), , 1,..., 4,j jθ =  son parámetros 

de ponderación, y deben ser sintonizados dependiendo del problema específico analizado y 

también de la interpretación física de los diferentes componentes. 

 

La variable dH corresponde al intervalo de diseño o headway deseado (definido en el 

capítulo 4) diseñado para servir la demanda del sistema durante un cierto periodo de 

tiempo. 
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Normalmente, el diseño del headway deseado se relaciona con la frecuencia de diseño que 

depende directamente de las cargas del segmento, y puede ser determinado como la 

frecuencia mínima necesaria para mover a los pasajeros en el segmento más cargado a lo 

largo de la ruta (ver sección 4.3). En los sistemas más sofisticados, la frecuencia de diseño 

se calcula mediante la minimización de una función objetivo estática considerando los 

costos del operador, así como los costos para el usuario, en cuyo caso la frecuencia óptima 

debe ser mayor que la frecuencia mínima capaz de llevar a todos los pasajeros en su 

conjunto. 

 

El primer término de la ecuación (7.23) cuantifica el tiempo total de espera de los pasajeros 

en las paradas y depende del headway de diseño, junto con la carga en la parada de autobús. 

El segundo término captura la regularización del headway entre buses, para mantener éste 

lo más cerca posible al correspondiente headway de diseño. El tercer componente mide el 

retraso asociado con pasajeros a bordo de un vehículo cuando se lleva acabo una retención 

en una estación de control debido a la aplicación de una acción de holding. Por último, el 

cuarto componente es el tiempo adicional de espera de los pasajeros (cuya estación es 

saltada por un vehículo) asociado con la estrategia de stop-skipping. 

 

Notar que la función objetivo propuesta se orienta a la satisfacción de los usuarios a través 

de tiempos de espera y de viaje, debido a que se propone un esquema a nivel operativo. Por 

lo tanto, asumiendo un tamaño fijo de flota obtenido a partir de la frecuencia de diseño, que 

es el inverso del headway de diseño definido en la ecuación (7.23), el beneficio pertinente 

de la aplicación de las estrategias de control propuestas en tiempo real, está a nivel de 

servicio de los pasajeros. Asumiendo estas consideraciones, las componentes de costos 

operativos no fueron incluidos en la especificación de la función objetivo, aunque bajo 

otras condiciones podrían ser importantes en las decisiones en tiempo real. 
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7.2. Solución del problema de optimización correspondiente al 

controlador predictivo híbrido  

 

Existen varios métodos para generar las restricciones especiales que fuercen la solución 

óptima del problema de programación entera lineal, hacia la solución óptima entera 

deseada, como son el método de ramificar - acotar y el método de planos de corte.  

 

Debido a la decisión de sólo aceptar soluciones enteras para las acciones de control, el 

problema a resolver en este trabajo es de programación no lineal entera pura, cuya 

soluciona más simple es a través del recorrido exhaustivo del árbol de decisiones 

correspondiente. Una mejora a este método, en términos de tiempo de cómputo, se plantea 

a continuación.  

 

7.2.1. Solución del problema de optimización basada en algoritmo de 

poda probabilística  

 

La solución del problema de optimización resultante del controlador  predictivo, implica 

determinar una secuencia factible de control óptima de N pasos. Donde, finalmente se 

selecciona en cada instante de la implementación el primer elemento de la secuencia. En el 

caso de que el número de acciones factibles en cada paso sea pequeño, la búsqueda de una 

solución, se puede construir en base a un árbol de decisiones. Esto es, dada la acción de 

control seleccionada en un nodo en un instante k, se generan un número de ramas (en un 

instante k+1) que está en directa relación con el número de acciones de control factibles. 

 

En el caso del sistema de transporte público analizado, la acción de control aplicada, en 

cada instante, puede tomar una de las cinco siguientes opciones:  

 

u1: Holding   0 [s]                                                                     

u2: Salto de paradero (skipping). 

u3: Holding 30 [s]                                                                        (7.24) 
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u4: Holding 60 [s] 

u5: Holding 90 [s] 

 

Considerando la dinámica del sistema controlado, podemos afirmar que el área de 

factibilidad es muy reducida, debido a las restricciones operativas impuestas. Esto es, hay 

sólo dos estaciones donde se puede realizar la acción de control de holding, no se puede 

hacer stop-skipping en el primer paradero, y no se permite realizar una acción de stop-

skipping si hay alguna persona que desea bajar. Luego, bajo estas condiciones, solucionar el 

problema de optimización considerando la enumeración explícita de todas las ramas del 

árbol, en cada paso, es aún práctica. 

 

Sin embargo, para disminuir el tiempo de cómputo que implica la enumeración explícita de 

todas las posibles acciones de control, se desarrolló una estrategia de solución que 

considera la selección probabilística de las secuencias de control factibles. En concreto esto 

implica una poda del árbol de acciones de control posibles, es decir, asignar a cada nueva 

rama una cierta probabilidad. Experimentalmente se observó que las acciones de control 

posibles, en (7.24), pueden ser ordenadas por su probabilidad de ocurrencia de la siguiente 

forma: 

 

P( 1u )>P( 2u )>P( 3u )>P( 4u )>P( 5u )                                     (7.25) 

 

Esto es, después de la detención normal en un paradero, la acción que le sigue en 

probabilidad de ocurrencia es saltarse un paradero (stop-skipping), luego les siguen las 

acciones de holding en orden presentado en (7.25). Este orden de asignación de 

probabilidades es consecuencia de las restricciones operativas. 

 

Luego, la cantidad de las n primeras acciones de control (según el orden en la definición 

7.24) seleccionadas en cierta rama se determina por la función cajón [ ]*un n r=  donde, un  

es el número de acciones de control factibles en esa rama y r es un número aleatorio entre 0 

y 1. Esta forma de seleccionar la cantidad de n primeras acciones de control, reproduce el 
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orden experimental de probabilidad de ocurrencia. Por ejemplo, es más probable que se 

produzca una acción de stop-skipping que una de holding. 

 

En la Figura 7.7 se presenta un ejemplo de árbol generado por el algoritmo recursivo de 

cuatro pasos, donde las acciones de control son evaluadas exhaustivamente. En el nivel 

cero, se considera que existen sólo las acciones factibles u1, u2 y u3 en las cuales la función 

objetivo tiene los siguientes valores J0
1  J0

2  y J0
3 respectivamente. A partir de la acción de 

control u1 en el nivel cero es factible aplicar sólo dos acciones de control en el paso 

siguiente en el nivel uno, u2 y u4 con sus respectivos valores J1
1  y J1

2. Así sucesivamente, 

construyendo otras ramas se forma el árbol de todas las posibles acciones de control 

factibles y los correspondientes valores de la función objetivo. Los niveles descritos 

corresponden a los pasos futuros predichos por el algoritmo predictivo. 

 

Ahora, se considera una trayectoria factible a una secuencia de cuatro valores de acciones 

de control, donde cada valor es obtenido en niveles distintos y consecutivos del árbol de 

decisiones. Por ejemplo en la Figura 7.7 en la secuencia { }1 2 2 2u ,u ,u ,u  los elementos en 

orden de precedencia pertenecen respectivamente a los niveles 0, 1, 2 y 3 cuyo valor final 

de función objetivo es 1 1 1 1
0 1 2 3J J J J+ + +  donde el número inferior representa el nivel 

correspondiente y el superior el número de secuencia factible. En la tabla 7.1 se presentan 

todas las secuencias correspondientes al árbol de la Figura 7.7, con sus correspondientes 

valores finales de función objetivo (ecuación 7.23). 
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Figura 7.7: Árbol de acciones de control factible completo 
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Tabla 7.1 

Secuencia Suma de evaluación de la 

F.O. 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

1 2 2 2

1 2 2 3

1 2 2 4

1 4 1 2

1 4 2 1

1 4 2 3

1 4 4 2

1 4 4 3

2 1 1 1

2 1 1 2

2 1 3 1

2 1 3 2

2 1 3 3

2 1 3 4

2 3

3

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,...

u ,...

 

1 1 1 1
0 1 2 3

1 1 1 2
0 1 2 3

1 1 1 3
0 1 2 3

1 2 2 4
0 1 2 3

1 2 3 5
0 1 2 3

1 2 3 6
0 1 2 3

1 2 4 7
0 1 2 3

1 2 4 8
0 1 2 3

2 3 5 9
0 1 2 3

2 3 5 10
0 1 2 3

2 3 6 11
0 1 2 3

2 3 6 12
0 1 2 3

2 3 6 13
0 1 2 3

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +
2 3 6 14
0 1 2 3

2 4
0 1

3
0

J J J

J J ...

J ...

+ + +

+ +

+

 

 

 

 

En la Figura 7.8 se presenta el resultado al aplicar el algoritmo de poda probabilística al 

árbol de decisiones descrito en la Figura 7.7. En la tabla 7.2 se presentan las secuencias 

resultantes con sus respectivas evaluaciones de la función objetivo.   

 

Este algoritmo, no asegura la optimalidad de la solución, pero experimentalmente a 

mostrado interesantes resultados muy cercanos al óptimo, pero con un tiempo de 

procesamiento de al menos la mitad del tiempo utilizado por una enumeración explícita del 

árbol de decisiones (ver tabla 7.5).  
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Figura 7.8: Árbol de acciones de control factible podado 
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Tabla 7.2 

Secuencia Suma de evaluación de la 

F.O. 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

1 2 2 2

1 2 2 3

1 4 2 1

1 4 2 3

1 4 4 3

2 1 1 1

2 1 3 2

2 3

3

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,u ,u

u ,u ,...

u ,...

 

1 1 1 1
0 1 2 3

1 1 1 2
0 1 2 3

1 2 3 5
0 1 2 3

1 2 3 6
0 1 2 3

1 2 4 8
0 1 2 3

2 3 5 9
0 1 2 3

2 3 6 12
0 1 2 3

2 4
0 1

3
0

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J J J

J J ...

J ...

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

+ +

+

 

 

 

Este algoritmo resultará poco eficiente en la medida que se aumente el número de pasos, 

debido a que el tiempo computacional crecerá exponencialmente con respecto a este valor. 

En el caso que las acciones de control aumentasen a un número considerable, una solución 

con un algoritmo evolutivo o de enjambres seria competitiva. Ahora, en la situación 

analizada, aplicar un algoritmo genético o de enjambres no sería práctico, ya que implicaría 

utilizar un área de factibilidad proporcionalmente muy pequeña. Luego, la solución con 

enumeración explícita o poda probabilística en, este caso, aún son competitivas y más 

exactas. 

 

Se aprecia de la tabla 7.2 que el número de secuencias factibles a analizar es mucho menor 

que la tabla elaborada para una enumeración explicita. Además existe una alta probabilidad 

que el resultado sea cercano a óptimo. 

 

Notar que las probabilidades asignadas para las opciones (7.9) pueden ser actualizadas en el 

tiempo de acuerdo a la información recolectada en instantes anteriores. 
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7.3. Resultados de la estrategia propuesta 

 

7.3.1. Descripción del experimento  

 

La estrategia propuesta se aplica sobre un corredor de autobús de 4000 [m] con una flota de 

buses b = 6, con una capacidad para 72 pasajeros. El sistema consta de P = 10 estaciones 

distribuidas uniformemente sobre la ruta del autobús (distancia entre las estaciones es de 

400 [m]). La acción de control de holding se aplica en las paradas de autobús 3 y 8, 

mientras que las acciones de stop-skipping se pueden aplicar en todas las estaciones. La 

simulación supone incertidumbre en la demanda en línea para la llegada de pasajeros a las 

estaciones, y sigue un proceso de Poisson con tasas de demanda diferenciada por estación y 

período (ver Figura 7.9). Las tasas de subida y bajada promedio son 2=at  [s/pas] y 

1.5=bt  [s/pas], en segundos por pasajero respectivamente. El deseado headway 

(referencia) es 6[min]dH = . Por otra parte, se supone que los buses se mueven a una 

velocidad constante 
0 25[km/h]v =  (6.94[m/s]) cuando no están en una parada. El periodo 

de simulación total fue de dos horas, incluido un período transitorio (descartado por las 

estadísticas), de 15 minutos al principio de la simulación.  

 

En la Figura 7.9 se presentan el tiempo medio de arribo por pasajero a las paradas de ruta 

R, medida en [s/pas]. Esto es concordante con la teoría de colas que considera tiempos de 

llegada a un paradero con una distribución de Poisson (λ) de media λ. Se aprecia además 

como la media λ disminuye a medida que nos acercamos a la zona central de la ruta, donde 

se asume que la ruta tiene la mayor demanda de pasajeros.  
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Figura 9.4: Tiempos medios de llegada 

 

Se considera también, modelar estadísticamente los destinos de los pasajeros con funciones 

( )f p  de densidad de probabilidad gaussianas, centradas en la estación ubicada en el punto 

medio entre la estación donde abordan los pasajeros y la estación final de la ruta. Para la 

ruta R (Figura 7.10) se presentan un ejemplo de las funciones de densidad de probabilidad. 

 

 
Figura 7.10. Densidades de probabilidad para los destinos.  

 

A continuación, se propone un análisis de los parámetros de ponderación de la función 

objetivo de la expresión (7.23) para ser utilizadas en los experimentos descritos en la 

sección 4.4.  

 ( )f p

  1/ ( )

[min /pas]

pλ
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7.3.2. Sintonización de parámetros de la función objetivo 

 

Los parámetros de la función objetivo propuestos se sintonizaron por medio de un 

algoritmo de enjambres de partículas. Se diseñó una serie de experimentos para determinar, 

en este escenario de simulaciones en particular, los valores óptimos de los parámetros 

mencionados, en términos de minimización del tiempo de espera promedio, que en 

definitiva es el índice utilizado para comparar los distintos controladores diseñados en este 

trabajo.  

 

Los parámetros para la función objetivo (7.8) son θ1, θ2, θ3 y θ4. En este trabajo se utilizó el 

algoritmo PSO, llamado optimizador con enjambres de partículas con convergencia 

garantizada (Guaranteed Convergence Particle Swarm Optimiser, GCPSO, Kennedy y 

Eberhart, (1995) el cual asegura convergencia local  evitando la convergencia prematura 

típica del algoritmo original (ver detalles en la sección 5.3.3 y anexo C).  

 

Se aplicó el algoritmo de enjambres de partículas sintonizando los parámetros ya descritos, 

para el controlador predictivo híbrido diseñado. Para las simulaciones se consideró Nd=30 

días con distintas demandas. 

 

La función objetivo para el algoritmo de enjambres GCPSO fue 
1

( )
=∑

Nd

wd
T d  donde ( )wT d es 

el tiempo de espera medio de todos los pasajeros en el sistema de transporte público, para 

una simulación de dos horas en el día d. 

 

El algoritmo de enjambres de partículas consideró  los siguientes parámetros: 

 

• Saturación de velocidad de la partícula (saturación): 50  

• Número de épocas: 20 

• Tamaño de la población: 20 

• Constante de aceleración 1 (mejor influencia local) =2 

• Constante de aceleración 2 (mejor influencia global) =2 

• Peso de inercia inicial: 0.9 
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• Peso de inercia final: 0.4 

 

Los valores para los parámetros obtenidos con GCPSO, se presentan en la tabla 7.3  

 

Tabla 7.3 

 

θ1 

 

θ2 

 

θ3 

 

θ4 

Función objetivo del 

algoritmo de enjambres 

8997 98 9027 277 30.13 [min] 

 

 

Los valores de los parámetros de la función objetivo obtenidos son razonables, ya que 

θ1  y  θ3  son los parámetros que ponderan, los índices de comportamiento más relacionados 

con el tiempo de espera de los pasajeros. Los parámetros θ2  y  θ4  están relacionados con el 

tiempo de espera, de una manera más indirecta. 

 

Analizando la teoría correspondiente sólo podemos asegurar que los valores de la tabla 7.3 

son cercanos a un óptimo local. Es altamente probable que con un número mayor de 

generaciones y partículas se encuentre una solución mejor. Notar que los resultados 

obtenidos para estos parámetros se obtuvieron en un tiempo no menor a cinco días de 

procesamiento computacional.  

 

A continuación se presenta los resultados promedio, de la operación del sistema de 

transporte público durante 30 días, para ilustrar el comportamiento del controlador HPC 

para un horizontes de tiempo N = 2, 5 y 10 en comparación con dos esquemas de operación: 

1) el sistema de lazo abierto, que no tiene en cuenta ningún tipo de control en tiempo real, y 

2) el controlador difuso tal como se describió en el capítulo 6, sin tener en cuenta las 

características de la predicción de demanda en las decisiones de control. En la tabla 7.4, se 

presenta el tiempo de espera promedio de los pasajeros en las paradas, el tiempo de viaje 

promedio sobre vehículo y el tiempo total del viaje por pasajero (obtenidos con un PC Intel 

CORE i7).  Asimismo, se muestra el porcentaje de eventos afectados por la estrategia de 
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holding (% h30, %h60, %h90), así como por la estrategia de skipping (% Su) y finalmente 

se muestran los eventos donde no se aplicó ninguna de las estrategias mencionadas.  

 

Tabla 7.4. Rendimiento promedio de HPC para N = 2, 5 y 10. 

Acciones de control sobre los 

eventos Horizonte 

de  

predicción 

Tiempo 

de 

espera  

[min] 

Tiempo 

sobre el 

vehículo 

[min] 

Tiempo 

total 

[min] 

Sin 

acción 

[%] 

Su 

[%] 

h 

30 

[%] 

h 

60 

[%] 

h 

90 

[%] 

N=2 3.01 4.39 7.41 73 20 5 2 1 

N=5 3.26 4.24 7.51 75 18 6 1 0 

N=10 3.30 4.26 7.57 76 15 5 3 1 

 

 

Observamos diferencias en el rendimiento sobre la base de cambiar el horizonte de 

predicción, y por lo tanto, N = 2, parece ser un buen horizonte de predicción para esta 

configuración del sistema con sus características en términos de la oferta y demanda. En 

general, para valores superiores que N = 2 en el horizonte de tiempo  (N = 5 y N = 10) los 

tiempos de espera son mayores. Este fenómeno puede explicarse por el deterioro de las 

capacidades de predicción cuando el horizonte de tiempo se alarga, debido a la alta 

incertidumbre asociada a la demanda futura.  

 

Desde la tabla 7.4 se constata la relación de ocurrencia de las acciones de control, en el 

momento que se produce un evento. Se aprecia como dentro de las pocas veces donde 

existe una acción de control (sólo aproximadamente el 25% de los eventos) el orden de 

ocurrencia es el supuesto en la relación (7.10). Esto es, en orden descendente las acciones 

de skipping, luego las de holding de 30, 60 y 90 [min] consecutivamente. 

 

La tabla 7.5 muestra los resultados promedios obtenidos en 30 días, en la simulaciones de 

las estrategias de control HPC-EE con enumeración explícita de todas las ramas del árbol 

de soluciones, la estrategia HPC-PP con poda probabilística,  la estrategia de control difuso 
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(Holding y stop-skipping basado en reglas difusas con asignación de headway), así como la 

opción de lazo abierto con un tiempo de simulación de dos horas. Estos resultados, son los 

promedios del tiempo de espera y tiempo de viaje por pasajero. Además en la tabla 7.5, se 

añade un índice B, que cuantifica el beneficio asociado con el desempeño del controlador 

propuesto con respecto al sistema de lazo abierto, definido en la sección 5.4.2. 

 

Tabla 7.5. Promedio y desviación estándar del tiempo de espera y tiempo de viaje por 

pasajero y el cómputo del tiempo para 30 días con demandas diferentes. 

   

Tiempo de espera [min]  
Tiempo de 

viaje[min] 

  

 

Estrategias de control  

Media   

 

 

Desv.  

 

B [%]  

 

Media  

 

Desv. 

[min] 

 

 

 

Tiempo de 

cómputo 

promedio 

de 30 dias 

[s] 

Lazo abierto 

 

7.07 1.01 -  4.25 0.16  35.6 

Holding y stop-skipping basado en reglas 

difusas con asignación de headway 

3.18 0.27 55.02  4.21 0.16  56.0  

Control HPC-PP 

 

3.01 0.29 57.38  4.39 0.18  160.5 

Control HPC-EE 

 

3.01 0.29 57.41  4.39 0.18  355.8 

 

El tiempo ocupado por el algoritmo HPC-PP es 55% menor que el tiempo necesario para 

aplicar el algoritmo HPC-EE. Sin embargo la diferencia en el beneficio entre estos dos 

resultados es sólo del 0.03%, lo que confirma el buen comportamiento logrado con la 

estrategia de optimización con poda probabilística. Por último, la estrategia de control 

HPC-PP es 2.36% mejor que el controlador difuso con espera distribuida en función de la 

demanda por paradero. 
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7.3.3.  Sensibilidad del controlador HPC-PP con respecto a la velocidad 

 

Se plantea un análisis del efecto de la varianza de la velocidad en los resultados del 

controlador diseñado, en particular en los tiempos de espera del sistema. Para considerar la 

varianza en la velocidad, en este apartado se realizó un estudio de la influencia en la 

imprecisión del valor de velocidad de los buses en el controlador diseñado. Por lo cual se 

realizaron simulaciones donde la imprecisión del valor de la velocidad iba en aumento. Esto 

es, la velocidad considerada en cada simulación, fue una variable aleatoria de media 

constante y varianza variable. En la Figura 7.11, para el controlador difuso con control de la 

posición relativa de los buses, el control difuso con headway distribuido en función de la 

demanda del paradero correspondiente y el controlador HPC-PP, se graficó  la variación del 

beneficio obtenido en  tiempo de espera con respecto a la  imprecisión de la medida de la 

velocidad. Se realizaron 30 simulaciones para cada aumento en un 5% de varianza de 

velocidad.  

 

De la Figura 7.11 se aprecia como el deterioro del rendimiento, hasta un 25% de error en la 

medición de velocidad, del controlador HPC-PP es menos pronunciado que los 

controladores difusos diseñados en los capítulos 5 y 6. Sin embargo para valores de error 

mayores de 25% el comportamiento es peor que el controlador difuso con tiempo de espera 

distribuido.  La razón de este comportamiento se debe a que la efectividad de un 

controlador predictivo está directamente relacionada con lo representativo que sea el 

modelo predictivo utilizado. Luego en este caso antes del punto de error de 25% las 

características de optimalidad dinámica del control HPC se imponen. Pasado el punto de 

error de 25 %  la representatividad del modelo empieza a fallar, lo que implica que las 

predicciones a futuro son menos exactas e implica un deterioro progresivo acelerado. Notar 

que la exigencia de errores menores del 25% para un corredor segregado es suficientemente 

razonable. 
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Figura 7.11: Beneficios con respecto al lazo abierto para los controlador diseñado en capítulos 5, 6 y 7 

 

Finalmente, el control predictivo robusto puede ser una solución al problema del deterioro 

producido al aumentar la incerteza de la medida de la velocidad. Esto implica modificar la 

función objetivo original. Esto es, ahora se exige minimizar la función objetivo original 

(7.23), con la exigencia agregada que sea máxima la incerteza de la velocidad. Un análisis 

como el indicado quedará como investigación futura. 

 

7.3.4.  Solución de la variabilidad de la velocidad del controlador HPC-PP 

 

Existen dos formas básicas para solucionar el problema del deterioro del comportamiento 

del controlador. La primera forma implica el control directo de la velocidad. Es decir,  

forzar al sistema para que los buses tengan las velocidades deseadas en los puntos de la ruta 

requeridos. 
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La segunda forma de solución, es trabajar con perfiles promedio de velocidad 

experimentalmente determinados, definidos para cada link entre paraderos tal como se 

muestra en la Figura 5.12 del capitulo 5. Luego se deben modificar las reglas de control de 

acuerdo al valor actualizado de la velocidad. En particular la ecuación (7.8) de la sección 

7.1.3 se debe modificar por la ecuación (7.26). 

 

1

1

1

( ) ( ( ))        si      ( )

( 1) ( ) ( )              si       ( )

( )                              si          ( )

+

+

+

 + − ≤
+ = + − >
 ≤

l
i k i k i

l
i i k k k i

i k i

x k t Td k v t Td k

x k x k t t v t Td k

x k t Td k

                  (7.26)    

 

donde lv es la velocidad promedio sobre el link l que une los paraderos lp y 1lp + . Este 

análisis se dejará pendiente para una investigación futura. 

 

7.4. Discusión 

 

En este trabajo se ha desarrollado una estrategia de control predictivo híbrido basado en un 

modelo (HPC) para optimizar en tiempo real el rendimiento de un sistema de transporte 

público a lo largo de un corredor lineal con incertidumbre de la demanda en las paradas de 

autobús. Para la implementación en tiempo real, el diseño de esta estrategia considera la 

actual tecnología de transporte disponible, tal como los contadores automáticos de 

pasajeros (APC) y la localización automática de vehículos (AVL). La optimización se lleva 

a cabo mediante la aplicación de holding y stop-skipping. La estrategia HPC propuesta se 

formuló en un entorno de simulación de eventos discretos y resueltos por la herramienta de 

poda probabilística (PP), para realizar eficientemente las decisiones óptimas en tiempo real 

basado en el marco propuesto, en especial realizando un transacción entre precisión y 

tiempo de cálculo. La estrategia propuesta se compara con un algoritmo de referencia 

(sistema difuso capítulo 6), que no tiene en cuenta la predicción en el proceso de toma de 

decisiones.  

 

El tiempo ocupado por el algoritmo HPC-PP es 55% menor que el tiempo necesario para 

aplicar el algoritmo HPC-EE. Sin embargo la diferencia en el beneficio entre estos dos 
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resultados es sólo del 0.03%, lo que confirma el buen comportamiento logrado con la 

estrategia de optimización con poda probabilística. 

 

A partir de los tiempos de computo de la tabla 7.5 se deduce que el tiempo computacional 

para una simulación de dos horas, para el controlador difuso presentado es de 1.9 [s]. 

Considerando que se producen por lo menos 450 eventos en dos horas de simulación, se 

deduce que una acción de control demora en ser calculada por lo menos 0.0026 [s]. Un 

análisis semejante implica que una acción de control para el controlador HPC-PP demora 

0.012[s]. Estos tiempos resultantes son suficientemente pequeños, considerando las 

aplicaciones prácticas para los dos controladores. 

 

En la estrategia de control HPC-PP el beneficio medio obtenido es sólo 2.36% mejor que el 

controlador difuso con espera distribuida en función de la demanda por paradero (capítulo 

6). 

 

De acuerdo a los resultados, a pesar que el deterioro de su rendimiento con respecto al error 

de medición de la velocidad es suave, se recomienda utilizar los controladores difusos 

diseñados en los capítulos 5 y 6 cuando los errores en la medida de la velocidad no superen 

el 50%. 

 

Los parámetros de la función objetivo del problema de optimización resultante de la 

formulación HPC se sintonizaron por medio de una variante del algoritmo PSO, llamado 

optimizador con enjambres de partículas con convergencia garantizada (GCPSO). 

 

En los próximos capítulos, se trabajará en afinar los parámetros de la función objetivo, bajo 

un esquema de optimización dinámica multi-objetivo lo cual validará nuevas características 

de este controlador. 

  

Posteriormente, en el capítulo 9, se trabajará con configuraciones más complejas del 

sistema de transporte con varias rutas conectadas por puntos de transferencia. 



 208 

Capítulo VIII.  

 

 

Control predictivo híbrido para la 

optimización en tiempo real de las 

operaciones de un sistema de 

transporte público basado en la 

optimización multiobjetivo 
 

 

 

 

 

 

 

El diseño de un recorrido de un sistema de trasporte público requiere la optimización del 

número de líneas de buses y sus rutas asociadas, la composición de la flota de cada línea, y 

la frecuencia óptima, para la esperada demanda de pasajeros durante el horario de punta. 

Aunque las variables de operación, tales como la frecuencia, son optimizadas para 

diferentes periodos y líneas, es dificultoso regularizar el movimiento de los buses ya que 

son afectados por diferentes perturbaciones en el progreso del día. En la literatura, como un 

intento de reducir los efectos negativos de las perturbaciones del servicio, los 
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investigadores han dedicado significativos esfuerzos en desarrollar estrategias de control 

flexibles, ya sea en tiempo real o fuera de línea, dependiendo de las características 

específicas del problema.  

 

En este trabajo, se extiende la estrategia de control predictivo híbrido monobjetivo del 

capítulo 7 a una formulación basada en optimización multiobjetivo para optimizar en 

tiempo real  la operación de control de un sistema de buses considerando los diferentes 

aspectos de la multidimensionalidad del problema implícito. El modelo híbrido está basado 

en eventos discretos considerando algunas variables del espacio de estado relevantes, tal 

como la posición del bus, carga esperada y tiempo de arribo esperado. Las acciones de 

control posibles para ser aplicadas por el operador en tiempo real son retenciones de los 

vehículos en paraderos determinados (holding) y saltos de algunos paraderos (skipping) 

para coordinar la operación conjunta.  

 

La demanda en tiempo real, es modelada como una variable aleatoria desconocida y es 

considerada como una perturbación para el controlador predictivo. La estrategia de control 

permite incorporar en el modelo, el comportamiento futuro del sistema, asociado con la 

operación de los buses por un predictor en línea de la demanda. Aunque la formulación no 

dependen de una metodología específica de predicción de la demanda. En tal contexto, una 

estimación de la variable del espacio de estado en eventos futuros puede ser obtenida (Sáez 

et al., 2008, 2012). 

 

El controlador predictivo, en la operación de los buses, usa tal información para minimizar 

una función objetivo dinámica propia, generando la mejor decisión bajo demanda incierta 

en los paraderos. Este provee dinámicamente las acciones de control para optimizar el 

comportamiento del sistema de buses de acuerdo a dos dimensiones en la función objetivo. 

Las dos dimensiones corresponden a la regularización del tiempo de espera de los buses  y 

a la minimización del impacto debido a la aplicación de las estrategias de control ya 

mencionadas. El primer término está relacionado con la minimización del tiempo de espera 

de los pasajeros en las paradas de los buses, mientras que el último penaliza el tiempo extra 

de viaje y el tiempo de espera sólo de los pasajeros afectados por las estrategias (retención 
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y salto de estación). En este trabajo se formaliza estos dos aparentes conflictos (objetivos 

opuestos) por medio de una optimización dinámica multiobjetivo (multi-objective 

optimization MO)  para el control en tiempo real de un sistema de buses basados en un 

controlador predictivo híbrido como el formulado en  (Cortés et al., 2010). 

 

En la literatura de optimización multiobjetivo, la mayoría de los problemas son estáticos 

(Hajri-Gabouj, 2003). La literatura sobre problemas dinámico evolucionario MO es escasa 

en una clara metodología de evaluación. (Farina et al., (2004)).  Existe un trabajo hecho por 

Tan et al. (2007), donde un problema de ruteo de vehículos estocástico  multiobjetivo es 

resuelto con un algoritmo evolucionario MO.  

 

El control predictivo basado en MO es reportado en la literatura bajo distintos enfoques. 

Álvarez y Cruz, (1998) proponen un método de optimización dinámica multiobjetivo para 

sistemas de tiempo discreto. Primero un sub-problema de programación multiobjetivo es 

resuelto en cada paso con un conjunto de restricciones generales y luego se derivan 

políticas para derivar las condiciones de optimalidad. Por último, políticas de priorización 

son utilizadas como criterios para encontrar las acciones de control óptimo. En Kerrigan et 

al., (2000) se presenta varios métodos para manejar una amplia  clase de formulaciones 

multiobjetivo y priorización para sistemas de control predictivo híbrido basado en modelos. 

Los métodos son basados en modelos dinámicos basados en lógicas mixtas (MLD) que 

representan la priorización de las restricciones débiles para las estrategias de control 

predictivo, garantizando la satisfacción de un número máximo de restricciones duras. 

 

En el trabajo de Kerrigan y Maciejowski, (2002) resuelven un problema de control 

predictivo multiobjetivo basado en la priorización de restricciones y objetivos. En este caso, 

el problema de optimización más importante es resuelto y la solución de este problema es 

usada para imponer restricciones adicionales sobre la segunda optimización, etc. Luego la 

acción de control del controlador predictivo propuesto es encontrada, asumiendo cierta 

convexidad, por medio de técnicas de programación convexa. Esto es, priorizar un 

controlador predictivo multiobjetivo, el cual puede ser resuelto en línea sin necesidad de 

rediseñarlo fuera de línea; sin embargo, este incremento de la flexibilidad también demanda 
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un incremento de la cantidad del esfuerzo computacional. En Nunez-Reyes et al. (2002) se 

presenta una comparación de tres diferentes controladores predictivos aplicados a un 

molino de aceite de olivo, lo que corresponde a un conjunto típico de controladores 

predictivos basados en modelos. Esto es, un controlador basado en una función 

monobjetivo, un controlador predictivo multiobjetivo priorizado, y un controlador MPC 

estructurado. Luego, basado en un conjunto de simulaciones, el controlador predictivo 

multiobjetivo priorizado, entrega el mejor resultado sin la necesidad de encontrar los pesos 

como en el MPC monobjetivo, aunque es requerido un importante costo computacional. 

Una solución intermedia es el controlador MPC estructurado, el cual, usa una lista de 

decisiones para seleccionar la función objetivo, la cual debe ser entregada para determinar 

la acción de control.    

 

En Zambrano y Camacho, (2002) se describe un algoritmo de un controlador predictivo 

multiobjetivo basado en el método denominado “logro de metas”, el cual considera las 

diferentes funciones objetivo como restricciones para la minimización de la variable de 

relajación. Este controlador predictivo multiobjetivo permite la especificación de diferentes 

metas, como por ejemplo un factor económico, en distintos puntos de operación. Fue 

aplicado a una planta solar de refrigeración y formulado para un sistema de configuración 

variable. Luego, por la inclusión del enfoque multiobjetivo el resultado muestra 

interesantes beneficios. Por otro lado Laabidi y Bouani, (2004) presentan una estrategia de 

control multiobjetivo para sistemas dinámicos no-lineales inciertos, modelándolos con 

redes neuronales. Un algoritmo de orden no dominado es usado para resolver el problema 

de optimización multiobjetivo. Cada función objetivo corresponde a una función objetivo 

convencional de un control MPC (minimizando el error de seguimiento y el esfuerzo de 

control) obteniéndose predicciones del sistema  con diferentes redes neuronales. El criterio 

para escoger la acción de control óptima considera tomar sólo la solución que entrega la 

suma mínima de las funciones objetivo.  

 

Considerando recientes aplicaciones, Subbu et al., (2006) presenta un enfoque multi-

predictivo con optimización multiobjetivo para una planta termoeléctrica y Hu et al. (2007) 

discute el desarrollo de un sistema de control predictivo multiobjetivo dinámico para 
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generar estrategias de control costo-efectivas para un área de  biorremediación (definiendo 

como tal, cualquier proceso que utilice microorganismos, hongos, plantas o las enzimas 

derivadas de ellos para retornar un medio ambiente alterado por contaminantes a su 

condición natural). 

 

Los controladores predictivos multiobjetivo reportados son interesantes desarrollos; sin 

embargo, una metodología sistemática de sintonía no esta aún completa. Luego en este 

capítulo se propone una metodología sistemática para lograr soluciones genéricas, para la 

obtención de la acción de control óptima de un controlador predictivo multiobjetivo 

aplicado a un sistema de transporte público de buses. 

 

En este enfoque, con un controlador predictivo híbrido basado en optimización 

multiobjetivo (HPC-MO), se incluye variables discretas (número de pasajeros sobre los 

buses),  variables continuas  (posición y velocidad de los buses) y variables cuantizadas 

(pertenecientes a un conjunto con número limitado de acciones de control). Por esta razón,  

un enfoque predictivo híbrido es utilizado, en el cual las acciones de control son 

optimizadas considerando los tres conjuntos de  variables.  

 

La estructura del presente capítulo es la siguiente. En la siguiente sección se describe la 

formulación del modelo. Después, en la sección 8.2 se presenta la estrategia HPC-MO y el 

algoritmo diseñado para resolver el problema resultante bajo el enfoque  dinámico MO. En 

la sección 8.3 se presentan aplicaciones ilustrativas de la metodología, para finalizar en la 

sección 8.4 con una síntesis, conclusiones y líneas de investigación futuras.  

 

 

 

 

 



 213 

8.1. Modelo dinámico para el diseño de un controlador 

predictivo híbrido 

 

8.1.1 Formulación  

 

La formulación del sistema de transporte utilizado en esta sección es idéntica a la utilizada 

en el capítulo 7 sección 7.1.2. Recordaremos sus principales características a continuación. 

  

La red de transportes es una ruta de bucle de un solo sentido, con N estaciones equidistantes 

y b buses corriendo por el bucle, bajo el control de un operador. A partir de datos 

históricos, la matriz de origen-destino puede ser estimada para cada período del modelo.  

 

El sistema evoluciona en un ambiente de tiempo discreto, esto es, los acontecimientos se 

desencadenan cada vez que un autobús llega a una parada, lo que determina un proceso 

dinámico discreto de intervalos de tiempo variables.  

 

En el capítulo 7 se definieron dos variables que definen el estado del autobús y, son las que 

desencadenan los eventos. Se trata de la posición ( )ix t  del autobús en cualquier instante t 

continuo, y el tiempo ̂ ( )iT t  esperado que le queda al autobús para llegar a la siguiente 

parada. En concreto, las variables manipuladas son las acciones de holding ( )ih k y las 

acciones de stop-skipping ( )iSu k asociadas con autobús i y el evento k.  

 

En el momento que el bus i activa el evento k, las variables de salida corresponden a la 

carga estimada de pasajeros ˆ ( 1)iL k +  y al tiempo estimado de salida ( 1)iTd k
∧

+  del bus i de 

su parada actual.  

 

Las expresiones analíticas (modelo predictivo 1, capítulo 7) para un modelo dinámico 

asociado con el autobús i que provoca el evento k, se pueden resumir de la siguiente 

manera: 
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i i i i i

i k i i
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L k L k Su k B k A k

Td k t h k Tr k

∧

∧ ∧

= +

= + + + −

+ = + −

+ = + +

∫ ϑ ϑ

    (8.1) 

 

dondeˆ ( )iB k corresponde con el número esperado de pasajeros que abordará el bus i 

mientras esté en la parada, y ˆ ( )iA k  representa el número estimado de pasajeros que bajan 

del bus i en el evento k. 

 

En las ecuaciones (8.1), kt  es el instante continuo en el cual evento k es generado, ( )iv t es 

la velocidad instantánea del bus en función del tiempo,  ˆ ( )iTr k   representa el tiempo de 

transferencia estimado de pasajeros (máximo entre los tiempos de subida y bajada de los 

pasajeros) y por último ( )iTv k  el tiempo de viaje entre dos estaciones consecutivas. Notar 

que las ecuaciones en (8.1) son función de las acciones de control ( )ih k  y ( )iSu k .  

 

En este trabajo, se extiende el esquema de solución del controlador HPC desarrollado en el 

capítulo 7, a una solución que emplea la optimización multi-objetivo dinámica, 

considerando dos objetivos aparentemente contradictorios (nivel de servicio de pasajeros 

versus la penalización debido a las estrategias de control) para el control en tiempo real del 

sistema de buses. La Figura 8.1 resume la estrategia de HPC-MO para este problema. La 

variable asociada con el estimador de la demanda es el número de pasajeros ˆ ( 1)kΓ +  que 

esperan por a un autobús i que generó el evento k, el cual está determinado en datos 

históricos de demanda.  
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Figura 8.1. Estrategia de control HPC-MO para el sistema de transporte público. 

 

Luego, teniendo el modelo del sistema, así como las variables manipuladas y de control, el 

siguiente paso es definir adecuadamente una función objetivo del esquema predictivo con el 

fin de tomar decisiones en tiempo real y optimizar las acciones de control del sistema 

dinámico. 

 

8.1.2 Función objetivo 

 

En este caso, se considera la minimización de las siguientes expresiones (8.2) y (8.3), que 

constan de cuatro componentes orientados a la mejora del nivel de servicio de los pasajeros 

a partir del tiempo de espera y la penalización de las acciones de control, que finalmente se 

agrupan en dos expresiones 1J  y 2J . Analíticamente, 

 

2
1 1 2

( 1)1

ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ( ) )
pN

i i d
i i k

J H k k H k H
= + −=

 = ⋅ + Γ + + ⋅ + − ∑
ℓℓ

ℓ ℓ ℓθ θ   (8.2) 

 

( )2 3 4 1 1
( 1)1

ˆ ˆˆ( ) ( 1) ( ) ( ) 1 ( 1)
pN

i i i i i
i i k

J L k h k k H k z Su kθ θ + +
= + −=

 = ⋅ + + − + ⋅Γ + + + − + − ∑
ℓℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ  

 (8.3) 

Estimador 

HPC basado  
en optimización MO 

 
Sistema de transporte 

público 

hi(k) 
Sui(k) 

xi(t), Ti(t) 

 

Demanda 

ˆ ( 1)iL k +  
ˆ ( 1)iTd k+  

ˆ ( 1)kΓ +  
( )kΓ  
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con ( 1) ( 1)+ − = + −ℓ ℓiu k h k  o ( 1) ( 1)+ − = + −ℓ ℓiu k Su k  donde el bus i gatilla el 

evento 1k + −ℓ . Donde N es el horizonte de predicción y Nbes el número de buses de la 

flota. 

 

Notar que { }( 1) 1,...,i i k Nb= + − ∈ℓ , si consideramos que el futuro evento 1k + −ℓ  es  

generado por un bus ( 1)i k + −ℓ que llega a una estación específica aguas abajo. En las 

expresiones (8.2) y (8.3),
 jθ  son parámetros de ponderación, y tienen que ser ajustadas en 

función del problema específico a tratar y la interpretación física de los diferentes 

componentes. Por otra parte, estos parámetros permiten al modelador dar una importancia 

distintiva a los términos 1J  y 2J . 

 

Notar que las expresiones (8.2) y (8.3) dependen del tiempo de espera predicho entre buses 

consecutivos. Mediante el uso de la predicción de los tiempos de salida como se detalla en 

un (8.1), es posible predecir el tiempo de espera entre buses ̂ ( )iH k + ℓ  del bus i que gatilla 

el evento 1k + −ℓ  con respecto a su bus precedente i-1 cuando se alcanza la misma parada, 

el cual corresponde al evento 1ik z−+ −ℓ  . Analíticamente: 

 

1 1
ˆ ( ) ( ) ( )ii i iH k Td k Td k z

∧ ∧

− −+ = + − + −ℓ ℓ ℓ     (8.4) 

 

donde ( )iTd k
∧

+ ℓ  está asociada con el bus i que gatilla el evento 1k + −ℓ , y 

1 1( )i iTd k z
∧

− −+ −ℓ  representa la predicción del tiempo de partida del bus  precedente i -1, 

que activa el evento 1 1ik z−+ − −ℓ , en la misma parada. La variable 1iz− representa el 

número de eventos producidos entre el arribo del bus previo bus i-1 y el bus i, ambos 

alcanzando la misma parada. 

 

El último término de la expresión (8.3) incluye los tiempos de espera 1 1
ˆ ( )i iH k z+ ++ +ℓ  

asociados con el  bus i+1 que gatilla el evento 1 1ik z++ + −ℓ  y es calculado con respecto al 
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bus i que gatilla el evento 1k + −ℓ , cuando ambos buses alcanzan la misma parada. 

Análogamente, la variable 1iz+  representa el número de eventos entre el arribo del bus i y el 

próximo bus  i+1 en la misma parada. 

 

En la expresión (8.2), dH  corresponde al headway deseado (referencia) diseñado para 

servir la demanda de pasajeros del sistema durante cierto período de tiempo. Normalmente, 

el headway deseado dH  se relaciona con la frecuencia de diseño que depende directamente 

de la carga del segmento, y puede ser determinado como la mínima frecuencia necesaria 

para mover a los pasajeros en el segmento más cargado a lo largo de la ruta del bus (ver 

capítulo 4 sección 4.4.1). Ahora, el primer término de (8.2) cuantifica el tiempo total de 

espera de los pasajeros en las paradas, y depende del tiempo de espera predicho, junto con 

la carga del paradero, que al mismo tiempo cuantifica el nivel de servicio. El segundo 

término considera la regularización del tiempo de espera del bus, con la intención de 

mantener el tiempo de espera del bus lo más cerca posible del tiempo de espera de diseño. 

El primer término en (8.3) mide el retraso asociado con pasajeros a bordo de un vehículo 

cuando son retenidos en el paradero debido a que se aplicó una acción de control de 

holding. Por último, el segundo componente (8.3) es el tiempo adicional de espera de 

pasajeros, cuya estación ha sido saltada por un vehículo, asociadas con una acción de 

control de stop-skipping. 

 

En la siguiente sección se describe el algoritmo de solución implementado con el fin de 

resolver el problema de control predictivo híbrido bajo el enfoque con optimización multi-

objetivo, teniendo en cuenta la minimización de las funciones objetivo (8.2) y (8.3). 
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8.2. Control predictivo híbrido basado en la optimización multi-

objetivo. 

 

8.2.1. Descripción de la estrategia  HPC-MO 

 

La estrategia de HPC-MO es una generalización de la HPC, en el que la acción de control 

se selecciona basada en un criterio el cual toma soluciones de la región Pareto óptima 

teniendo en cuenta el siguiente problema multi-objetivo: 

 

{ }
1 2

{ ( ), ( 1).. ( 1)}
 ,

pu k u k u k N
Min J J

+ + −
 (8.5)                        

 

con J1 y J2 correspondientes a las funciones objetivo definidas en (8.2) y (8.3). Considerar, 

que en este sistema no es necesario definir un factor de ponderación arbitraria (parámetro λ) 

como se hace en los controladores predictivos híbridos convencionales (por ejemplo, 

minimizar 1 2(1 )J Jλ λ+ − ). La solución del problema HPC-MO en cada caso corresponde a 

un conjunto de secuencias de control que forman el conjunto óptimo de Pareto. Teniendo 

en cuenta que { }( ),..., ( 1)r r r
pu u k u k N= + −

 
es una secuencia de medidas de control 

posible, con un horizonte de predicción N, las siguientes definiciones asociadas a un 

problema de optimización multi-objetivo pueden ser establecidas: 

 

Una solución ur se dice Pareto dominante sobre otra um  solución si y sólo si: 

 

( ) ( )1 1 2 2 2 2 1 1( ) ( ) y ( ) ( )  o ( ) ( ) y ( ) ( )r m r m r m r mJ u J u J u J u J u J u J u J u≤ < ≤ <  (8.6)                        

 

Una solución ur se dice que es un óptimo de Pareto si y sólo si no hay otra solución um que 

la domine de acuerdo con el criterio anterior. 

 

El conjunto Pareto óptimo Ps contiene todas las soluciones Pareto óptimas. 
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El conjunto de todos los pares de valores que las funciones objetivos J1 y J2 toman para 

cada solución ur en Ps, es conocido como el frente de Pareto óptimo PF,  esto es: 

 

( ){ }1 2( ), ( ) :r r r
F SP J u J u u P= ∈  (8.7)                        

 

En este caso, como las secuencias de control son enteros, y también definidas dentro de un 

conjunto finito factible, el resultado de la frontera óptima de Pareto corresponde a un 

conjunto con un número finito de elementos. A partir del frente de Pareto de las soluciones 

del problema HPC, es necesario seleccionar sólo una secuencia de control 

{ }( ),..., ( 1)r r r
pu u k u k N= + −

 
y desde ésta, aplicar la acción de control ur(k) al sistema de 

acuerdo con el concepto de horizonte deslizante. Una aplicación importante de este enfoque 

es en las decisiones del controlador de despachos, esto es, la definición de criterios para 

seleccionar la mejor acción de control en cada evento en el marco del  HPC-MO. En esta 

aplicación, un criterio relacionado con la mayor o menor importancia dada a ambas 

componentes (J1 y J2) se utiliza en la selección de la secuencia y la aplicación inmediata de 

la acción de control ur(k) sobre el sistema. La idea de esta aplicación es utilizar un criterio 

orientado a reducir el tiempo de espera de pasajeros en las paradas de autobús (J1) al variar 

la intensidad de las acciones de control aplicadas al sistema, que normalmente molestan a 

los usuarios (J2). 

 

Con el fin de encontrar de manera eficiente el conjunto de soluciones de una forma 

dinámica, se propone el uso de algoritmos de búsqueda en el árbol de decisiones con poda 

probabilística PP (capítulo 7 sección 7.2.1) para cada decisión dinámica. Cuanto mejor sea 

el rendimiento del algoritmo, mejor será la calidad del conjunto de soluciones resultante, 

que en teoría son pseudo-óptima ya que la búsqueda en el árbol de decisiones con poda 

probabilística no es un método de optimización exacta. Sin embargo, esta aplicación es 

bastante simple, eficiente y, en consecuencia, se construye un frente de Pareto pseudo-

óptimo muy cerca del óptimo. 

 

A continuación, la aplicación para este problema en particular se explica en detalle. 
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8.2.2 Algoritmos de búsqueda en el árbol de decisiones con poda 

probabilística (PP) para el problema HPC-MO 

 

El algoritmo de BPP se utiliza para resolver el problema planteado HPC-MO. En el PP, una 

posible solución se llama secuencia factible. La secuencia factible representa un camino de 

acciones de control posibles ( ) ( ){ },..., 1pu k u k N+ −  sobre el árbol de decisiones, donde la 

longitud N correspondiente al horizonte de control, es igual al nivel de profundidad del 

árbol de decisiones generado. 

 

La confección del árbol de decisiones es a partir de las soluciones factibles que genera cada 

rama. En cada etapa del algoritmo, se seleccionará la secuencia que está más cercana a la 

mejor frontera Pareto calculada hasta la iteración actual. Como se mencionó anteriormente, 

el algoritmo PP en HPC-MO proporciona frentes de Pareto sub-óptimos, pero muy cerca 

del óptimo global. El esfuerzo computacional más importante en la aplicación de este 

algoritmo es el cálculo de las predicciones, las cuales son calculadas recursivamente 

mediante el modelo y la acción de control entregada por la secuencia. Los parámetros de 

ajuste del algoritmo PP son el orden de las probabilidades asignadas a todas las acciones de 

control posibles. Los detalles se describen en la  sección (7.2) del capítulo 7. El 

procedimiento completo para el algoritmo PP que se aplica a este problema de control 

HPC-MO es el siguiente: 

 

Construir el árbol de decisiones con la profundidad equivalente al número de pasos futuros, 

cada rama es confeccionada por las acciones efectivamente posibles de realizar dada la 

acción del nodo (ver sección 7.2). Realizar la poda probabilística para disminuir el número 

de ramas y así mismo el tiempo computacional.  

 

En general, una secuencia factible  j significa un vector de las acciones de control futuras 

como el siguiente: 

 

( ) ( ) ( )
1

secuencia  =  1  , ,  1
Tj j j

Nx
j u k u k u k N + + − …  
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Para cada secuencia, evaluar J1 y J2 correspondiendo a las funciones objetivo definidas en 

(8.2) y (8.3). De hecho, cuando consideramos las secuencias necesitamos el mejor pseudo-

óptimo conjunto Pareto. 

 

En cada etapa del algoritmo, para encontrar el conjunto de Pareto pseudo-óptimo, las 

mejores secuencias serán las que pertenecen al mejor conjunto Pareto logrado hasta la 

iteración actual. 

 

Desde el frente de Pareto pseudo-óptimo, es necesario seleccionar sólo una secuencia de 

control { }* * *( ),..., ( 1)pu u k u k N= + −
 
y a partir de ésta, aplicar la acción de control actual 

* ( )u k  al sistema de acuerdo con el concepto de horizonte deslizante. Para la selección de 

esta secuencia, un criterio relacionado con la importancia dada a cada uno los costos de 

usuario (J1)  y costos de operador (J2) es necesario en la decisión final, como se muestra en 

los experimentos realizados y detallados en la siguiente sección 8.4. 

 

8.3. Experimentos de simulación 

 

La estrategia propuesta se aplica a un corredor de buses de 4 [km] formado por 10 

estaciones distribuidas uniformemente sobre la ruta del autobús con una flota de seis buses 

que circulan. Por razones operativas, se supone que las acciones de holding se pueden 

aplicar sólo a un subconjunto de las estaciones, y tal que no sean consecutivas. En este 

experimento, la acción de control de holding se aplica en las paradas de autobús 2 y 8, 

mientras que las acciones de stop-skipping se pueden aplicar en todas las estaciones. La 

simulación supone incertidumbre de la demanda dinámica en las estaciones, siguiendo un 

proceso de Poisson con tasas de demanda diferentes, diferenciados por la estación y 

periodo. El período de simulación total fue de 2 horas, con un tiempo de régimen transitorio 

(descartada por las estadísticas), de 15 minutos al principio de la simulación. 

 

Como se explicó anteriormente, utilizamos dos variables manipuladas: holding  y stop-

skipping. Por simplicidad, en la presente aplicación la acción de holding tendrá sólo tres 
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valores posibles: 0, 30, 60 y 90 [s] en las paradas de autobús seleccionadas. La acción de 

stop-skipping  se define con el valor "0" cuando el autobús se salta la parada y "1" si no lo 

hace. Ambas variables manipuladas son mutuamente excluyentes en cada parada de 

autobús. Así, cuando la acción de stop-skipping se aplica, la acción de holding no se puede 

aplicar en la misma estación. Además, en los experimentos hemos considerado dos 

horizontes de predicción diferentes N de 2 y 5 pasos. 

 

Las tablas 8.1 y 8.2  muestran el tiempo medio de espera, tiempo de viaje y el tiempo total 

por pasajero durante el período de simulación, la aplicación de controlador HPC-MO 

basado en PP, de N de 2 y 5, respectivamente. Los promedios se obtuvieron con más de 30 

repeticiones del experimento, en representación de 30 diferentes días de operación. 

 

Con respecto a los diferentes casos resumidos en las tablas 8.1 y 8.2, los primeros datos 

presentados representan la respuesta de lazo abierto (sistema sin control). Ahora cuando se 

produce un nuevo evento (es decir, cuando un autobús llega a la estación), el operador debe 

decidir qué hacer a continuación, sobre la base de una solución elegida entre las disponibles 

de la dinámica del frente de Pareto pseudo-óptimo construido por el algoritmo PP. En estos 

experimentos, consideramos cinco casos.  

 

Caso 1: Considera una importancia del 100% de 1J  para cada decisión dinámica. 

Caso 2: Considera una importancia del 80% de 1J  y 20% de 2J  

Caso 3: Se da la misma importancia a 1J  y 2J    

Caso 4: Considera una importancia del 80% de 2J  y 20% de 1J  

Caso 5: Considera una importancia 100% a 2J  

 

Dependiendo del caso, la solución elegida por el operador para continuar con la operación 

del sistema en cada instante dependerá de dos aspectos muy importantes. Esto es la 

decisión tomada no sólo será la que pertenece al frente Pareto pseudo-óptimo sino también, 

la más cercana (en términos de distancia euclidiana) a un punto virtual en el espacio 

( 1J , 2J ) que representa uno de los cinco casos seleccionados. Esto es, para el caso i, el 
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punto virtual tiene las coordenadas ( 1 2, (1 )i iM Mθ θ⋅ − ⋅ ), con 1M  y 2M  en representación 

de los máximos valores obtenidos para 1J  y 2J  entre el conjunto dinámico de soluciones 

Pareto pseudo-óptimo asociadas a cada evento. El parámetro iθ  es el peso (importancia) de 

la decisión final, normalizada entre 0 y 1. Por ejemplo, en el caso 3, 3 0.5θ = . 

 

Los casos 1 y 5 son las situaciones extremas, tanto mono-objetivo dando el 100% de 

importancia 1J  o 2J .  El objetivo de estos dos casos es visualizar el trade-off entre los dos 

objetivos en conflicto aparente. 

 

Tabla 8.1. Promedio y desviación estándar del tiempo de espera, tiempo de viaje y tiempo 

total por pasajero, controlador HPC-MO de horizonte de predicción N = 2. 

 

Tiempo de espera 

[min] 

 

Tiempo de viaje 

[min] 

 

Tiempo total [min] 

 Casos 

media desv. media desv. media desv. 

Lazo abierto 7.07 1.01 4.26 0.16 11.94 0.40 

1 3.41 0.26 4.24 0.15 8.26 0.20 

2 3.46 0.24 4.22 0.14 8.29 0.19 

3 3.47 0.24 4.25 0.16 8.34 0.20 

4 3.54 0.21 4.24 0.15 8.40 0.18 

5 3.66 0.25 4.22 0.18 8.49 0.21 
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Tabla 8.2. Promedio y desviación estándar del tiempo de espera, tiempo de viaje y tiempo 

total por pasajero, controlador HPC-MO de horizonte de predicción Np = 5. 

 

Tiempo de espera 

[min] 

 

Tiempo de viaje 

[min] 

 

Tiempo total [min] 

 Casos 

media desv. media desv. media desv. 

Lazo abierto 7.07 1,01 4.26 0,16 11.94 0.40 

1 3.34 0.21 4.23 0.15 8.17 0.18 

2 3.40 0.21 4.21 0.14 8.22 0.17 

3 3.51 0.23 4.21 0.13 8.33 0.17 

4 3.65 0.24 4.27 0.14 8.70 0.18 

5 3.78 0.22 4.23 0.15 8.57 0.19 

 

De los resultados presentados, podemos darnos cuenta, que la estrategia HPC-MO permite 

al operador decidir de forma dinámica la importancia de cada término de la función 

objetivo propuesta. Además en el mejor de los casos, se observa un ahorro del 20% del 

tiempo total para los usuarios cuando se utiliza esta estrategia HPC en comparación con el 

sistema en lazo abierto. De los resultados se observa que el esquema de control predictivo 

principalmente mejora el tiempo de espera de pasajeros, con muy poco beneficio en 

términos de tiempo de viaje, lo que significa que la función objetivo en la sección 8.2 no 

toma en cuenta  el ahorro en el tiempo de viaje como un tema relevante. El ahorro en el 

tiempo de espera debido a la estrategia de HPC son significativos (alrededor del 50% en el 

caso 1), lo que valida el modelo HPC propuesto, en la dirección de mejorar la regularidad 

del servicio (reflejado en 1J ). 

 

También apreciamos en las tablas 8.1 y 8.2 que, independiente del caso, la reducción del 

tiempo de espera es considerable con respecto al sistema en lazo abierto, lo que significa 

que (sobre todo viendo los resultados de los casos extremos), aunque 1J  y 2J  parecen ser 

opuestos y adecuados para la formulación MO, en los experimentos los dos son útiles para 

mejorar la calidad del servicio en términos de tiempo de espera (regularidad del servicio). 

Sin embargo, la tendencia desde el caso 1 al caso 5 muestra un ligero deterioro del nivel de 
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servicio a través del tiempo de espera, que debe ser compensado por una mejora del nivel 

de servicio de los usuarios afectados por las acciones de control, todo esto con el fin de 

validar el marco multi-objetivo propuesto para este problema. 

 

Para visualizar el trade-off entre los dos objetivos, tenemos que medir de alguna manera el 

impacto sobre los pasajeros afectados por las estrategias. Así, en la tabla 8.3 se presentan 

dos indicadores de PTH y STP, asociado holding y stop-skipping, respectivamente, que se 

definen de la siguiente manera: 

 

                        30 30 60 60 90 9030 60 90H H H H H HPTH P N P N P N= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

                        S SPTS P N= ⋅  

donde 

PH30 : Número medio de pasajeros retenidos durante 30[s] en un paradero.  

PH30 : Número medio de pasajeros retenidos durante 60[s] en un paradero. 

PH30 : Número medio de pasajeros retenidos durante 90[s] en un paradero. 

NH30 : Número de acciones de holding de 30[s] 

NH60 : Número de acciones de holding de 60[s] 

NH90 : Número de acciones de holding de 90[s] 

PS : Número medio de pasajeros afectados por una acción de stop-skipping 

NS : Número de acciones de stop-skipping  

 

Estos indicadores representan un estimador del tiempo total gastado por los pasajeros 

afectados por la acción de holding en el caso anterior (PTH) y un estimador del número 

total de pasajeros afectados por una acción de stop-skipping en el segundo (PTS), ambos 

calculados teniendo en cuenta la totalidad del período de simulación. Se obtienen por contar 

acciones holding y stop-skipping durante un período de simulación válido. Tomando 30 

días de observación, se obtendrán los promedios y las desviaciones estándar para obtener 

todas las estadísticas necesarias para calcular PTH y STP. En el anexo D, se detalla el 

promedio y desviación estándar de las estadísticas antes mencionadas, para cada caso y el 

horizonte de predicción. 
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En la Tabla 8.3, se presenta la PTH y la STP para todos los casos estudiados, y para N = 2 y 

5. 

 

Tabla 8.3. Indicadores de PTH y STP 

 

N=2 N=5 

Casos PTH 

[s] 

PTS 

[s] 

PTH 

[s] 

PTS 

[s] 

1 4506.05 8743.24 5978.77 9700.93 

2 1431.69 8764.92 3889.64 9599.74 

3 2835.56 7272.10 2764.57 6390.44 

4 1715.75 6245.87 2883.84 1061.24 

5 1283.54 6386.14 1567.34 544.57 

  

 

Los resultados son en general bastantes razonables. El efecto de las diferentes 

ponderaciones de pesos evaluadas, es coherente con la definición de los dos objetivos 

planteados, en los diferentes casos. En primer lugar, podemos observar que el 

comportamiento obtenido al aplicar una acción de stop-skipping parece seguir mejor la 

tendencia esperada a través de los diferentes casos (disminuyendo desde el caso 1 al 5),  

 

En la Figura 8.3 se presentan el trade-off resultante entre ambos objetivos, considerando el 

tiempo gastado promedio por pasajero, PTH y STP, para N = 5 en todos los casos. 
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Figura 8.3. Trade-off entre los dos objetivos1J  y 2J   

 

En la Figura 8.3 se muestra claramente la relevancia de considerar la variedad de 

soluciones ofrecidas por el esquema dinámico HPC-MO, el impacto de cada objetivo, se 

presenta a través de la tendencia opuesta de los indicadores que lo definen. Teniendo las 

dinámicas frente Pareto pseudo-óptimas disponibles en cada momento, se puede afectar 

significativamente la acción final aplicada por el operador, que en última instancia depende 

del objetivo final detrás de la operación del sistema de transporte público. 

 

En la Figura 8.4, un conjunto de las soluciones exploradas se representa para los tres casos 

( 1J  vs. 2J ), en un cierto evento k adecuadamente elegido a efectos de ilustración, con N = 

5. Los puntos que pertenecen al frente de Pareto pseudo-óptimo se resaltan con círculos, la 

solución finalmente elegida por el operador en la simulación se indica con un cuadrado. De 

las Figuras, las curvas parecen conjuntos Pareto razonables en todos los casos. 

 

Durante la simulación, en ciertos eventos, se obtuvieron frentes pseudo-Pareto que 

consistían en sólo un punto. En tales situaciones, hemos eliminado ese punto y considerado 

el próximo frente pseudo-Pareto formado, con el fin de tener un conjunto razonable de 

puntos para decidir la acción a seguir de acuerdo al método del punto virtual explicado 

anteriormente. 
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                          a) Caso 5, N = 5                                       b) Caso 1, N = 5 
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Figura 8.4. Frentes de Pareto pseudo-óptimo ilustrativos generadas con HPC-MO. 
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8.4. Discusión 

 

En este trabajo se presentó una estrategia de control predictivo híbrido basado en 

optimización evolutiva multi-objetivo para optimizar dinámicamente el rendimiento de un 

sistema de transporte público a lo largo de un corredor lineal con incertidumbre en la 

demanda en las paradas de los buses (estaciones). La optimización del proceso se logró 

mediante la aplicación de acciones de control holding y stop-skipping. La estrategia 

propuesta HPC-MO se formuló en un entorno de simulación de eventos discretos, y se 

desarrolló con el fin de optimizar las operaciones de control en tiempo real del sistema de 

bus teniendo en cuenta los diferentes aspectos de la multidimensionalidad del problema 

analizado.  

 

El objetivo múltiple se definió en función de dos objetivos: minimizar el tiempo de espera 

por un lado, y el impacto de las estrategias de control por el otro. Esta flexibilidad en la 

formulación permite al controlador acomodar sus acciones a políticas de servicios 

diferentes, según el caso. En esta formulación, el término 2J  controla la posible 

penalización del impacto en los usuarios al aplicar las diferentes estrategias de control, que 

se refleja en tiempos de viaje y tiempos de espera extras debido a que los buses son 

retenidos en las paradas (holding) y/o los pasajeros esperando dos intervalos cuando las 

estaciones son saltadas (stop-skipping). Por otro lado 1J , ayuda al operador a regularizar el 

tiempo de espera entre buses, en torno a un valor predefino dH  que eventualmente podría 

cambiar si se observan modificaciones de la demanda, medianas o de gran importancia. De 

los experimentos realizados, encontramos que los dos objetivos son opuestos (como 

finalmente se resumen en la Figura 8.4), pero con un cierto grado de superposición, en el 

sentido de que en todos los casos ambos objetivos  mejoran significativamente el nivel de 

servicio con respecto al escenario de lazo abierto debido a la regularización del tiempo de 

espera. Por lo tanto, a pesar de que los objetivos tienen ciertas similitudes, en promedio, 

muestran de todos modos un trade-off, lo que valida la metodología HPC-MO para el 

sistema estudiado y basado en los componentes de la función objetivo propuesto. 
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Además, la mayor contribución del enfoque MO dinámico junto con el algoritmo de 

búsqueda en árbol de decisiones con poda probabilística (BB), es que proporcionan frentes 

de Pareto dinámicos pseudo-óptimo que permiten al operador (o el planificador) tomar 

decisiones en línea basado en una amplia variedad de opciones. Por lo tanto, son capaces de 

decidir a tiempo en cada caso lo que es mejor para el sistema en función de una política 

específica o de otros factores, pero con un gran rango de las soluciones no dominadas para 

hacer la mejor elección y mejorar el esquema operacional. 

 

En otras aplicaciones, otras funciones objetivo se pueden probar, por ejemplo, añadiendo 

un componente directamente relacionado con los costos operativos o de necesidad de flota 

adicional para hacer frente a algunas situaciones inesperadas. Por otra parte, otras acciones 

de control también pueden ser analizadas (inyección de los vehículos, la prioridad de la 

señal para los buses, etc.) bajo un esquema de HPC-MO, identificando adecuadamente las 

diferentes dimensiones que podría dar lugar a objetivos opuestos. 

 

En el siguiente capítulo se analiza el diseño de un controlador predictivo para un sistema de 

transporte público que considera estaciones de transbordo. 
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Capítulo IX.  

 

 

 

 

Control avanzado de un sistema de 

transporte público con estaciones 

transbordo 
 

 

 

 

 

 

 

En algunas áreas metropolitanas, el transporte público convencional no puede proveer un 

servicio directo debido a diferentes razones, una de las cuales es, ser económicamente no 

conveniente o tener densidades de demanda bajas. Luego, es necesario que en algunos 

puntos específicos de la ruta se realicen transferencias de pasajeros. De ahí que, el 

desarrollo de algún sistema coordinado puede reducir considerablemente el tiempo de viaje 

de los pasajeros. Esto es, para el caso donde existan transferencias, se plantea 

adicionalmente la minimización del  tiempo de espera en las estaciones de transbordo.  
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Específicamente, una estación de transbordo es un conjunto de refugios o paradas, 

habilitadas sobre el espacio público, con el objetivo de ser utilizadas en el sistema de 

transporte público (por ejemplo de Santiago, "Transantiago"), las cuales están dispuestas 

próximas a las intersecciones de importantes avenidas que tengan un alto tránsito de 

pasajeros (aproximadamente 1000 pasajeros por hora), están orientadas a favorecer los 

intercambios entre bus - bus y en particular en Santiago, entre bus - Metro. En un esquema 

del transporte público, se diseña la malla de rutas para evitar en lo posible la superposición 

de recorridos, esto es, buses que circulen por las mismas calles. Por ello, se divide el 

servicio en dos; los buses troncales y buses locales. Los primeros son buses de alta 

capacidad que realizan recorridos en las principales avenidas de la urbe y los segundos son 

alimentadores que cubren las áreas locales, para suministrar pasajeros a los servicios de 

buses de la red troncal y al metro. En la Figura 9.1 se presenta una estructura típica de una 

estación de transbordo, donde se aprecia la existencia de los paraderos, buses troncales, 

locales y el Metro (http://www.transantiagoinforma.cl/tiposParadero.doc). 

 
Figura 9.1: Estación de transbordo prototipo (fuente Transantigo informa, 

http://www.transantiagoinforma.cl/tiposParadero.do). 
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Por ejemplo en el sistema de transporte público de Santiago se diseñaron 36 estaciones (ver 

Figura 9.2) dispuestas en todo la capital con la finalidad de favorecer el transbordo (fuente 

Transantigo informa). 

 
Figura 9.2: Estaciones de transbordo en sistema de transporte público de Santiago (fuente Transantigo 

informa, http://www.transantiagoinforma.cl/tiposParadero.do). 

 

En el sistema de transporte público, las estaciones de transbordo han adquirido la mayor 

relevancia en la mejora de los índices de calidad de servicio a los usuarios. Esto es, mejorar 

los tiempos de espera, tiempos de viaje y posibilidades de acceso a las distintas localidades 

de la urbe a un costo económico. Entre los principales aspectos negativos de un trasbordo 

se encuentran la incomodidad física y la incertidumbre del desplazamiento 

(desconocimiento del tiempo de viaje, frecuencia de los servicios, tiempo de espera, 

combinaciones o mejores rutas). Con todo esto, las estaciones de transbordo se configuran 

como una pieza fundamental del éxito de un sistema de transporte publico moderno, y su 

éxito o fracaso no pasa únicamente por un buen diseño funcional del mismo, sino que en 
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gran medida viene condicionado por su integración en el propio sistema de transporte así 

como en la capacidad de gestión del mismo. 

 

Luego, en este capítulo se intenta generalizar el conocimiento adquirido en los capítulos 

precedentes, donde, se diseñaron, en un sistema de transporte público simple (de una ruta), 

controladores basados en la teoría de conjuntos difusos como también controladores HPC.  

Se pretende avanzar paulatinamente en el grado de complejidad del sistema estudiado, de 

modo de lograr aplicaciones escalables a sistemas compuestos de varias rutas y que 

integren estaciones de transbordo. 

 

La estructura de trabajo de este capítulo, implica en un primer momento controlar un 

sistema formado por dos rutas conectadas por una estación de transbordo. Los 

controladores diseñados serán analizados en distintos escenarios de demanda 

estadísticamente generada. Se aplicará, la teoría de control de sistemas de gran escala 

(capítulo 3) y la posterior generalización, del conocimiento adquirido, en un sistema de 

transporte público de mayor dimensión, esto es, en el capítulo siguiente se plantea 

implementar un sistema mayor de rutas con estaciones de transbordo para su interconexión. 

 

9.1. Criterios de selección de la estrategia de control para un 

sistema de transporte con estación de transbordo 

 

Un conjunto mayor de rutas conectadas por estaciones de transbordo, implica un conjunto 

de estructuras básicas con características comunes. Luego, se debe decidir la forma de 

analizar el sistema. Esto es, se puede analizar el sistema en forma agregada o suponer que 

un análisis desagregado de las distintas partes que componen el sistema se aproximará en 

gran medida a un análisis del sistema completo. En otros términos, el sistema es una 

repetición de ciertas estructuras básicas ya analizadas y lo que se necesita es estudiar su 

interacción. En términos de control se debe decidir entre un control centralizado y un 

control descentralizado o distribuido. 
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Las objeciones al control centralizado a menudo no están restringidas sólo al costo 

computacional, si no, al costo organizacional. Esto es, debido a que el control centralizado 

se basa en un ente central, que realiza el control de toda la planta. Además, este control es 

en general difícil de coordinar y en particular someterlo a un mantenimiento eficaz, sin 

tener que paralizar grandes sectores del proceso controlado. Estos obstáculos tienden  a 

impedir la aplicación de un control centralizado a plantas de gran escala  (Stewart, (2010)). 

Por el contrario la descomposición de un problema MPC de gran escala en pequeños sub-

problemas (Scattolini, (2009)) es útil para:  

 

• Reducir la carga computacional. 

• Reducir la carga de comunicación. 

• Mejorar la robustez con respecto a fallas en la transmisión de información y/o en la 

unidad central de control. 

• Mejorar la modularidad y la flexibilidad de los sistemas. 

• Sincronizar subsistemas que trabajan en distintas escalas de tiempo. 

 

En particular en el caso analizado en este capítulo, un control centralizado para un sistema 

de transporte público de dos rutas, manteniendo la forma de diseño de controladores de los 

capítulos precedentes, implica doblar el número de acciones de control posibles (por 

ejemplo pasar de 5 a 10 acciones de control). Luego, la solución para el controlador HPC 

implica recorrer un nuevo árbol de decisiones, el cual aumenta el tiempo de cómputo en un 

factor de 2q  a medida que profundizamos en el nivel q del árbol. Esto es, un segundo nivel 

(predicción a dos pasos) en el árbol de decisiones exige cuadruplicar el número de cálculos, 

un tercer nivel (predicción a tres pasos) exige multiplicar por ocho veces el número de 

cálculos y así sucesivamente. Así mismo, para n rutas el factor de aumento es aún mayor, 

es qn . Luego, el tiempo de cálculo de un esquema de control centralizado en un sistema de 

transporte público crece exponencialmente con respecto al número de rutas, en contraste 

con un control descentralizado o distribuido, en que el tiempo de cómputo crece 

linealmente con respecto al número de rutas. 
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Concretamente, en el simulador utilizado en este trabajo, el tiempo es discreto y avanza en 

intervalos variables generados por eventos. Los eventos están determinados por los 

instantes cuando alguno de los buses llegue a un paradero y se realiza una acción de 

control. En particular, en el caso de dos rutas los eventos se gatillan aleatoriamente en 

cualquiera de las dos rutas. Luego, en cada evento sólo se necesita determinar la acción de 

control en una ruta, situación que es más concordante con controladores descentralizados o 

distribuidos que con uno centralizado. Esta situación se repite, para un número mayor de 

rutas. 

 

A partir de lo anterior, se plantean las siguientes soluciones: 

 

Se diseñaran controladores descentralizados de las diferentes rutas que componen el 

sistema de transporte público, lo que implica un punto de partida razonable de control del 

sistema. Esto es, se comienza con la suposición fuerte de que existe una interacción débil 

entre los subsistemas que componen el sistema completo.  En el último término este 

controlador será la base de comparación de los siguientes esquemas de control diseñados. 

 

En el paso siguiente se diseñarán controladores distribuidos del sistema completo que 

considere la interacción entre los subsistemas. Esto es, diseñar un controlador que implique 

controles individuales para cada ruta, que además consideren en su funcionamiento, el 

compartir información relevante. Esto es, lograr una coordinación básica entre ellos.  

 

En resumen correspondiendo al orden de presentación, se plantean los siguientes diseños: 

dos controladores difusos, uno descentralizado y otro distribuido, posteriormente se plantea 

tres controladores predictivos híbridos, uno descentralizado, uno distribuido y por último, 

uno centralizado En una etapa final se considera un sistema de control multicapas que 

considere consignas con diferentes jerarquías (control jerárquico). 

 

Para comenzar la tarea, en la próxima sección se plantea la estructura de la demanda de 

pasajeros en los paraderos para un sistema de transporte formado por dos rutas y una 
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estación de transbordo, demanda que será aplicada a todos los controladores diseñados en 

este capítulo. 

 

9.2. Características de la demanda del sistema de transporte 

público utilizado. 

 

En primer lugar, se deben hacer suposiciones básicas con respecto a la estructura de la 

demanda de pasajeros en el sistema a analizar. En la Figura 9.3 se presenta un sistema de 

transporte con dos rutas R y R' y una estación de transbordo, además de los flujos de 

pasajeros vistos desde el punto de vista de la ruta R  

 

 

 

Figura 9.3: Sistema de transporte con dos rutas y una estación de transbordo  

 

Se asume que el proceso de llegada de pasajeros a un paradero, se comporta como un 

proceso de Poisson. Esto es, los tiempos de llegada de los pasajeros a un paradero es una 

variable aleatoria con una distribución de Poisson de media λ [pas/min] (pasajeros por 

minuto). En la Figura 9.4 se presenta el tiempo medio de arribo por pasajeros a las paradas 

de ruta R, medida en [min/pas]. Se aprecia además como la variable 1/λ disminuye a 

medida que nos acercamos a la zona central de la ruta, donde se supone que la ruta tiene la 

mayor demanda de pasajeros. De manera semejante, se definen tiempos medios para la ruta 

anexa R`.  
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Figura 9.4: Tiempos medios de llegada 

 

En la Figura 9.5 se grafica la cantidad de pasajeros acumulados por paradero, según los 

tiempos medios de llegada graficados en la Figura 9.4, para el periodo de una hora. Esta 

forma de acumulación de pasajeros concuerda a groso modo, con datos reales tales como la 

gráfica de la acumulación de pasajeros en los paraderos de la línea 507 en la punta mañana, 

presentados por Valencia (2012) en la Figura 9.6. Donde, en el centro de la ruta se 

producen las grandes acumulaciones de pasajeros al contrario que en las secciones iniciales 

y finales donde la acumulación es menor. 
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Figura 9.5: Pasajeros acumulados según los tiempos medios de llegada. 

 

 

Figura 9.6: Acumulación de pasajeros en los paraderos de la línea 507 en la punta mañana para 7 días 

distintos (Valencia (2011)) 
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Se considera además, modelar estadísticamente los destinos de los pasajeros con funciones 

( )f p  de densidad de probabilidad gaussianas, centradas en la estación ubicada en el punto 

medio entre la estación donde abordan los pasajeros y la estación final de la ruta. Para la 

ruta R (Figura 9.7) se presenta la forma de las funciones de densidad de probabilidad. Del 

igual modo se pueden definir distribuciones para los destinos en la ruta R’. 

 

 

 
Figura 9.7. Densidades de probabilidad para los destinos en  la ruta R  

 

De igual modo, es necesario simular estadísticamente los destinos de los pasajeros que 

realizan transbordos. Esto implica considerar funciones ( )f p  de densidad de probabilidad 

gaussianas para los destinos en la ruta de transbordo tal como se presenta en la Figura 9.8. 

 

 ( )f p
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Figura 9.8.: Distribución de los destinos desde la estación de transbordo en la ruta R' 

 

En la sección 9.10.3 se presentará la metodología para general la demanda que será 

utilizada en los experimentos de estudio. 

 

A continuación, se plantea la solución del problema del transbordo por medio de un 

controlador descentralizado basado en lógica difusa. 

 

9.3. Modelo dinámico de sistema de transporte público con 

estación de transbordo para un controlador difuso. 

 

Para esta formulación, se mantiene la estructura básica de Sáez et al., (2011), donde se 

supone la evolución del sistema en eventos discretos que concuerdan con los instantes en 

que los buses del sistema de transporte público lleguen a algún paradero.  

 

En la Figura 9.9 se indica un esquema del sistema de transporte público analizado, el cual 

se supone compuesto por dos subsistemas. El subsistema 1 (correspondiente a la ruta R) 

con variables de entrada hi, Sui que representan acciones de holding y stop-skipping 

respectivamente, variable de salida p
iH∆  que representa variación del headway en el 

paradero p para el bus i (ver capitulo 6 ecuación (6.13)), de forma simétrica, el subsistema 

 ( )f p
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2 (correspondiente a la ruta R') presenta variables de entrada hi', Sui' y variable de salida 

p
iH∆ '. Además, se considera la interacción entre los subsistemas representando efectos 

mutuos entre las rutas producidos por la estación de transbordo, como por ejemplo las 

cargas trasbordadas  LT, LT' para la ruta R y R' respectivamente. También, se considera la 

demanda  para la ruta R y  demanda' para la ruta R'. Por último, las variables representadas 

son función de tiempo discreto k y k' según su particular evolución por eventos en las rutas 

R y R' respectivamente.  

m 

 

Figura 9.9: Esquema de un sistema de transporte público de dos rutas con estación de transbordo. 

 

 

 

 

 

Subsistema de transporte 

público 1 

ruta R 

hi(k) 

Sui(k) 

 

Demanda 

( 1)p
iH k∆ +  

 
Subsistema de transporte 

público 2 

ruta R' 

hi'(k') 

Sui'(k') 

 
'( ' 1)p

iH k∆ +  

Demanda’ 

Sistema de transporte 

público 

( )TL k  '( ')TL k  



 243 

9.4. Controlador descentralizado difuso   

 

A partir del esquema anterior, se plantea un control descentralizado difuso para el sistema 

compuesto de dos rutas individuales y una estación de transbordo, para lo cual, se aplica el 

control presentado en el capítulo 6, “asignación del headway por paradero en función de su 

demanda”,  el cual se presenta en la Figura 9.10.  

 

En la Figura 9.10 se muestra el lazo cerrado del sistema de buses y las principales variables 

correspondientes, las cuales son función de tiempo discreto k y k' según las rutas R y R' 

respectivamente. Cuando un evento k o k' ocurre, el controlador difuso correspondiente 

genera la acción de control exigida.  

 

 

Figura 9.10: Controlador descentralizado difuso para el sistema de transporte público con estación de 

transbordo. 

 

Controlador difuso 1 

 

Subsistema de transporte 

público 1 

ruta R 

hi(k) 

Sui(k) 

 

Demanda 

( 1)iH k∆ +  

 

Controlador difuso 2 

 

 
Subsistema de transporte 

público 2 

ruta R' 

hi'(k') 

Sui'(k') 

 
'( ' 1)iH k∆ +  

Demanda’ 

Sistema de transporte 

público 

( )TL k  '( ')TL k  



 244 

Naturalmente se puede implementar un control descentralizado difuso semejante, para el 

sistema compuesto de dos rutas individuales y una estación de transbordo, donde, se 

aplique el, “control difuso por ubicaciones relativas de los buses”, presentado en el capítulo 

5. 

 

9.5. Controlador distribuido difuso   

 

Se considera, en esta sección una estrategia de control distribuido difuso, que además de un 

controlador individual por ruta como el presentado en la anterior sección 9.4, incluye la 

sincronización de los buses que llegan a la estación de transbordo.  

 

La estructura del control distribuido difuso diseñada se presenta en la Figura 9.11, el 

sistema bajo control se supone compuesto por dos subsistemas de transporte público como 

se  presentarán en la sección 9.9.  

 

A diferencia del controlador difuso descentralizado presentado en la sección 9.4, en el 

controlador distribuido difuso de la Figura 9.11, existe comunicación entre los 

controladores difusos de cada ruta. Por ejemplo en un evento k, el controlador difuso 1 de la 

ruta R, necesita del controlador difuso 2  el valor del tiempo de sincronización Ts’ de la ruta 

R'. Del mismo modo se debe trasmitir Ts  del controlador difuso 1 cuando el controlador 

difuso 2 lo solicite. 

 

Por último, se define ( )TL k  la cantidad de personas que transbordan hacia la ruta R' y que 

viajan en el bus más cercano a la estación de transbordo T sobre la ruta R en un evento k, 

también sea '( ')TL k  la cantidad de personas que transbordan hacia la ruta R y que viajaron 

en el bus más cercano a la estación de transbordo sobre la ruta R' para el evento 'k  más 

cercano al evento k  tal que ' .k k≤  De igual modo se definen también, las capacidades al 

llegar a la estación de transbordo según las rutas R y R' como C(k) y '( ')C k , en el evento 

'k . Luego, para analizar la importancia numérica del transbordo, es necesario la 

transmisión entre los controlares de los valores  de las cargas a transbordar (LT, LT'), así 
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como las capacidades libres (C, C'). Notar que las variables de la ruta R se evalúan en un 

evento k y los de la ruta R’ en k’, 

 

 

Figura 9.11: Controlador distribuido difuso para el sistema de transporte público con estación de transbordo. 

 

9.5.1. Diseño de reglas de sincronización 

 

Para la formulación de este controlador, se definen los siguientes términos: 

 

pa: paradero anterior al paradero de transbordo según ruta R. 

pa': paradero anterior al paradero de transbordo según ruta R'. 

busi*  : bus que produce el evento en el paradero pa. 

busNT' : bus  NT (next transfer) más cercano a la estación de transbordo visto por la ruta R' y 

que se intenta    coordinar con el bus que produjo el evento busi* . 
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Notar que el busNT' en R' se encuentra a una distancia dT(k) de la estación de transbordo y 

las distancias Ip entre los paraderos de suponen iguales en las dos rutas.  

 

Luego, el controlador difuso de sincronización, está diseñado a base de reglas que intentan 

adelantar (con acciones Sui(k) de stop-skipping) o atrasar (con acciones hi(k) de holding) al 

busi*  que produjo el evento en el paradero pa y hacer coincidir su llegada a la estación de 

transbordo con el bus busNT'. Se considera dos casos que analizar:   

 

Caso 1. En la Figura 9.12 se presenta el caso 1, cuando el busNT'  de la ruta R' se encuentra 

aguas arriba del paradero pa', por simpleza del diseño, a no más de un paradero de la 

estación de transbordo. Si '
'

ˆ ( )ap
NTTr k  es el tiempo de transbordo del busNT' en el paradero pa' y 

v es la velocidad del bus. En este caso, se requiere retener el  busi*   que produce el evento 

en la ruta R un tiempo de sincronización ( ) ( ) '
'

ˆ( ) / ( )ap
i p NTTs k I dT k v Tr k= − + . Es decir, el 

tiempo que le falta al busNT’  para arribar al paradero  pa' más el tiempo de transbordo.  

 

 

 

Figura 9.12: Buses a sincronizar caso 1 

 

Caso 2.  En la Figura 9.13 se presenta el caso 2, cuando el busNT'  de la ruta R' se encuentra 

aguas abajo del paradero pa'. Luego, se requiere adelantar el busi*   que produce el evento en 
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la ruta R un tiempo de sincronización ( )iTs k . El adelantamiento se logra con una acción de 

stop-skipping en el busi* . 

 
 

Figura 9.13: Buses a sincronizar caso 2 

 

Diseño de reglas de sincronización para controlador experto  

 

Luego, para la sincronización de buses, se diseña un controlador experto compuesto de un 

conjunto de reglas heurísticas que logren que el tiempo de sincronización ( )iTs k  tienda a 

cero. Esto es, en el caso 1, cuando el busi’  se encuentra aguas arriba del paradero pa' 

anterior al de transbordo, una acción de holding de valor ( )ih k = β  se aplicará si ( )iTs k  

pertenece a una vecindad de centro en ( )iTs k = β  de radio / 2β  (es decir 

( )/ 2 3 / 2iTs k< <β β ). Siguiendo el mismo razonamiento, dentro de un rango  

( )3 / 2 5 / 2iTs k< <β β , la acción de control de holding toma un valor de β2 , 

( ( ) 2 )ih k = β  y para ( )5 / 2 7 / 2iTs k< <β β  la acción de control de holding toma un valor 

de 3β , )3)(( β=khi . Ahora, una situación intermedia entre el caso 1 y el caso 2 es cuando 

( )/ 2 / 2iTs k− < <β β , donde la acción de holding y stop-skipping no son necesarias 

( ( ) 0, ( ) 0)i iSu k h k= = . 
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Finalmente en el caso 2, cuando el busi’  de la ruta R' se encuentra aguas abajo del paradero 

pa' anterior al de transbordo, si ( ) / 2iTs k < −β , la acción de control recomendada será 

solamente stop-skipping ( ( ) 1)iSu k = . 

 

Al igual que el capítulo 5 (ecuación (5.2)), añadiendo los casos límites (igualdades), 

podemos formular el controlador experto (holding y  stop-skipping basado en reglas) con 

las siguientes cinco reglas heurísticas. 

 

                             Si  ( ) / 2iTs k ≤ −β   entonces ( ) 0, ( ) 1i ih k Su k= =                         (9.1a) 

                            Si  ( )/ 2 / 2iTs k− < ≤β β  entonces ( ) 0, ( ) 0i ih k Su k= =               (9.1b) 

                             Si ( )/ 2 3 / 2iTs k< ≤β β  entonces ( ) , ( ) 0i ih k Su kβ= =                (9.1c) 

                             Si ( )3 / 2 5 / 2iTs k< ≤β β  entonces ( ) 2 , ( ) 0i ih k Su kβ= =            (9.1d) 

                             Si ( )5 / 2 iTs k<β   entonces ( ) 3 , ( ) 0i ih k Su kβ= =                        (9.1e) 

 

Diseño de reglas de sincronización para controlador experto difuso 

 

En la estrategia de control difusa diseñada con la ecuaciones (9.1a) a (9.1e), las variables 

manipuladas son una función discontinua del tiempo de sincronización ( )iTs k  para el busi’  

en la ruta R’, lo cual genera una abrupta variación en la decisión de la acción de control 

holding  cuando ( )iTs k  está cerca de su limite inferior o superior, para / 2, 3 / 2β β o 

5 / 2β  (ver ecuaciones de la (9.1b) a (9.1e)). Para evitar el comportamiento discontinuo 

asociado con las reglas de controlador experto, se adoptan las reglas básicas usando 

técnicas de lógica difusa  (Babuska, 1998). Luego, las acciones de control  holding )(khi y 

stop-skipping ( )iSu k  son determinadas a partir de las siguientes reglas (denominadas reglas 

de sincronización RS): 

 

                   Si ( )iTs k  es D4 entonces ( )iSu k es S1                                 (9.2a) 
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                                    Si ( )iTs k  es D0 entonces  )(khi  es H0                             (9.2b) 

       Si ( )iTs k  es D1 entonces  )(khi  es H1                                              (9.2c) 

          Si ( )iTs k  es D2 entonces  )(khi  es H2                                                (9.2d) 

                    Si ( )iTs k  es D3 entonces  )(khi  es H3                                 (9.2e) 

 

Para construir las reglas difusas del controlador se presentan en la Figura 9.14 los conjuntos 

difusos de las entradas y en la Figura 9.15 los conjuntos de salidas del controlador de 

sincronización, donde µ  es el grado de pertenencia de la variable al conjunto difuso. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 9.14: Funciones de pertenecía para la entrada ( )i'Ts k  

 

 

 
Figura 9.15: Conjuntos difusos de las salidas 
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difusos de entrada respectivos, m0, m1, m2, m3, m4 variación simétrica de las bases de los 

conjuntos difusos de salida respectivos. Parámetros sintonizados en la sección 9.5.4.  

 

9.5.2. Diseño de reglas para administrar el transbordo 

 

Las reglas difusas de sincronización RS diseñadas, deben ser combinadas con nuevas reglas 

difusas que evalúen la pertinencia de forzar el transbordo, considerando los valores de las 

cargas a transbordar (LT, LT') y capacidades libres (C, C'). Esto es, reglas que administren e 

incentiven el transbordo, cuando por ejemplo un bus con gran capacidad libre, se encuentre 

con un bus con alta carga de transbordo. Por el contrario, no debe haber demasiado 

esfuerzo en conectar buses cuyo encuentro no producirá considerables transbordos de 

pasajeros, ya que puede suceder, que por forzar el transbordo, se pierda eficiencia en los 

índices de comportamiento del las rutas individuales. Al momento del diseño de estas 

reglas se deben hacer las siguientes consideraciones que nos permitirán eliminar opciones 

infactibles (ver tablas 9.1 a 9.4): 

 

a) Se deduce que para un bus que hace transbordo, si éste tiene una gran carga para 

transbordar implicará que quedará con una gran capacidad libre (esto es, en una misma ruta, 

un alto valor de LT implica un alto valor de C).  

 

b) También, es claro que si un bus al llegar al transbordo tiene poca capacidad libre, 

implicará que su carga de transbordo era baja (esto es, pequeño C implica pequeño LT).  

 

Luego, se implementan reglas que definen el controlador difuso basadas en los conjuntos 

difusos de la Figura 9.14 y 9.15 más los conjuntos difusos de las Figuras 9.16 y 9.17. En la 

notación de las Figuras 9.16 y 9.17, la letra G significa un conjunto difuso grande y la letra 

P significa un conjunto difuso pequeño.  
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Figura 9.16: Conjuntos difusos de las variables de entrada carga (C) y capacidad (LT) para recorrido R 

 
Figura 9.17: Conjuntos difusos de las variables de entrada carga (C’) y capacidad (LT’ ) para recorrido R’ 

 

 

9.5.3. Combinación de reglas de sincronización con reglas de 

administración del transbordo. 

 

A continuación, se muestran cuatro tablas que representan las reglas difusas que permiten 

relacionar las cargas a transbordar (LT, LT') con las capacidades libres (C, C')  de las rutas 

(R, R') y la acción de control ui de sincronización. Esto es, la acción de control ui para 

sincronizar los buses, debe estar validada por valores de las variables (LT, C) y (LT', C') que 

impliquen que la cantidad de pasajeros transbordados será importante. Como se mencionó, 

esta validación es necesaria ya que la sincronización afecta las acciones de control en las 

rutas individuales.  

 

Para la tabla 9.1a la salida RS significa, aplicar las consecuencias de las reglas RS a la 

acción de control de sincronización, la salida CDI, en las tablas 9.1a a la 9.1b, implica sólo 

realizar control difuso individual de las rutas (no sincronizar). En las tablas 9.1b, 9.1c y 

9.1d el guión (-) representa condiciones infactibles determinadas por las consideraciones a) 

y b).  
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Las tabla 9.1a a la 9.1d se construyeron para analizar si para un evento k, las variables del 

par (LT, C') son ambas importantes y obtener así un transbordo interesante, luego decidir si 

corresponde utilizar las reglas de sincronización RS (un análisis equivalente se plantea para 

el par (LT', C)). Ahora, si las cargas de transbordo LT  y  LT' son pequeñas, no vale la pena 

sincronizar, y se aplica un controlador difuso independiente para cada ruta, denominándolo 

CDI. 

 

En la tabla 9.1b hay dos puntos inconsistentes (marcados con guión (-)), debido a que en el 

bus de la ruta  R' su carga de transbordo LT' es grande y su capacidad después del 

transbordo C' es pequeña. Ahora, los puntos consistentes presentan: cargas de transbordo LT 

grandes y capacidad C', del bus receptor, pequeña. También, cargas de transbordo LT 

pequeñas. Situaciones poco propicias para transbordos importantes, luego se prefiere hacer 

un controlador difuso independiente para cada ruta (CDI). 

 

Las tablas 9.1c y 9.1d tienen explicaciones semejantes a las tablas 9.1a y 9.1b.  

 

Tabla 9.1a                                                                    Tabla 9.1b 

C es G, C' es G  C es G, C' es P 

       

LT' 

LT 

G P  LT' 

LT 

G P 

G 

 

RS RS  G 

 

- CDI 

P 

 

RS CDI  P 

 

- CDI 
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Tabla 9.1c                                                                    Tabla 9.1d 

C es P, C' es G  C es P, C' es P 

       

LT' 

LT 

G P  LT' 

LT 

G P 

G 

 

- -  G 

 

- - 

P 

 

CDI CDI  P 

 

- CDI 

 

Del conjunto de cuatro tablas 9.1 se generan nueve reglas difusas (ecuaciones (9.3)), las 

cuales, serán integradas con las cinco reglas de sincronización (ecuaciones (9.2)).  

 

Si LT es G y LT' es G y C es G y C' es G entonces a ui se le aplican consecuencias de RS 

Si LT es G y LT' es P y C es G y C' es G entonces a ui se le aplican consecuencias de RS 

Si LT es P y LT' es G y C es G y C' es G entonces a ui se le aplican consecuencias de RS 

Si LT es P y LT' es P y C es G y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si  LT es G y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI   

Si  LT es P y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI                    (9.3) 

Si  LT es P y LT' es G y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si  LT es P y LT' es P y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si  LT es P y LT' es P y C es P y C' es P entonces realizar sólo CDI 

 

A continuación se presentan explícitamente todas las reglas difusas combinadas, estas son 

45 reglas, 5 reglas de sincronización por 9 reglas de administración del transbordo. Notar 

que se eliminó la dependencia del tiempo por simplicidad de la notación. 

 

Si Tsi’  es D4 y LT es G y LT' es G y C es G y C' es G entonces Sui es S1              (9.4) 

Si Tsi’  es D4 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es G entonces Sui es S1 

Si Tsi’  es D4 y LT es P y LT' es G y C es G y C' es G entonces Sui es S1 

Si Tsi’  es D4 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es G entonces realizar sólo CDI 



 254 

Si Tsi’  es D4 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D4 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D4 y LT es P y LT' es G y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D4 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’ es D4 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es P entonces realizar sólo CDI 

 

Si Tsi’  es D0 y LT es G y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi es H0 

Si Tsi’  es D0 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es G entonces hi  es H0 

Si Tsi’  es D0 y LT es P y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi  es H0 

Si Tsi’  es D0 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D0 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D0 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D0 y LT es P y LT' es G y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D0 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’ es D0 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es P entonces realizar sólo CDI 

 

Si Tsi’  es D1 y LT es G y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi es H1 

Si Tsi’  es D1 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es G entonces hi  es H1 

Si Tsi’  es D1 y LT es P y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi  es H1 

Si Tsi’  es D1 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D1 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D1 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D1 y LT es P y LT' es G y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D1 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’ es D1 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es P entonces realizar sólo CDI 

 

Si Tsi’  es D2 y LT es G y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi es H2 

Si Tsi’  es D2 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es G entonces hi  es H2 

Si Tsi’  es D2 y LT es P y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi  es H2 

Si Tsi’  es D2 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D2 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 
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Si Tsi’  es D2 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D2 y LT es P y LT' es G y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D2 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’ es D2 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es P entonces realizar sólo CDI 

 

Si Tsi’  es D3 y LT es G y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi es H3 

Si Tsi’  es D3 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es G entonces hi  es H3 

Si Tsi’  es D3 y LT es P y LT' es G y C es G y C' es G entonces hi  es H3 

Si Tsi’  es D3 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D3 y LT es G y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D3 y LT es P y LT' es P y C es G y C' es P entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D3 y LT es P y LT' es G y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’  es D3 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es G entonces realizar sólo CDI 

Si Tsi’ es D3 y LT es P y LT' es P y C es P y C' es P entonces realizar sólo CDI 

 

A partir de estas 45 reglas se puede administrar más racionalmente el flujo de pasajeros en 

la estación de transbordo, reglas que pretenden sincronizar sólo los buses que 

potencialmente producirán un mayor transbordo de pasajeros. 

 

9.5.4. Sintonización de parámetros de los controladores difusos 

 

Los parámetros de los controladores difusos propuestos, se sintonizaron por medio de un 

algoritmo de enjambres PSO. Se aplicó el algoritmo de enjambres de partículas 

sintonizando los parámetros ya descritos en las Figuras 9.14 y 9.15 para el controlador 

difuso diseñado. Para las simulaciones se consideró 30 días con distintas demandas. 

 

La función objetivo para éste algoritmo fue: 
1

( )
Nd

wd
T d

=∑  donde ( )wT d  es el tiempo de espera 

medio de todos los paraderos de la ruta para una simulación de 2 horas en el día d. 

 

Los resultados de sintonización para los distintos controladores se presentan en la Tabla 

9.2. 
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Tabla 9.2: Parámetros finales del controladores difusos holding y stop-skipping basado en 

reglas difusas con headway distribuido 

 

TSu 

[s] 

a0 

[m] 

a1 

[m] 

a2 

[m] 

a3 

[m] 

a4 

[m] 

m0 

[s] 

m1 

[s] 

m2 

[s] 

m3 

[s] 

m4 

[s] 

56 178 342 198 122 198 45 56 37 123 23 

 

 

Los parámetros presentados en la Tabla 9.2, de acuerdo al controlador difuso 

correspondiente, fueron utilizados en distintos escenarios. El análisis se presentará en la 

sección 9.7.4 y se comparará con el controlador predictivo presentado a continuación.  

 

9.6. Diseño de un controlador predictivo de un sistema de 

transporte público con una estación de transbordo y dos rutas. 

 

En esta sección, se plantea los antecedentes básicos de un conjunto de tres controladores 

predictivos diseñados para un sistema de transporte público con una estación transbordo y 

dos rutas. En primer lugar, se plantea un análisis crítico a la formulación de un controlador 

predictivo para el mismo sistema desarrollado en Riquelme, (2007),  formulación utilizada 

como base de estudio para esta sección. A continuación, se plantea un modelo dinámico de 

sistema de transporte, así como una representación dinámica de la demanda, la cual, debe 

ser incluida en el problema de optimización asociado.  

 

9.6.1. Antecedentes  

 

En esta sección se realiza un análisis crítico a la formulación de un controlador  predictivo 

para un sistema de dos rutas y una estación de transbordo que se utilizará como base 

estudio. 
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En la tesis de Riquelme, (2007) se plantea una formulación de un controlador  predictivo de 

un sistema de transporte público de dos recorridos conectados por una estación de 

transbordo. Esta formulación es motivada por un trabajo realizado por Bookbinder y 

Désilets, (1991) quienes establecen una función de “desutilidad” que considera el tiempo 

que los pasajeros deben esperar en las estaciones de transferencia hasta que llega su 

conexión. Es decir evalúa la inconveniencia de tiempos de viaje aleatorios, de una conexión 

de un viaje de un punto determinado moviéndose desde una línea alimentadora a una línea  

recibidora (ver detalles de la formulación en el anexo E). 

 

Análisis de la formulación  

 

A partir de un análisis de esta formulación Riquelme, (2007), se pueden hacer las siguientes 

recomendaciones. 

 

1) Es necesario agregar restricciones al tamaño mínimo de los intervalos 1w  y 2w , ya que 

no se está considerando los tiempos necesarios para que los pasajeros suban y bajen de los 

buses esto, luego: 

1( ) ( )trasp
iw k Tr k≥   y 2( ) ( ) 'trasp

iw k Tr k≥                             (9.5) 

 

donde ( )trasp
iTr k y ( ) 'trasp

iTr k son los tiempo de transbordo de pasajeros del la ruta 1 a la 2 y 

de la ruta 2 a la 1 respectivamente. 

 

2)  Desde un punto de vista del control predictivo híbrido que se pretende implementar, la 

acciones de control para el proceso de transbordo son demasiado locales, esto es, sólo habrá 

una acción de control para este proceso si y sólo si algún bus generara un evento en la 

estación de transbordo. Lo anterior implica que las acciones de control en los otros 

paraderos no tendrán influencia en la optimización del proceso de transbordo, ya que en 

estos casos la función J2 no estaría activada. Por lo cual, sería recomendable realizar una 

formulación más flexible, donde los eventos en otros paraderos influyan en la coordinación 

de los buses que lleguen en la estación de transbordo. 
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Notar que, desde el punto de vista del control predictivo, puede ser necesario que se 

generen muchos eventos antes de lograr que vuelva a producirse un evento en la estación de 

transbordo, para sumarlo a 2J  y lograr que este índice de comportamiento influya en los 

objetivos de sincronización. Esto exige un número excesivo de predicciones del proceso, 

con el correspondiente aumento de los tiempos computacionales.  

 

En otros términos, el índice de comportamiento diseñado para hacerse cargo de la 

sincronización de los buses en la estación de transbordo, es difícil de evaluar, y para que su 

aporte sea significativo debería lograrse un número importante de predicciones. Además, es 

muy difícil predecir en cuantos eventos consecutivos a k un bus llegará nuevamente a la 

estación de transbordo.  

 

Luego se recomienda modificar el índice de comportamiento para la sincronización de los 

buses, tal que se evalué no sólo cuando un bus produzca un evento en la estación de 

transbordo, sino que en todo otro evento, evitando así sólo  información parcial del sistema. 

 

3) En el algoritmo de solución de un controlador predictivo híbrido, la presencia de una 

variable interna q(k) que depende del tiempo k, y que puede tomar por ejemplo, uno de dos 

valores diferentes a o b, se denomina conmutador. La inclusión de q(k) en las restricciones 

del problema de optimización correspondiente puede hacerse de la siguiente forma:  

 

( )( ) ( ) 1 ( )q k k a k bδ δ= + −                                               (9.6) 

 

donde la variable cuantizada δ en un tiempo k, puede tomar valores 0 o 1.  

 

Luego, para evaluar el índice de comportamiento J2 en Riquelme, (2007) es necesario 

considerar cuatro casos, luego su incorporación al problema de optimización del 

controlador predictivo implica considerar dicha expresión como un conmutador. Esto es, la 

representación de la función de optimización J2 en un tiempo k, puede ser de la siguiente 

forma. Se define las funciones de dos variables ( )1 2( ) ,k kn k n n=  y ( )2 2
1 2( ) ( ) , ( )f k w k w k=  
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luego 
1

( ) ( ) ( )
N

K

C T n k f k
=

=∑ i  donde el punto significa producto punto de las dos funciones. 

Ahora, se sabe que ( )f k  puede tomar cuatro valores diferentes, representados en las 

ecuaciones (E.7) a la (E.9) y Figuras (E.1) a la (E.4) del anexo E.  Sin embargo, el caso 1 y 

2 se puede fundir en un solo caso que llamaremos caso A: 

' '1 2 ' ' ' '( ' ')   y  = ( )    si     y  ( )  o     ( ' ')   i i i ik k k k k k k kw Td k t w Td k t t t t Td k t t y t Td k
∧ ∧ ∧ ∧   

= + − + − ≤ ≤ + ≤ ≤ +   
   

ℓ ℓ ℓ ℓ el 

caso 3 será el caso B: 

 ' 11 2 ' ' '( ' ')  y   = ( )           si            y    ( )       i i ik k k k kw Td k t w Td k z m t t t t Td k
∧ ∧ ∧

+= + − + + − ≤ ≥ +ℓ ℓ  

el caso 4 será caso C: 

' 1 '1 2 ' '( ' ' ')  y    = ( )       si      y   ( ' ')

                       

i i ik k k k kw Td k m t w Td k t t t t Td k
∧ ∧ ∧

+= + + − + − ≤ ≥ +ℓ ℓ ℓ   

Luego, para construir el problema de optimización del controlador predictivo híbrido es 

necesario representar la función( )f k como un conmutador de tres posiciones que puede 

tomar los siguientes valores ( )ic k  para 1,2,3i = . Esto es: 

 

                                       '1 '( ) ( ' ') , ( )i ik kc k Td k t Td k t
∧ ∧ 

= + − + − 
 

ℓ ℓ  

' 12 '( ) ( ' ') , ( )i ik kc k Td k t Td k z m t
∧ ∧

+
 

= + − + + − 
 

ℓ                          (9.7) 

                                       ' 13 '( ) ( ' ' ') , ( )i ik kc k Td k m t Td k t
∧ ∧

+
 

= + + − + − 
 

ℓ ℓ  

 

Por lo tanto, una forma posible de esta representación de la función ( )f k es la ecuación: 

 

1 2 3

(1 ( ))(2 ( )) (1 ( )) ( )
( ) ( ) ( ) ( )(2 ( )) ( )

2 2

k k k k
f k c k c k k k c k

δ δ δ δδ δ− − −= + − +              (9.8) 

 

con ( )kδ  una variable cuantizada tal que { }( ) 0,1,2kδ ∈ . Esto es: 
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                                                    si 10    ( ) ( )f k c kδ = ⇒ =  

si 21    ( ) ( )f k c kδ = ⇒ =                                               (9.9) 

                                                    si  32    ( ) ( )f k c kδ = ⇒ =   

 

Entonces, para solucionar el problema de optimización correspondiente, a cada rama del 

árbol de decisiones además de las acciones de control ya descritas en capítulos anteriores (4 

acciones de holding de 0, 30, 60 y 90 [s] y una acción de skipping) debería añadirse una 

variable ( )kδ  que puede tomar tres valores posibles. Luego, de cinco ramas por hoja en el 

árbol de decisiones inicial, pasamos a uno de ocho ramas por hoja. Como el crecimiento del 

árbol a medida que avanzamos de nivel es una función exponencial del número de hojas 

posibles por rama, vemos que la complejidad de la solución del problema también va 

creciendo exponencialmente.  

 

 En la Figura 9.18 se presenta un ejemplo, de como el hecho de agregar un índice de 

comportamiento definido en términos de un conmutador de tres posiciones, produce un 

aumento exponencial en el árbol de decisiones utilizado para determinar la acción de 

control óptima (ver sección 7.2 capítulo 7). En la Figura 9.18a se presenta un ejemplo de 

recorrido del árbol de decisiones para un horizonte de 2 pasos, donde se detallan las  

acciones de control factibles ui (i=1,2,3,4) y las evaluaciones de los índices de 

comportamiento clásicos Jn
i, siendo n el nivel de profundidad del árbol.  En la Figura 9.18b 

se muestra el árbol de decisiones para un índice de comportamiento que se define como un 

conmutador de tres posiciones, notar, que las acciones de control usi (s=0,1,2 posiciones del 

conmutador) se replican por un factor de tres, en cada punto del árbol.  
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                                 a)                                                                             b) 
 

Figura 9.18: Árbol de dicciones  

 

La complicación de la nueva solución, es aparte del aumento de complejidad de la solución, 

al tener dos rutas que optimizar. Estas consideraciones influirán en la decisión de buscar 

otra función que remplace a J2 y que implique menor costo computacional. 

 

Finalmente, el intento de sincronizar los buses es miope con respecto a la cantidad de 

pasajeros a transbordar. Es decir, se intenta sincronizar todos los buses sin discriminar el 

tamaño de la carga, lo que podría perjudicar las decisiones en el control de las rutas 

individuales, por efecto de forzar la sincronización en la estación de transbordo de todos los 

buses. Los cuales, podrían venir vacíos  o por el contrario, llenos con pasajeros sin la 

intención de transbordo. 
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A partir del análisis previo, se realiza una nueva formulación del problema de control de un 

sistema de transporte público con transbordos que intenta superar las limitaciones 

detectadas. 

 

9.6.2. Modelo dinámico de sistema de transporte público con estación de 

transbordo para un controlador predictivo 

 

Para esta formulación, mantenemos la estructura básica de Sáez et al, (2012) la cual fue 

mejorada en la sección 7.1.3, donde se supone la evolución del sistema en eventos discretos 

que concuerdan con los instantes en que los buses del sistema de transporte lleguen a algún 

paradero. Además, este modelo por ruta es aplicable a todas las rutas que compongan el 

sistema. Sin embargo, en un inicio estará compuesto por sólo dos rutas. Luego, cada una de 

las rutas R y R’ del sistema se puede representar por el modelo discreto presentado en al 

capítulo 7.  

 

En la Figura 9.19 se indica un esquema del sistema de transporte analizado, el cual se 

supone compuesto por dos subsistemas de transporte público. El subsistema 1 

(correspondiente a la ruta R) con variables de entrada hi, Sui que representan acciones de 

holding y stop-skipping respectivamente, variables de salida xi, Li, Tdi que representan la 

posición, carga y tiempo de salida del bus i respectivamente, de forma simétrica, el 

subsistema 2 (correspondiente a la ruta R') presenta variables de entrada hi', Sui' y variables 

de salida xi', Li', Tdi'. Además, se considera la interacción entre los subsistemas 

representando efectos mutuos entre las rutas producidos por la estación de transbordo, 

como por ejemplo la carga trasbordada LT, LT' para la ruta R y R' respectivamente. 

También, se considera la demanda 
pΓ  para la ruta R y 'pΓ  para la ruta R'. Por último, las 

variables representadas son función de tiempo discreto k y k' según su particular evolución 

por eventos en las rutas R y R' respectivamente.  
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Figura 9.19: Esquema de un sistema de transporte público de dos rutas con estación de transbordo. 

 

Del mismo modo, la formulación dinámica de la demanda por paradero y carga de los buses 

para una ruta única presentada en el capítulo 7, será generalizada para rutas conectadas por 

una estación de transbordo en la sección siguiente. 

 

9.6.3. Representación dinámica de la demanda de paraderos y carga de 

buses para rutas conectadas por una estación de transbordo 

 

Demanda por paradero con rutas con transbordo 

 

Para una ruta R conectada a otra R’ por medio de una estación de transbordo T se debe 

realizar las siguientes consideraciones: A partir de los datos recopilados de la demanda en 

paraderos, se debe determinar la proporción 0 1r≤ ≤  de pasajeros que transbordan a la ruta 

 

Subsistema de transporte 

público 1 

ruta R 

hi(k) 

Sui(k) 

xi(k+1) 

 

Demanda 

( 1)iL k +  
( 1)iTd k+  

( )p kΓ  

 
Subsistema de transporte 

público 2 

ruta R' 

hi'(k') 

Sui'(k') 

 
'( ' 1)iL k +  
'( ' 1)iTd k+  

Demanda’ '( ')p kΓ  

Sistema de transporte 

público 

( )TL k  '( ')TL k  

xi'(k'+1) 
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R' versus la suma de pasajeros que transbordan a R' y los pasajeros que al llegar a el bus a 

la estación de transbordo T siguen en la ruta R. 

 

nº de pasajeros que transbordan

nº de pasajeros que tranbordan+nºpasajeros que una vez en  siguen en la ruta R
r

T
=  (9.10)             

 

Este valor puede ser considerado constante en cierto intervalo razonable de tiempo o en su 

defecto, actualizarlo para cada evento k con los datos recopilados en línea (ver ecuación 

(9.25)). 

 

Entonces en el caso que existe transbordo, el vector estimado de aumento de pasajeros 

ˆ ( )p k∆Γ
�

 en un paradero para un evento k, se puede representar desagregadamente por el 

vector de dimensión igual al número de destinos Np+Nd': donde en sus componentes, el 

primer súper-índice representa el número de paradero y el segundo súper-índice representa 

el número de destino. 

 

( ) ( ) ( )

,1 ,2 ,

, 1 ' , 2 ' , ',

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ...  ( ) ...

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ... ( )

p p p p T

p T p T p T Ndp Np

k k k k

k k k k+ + +

∆Γ = ∆Γ ∆Γ ∆Γ

∆Γ ∆Γ ∆Γ ∆Γ 

�

               (9.11) 

 

Donde, Np  es el número de paraderos totales de la ruta R, 'Nd  es el número de destinos 

posibles en la ruta R’ iniciando el recorrido desde la estación de transbordo, que se denotará 

como T vista por la ruta R o T'´ vista por la ruta R'. En otras palabras un destino d 

cualquiera pertenece al conjunto { }1,..., ,..., , ( 1) ',..., ( ) 'd T Np T T Nd∈ + +  donde los 

destinos en la ruta R son 1,..., ,...,T Np (que incluye la estación de transbordo T) y los 

destinos posibles para hacer transbordo en la ruta anexa R’ son ( 1) ',..., ( ) 'T T Nd+ + .  

 

Luego, considerando un número λ̂p  pasajeros estimado  arribando por unidad de tiempo en 

la parada p (con λ̂p constante para periodos de una hora), se tiene el aumento total de 
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1
ˆ ( )p k kt tλ −−  pasajeros en un intervalo de tiempo [kt , 1kt + ]. Si en cada evento k definimos 

una variable aleatoria ( )rand k  con una distribución uniforme ( )( ) 0,1rand k U→ , entonces 

una forma de distribuir  cada uno de los 1
ˆ ( )p k kt tλ −−  pasajeros sobre el vector ̂ ( )d k∆Γ

�
 es 

una de las siguientes formas: 

 

• Si ( )rand k r≥  el destino del pasajero es seleccionado aleatoriamente del conjunto 

de paraderos { }1, ,p Np+ ⋯  de la ruta R, con una distribución normal ( ) N 2µ,σ  de 

parámetros  
2

Np p+µ =  y  2 . 
Νp - p

2
σ =  

 

• Si ( )  rand k r<  el destino del pasajero es seleccionado aleatoriamente del conjunto 

de paraderos { }' 1, , 'T Np+ ⋯  de la ruta R', con una distribución normal ( ) N 2µ,σ  

de parámetros 
' '

  
2

Np T+µ =  y
' '

 2 . 
−σ = Np T

2
 

 

En la Figura 9.20, se presenta un ejemplo de asignación el aumento de carga en el paradero 

número 3 en un intervalo de tiempo 1[ , ]k kt t +  donde la estación de transbordo es ' 5T T= = . 

Esto es, se asignarán los destinos a los 3 1
ˆ ( )k kt tλ −−  pasajeros según el número aleatorio 

( )rand k . Si ( )rand k r≥ , el pasajero se asigna probabilísticamente según una distribución 

normal ( ) N 2µ,σ  de parámetros  6.5µ =  y  2 =3.5 σ sobre el conjunto de destinos 

{ }1, ,p Np+ ⋯  de la ruta R, ahora si ( )  rand k r<  se asignará los destinos a los pasajeros el 

destino según una distribución normal ( ) N 2µ,σ  de parámetros  7.5µ =  y  2 =2.5 σ sobre 

el conjunto de destinos { }' 1, , 'T Np+ ⋯  de la ruta R', como se presenta en la Figura 9.20c. 

 

Considerar, que si desde el punto de vista de la ruta R, el flujo de transbordo es mayor que 

el flujo de pasajeros que circula por R esto es 0.85r =  como se presenta en la Figura 9.20b, 

implicará que el número ( )rand k , por ser variable aleatoria de distribución uniforme 
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( )( ) 0,1rand k U→ , tendrá mayor probabilidad de que ( ) ,  rand k r< lo que implicaría que 

se asignaría un destino a la ruta de transbordo con mayor probabilidad. 

 

 
Figura 9.20: Asignación aleatoria de destinos   

 

Luego ˆ ( 1)Γ +
�

p k  será la carga total acumulada desagregada estimada en un paradero p 

predicha para el evento k+1, actualizada según la ecuación (7.18) del capítulo 7 y donde en 

sus componentes, el primer súper-índice representa el número de paradero y el segundo 

súper-índice representa el número de destino. 

 

( ) ( ) ( ), 1 ' , 2 ' , ',1 ,2 , ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1)  ...  ( 1) ... ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)+ + + Γ + = Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + 

�
p T p T p T Ndp p p pT pNpk k k k k k k k    (9.12) 
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Carga de los buses en rutas con transbordo 

 

De manera semejante a la sección 7.1.3 en el capítulo 7, se puede definir la carga 

desagregada estimada ˆ ( 1)+
�

iL k  de un bus i en el evento k+1 en la ruta R, donde en sus 

componentes, el súper-índice representa el destino del pasajero y el sub-índice representa el 

número de bus: 

 

( ) ( ) ( )1 ' 2 ' '1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1) ...  ( 1)  ... ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)+ + + + = + + + + + + + 

�
T T T NdT Np

i i i i i i i iL k L k L k L k L k L k L k L k   (9.13)     

 

la cual se actualiza según la ecuación (7.20) del capítulo 7. 

 

Estimación del parámetro r de proporción de transbordo  

 

Se puede estimar el parámetro de proporción de transbordo ̂ ( 1)r k +  en un evento k+1; esto 

es, la proporción de pasajeros que usan sólo la ruta R con respecto a los que transbordan en 

el paradero T para dirigirse a la ruta R’: 

  

( ) '
,

1 ( 1)'

( ) '
, ,

1 1 1 ( 1) '

( )

ˆ( 1)
( )+ ( )

+

= = +
+

= = + = = +

Γ
+ =

Γ Γ

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

T NdT
p j

p j T

Np T NdT T
p i p j

p i T p j T

k

r k
k k

                                 (9.14) 

 

donde ,

1 1

( )
= = +

Γ∑ ∑
NpT

p i

p i T

k  es la suma total de pasajeros que continuarán en la línea R después de 

pasar la estación de transbordo T y que ingresaron a la ruta R en los primeros T paraderos 

( ) '
,

1 ( 1) '

( )
+

= = +

Γ∑ ∑
T NdT

p j

p j T

k  es la suma total de pasajeros que transbordan a la línea R’ en la estación 

de transbordo T y que ingresaron en los primeros T paraderos de la línea R. 
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9.7. Controlador predictivo híbrido descentralizado 

 

En esta sección se plantea un controlador predictivo descentralizado para el sistema de 

transporte público con dos rutas y una estación de transbordo. Por lo cual, se considera una 

estrategia de control idéntica a la presentada en el capítulo 7, para cada una de las rutas. 

Esto, significa considerar en el modelo predictivo del controlador, la interconexión entre 

rutas sólo como una perturbación medible.  

 

9.7.1. Estructura de control descentralizado 

 

La estructura de control descentralizado diseñada se presenta en la Figura 9.21, donde el 

sistema bajo control se supone compuesto por dos subsistemas de transporte público cada 

uno controlado por un controlador predictivo híbrido como el presentado en el capítulo 7 

sección 7.1.4. En esta Figura el subsistema 1, tiene variables de control hi, Sui y variables 

de salida y realimentadas xi, Li, Tdi, así mismo, el subsistema 2, tiene variables de control 

hi', Sui' y variables de salida y realimentadas xi', Li', Tdi'. La interacción entre los 

subsistemas es la descrita en la Figura 9.19 sección 9.6.2 Las variables son función de 

tiempo discreto k y k' según las rutas R y R' respectivamente. Cuando un evento k o k' 

ocurre, el controlador predictivo híbrido correspondiente, genera la acción de control 

exigida. 
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Figura 9.21: Controlador predictivo híbrido descentralizado para el sistema de transporte público con estación 

de transbordo. 

 

9.7.2. Función objetivo 

 

En este caso, se optimizará la función JR, presentada en la ecuación (9.15), que consta de 

cuatro componentes, todas ellas mayoritariamente orientadas al costo experimentado por 

los usuarios a través de los tiempos totales de viaje de los pasajeros bordo de los buses y los 

tiempos de espera en paraderos.  
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( )
( 1)

( 1)

2
1 2 3

1

4 1 1

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( 1)

ˆˆ                      ( ) ( ) 1 ( 1)
i i k
p p k

N

R i p i i i

p i i i

J H k k H k H L k h k

k H k z Su k

θ θ θ

θ
= + −
= + −

=

+ +

= ⋅ + Γ + + ⋅ + − + ⋅ + + − +

⋅Γ + + + − + − 

∑

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ  (9.15)  

El primer término de la ecuación (9.15) cuantifica el tiempo total de espera de los pasajeros 

en las paradas y depende del tiempo de espera de diseño, junto con la carga en la parada de 

autobús. El segundo término captura la regularización del tiempo de espera entre buses, 

para mantener éste lo más cerca posible al correspondiente tiempo de espera de diseño. La 

tercera componente mide el retraso asociado con pasajeros a bordo de un vehículo cuando 

se ejecuta una retención en una estación de control debido a la aplicación de una acción de 

holding. Por último, la cuarta componente es el tiempo adicional de espera de los pasajeros, 

cuya estación es saltada por un vehículo, asociadas con la estrategia de stop-skipping. 

Siendo N  el horizonte de predicción y Nb el número de buses de la flota. Notar que 

{ }( 1) 1,...,i i k Nb= + − ∈ℓ , { }( 1) 1,...,p p k Np= + − ∈ℓ , si se considera que el evento futuro 

1k + −ℓ  está generado por un bus ( 1)i k + −ℓ  arribando a una estación específica aguas 

abajo ( 1)p k+ −ℓ . En la expresión (9.15), , 1,...,4,j jθ =  son parámetros de ponderación, y 

deben ser sintonizados dependiendo del problema específico analizado y también de la 

interpretación física de las diferentes componentes. La variable dH corresponde al deseado 

tiempo de espera diseñado para servir la demanda del sistema durante un cierto periodo de 

tiempo. Se define un termino semejante JR' para la ruta anexa R'. 

 

Luego, los problemas de optimización para los controladores predictivos independientes 

aplicados a cada una de las rutas son: 

 

{ }( ),..., ( 1)
R

u k u k Np
Min J

+ −
                                                            (9.16) 

 

Sujeto a que se cumpla el modelo predictivo y las restricciones operacionales 

correspondientes a la ruta R. 

{ } '
'( '),..., '( ' 1)

R
u k u k Np

Min J
+ −

                                                          (9.17) 
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Sujeto a  que se cumpla el modelo predictivo y la restricciones operacionales 

correspondientes a la ruta R'. 

 

La minimización se realiza con respecto a la secuencia ( ) ( ){ }, ..., 1u k u k Np+ −  y 

( ) ( ){ }' ' , ..., ' ' 1u k u k Np+ −  para las rutas R y R' respectivamente. Con ( )u k
 
y '( ')u k

 
las 

acciones de control  para las dos rutas R y R' en sus respectivos tiempo de evolución k y k' 

respectivamente. 

 

En la siguiente sección, se presenta el diseño de un controlador que a diferencia del 

controlador presentado anteriormente, considera los efectos de interconexión entre los dos 

sistemas. 

 

9.8. Controlador predictivo híbrido distribuido 

 

En este apartado, se plantea un controlador predictivo distribuido para el sistema de 

transporte público con dos rutas y una estación de transbordo. Lo que implica, incluir en el 

controlador los índices de comportamiento presentado en la ecuación (9.15) descritos como 

las funciones JR y JR'. Además, significa considerar en detalle, en el modelo predictivo del 

controlador, la interconexión entre rutas (los transbordos de pasajeros).  Esto es, diseñar un 

conjunto de índices de comportamiento que promuevan la acción de transbordo y que junto 

a la funciones JR y JR'  controlen eficientemente el sistema completo. Los nuevos índices de 

comportamiento añadidos consideran, un índice de sincronización de buses JS en la estación 

de transbordo (sección 9.8.2), un índice de comportamiento JT directamente dirigido a 

favorecer el transbordo en términos de la capacidades libres y cargas de los buses (sección 

9.8.3.) y un grupo de restricciones adicionales para una administración eficiente del 

transbordo, esto es, restricciones que solucionan un conjunto de posibles problemas en la 

interconexión de los buses, no cubiertos por los índices JS y JT y lograr un encuentro eficaz 

entre pares de buses (ver sección 9.8.4). 
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9.8.1. Estructura de control distribuido 

 

La estructura de control distribuido diseñada se presenta en la Figura 9.22, donde el sistema 

bajo control se supone compuesto por dos subsistemas de transporte público (ruta R y R’). 

Las variables de control y salida realimentadas son iguales a las indicadas en la Figura 9.21 

de la sección 9.7.1. La interacción entre los subsistemas es la descrita en la Figura 9.19 

sección 9.6.2. 

 

El controlador descentralizado presentado en la sección 9.7, no considera los efectos de 

estación de transbordo y sólo la considera como una perturbación medible en la demanda 

de pasajeros en cada ruta. Sin embargo, en el controlador distribuido de la Figura 9.22, 

considera los efectos de la estación de transbordo, por lo cual incluye una comunicación 

entre los controladores predictivos de cada ruta. Es decir, los controladores deben compartir 

información relevante, para poder evaluar los nuevos índices de comportamiento diseñados, 

y así, regular el transbordo. En particular el controlador de la ruta R comunica un vector de 

estado del sistema ( )X k
�

en el evento k al controlador de la ruta R’, donde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T TX k x k L k Td k k = Γ 
�

 está compuesto de el vector transpuesto ( )Tx k  

cuyas componentes contienen las posiciones de todos los buses de la ruta R, un 

vector 1 2( ) ( ) ( ) ( )T T T T
NbL k L k L k L k =  ⋯  compuesto por los vectores de  carga de 

todos los Nbbuses, el vector transpuesto ( )TTd k  cuyas componentes contienen los tiempos 

de salida de todos los buses de la ruta R y finalmente el vector 

1 2( ) ( ) ( ) ( )
totales

T T T T
Ndk k k k Γ = Γ Γ Γ ⋯  compuesto por la demanda en los totalesNd  

destinos posibles. Simétricamente el controlador de la ruta R' comunica un vector de estado 

del sistema '( ')X k
�

en el evento k' al controlador de la ruta R. Ahora bien, si el controlador 

de la ruta R es a quien corresponde determinar la acción de control en el evento k, el evento 

k' en donde evaluar la variables representativas de la ruta R' debe ser el más cercano k y 

necesariamente 'k k≤ . Un análisis simétrico se debe realizar si el controlador de la ruta R' 

es a quien corresponde determinar la acción de control en un evento k' con 'k k≤ . 
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Figura 9.22: Controlador predictivo híbrido distribuido para el sistema de transporte público con estación de 

transbordo. 

 

Notar que en un evento k, el controlador predictivo de la ruta R', debe determinar las 

predicciones a N pasos { }( 1), ( 2), , ( )X k X k X k N+ + +
� � �

⋯  conociendo sólo la información 

en ( )X k
�

 entregada por el contralor de la ruta R, y lo logra, a partir del conocimiento del 

modelo dinámico de la ruta R (Modelo predictivo 2, sección 7.1.3, capitulo 7). Una 

situación análoga se presenta, si es el controlador predictivo de la ruta R quien necesita de 

la información de las predicciones a N pasos { }' ' '( 1), ( 2), , ( )X k X k X k N+ + +
� � �

⋯  para 

determinar su correspondiente acción de control. 
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A continuación se plantea la función objetivo para el problema de optimización asociado al 

controlador predictivo distribuido para cada ruta. Esta función objetivo considera la suma 

ponderada de tres índices de comportamiento principales, denominados: término de control 

de rutas JR, término de sincronización JS  y término de maximización del transbordo JT .  

 

En una primera etapa de investigación, cada controlador de los subsistemas (ruta R y R') 

posee su propia función objetivo y no se plantea iterar entre los controladores para lograr 

un consenso entre las soluciones finales. Luego, el controlador diseñado se clasificará como 

un controlador distribuido no-cooperativo y no-iterativo (ver sección 3.3, capítulo 3). 

Soluciones cooperativas o iterativas que impliquen la estabilidad del controlador distribuido 

se dejarán para una investigación futura. 

 

9.8.2. Índice de comportamiento de sincronización 

 

El controlador predictivo híbrido distribuido, para cada ruta considera el índice de 

comportamiento JR, el término de control de rutas, el cual esta orientado en general a 

minimizar el costo experimentado por los usuarios a través de los tiempos de viaje a bordo 

de los buses y los tiempos de espera en paraderos (ya utilizado en el controlador 

descentralizado presentado en la sección 7.1.4) más un índice de comportamiento JS  

denominado término de sincronización, el cual intenta coordinar los tiempos de llegada de 

los buses más cercanos a la estación de transbordo. Esto se logra minimizando ˆ ( )w k que 

representa la diferencia de los tiempos de llegada de los buses más cercanos a la estación de 

transbordo (definida en ecuación (9.21)), ponderada por  la demanda total ̂ ( )TD k de dicha 

estación (definida en la ecuación (9.24)). Luego,  JS  se define como: 

 

  2

1

ˆ ˆ( ) ( )
Np

S TJ D k w k
=

= + ⋅ +∑
ℓ

ℓ ℓ                                       (9.18) 

 

La determinación de los componentes de SJ  se presenta a continuación: 
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Tiempos de llegada de los buses más cercanos a la estación de transbordo 

 

Se define, NTt  el tiempo que le falta llegar el bus NT ("next transfer"), el más cercano a la 

estación de transbordo, según la ruta R. Simétricamente sea  'NTt  el tiempo que le falta 

llegar al bus NT ' más cercano a la estación de transbordo según la ruta R’. Estos tiempos de 

calculan a partir de la posiciones relativas y la velocidad de cada bus. Además se le añade 

los tiempos de transbordo estimados a los paraderos en el trayecto antes de llegar a la 

estación de transbordo. Es claro que la estimación de estos tiempos mejorará en la medida 

que el bus se acerque a la estación de transbordo, esto es debido a que no se conocen a 

priori las acciones de control en los paraderos en el trayecto. 

 

Si el bus se encuentra a un solo paradero de distancia, la aproximación del tiempo de 

llegada es: 

1( ) ˆ ( )
T

TNT
NT NT

x x k
t Tr k

v
−−= +                                           (9.19) 

 

con Tx posición del paradero de transbordo, ( )NTx k  posición del bus NT  el más cercano a 

la estación de transbordo en el evento k, 1ˆ ( )T
NTTr k−  el tiempo de transbordo del bus NT  en el 

paradero anterior a la estación de transbordo T . Debido a que en la estación de transbordo 

se encuentra en una ubicación de alto flujo de pasajeros, se supone una probabilidad muy 

baja de acciones de control stop-skipping (las acciones de holding a priori se supone que se 

realizan sólo en los paraderos iniciales o finales). De forma análoga se define 

 

' '
' 1 ''

' '

( ) ˆ ( )
'

−−= +
T

TNT a
NT NT a

x x k
t Tr k

v
                                      (9.20) 

 

con '
ak el instante anterior y más cercano el instante k. Luego definimos: 

 

'
'ˆ ( ) ( ) ( )= −NT NT aw k t k t k                                            (9.21) 
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la diferencia de tiempos según R y R' a la estación de transbordo para los buses más 

cercanos a ella. 

 

Demanda en la estación de transbordo 

 

Para determinar la demanda total ˆ ( )TD k  en la estación de transbordo T  se define: ( )TL k , 

la cantidad de personas que transbordan hacia la ruta R’ y que llegaron en el bus NT  y sea 

'( )TL k  la cantidad de personas que transbordan a la ruta R y que llegaron en el bus ',NT  

 

'

( 1) '

ˆ ˆ( ) ( )
= +

= ∑
Nd

j
T NT

j T

L k L k      y    '
1

ˆ ˆ(́ ) ( )
= +

= ∑
Nd

j
T NT

j T

L k L k                           (9.22) 

 

donde ˆ j
NTL  y '

ˆ j
NTL es la componente j del vector de carga del bus NT y NT' 

respectivamente. 

 

Además, sean  ̂( )P k  y ˆ '( )P k  los pasajeros que llegarán a la estación de transbordo del lado 

de la ruta R y R’ respectivamente, los cuales de determinan como: 

 

'
, ' ', '

'

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )    y    '( ) ( )
Nd Nd

T d T d
N a

d T d T

P k k P k k
> >

= Γ = Γ∑ ∑                        (9.23) 

 

donde ,ˆ T dΓ  y ',ˆ T dΓ es la componente d del vector de demanda del paradero de transbordo T 

según ruta R y T'' según ruta R', respectivamente. 

 

Luego, si '
ak el instante anterior y más cercano el instante k, la demanda total  ̂ ( )TD k  en la 

estación de transbordo  T  según el punto de vista de la ruta R es:  

                                          ' 'ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) '( ) '( )T T T a aD k L k P k L k P k= + + +                           (9.24) 
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En la Figura 9.23 se presenta un diagrama que muestra las distintas variables que definen la 

carga de transbordo DT. Se presentan las rutas R y R' de color negro y gris respectivamente, 

interconectadas por una estación de transbordo al centro del dibujo. De la estación de 

transbordo, salen los flujos de pasajeros que  trasbordan LT y LT' y entran flujos de pasajeros 

P y P' que eligieron esta estación para entrar al sistema. Para mayor claridad, colores negro 

y gris representan la ruta de origen de los flujos. 

 

 
Figura 9.23: Diagrama de las distintas variables que definen la demanda total de transbordo DT. 

 

9.8.3. Índice de comportamiento de incentivo del transbordo 

 

La siguiente formulación incluye un índice de comportamiento JT directamente dirigido a 

favorecer el transbordo de pasajeros. Es decir, un índice que promueve el transbordo de 

pasajeros,  considerando las capacidades y las cargas de pasajeros de los buses que utilizan 

la estación de transbordo. Para precisar la formulación, se realizan las siguientes 

definiciones: Sea ( )Q k  la cantidad de personas que se mantendrán en la ruta R y que viajan 

en el bus más cercano NT y sea '( )Q k la cantidad de personas que se mantendrán en la ruta 

R’ y que viajan en el bus más cercano NT '.  Estas se calculan como: 

ˆ( ) ( )
=

=∑
Np

j
NT

j T

Q k L k   y    
'

' '
'

ˆ'( ) ( )
Np

j
a NT a

j T

Q k L k
=

=∑                           (9.25) 
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con ˆ ( )NTL k
�

 y '
'

ˆ ( )NT aL k
�

 los vectores de carga de los buses más cercanos a la estación de 

transbordo, desde el punto de vista de la ruta R y R' respectivamente. Con 'ak el instante 

anterior y más cercano el instante k.  

 

Además, sea '* ( )NTB k  y '
* ( )NT aB k  los pasajeros que suben a los buses NT y NT’ en las rutas 

R y R’ cuando los buses producen el evento en la estación de transbordo. Las capacidades 

al llegar a la estación de transbordo según las rutas R y R’ serán C(k) y ''( )aC k , con '
ak el 

instante anterior y más cercano el instante k.  

 

*

' ' '
'*

( ) ( ( ) ( ))

'( ) ( '( ) ( ))

= − +

= − +
Max NT

a Max a NT a

C k L Q k B k

C k L Q k B k
                                  (9.26) 

 

En la Figura 9.24 se presenta un diagrama que muestra las distintas variables que definen 

las capacidades C y 'C de los buses NT y NT’ en la estación de transbordo, 

respectivamente. Se aprecia en esta Figura, las rutas R y R' de color negro y gris, 

interconectadas por una estación de transbordo al centro del dibujo. De la estación de 

transbordo salen los flujos de pasajeros que  trasbordan LT y LT', además salen los flujos de 

pasajeros que al pasar por la estación de transbordo T se mantiene en su ruta original Q  y 

'.Q  Por último se muestra, los pasajeros NTB  y 'NTB  que suben a los buses NT y 

NT’respectivamente. Para mayor claridad, colores negro y gris representan la ruta de origen 

de los flujos. 
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Figura 9.24: Descripción de la variables principales que intervienen en el transbordo. 

 

 

Luego el nuevo índice de comportamiento JT incluido en la función objetivo, plantea 

maximizar el valor de la expresión { }'min ( ), '( )T aC k L k , esto es por ejemplo,  si ( )C k  

< ''( )T aL k , se debe esperar que el valor de ( )C k  sea lo más grande posible, luego 

obligamos a que también ''( )T aL k  sea grande, esto es, intrínsicamente estamos alentando a 

elegir situaciones donde los dos valores ( )C k  , ''( )T aL k  sean importantes, por lo tanto se 

debería inducir mayor transbordo de pasajeros entre las rutas.  

 

En otros términos, al maximizar la expresión { }'min ( ), '( )T aC k L k , se evita promover 

situaciones en que la capacidad ( )C k  de un bus  de la ruta R sea grande y la cantidad de 

pasajeros ''( )T aL k del  bus que viene de la ruta R' sea pequeña (con'
ak definido como el 

instante anterior y más cercano el instante k). O por el contrario, se evita que la cantidad de 

pasajeros ''( )T aL k del  bus que viene de la ruta R' sea grande y la capacidad de un bus ( )C k  

de la ruta R sea pequeña. Claramente, se espera también  maximizar la expresión  simétrica 

{ }'min ( ), '( )T aL k j C k j+ + . 
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Luego, el nuevo índice de comportamiento incluido en la función objetivo que se desea 

maximizar es: 

{ } { }( )' '

1

min ( ), '( ) min ( ), '( )
N

T T a T a
j

J C k j L k j L k j C k j
=

= + + + + +∑            (9.27) 

 

con '( )+ ak j  el instante anterior y más cercano al instante +k j .  

 

Notar que, erróneamente se podría considerar la maximización de la siguiente expresión 

[ ] [ ]( )2 2

1

min ( ) '( ) '( ) ( )
Np

T T
j

C k j L k j C k j L k j
=

+ − + + + − +∑ , la cual, lograría el ajuste entre los 

pasajeros que cambian de ruta ('TL , TL ), con las capacidades de los buses que los reciben 

( C , 'C ) respectivamente. Pero, por el contrario esta expresión permitiría situaciones 

donde, por ejemplo, la variables ( )C k  y ''( )T aL k  son semejantes pero pequeñas, lo que 

produciría una cantidad de transbordo bajo, situación que claramente no ayuda a promover 

la maximización del transbordo de pasajeros entre las rutas. 

 

9.8.4. Restricciones para la administración eficiente del transbordo 

 

La sincronización lograda por la función JS no garantiza que los transbordos de pasajeros se 

produzca, debido a que problemas en el orden de llegada de los buses puede hacer que los 

pasajeros pierdan la posibilidad de transbordar. Por ejemplo; un caso donde en la estación 

de transbordo, un bus con mucha capacidad libre (C es grande), parta antes que arribe el 

bus con el cual se coordinaba (conjunto de buses sincronizados por JS) y que lleva mucha 

carga de pasajeros para transbordar (LT grande). Luego, en esta sección se diseña las 

restricciones necesarias, tal que agregadas al problema de optimización respectivo, 

produzcan una administración eficiente del transbordo. Es decir, se plantea agregar 

restricciones al problema de optimización asociado al algoritmo HPC, que obliguen al 

encuentro eficaz entre pares de buses y asegurar un mayor transbordo. A continuación, se 

presenta el estudio de cuatro casos relevantes en la sincronización de los buses. 
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Caso 1: Se presenta en la Figura 9.25 el mejor caso posible para buses sincronizados en la 

estación de transbordo. Para las rutas R y R’, se grafican con distintos tonos de grises las 

distintas cargas de pasajeros en los buses. Esto es, en color blanco se presenta la proporción 

de asientos vacíos sobre el bus, en color gris se presenta la proporción de asientos con 

pasajeros que pretenden trasbordar a la ruta contraria (LT , LT') y en color negro los asientos 

ocupados por los pasajeros que se mantendrán en sus respectivas rutas (Q, Q’). En la Figura 

9.25 se muestra también, la potencial capacidad libre de los buses (C, C’), una vez que se 

bajan los pasajeros que transbordan. En este diagrama se desprecia, por simplicidad, los 

pasajeros que sólo bajan en la estación de transbordo y no transbordan.  

 

Como se mencionó, en la Figura 9.25 las cargas de transbordo LT y LT ' en ambas rutas son 

grandes, lo que implica que las capacidades C y C' también lo serán. Luego, si suponemos 

un tiempo ta de bajada por pasajero, el tiempo mínimo que un bus estará en la estación es 

taLT  y taLT' para las rutas R y R' respectivamente. Luego sin saber que bus llega primero, 

para producir un encuentro de los dos buses, en la estación de transbordo; se debe cumplir 

que el intervalo de tiempo que se mide entre el bus que llega primero hasta la llegada de 

segundo bus ( 'NT NTt t− ) debe ser menor que el mínimo entre los valores taLT  y taLT'. Esto 

se representaría  por la siguiente regla: 

 

Si LT  es grande y LT ' es grande entonces { }'
' min ,NT NT a T a Tt t t L t L− <            (9.28) 

 
Figura 9.25: Mejor caso esperado de transbordo. 
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Caso 2: Se presenta en la Figura 9.26 el caso de máximo transbordo desde la ruta  R a la 

ruta R'. Es decir, donde  la carga de transbordo LT  del bus de la ruta R y la capacidad libre 

C'  del bus de la ruta R', son  grandes. 

 

 
Figura 9.26: Transbordo máximo de R a R’. 

 

En este caso es claro que lo relevante es que el bus de la ruta R llegue primero que el bus de 

la ruta R'. De tal forma, los pasajeros de la ruta R pueden esperar el bus de la ruta R' y hacer 

efectivo el transbordo. Notar que la función de sincronización JS forzará que este tiempo de 

espera sea mínimo. La regla para este caso analizado será: 

 

Si  LT es grande y C ' es grande      entonces        'NT NTt t<                     (9.29) 

 

Caso 3: Se presenta en la Figura 9.27 el caso de máximo transbordo desde la ruta  R' a la 

ruta R. Es decir, donde  la carga de transbordo LT ' del bus de la ruta R' y la capacidad libre 

C del bus de la ruta R, son  grandes. 
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Figura 9.27: Transbordo máximo de R’a R. 

 

En este caso, al contrario del caso anterior, lo relevante es que el bus de la ruta R' llegue 

primero que el bus de la ruta R, de esta forma, los pasajeros de la ruta R' pueden esperar el 

bus de la ruta R y hacer efectivo el transbordo. Notar también que la función de 

sincronización JS forzará que este tiempo de espera sea mínimo. La regla para el caso 

analizado será: 

 

Si  LT ' es grande y C es grande      entonces        'NT NTt t>                                  (9.30) 

 

Casos restantes: En principio, desde el punto de vista de una administración eficiente, sólo 

los tres casos presentados anteriormente son de interés, la determinación exhaustiva de los 

restantes casos se presentará en la siguiente sección. Acá, sólo se muestra un representante 

de los restantes casos no considerados (Figura 9.28). En este caso las cargas de transbordo 

LT y LT ' son pequeñas y no es necesario agregar restricciones al modelo, que al final 

implique limitar el espacio de soluciones del problema de optimización asociado.  
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Figura 9.28: Representación de uno de los casos no considerados. 

 

Implementación de las reglas 

 

Como ya se mencionó, el índice de comportamiento JT  está construido para maximizar la 

carga de transbordo; es decir, este índice propicia el encuentro de buses que produzcan 

mayor intercambio de pasajeros. Luego, se puede trabajar sólo con casos extremos en las 

capacidades C y C' y las cargas de transbordo LT y LT ', esto es, considerando sólo dos tipos 

de valores para esta variables: una cantidad G grande y una cantidad P pequeña de 

pasajeros. En la Tabla 9.3 se presenta todos las combinaciones posibles asignables a las 

cargas de transbordo LT y LT ' como a las capacidades libre C y C' de dos buses que se 

encuentran en una estación de transbordo.  

 

Considerando que una carga grande al llegar a la estación de transbordo implica una 

capacidad libre grande (esto es, LT grande implica C grande), en la Tabla 9.3 se presenta en 

color gris los valores infactibles para estas cuatro variables. En la Tabla 9.7 se presenta sólo 

los valores factibles recogidos de la Tabla 9.3. Notar que en la Tabla 9.4 se marcó con gris 

los tres casos de interés presentados anteriormente, filas 1, 2 y 4. Notar que, dentro de estos 

seis casos existen cuatro casos (Tabla 9.4, fila 5, 6, 8 y 9) donde las cargas de transbordo LT 

y LT ' son pequeñas (como en la Figura 9.28), y los otros dos restantes (fila 3 y 8) donde a 

pesar de que en una ruta hay una gran cantidad de pasajeros a trasbordar, en la ruta 
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contraria el bus tiene poca capacidad para recibir esta carga. En principio estos seis casos 

deberían ser los menos frecuentes gracias a la influencia del índice de comportamiento JT. 

 

Tabla 9.3. Total de combinaciones 

posibles de cargas de transbordo C y C' y 

capacidades libres. LT y LT ' 

LT C LT'  C'  

 G G G G 

G G G P 

G G P G 

G G P P 

G P G G 

G P G P 

G P P G 

G P P P 

P G G G 

P G G P 

P G P G 

P G P P 

P P G G 

P P G P 

P P P G 

P P P P 
 

Tabla 9.4. Selección de valores factibles  

cargas de transbordo C y C' y las 

capacidades libres. LT y LT ' 

LT C LT'  C' 

G G G G 

G G P G 

G G P P 

P G G G 

P G P G 

P G P P 

P P G G 

P P P G 

P P P P 
 

 

Los valores grande (G) y pequeño (P), los caracterizamos como se explica a continuación. 

Considerando que la capacidad máxima max L de pasajeros, se define el parámetro 

max/2. Lξ =  Luego, se plantean las siguientes definiciones: se considera que LT tiene un 

valor grande si ,  TL ≥ ξ asimismo LT es chico si ,  TL < ξ una definición semejante se aplica 

a LT ' y a la cargas libres C y C'.    
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Entonces, las tres reglas (casos 1, 2 y 3) que intentan administrar eficientemente, desde el 

punto de vista del  transbordo de pasajeros, el encuentro entre un par de buses en la estación 

de transbordo se puede expresar concretamente de la siguiente forma: 

 

Si  ' '  y    y    y    T TL C L C≥ ξ ≥ ξ ≥ ξ ≥ ξ  entonces   { }'
' min ,NT NT a T a Tt t t L t L− <  (9.31) 

Si  ' '  y    y    y    T TL C L C≥ ξ ≥ ξ < ξ ≥ ξ  entonces   'NT NTt t<                                  (9.32) 

Si  ' '  y    y    y    T TL C L C< ξ ≥ ξ ≥ ξ ≥ ξ  entonces   'NT NTt t>                                  (9.33) 

 

Luego, para construir el problema de optimización del controlador predictivo híbrido 

definimos las siguientes funciones ( )if k  para 1,2,3.i =  Esto es: 

 

                                               1 '( ) NT NTf k t t= −  

{ }'
2 '( ) min ,a T a T NT NTf k t L t L t t= − −                                 (9.34) 

                                                3 '( ) NT NTf k t t= −    

Por lo tanto, una forma posible de esta representación la restricción como la inecuación: 

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1

3

(1 ( ))(2 ( )) 3 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 3 ( )
( )

6 2
( ) 1 ( ) 3 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2

( ) 0
2 6

k k k f k k k k
f k

k k k k k k
f k

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

− − − − −
+

− − − −
+ + >

             (9.35) 

 

siendo ( )kδ  una variable cuantizada, tal que { }( ) 0,1,2,3k ∈δ .  

 

Esto confirma la forma de presentar esta sección, esto es, si relacionamos los valores de δ  

para todo instante k con las siguientes inecuaciones: 

 

                        si ' '0      y    y    y  T TL C L Cδ = ⇔ ≥ ξ ≥ ξ ≥ ξ ≥ ξ                     (9.36a)      

                       si ' '1        y    y    y     T TL C L Cδ = ⇔ ≥ ξ ≥ ξ < ξ ≥ ξ                (9.36b)      

                        si  ' '2      y    y    y      T TL C L Cδ = ⇔ < ξ ≥ ξ ≥ ξ ≥ ξ               (9.36c)      
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' '

' '

' '

'

si  3    (   y    y    y  )

                  o   (   y    y    y  )

                  o   (   y    y    y  )

                  o   (   y    y  

T T

T T

T T

T T

L C L C

L C L C

L C L C

L C L

δ = ⇔ ≥ ξ ≥ ξ < ξ < ξ

< ξ ≥ ξ < ξ ≥ ξ

< ξ ≥ ξ < ξ < ξ

< ξ < ξ ≥ ξ '

' '

' '

  y  ) 

                  o   (   y    y    y  )  

                  o   (   y    y    y  )              
T T

T T

C

L C L C

L C L C

≥ ξ

< ξ < ξ < ξ ≥ ξ

< ξ < ξ < ξ < ξ

  (9.36d)      

 

la restricción 9.35 tendrá los siguientes valores según sea δ  para todo instante k 

 

                                   si '0    NT NTt tδ = ⇒ <                                                          (9.37a)      

si { }'
'1    min ,NT NT a T a Tt t t L t Lδ = ⇒ − <                          (9.37b) 

                                 si  '2    NT NTt tδ = ⇒ >                                                         (9.37c) 

                                    si  3    1 0= ⇒ >δ                                                               (9.37d)                        

 

notar que  3 =δ  genera una restricción que no disminuye el espacio factible de soluciones.  

 

Finalmente, la solución se consigue con el método iterativo presentado en el capítulo 7, el 

cual considera recorrer el árbol de todas las soluciones posibles y elegir la trayectoria sobre 

sus ramas que minimice la función objetivo completa. Aquí la diferencia es, que para cada 

posible acción de control del árbol de decisiones, es necesario determinar la factibilidad de 

las restricciones (9.35) y (9.36) según sea el valor de la variable discreta { }( ) 0,1,2,3k ∈δ . 

 

Finalmente, considerando que las variables con tilde caracterizan a la ruta R' y las variables 

sin tilde, a la ruta R. El problema de optimización para cada ruta, del respectivo controlador 

predictivo híbrido distribuido es: 

 

{ } 5 6
( ),..., ( 1)

R S T
u k u k Np

Min J J J J
+ −

= + θ + θ     y   
{ } ' 5' ' 6' '

'( '),..., '( ' 1)
' R S T

u k u k Np
Min J J J J

+ −
= + θ + θ        (9.38)                                 
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donde la variables que representan a R y R' están sujetas al cumplimiento de los 

respectivos: modelo predictivo, la restricciones operacionales de la correspondiente ruta y 

las restricciones para la administración eficiente del transbordo vistas en la sección 9.8.4. 

 

Notar, que JR incluye los otros parámetros de sintonía faltantes 1 2 3 4,  ,  ,  θ θ θ θ  y de la 

misma forma JR' incluye los parámetros 1' 2' 3' 4',  ,  ,  θ θ θ θ .  

 

9.9. Controlador predictivo híbrido centralizado 

 

En esta sección se propone un controlador predictivo centralizado cuya estructura de 

control se indica en la Figura 9.29, donde el sistema bajo control se supone compuesto por 

dos subsistemas de transporte público con un único controlador Las variables de control y 

salida realimentadas son iguales a las indicadas en la Figura 9.21 de la sección 9.7.1. La 

interacción entre los subsistemas es la descrita en la Figura 9.19 sección 9.6.2. 

 

En la Figura 9.29 se muestra el lazo cerrado del sistema de buses y las principales variables 

correspondientes, las cuales son función de tiempo discreto k y k' según las rutas R y R' 

respectivamente. Cuando un evento k o k' ocurre, el controlador predictivo híbrido 

correspondiente, genera la acción de control exigida. 
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Figura 9.29: Controlador predictivo híbrido centralizado para el sistema de transporte público con estación de 

transbordo. 

 

El controlador predictivo híbrido centralizado, implica un controlador único que incluye los 

índices de comportamiento presentados en las ecuaciones (9.16) y (9.17) descritos por las 

funciones JR y JR'. Además, significa considerar en detalle, en el modelo predictivo del 

controlador, la interconexión entre rutas (los transbordos de pasajeros). Esto es, agregar 

índices de comportamiento ya diseñados, que promuevan la acción de transbordo y que 

junto a la funciones JR y JR' controlen eficientemente el sistema completo. Para el 

transbordo se considera el índice de sincronización de buses JS en la estación de transbordo 
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(sección 9.8.2), un índice de comportamiento JT directamente dirigido a favorecer el 

transbordo en términos de las capacidades libres y cargas de los buses (sección 9.8.3). Por 

último, también se agregarán un grupo de restricciones adicionales para una administración 

eficiente del transbordo, esto es, restricciones que solucionan un conjunto de posibles 

problemas en la interconexión de los buses, no cubiertos por los índices JS y JT y se agregan 

para lograr un encuentro adecuado entre pares de buses (ver sección 9.8.4.). 

 

Finalmente, considerando que las variables con tilde representan la caracterización de la 

ruta R' y las otras variables a la ruta R, el problema de optimización para cada ruta, del 

único controlador predictivo híbrido centralizado debe ser: 

 

{ } 5 6 ' 5' ' 6 ' '
( ), '( ')..., ( 1), '( ' 1)

R S T R S T
u k u k u k Np u k Np

Min J J J J J J J
+ − + −

= + θ + θ + + θ + θ             (9.39)                                 

 

sujeto a que se cumpla el modelo predictivo  y la restricciones operacionales de la 

correspondiente ruta más las restricciones para la administración eficiente del transbordo 

presentadas en la sección 9.8.4. 

 

Recordar, que el término de control de rutas JR incluye los otros parámetros de sintonía 

faltantes 1 2 3 4,  ,  ,  θ θ θ θ  y de la misma forma JR' incluye los parámetros 1' 2' 3' 4',  ,  ,  θ θ θ θ .  

 

Notar que, por el hecho de haber considerado la evolución temporal del sistema por medio 

de eventos discretos (determinados por el arribo de los buses a los paraderos), se prevén 

situaciones críticas. Por ejemplo, se intenta determinar la acción de control en un paradero 

de la ruta R y los eventos predichos por el modelo sólo se producen en la ruta contraria R', 

luego no se tiene información actualizada para evaluar los índices de comportamiento. La 

existencias de esto casos exigirían un horizonte de predicción mayor para asegurar la 

cantidad de información necesaria, por lo menos doblar la longitud del horizonte de 

predicción del control HPC centralizado y así asegurar a lo menos una cantidad similar de 

información de cada ruta. 
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9.10. Análisis experimental de la estrategia propuesta 

 

9.10.1. Descripción del experimento  

 

En primera instancia, la estrategia propuesta se aplica sobre dos corredores de buses de 

4000 [m] con flotas de tamaño b = 6, cada bus con capacidad para 72 pasajeros, capacidad 

típica de bus urbano según Rogat, (2009). El sistema consta de P = 10 estaciones 

distribuidas uniformemente sobre cada ruta de autobús (la distancia entre las estaciones es 

de 400 [m], lo cual resulta ser bastante realista, al menos en el contexto de Santiago). La 

simulación supone incertidumbre en la demanda, para las llegadas de pasajeros a los 

paraderos, siguiendo un proceso de Poisson con tasas de demanda diferenciada por estación 

y período (ver Figura 9.4). Las tasas de subida y bajada promedio son 2=at  [s/pers] y 

1.5=bt  [s/pers], respectivamente, en segundos por pasajero. El deseado headway 

(referencia) es 
dH  se calcula según la sección 4.3 del capítulo 4, para ambas rutas de 

acuerdo a las demandas diseñadas para los distintos experimentos considerados. Por otra 

parte, se supone que los buses se mueven a una velocidad constante 
0 25[km/h]v =  

( 6.94[m/s], donde los tiempos muertos de aceleración, desaceleración y acomodo en el 

anden de consideran despreciables) cuando no están en una parada. El tiempo de 

simulación total de los buses sobre las respectivas rutas fue de dos horas. 

 

Flujo de pasajeros en rutas con transbordos 

 

En este trabajo se consideró tres escenarios posibles con respecto a la proporción entre 

flujos de pasajeros de cada ruta individual y los flujos de pasajeros que transbordan: 

 

1. Se considera que un 15% de flujo total es de transbordo y el resto es flujo de la ruta 

individual. 

2. Se considera que un 85% de flujo total es de transbordo y el resto es flujo de la ruta 

individual. 

3. Se considera iguales proporciones para ambos flujos.  
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En la Figura 9.30 se presenta un ejemplo del flujo (líneas gruesas con puntas de flechas, 

negra y gris) de pasajeros que trasbordan desde la ruta R a la ruta R'. En esta Figura se 

presenta el caso 2 donde el 50% de los pasajeros trasborda y el resto se mantiene en la 

misma ruta.  

 

 
Figura 9.30. Flujos pasajeros en rutas con transbordos 

 

A continuación, se propone un análisis de los parámetros de ponderación de la función 

objetivo de la expresión (7.8) para ser utilizadas en los experimentos descritos en la sección 

4.4.  

 

9.10.2. Sintonización de parámetros de la función objetivo 

 

Los parámetros de la función objetivo propuestos se sintonizaron por medio de un 

algoritmo PSO. Se diseñó una serie de experimentos para determinar, los valores óptimos 

de los parámetros mencionados, en términos de minimización del tiempo de espera 

promedio, que en definitiva es el índice utilizado para comparar los distintos controladores 

diseñados en este trabajo. El algoritmo PSO utilizado, es el llamado optimización con 

enjambres de partículas con convergencia garantizada (Guaranteed Convergence Particle 

Swarm Optimiser, GCPSO, Kennedy y Eberhart 1995) el cual asegura convergencia local  

evitando la convergencia prematura típica del algoritmo original (ver detalles en anexo C).  
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Para las simulaciones se consideró Nd=30 días con distintos valores de demanda, de 

acuerdo con los patrones y distribuciones establecidas. 

 

La función objetivo para el algoritmo de enjambres fue 
1

( )
=∑

Nd

wd
T d  donde ( )wT d es el 

tiempo de espera medio de todos los pasajeros en el sistema de transporte público, para una 

simulación de dos horas en el día d. 

 

El algoritmo de enjambres de partículas consideró  los siguientes parámetros: saturación de 

velocidad de la partícula (saturación): 50, número de épocas: 20, tamaño de la población: 

20, constante de aceleración 1 (mejor influencia local) =2, constante de aceleración 2 

(mejor influencia global) =2, peso de inercia inicial: 0.9 y peso de inercia final: 0.4. 

 

Los valores para los parámetros en el caso del controlador predictivo híbrido 

descentralizado diseñado en la sección 9.7, se presentan en las tablas 9.5 y 9.6. 
 

Tabla 9.5: Controlador predictivo híbrido descentralizado ruta R 

 

θ1 θ2 θ3 θ4 

8997 98 9027 277 

 

Tabla 9.6: Controlador predictivo híbrido descentralizado ruta R' 

 

θ1' θ2' θ3' θ4' 

9254 214 1089 401 

 

Los valores para los parámetros en el caso del controlador predictivo híbrido distribuido 

diseñado en la sección 9.8, se presentan en las tablas 9.7 y 9.8 
 

Tabla 9.7: Controlador predictivo híbrido distribuido ruta R 
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θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 

7895 234 6863 342 1345 15945 

 

Tabla 9.8: Controlador predictivo híbrido distribuido ruta R' 

 

θ1' θ2' θ3' θ4' θ5' θ6' 

6789 401 9875 98 979 12354 

 

Los valores para los parámetros en el caso del controlador predictivo híbrido centralizado 

diseñado en la sección 9.9, se presentan en las tablas 9.12 y 9.13 
 

Tabla 9.9: Controlador predictivo híbrido distribuido ruta R 

 

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 

10893 456 12394 45 15663 18656 

 

Tabla 9.10: Controlador predictivo híbrido distribuido ruta R' 

 

θ1' θ2' θ3' θ4' θ5' θ6' 

7298 2072 12381 564 1094 14549 

 

Para la ruta R, los valores de los parámetros de la función objetivo obtenidos son 

razonables, ya que θ1  y  θ3  son los parámetros que ponderan, los índices de 

comportamiento más relacionados con el tiempo de espera de los pasajeros. Los parámetros 

θ2  y  θ4  están relacionados con el tiempo de espera, de una manera más indirecta. Lo 

descrito sucede tanto para el controlador predictivo híbrido descentralizado como para el 

controlador predictivo híbrido distribuido. Ahora, para el controlador predictivo híbrido 

distribuido, el parámetro θ6   es un orden de magnitud superior al parámetro θ5, esto es 

razonable ya que el índice de comportamiento JT está directamente dirigido a maximizar el 
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transbordo de pasajeros considerando las capacidades libres y las carga de transbordo, en 

cambio, el índice JS sólo trata de sincronizar de forma miope los buses en la estación de 

transbordo. No obstante, pruebas realizadas sin considerar el  JS  no dieron resultados 

satisfactorios, lo que valida su aplicación en la función objetivo. Conclusiones semejantes, 

pueden obtenerse para los parámetros θ1', θ2', θ3', θ4', θ5' y θ6' de la ruta R' y para los 

parámetros del controlador centralizado. 

 

Analizando la teoría correspondiente, sólo podemos asegurar que los valores de las tablas 

9.5, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9 y 9.10 son cercanos a un óptimo local. Es altamente probable que con 

un número mayor de generaciones y partículas se encuentre una solución mejor. Notar que, 

los resultados obtenidos para estos parámetros se obtuvieron en un tiempo no menor a siete 

días de procesamiento computacional.  

 

9.10.3.  Análisis con demanda estándar 

 

En esta sección, se presenta la metodología utilizada, para generar los distintos escenarios 

demanda de pasajeros en los paraderos. La Figura 9.31 presenta, la demanda diaria 

acumulada típica para un recorrido de transporte público, modificada proporcionalmente 

según los flujos de pasajeros utilizados en este experimento (Transantiago, 

www.transantiagoinforma.cl). Se puede identificar tres intervalos horarios, punta mañana, 

valle día, punta tarde.  Para el análisis de las estrategias propuestas se considerará un 

intervalo de 6 horas centrado en el periodo punta tarde. Es decir, el intervalo entre las 14:00 

y 20:00 [horas]. 
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Figura 9.31: Demanda diária de transporte público típica (Figura modificada de Transantiago, 

www.transantiagoinforma.cl) 

 

En la Figura 9.32, se presentan los tiempos medios de arribo de pasajeros 1/( , )p tλ  para el 

paraderos p = 1,...,10 y para el tiempo t perteneciente al intervalo que se extiende entre las 

14:00 y 20:00 [horas] de la ruta R, Para una hora *t  determinada, las tasas de llegada 

1/ *( , )p tλ de pasajeros por minuto, se determina a partir de la grafica de la Figura 9.4 

ponderada por un valor inversamente proporcional al valor correspondiente *t en demanda 

acumulada (Figura 9.31) .  

 

Luego, en la Figura 9.33 se presenta el número los pasajeros acumulados según los tiempos 

medios de llegada para cada uno de los p paraderos y cada una de las t horas que componen 

el intervalo de estudio. Se puede constatar que una proyección del volumen dibujado en la 

Figura 9.33 con respecto al plano formado por el eje vertical (tiempos de arribo por 

pasajero) y el eje de las horas, se asemeja a la forma de la Figura 9.31 entre las horas del 

intervalo punta tarde. 

 

Por último, se considera además, simular estadísticamente los destinos de los pasajeros con 

distribuciones gaussianas tal como se mencionó en la sección 9.2, Figuras 9.5 y 9.6. 

 

Punta 
tarde 

Valle 
día 

Punta 
mañana 
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Figura 9.32: Tiempos medios de llegada entre las 14:00 y 20:00 [horas], para los 10 paraderos. 
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Figura 9.33: Pasajeros acumulados según los tiempos medios de llegada entre las 14:00 y 20:00 [horas]. 
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9.10.4. Resultados de la estrategia propuesta para demanda estándar 

 

A continuación en las Tablas 9.11  a  la 9.14 se presenta los resultados promedio, de la 

operación del sistema de transporte público de dos rutas y una estación de transbordo para 

distintas configuraciones de la función objetivo, durante 30 días, para demanda estándar. Se 

ilustrar el comportamiento del controlador centralizado HPC (sección 9.9) con un 

horizontes de preedición de N = 4. Se presentan también el controlador descentralizado 

HPC (sección 9.7) y el controlador distribuido HPC (sección 9.8) ambos para un horizontes 

de predicción de N = 2. Se realiza, una comparación de su comportamiento en términos del 

beneficio obtenido en tiempo de espera de los pasajeros con respecto al sistema sin control. 

Es decir, se cuantifica el beneficio asociado con el desempeño del controlador propuesto, 

con respecto al sistema de lazo abierto (ver sección 7.3.2. del capítulo 7). También, se 

presenta el tiempo de espera promedio de los pasajeros en las paradas de las dos rutas, el 

tiempo de viaje promedio sobre vehículo y el tiempo total del viaje por pasajero de las dos 

rutas. En la última columna se presenta una comparación entre los rendimientos de los 

controladores descentralizados y distribuidos. Por último, los datos se presentan para tres 

escenarios posibles con respecto al porcentaje de transbordo de 85%, 50% y 15%. En 

particular, en la Tabla 9.11 se presentan los resultados obtenidos para los distintos 

controladores MPC con una función objetivo que sólo considera el índice de 

comportamiento JS  que está orientado a sincronizar los buses en la estación de transbordo 

(ver sección 9.8.2.). 

 

En la Tabla 9.12 se presentan los resultados con una función objetivo que sólo considera el 

índice de comportamiento  JT  orientado a maximizar el transbordo (ver sección 9.8.3). 

 

En la Tabla 9.13 se presentan los resultados con una función objetivo compuesta por JS y JT 

 

En la Tabla 9.14 se presenta los resultados de los controladores MPC considerando los 

índices de comportamiento de sincronización JS, y maximización de transbordo JT  más las 

restricciones para la administración eficiente del transbordo analizadas en la sección 9.8.4. 

Asimismo, se presenta los resultados obtenidos con el controlador descentralizado difuso 
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(sección 9.4) y el controlador distribuido difuso (sección 9.5), donde los controles 

individuales de las rutas se implementaron con controladores difusos que consideran la 

ubicación relativa de los buses (capítulo 5).  

 

Tabla 9.11.  Demanda estándar con solo JS.  

Controladores 

 

 

% 

Transbordo 

 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

T espera 

[min] 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

% Beneficio 

del control 

descentralizado 

c/r al control 

distribuido 

centralizado 

HPC   19.67 11.22 21.20  

descentralizado 

HPC 85 14.24 19.58 9.91 30.40 3.47 

 

distribuido HPC   19.84 9.42 33.87  

centralizado 

HPC   14.55 9.16 34.97  

descentralizado 

HPC 50 14.09 14.31 8.57 39.14 3.34 

 

distribuido HPC   14.38 8.10 42.48  

centralizado 

HPC   11.12 7.57 46.03  

descentralizado 

HPC 15 14.03 11.04 6.44 54.12 3.37 

 

distribuido HPC   11.06 5.97 57.48  
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Tabla 9.12.  Demanda estándar con sólo JT 

Controladores 

 

 

% 

Transbordo 

 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

T espera 

[min] 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

% Beneficio 

del control 

descentralizado 

c/r al control 

distribuido 

centralizado 

HPC  

 

 19.89 11.22 21.20  

descentralizado 

HPC 85 14.24 19.78 9.91 30.40 0.00 

 

distribuido HPC  

 

 19.80 9.97 30.00  

centralizado 

HPC  

 

 14.62 9.16 34.97  

descentralizado 

HPC 50 14.09 14.78 8.57 39.14 0.00 

 

distribuido HPC  

 

 14.58 8.57 39.14  

centralizado 

HPC  

 

 11.75 7.57 46.03  

descentralizado 

HPC 15 14.03 11.99 6.44 54.12 0.00 

 

distribuido HPC  

 

 11.69 6.44 54.12  

 

. 
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Tabla 9.13.  Demanda estándar con JS y JT  

Controladores 

 

 

% 

Transbordo 

 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

T espera 

[min] 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

% Beneficio 

del control 

descentralizado 

c/r al control 

distribuido 

centralizado 

HPC  

 

 

19.84 11.22 21.20  

descentralizado 

HPC 85 

 

14.24 

19.81 9.91 30.40 7.20 

 

distribuido HPC  

 

 

19.76 8.89 37.60  

centralizado 

HPC  

 

 14.08 9.16 34.97  

descentralizado 

HPC 50 14.09 14.11 8.57 39.14 5.74 

 

distribuido HPC  

 

 14.13 7.76 44.89  

centralizado 

HPC  

 

 11.24 7.57 46.03  

descentralizado 

HPC 15 14.03 11.23 6.44 54.12 4.17 

 

distribuido HPC  

 

 11.29 5.85 58.29  
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Tabla 9.14.  Demanda estándar con JS. JT y restricciones 

Controladores 

 

 

% 

Transbordo 

 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

T espera 

[min] 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

% Beneficio 

del control 

descentralizado 

c/r al control 

distribuido 

centralizado 

HPC   19.83 10.46 26.53  

descentralizado 

HPC  

 

 19.78 9.91 30.40 9.60 

 

distribuido HPC 85 14.24 19.69 8.54 40.00   

descentralizado 

difuso   19.90 10.63 25.33 2.67 

 

distribuido difuso   20.11 10.25 28.00   

centralizado 

HPC   14.23 9.16 34.97  

descentralizado 

HPC   14.43 8.57 39.14 6.78 

 

distribuido HPC 50 14.09 14.32 7.62 45.93   

descentralizado 

difuso   14.86 8.99 36.22 1.15 

 

distribuido difuso   15.96 8.82 37.37   

centralizado 

HPC   11.12 7.57 46.03  

descentralizado 

HPC   11.20 6.44 54.12 4.22 

 

distribuido HPC 15 14.03 11.15 5.85 58.33   

descentralizado 

difuso   11.99 6.95 50.49 1.05 

 

distribuido difuso   12.03 6.80 51.54   
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De las tablas 9.11, 9.12, 9.13 y 9.14 se deduce la importancia del trabajo conjunto entre los 

índices de comportamiento JS y JT . En particular, el trabajo en solitario de JT  no entrega 

ningún beneficio como se desprende de la tabla 9.12. Al contrario, el índice JS  por si solo 

logra obtener beneficios en el control del transbordo como lo muestra la Tabla 9.11. A 

partir de la tabla 9.13 se aprecia como los índices JS y JT  se potencian mutuamente. 

 

De las tablas 9.11, 9.13 y 9.14 se percibe la tendencia general, que a mayor porcentaje de 

transbordo los beneficios de los controladores HPC decrecen. Esto es, razonable ya que a 

mayor porcentaje de transbordo, la dinámica de las rutas individuales se ve cada vez más 

distorsionada y el índice RJ  diseñado para el control de la ruta individual (ecuación (9.26)) 

pierde su eficacia, índice  de comportamiento, que en general entrega el mayor aporte al 

porcentaje de beneficio del controlador distribuido; esto se puede corroborar realizando la 

comparación con el beneficio del control descentralizado que sólo posee el índice RJ  como 

función objetivo. 

 

Se desprende de las tablas 9.11, 9.13 y 9.14, que a medida que aumenta el porcentaje de 

transbordo, la relación del rendimiento entre el control distribuido versus control 

descentralizado mejora. Es decir, el controlador que considera en su diseño la dinámica del 

transbordo se hace más competitivo a medida que aumentan los porcentajes de transbordo 

(ver columna final de las tablas mencionadas). 

 

Notar, que el controlador centralizado no tiene el rendimiento deseado (el cual, debería ser 

el mejor de todos). En parte, esto se debe a que el controlador se diseñó con un horizonte de 

preedición de tamaño doble en comparación a los controladores iniciales, con el objetivo de 

asegurar una cantidad de información equilibrada de cada ruta. Esto es, como el sistema de 

transporte se modela por medio eventos gatillados por el arribo de un bus a un paradero, 

puede darse la situación de que se gatille un evento en la ruta R y sus predicciones sean 

todas en la ruta R', lo que causaría una falta de información para avaluar los índices de 

comportamiento de la ruta R. Notar, que con el doble de predicciones se disminuye la 

probabilidad de este hecho. No obstante, la falta de información no está asegurada a no ser 

que se aumente el número de predicciones en un grado mayor. Sin embargo un aumento de 
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los horizontes de predicción deteriora el comportamiento de los controladores predictivos 

HPC diseñados para cada ruta, tal como se muestra en el capitulo 7 en la tabla 7.4.  

 

Notar, que la inclusión de las restricciones para la administración eficiente del transbordo 

(sección 9.8.4) se obtiene el mejor rendimiento.  

 

Los resultados en tiempo de espera de los controladores difusos con transbordo no superan 

a los respectivos controladores MPC, lo cual, es efecto de la mayor rigidez del control 

difuso frente al problema del transbordo. Esto es, el controlador difuso para el transbordo 

tiene un comportamiento demasiado localizado, sólo toma en cuenta información del 

sistema cercana al punto de transbordo, al contrario que el controlador MPC que considera 

la información de toda la ruta. Este problema no se presenta en el control de las rutas 

individuales ya que los controladores difuso y MPC reaccionan a eventos gatillados 

aleatoriamente por sobre toda la ruta, lo que les da un alcance global sobre el sistema. 

 

9.10.5. Resultados de la estrategia propuesta para demanda estándar con 

perturbaciones 

 

En la Figura 9.34, se presentan los tiempos de arribo de pasajeros 1/( , )p tλ  para una parada 

p en una hora t de la ruta R, en el intervalo que se extiende entre las 14:00 y 20:00 [horas]. 

Acá se considera una distribución no-homogénea es decir, con perturbaciones aleatorias en 

las tasas de llegada sobre los diez paraderos analizados.  
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Figura 9.34: Tiempos medios de llegada entre las 14:00 y 20:00 [horas], para los 10 paraderos. 

 

Del mismo modo, en la Figura 9.35 se presenta los pasajeros acumulados según los tiempos 

medios de llegada para cada uno de los paraderos (p = 1,...,10) y cada una de las horas t que 

componen el intervalo de estudio. Para demostrar que los datos utilizados tienen un 

comportamiento que se asemeja a la realidad, en términos de variaciones de tasa de llegada 

con respecto a las horas punta, se puede constatar, que una proyección del volumen 

dibujado en la Figura 9.35 con respecto al plano formado por el eje vertical (tiempos de 

arribo por pasajero) y el eje de las horas, se asemeja a la forma de la Figura 9.31 entre las 

horas del intervalo punta tarde. 

 

 1/ ( , )

[min /pas]

p tλ
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Figura 9.35: Pasajeros acumulados según los tiempos medios de llegada entre las 14:00 y 20:00 [horas]. 

 

En la Tabla 9.15 se presenta los resultados de los controladores MPC considerando los 

índices de comportamiento de sincronización JS, y maximización de transbordo JT  más las 

restricciones para la administración eficiente del transbordo analizadas en la sección 9.8.4. 

Asimismo, en la Tabla 9.15 se presentan los resultados obtenidos con el controlador 

descentralizado difuso (sección 9.4) como el controlador distribuido difuso (sección 9.5), 

donde los controles individuales de cada ruta son implementados con controladores difusos 

por asignación de headway por paradero en función de la demanda (capítulo 6). 

 

Los datos descritos en la tabla 9.15 tienen un comportamiento similar a los descritos en la 

tabla 9.14. Se puede apreciar una mejora del los índices evaluados para los controladores 

difusos, donde la base para el control en ruta es el controlador difuso II (control difuso para 

un sistema de transporte público por asignación de headway por paradero en función de su 

demanda), presentado en el capitulo 6. El escenario de demanda analizado, es propicio para 

este controlador como se revisó en el capitulo 6, es decir este controlador reacciona mejor a 

las variaciones de demanda en contraposición al controlador difuso I (control por 

ubicaciones relativas de los buses), el cual pierde efectividad para variaciones bruscas de la 

demanda estándar. 
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Tabla 9.15. Demanda estándar con JS. JT y restricciones 

Controladores 

 

 

% 

Transbordo 

 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

T espera 

[min] 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

Beneficio 

del control 

descentralizado 

c/r al control 

distribuido 

centralizado 

HPC   20.38 10.46 26.04  

descentralizado 

HPC  

 

 20.34 9.91 29.93 9.53 

 

distribuido HPC 85 14.24 20.40 8.56 39.46   

descentralizado 

difuso   20.98 10.63 24.83 3.36 

 

distribuido difuso   20.77 10.16 28.19   

centralizado 

HPC   14.12 9.16 36.30  

descentralizado 

HPC   14.18 8.57 40.39 6.85 

 

distribuido HPC 50 14.09 14.22 7.59 47.24   

descentralizado 

difuso   14.87 8.99 37.53 1.84 

 

distribuido difuso   14.98 8.72 39.37   

centralizado 

HPC   10.22 7.57 46.50  

descentralizado 

HPC   10.31 6.44 54.52 4.18 

 

distribuido HPC 15 14.03 10.29 5.85 58.70   

descentralizado 

difuso   10.35 6.95 50.92 1.44 

 

distribuido difuso   10.78 6.74 52.37   
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9.10.6. Análisis por paradero 

 

Se presenta, en la tabla 9.16 los tiempos de espera por paraderos para las estrategias de 

control descentralizado y distribuido HPC y en la Tabla 9.17 el beneficio porcentual 

comparativo de transbordo.  

 

Tabla 9.16.  Tiempos de espera por paraderos para las estrategias de  

control descentralizado y distribuido 

Transbordo 85% Transbordo 50% Transbordo 15%  
Paradero Control 

descen. 
 

T viaje[min] 

Control 
distribu. 

 
T viaje[min] 

Control 
descen. 

 
T viaje[min] 

Control 
distribu. 

 
T viaje[min] 

Control 
descen. 

 
T viaje[min] 

Control 
distribu. 

 
T viaje[min] 

1 6.44 5.69 5.55 5.35 4.47 4.00 
2 7.27 6.30 6.79 5.86 5.00 4.42 
3 8.59 7.59 7.16 6.99 5.57 5.49 
4 9.23 8.70 8.46 7.82 6.38 5.80 
5 10.04 9.38 9.20 8.04 6.60 6.16 
6 10.95 9.43 9.46 8.56 7.07 6.45 
7 10.70 9.13 9.23 8.05 6.81 6.39 
8 10.22 8.35 9.10 7.59 6.75 6.14 
9 9.36 7.44 7.82 6.76 5.60 5.31 
10 6.53 5.12 5.37 5.01 4.28 3.60 

 

Tabla 9.17.  Beneficio porcentual comparativo. 

Transbordo 85% Transbordo 50% Transbordo 15% Paradero 
[%] Beneficio control 

descentralizado v/s 
distribuido 

[%] Beneficio control 
descentralizado v/s 

distribuido 

[%] Beneficio control 
descentralizado v/s 

distribuido 
1 11.58 3.62 10.55 
2 13.34 13.72 11.62 
3 11.60 2.40 1.40 
4 5.68 7.53 9.16 
5 6.62 12.59 6.66 
6 13.89 9.51 8.79 
7 14.63 12.77 6.23 
8 18.30 16.63 9.03 
9 20.56 13.54 5.15 
10 21.56 6.74 15.86 

 

Se presenta, en las Figura 9.36 los tiempos de espera por paraderos para las estrategias de 

control descentralizado y distribuido HPC descritos en la Tabla 9.16 para los distintos 

porcentajes de transbordo.  
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Figura 9.36: Tiempos de espera por paraderos para las estrategias de control descentralizado y distribuido. 

 

En la Figura 9.37, se presenta el beneficio del controlador descentralizado v/s el 

controlador distribuido (ambos basados en la estrategia HPC), descritos en  la tabla 9.17. 
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Figura 9.37: Beneficio del controlador descentralizado v/s distribuido. 
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De la Figura 9.36 se deduce la tendencia clara, que los tiempos de espera son mayores para 

los pasajeros que llegan a los paraderos centrales de la ruta. Esto es razonable, ya que es en 

este sector de la ruta donde se concentran las mayores demandas de pasajeros, y es donde el 

sistema es más exigido, por lo que el control HPC tiene menor rendimiento. 

 

De la Figura 9.37 se deduce que los beneficios obtenidos al implementar el controlador 

distribuido (HPC) con respecto al control descentralizado (HPC) en general son mejores 

para los paraderos superiores al 5. Esto es razonable, ya que los tiempos de espera de los 

pasajeros en los paraderos anteriores al paradero de transbordo (parada 5)  no deberían 

verse más afectados por la estación de transbordo que los paraderos posteriores a ella. 

 

Finalmente se presenta un resumen de los controladores diseñados en  tabla 9.18. 

 

En la siguiente sección plantea la incorporación de los controladores diseñados a un sistema 

de transporte de tamaño superior.  



Tabla 9.18. Clasificación de los controladores implementados en este capítulo 
 

Tipo de 
controlador 

Definición Variables principales para los 
subsistemas 

Objetivos Ventajas 

 
 

Descentralizado 
difuso (con 
difuso II) 

Controladores 
difusos para cada 
subsistema de 
transporte público 
y sin interacción 
entre ellos. 

hi :holding (variable manipulada) 
Sui :skipping (variable manipulada) 
∆Hi 

p :delta de headway (variable 
controlada) 
 

Tender ∆Hi 
p  a cero y obtener para cada paradero p el 

headway deseado. 
Rapidez, se necesitan 
sólo datos de demanda 
media por paradero. 

 
 

Distribuido 
difuso(con 
difuso II) 

Controladores 
difusos para cada 
subsistema de 
transporte público 
y con interacción 
entre ellos. 

hi :holding (variable manipulada) 
Sui :skipping (variable manipulada) 
∆Hi 

p :delta de headway (variable 
controlada) 
Ts(k) : tiempo de sincronización 
(variable del transbordo) 

Tender ∆Hi 
p  a cero y obtener para cada paradero p el 

headway deseado, combinado con mejorar el 
transbordo con la disminución del tiempo de 
sincronización Ts(k) de dos buses que convergen en 
la estación de transbordo, combinado con reglas 
difusas de administración del transbordo. 
 

Mejor rendimiento que 
el descentralizado 
difuso, se necesitan sólo 
datos de demanda 
media por paradero. 

 
 

Descentralizado 
HPC 

Controladores 
HPC para cada 
subsistema de 
transporte público 
y sin interacción 
entre ellos. 

hi :holding (variable manipulada) 
Sui :skipping (variable manipulada) 
posición xi, carga Li, tiempo de salida 
Tdi (variables controladas) 

Minimización de la función objetivo de cada ruta 
individualmente JR  y   JR'. 

Mejor rendimiento que 
un control similar con 
controladores difusos. 

 
 

Distribuido 
HPC 

Controladores 
HPC para cada 
subsistema de 
transporte público 
y con interacción 
entre ellos. 

hi :holding (variable manipulada) 
Sui :skipping (variable manipulada) 
posición xi, carga Li, tiempo de salida 
Tdi (variables controladas) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T TX k x k L k Td k k = Γ 
�  vector 

de estado (variables de transbordo) 

Minimización de la función objetivo compuesta  para 
cada ruta R, por los índices de comportamiento: 
control de ruta JR, sincronización de buses JS y 
maximización del transbordo JT más las restricciones 
para la administración eficiente del transbordo. 

Mayor rendimiento con 
respecto a todos los 
controladores 
presentados. 

 
 

Centralizado 
HPC 

Un controlador 
HPC para todo el 
sistema de 
transporte 
público. 

hi :holding (variable manipulada) 
Sui :skipping (variable manipulada) 
posición xi, carga Li, tiempo de salida 
Tdi (variables controladas) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T TX k x k L k Td k k = Γ 
�  vector 

de estado (variables de transbordo) 

Minimización de la función objetivo compuesta  por 
los índices de comportamiento: control de ruta JRR´ 

 

(incluye las dos rutas R y R' en el mismo índice), 
sincronización de buses JS  y maximización del 
transbordo JT . 

Sin ventajas (uso para 
comparación) 

 



9.11. Diseño de un control jerárquico de un sistema de 

transporte público con estaciones de transbordo 

 

En esta sección se plantea la aplicación, de los controladores diseñados, a un sistema de 

transporte público más general, del tipo presentado en la Figura 9.38. Este incluye tres rutas 

troncales (línea gruesa), conectadas por estaciones de transbordo, más tres rutas locales 

(línea delgada), donde cada ruta incluye diez paraderos. 

 

 
Figura 9.38: Configuración genérica de un sistema de transporte público 

 

El control del sistema completo se plantea en términos de algunos de los controladores 

diseñados en esta tesis, estos son: el controlador predictivo híbrido, el controlador difuso 

por ubicaciones relativas de los buses (que se denominará control difuso I), el controlador 

difuso por asignación de headway por paradero en función de su demanda (que se 

denominará control difuso II). Estos controladores se utilizarán bajo sus correspondientes 
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adaptaciones para sistemas de gran escala, esto es, como controladores descentralizados y 

distribuidos.   

 

9.11.1. Modelo dinámico de sistema de transporte público con estaciones 

de transbordo para un controlador jerárquico. 

 

En la Figura 9.39 se muestra el modelo dinámico del sistema de transporte público, 

compuesto por seis sub-sistemas (tres rutas troncales y tres rutas locales). Las variables de 

entrada y salida son función de tiempos discretos distintos ki según las rutas Ri para 

1, ,6i = ⋯ respectivamente.  

 

En los subsistemas que representan las rutas troncales, se manifiesta un intercambio de 

información (línea doble achurada) entre los controlares correspondientes, generando un 

sistema de control distribuido. La interacción entre las rutas locales con las rutas troncales, 

no está esquematizada en la Figura, ya que esta interacción sólo se modelará como una 

perturbación en cada sub-sistema en la estación correspondiente de contacto. Lo cual es una 

suposición valida, en el contexto de que sólo se controlará las interacciones entre las rutas, 

en las estaciones de transbordo. En general, toda interacción entre dos rutas que no sean 

ambas troncales se supondrán comparativamente más pequeñas y se representaran como 

perturbaciones en la demanda del paradero de contacto. 

 

Para cada subsistema i (correspondiente a un ruta Ri) en un evento ik  la variable de entrada 

es ( )i
iu k  que puede ser una acción de holding o stop-skipping, y la variable de salida es el 

vector ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)i i i iy k x k L k Td k + = + + +  , que está compuesto de información de 

los buses de la ruta Ri, la cual incluye: sus posiciones, su carga y los tiempos de salida 

respectivamente. Se aprecia de la Figura 9.39 las distintas demandas iΓ  de las 

correspondientes rutas Ri  con i = 1,..,6. 
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Figura 9.39: Esquema de un sistema de transporte público de seis rutas con tres estaciones de transbordo. 
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Del mismo modo, la formulación dinámica de la demanda por paradero y carga de los buses 

para una ruta única presentada en el capítulo 7, será generalizada para rutas conectadas por 

una estación de transbordo en la sección siguiente. 

 

9.11.2. Representación de la demanda en paraderos y carga de buses para 

tres rutas con estaciones de transbordo. 

 

Se plantea en esta sección la generalización del vector de demanda en paraderos y el vector 

carga en los buses, para tres rutas interconectadas por estaciones de transbordo. 

 

Demanda en paraderos en rutas con transbordo 

 

Como se muestra en la sección 9.6.3 se definen las proporciones de transbordo 10 1r≤ ≤  y 

20 1r≤ ≤ para las estaciones T1 y T2 respectivamente. Entonces en el caso que exista 

transbordo, el aumento de pasajeros en un paradero en un evento k se puede representar 

desagregadamente por el vector de dimensión igual al número de destinos Np+Nd´+Nd'': 

donde en sus componentes, el primer súper-índice representa el número del paradero y el 

segundo súper-índice representa el número de destino. 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11 2

1 1 2 2 2 2

, 1 ' , 2 ', ,,1 ,2 ,

, ' , 1 '' , 2 '' , ''

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ...  ( ) ...  ( ) ... ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ                  ( ) ( ) ( ) ... ( )

                 

p T p TpT pTp p p p Np

p T Nd p T p T p T Nd

k k k k k k k k

k k k k

+ +

+ + + +

∆Γ = ∆Γ ∆Γ ∆Γ ∆Γ ∆Γ ∆Γ ∆Γ

∆Γ ∆Γ ∆Γ ∆Γ 

�

⋯

    

   (9.40) 

Donde Np  es el número de paraderos totales de la ruta R, 1Nd  es el número de destinos 

posibles en la ruta R' iniciando el recorrido desde la estación de transbordo T1 de la ruta R. 

Además, 2Nd  es el número de destinos posibles en la ruta R'' iniciando el recorrido en la 

estación de transbordo T2 en la ruta R. 

 

En otras palabras, un destino cualquiera pertenece al siguiente conjunto 

{ }1 1 1 2 2 21,..., ,..., , ( 1) ',..., ( ) ', ( 1) '',..., ( ) ''d T Np T T Nd T T Nd∈ + + + +  donde los destinos en la 
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ruta R son 1 21,..., ,..., ,...,T T Np (que incluye la estaciones de transbordo T1 y T2) y los 

destinos posibles para hacer transbordo en la ruta R’ son 1 1 1( 1) ',..., ( ) 'T T Nd+ +  y los 

destinos posibles para hacer transbordo en la ruta R’’ son 2 2 2( 1) '',..., ( ) ''T T Nd+ + .  

Luego ˆ ( 1)Γ +
�

p k  será la carga total acumulada desagregada estimada en un paradero p 

predicha para el evento k+1, actualizada según la ecuación (7.18) del capítulo 7 y donde en 

sus componentes, el primer súper-índice representa el número de paradero y el segundo 

súper-índice representa el número de destino. 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11 2

1 1 2 2 2 2

, 1 ' , 2 ', ,,1 ,2 ,

, ' , 1 '' , 2 '' , ''

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1)  ...  ( 1) ...  ( 1)  ... ( 1) ( 1) ( 1) ...

ˆ ˆ ˆ ˆ                   ... ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1

p T p TpT pTp p p pNp

p T Nd p T p T p T Nd

k k k k k k k k

k k k k

+ +

+ + + +

Γ + = Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + Γ + Γ +

Γ + Γ + Γ + Γ +

�

)

 (9.41) 

 

Carga de los buses en rutas con transbordo 

 

De manera semejante a la sección 7.1.3 en el capítulo 7, se puede definir la carga 

desagregada estimada ˆ ( 1)+
�

iL k  de un bus i en el evento k+1 en la ruta R, donde en sus 

componentes, el súper-índice representa el destino del pasajero y el sub-índice representa el 

número de bus: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 2 2 2 2

1 ' 2 '1 2

' 1 '' 2 '' ''

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1) ...  ( 1)  ... ( 1) ( 1) ( 1) ...

ˆ ˆ ˆ ˆ                   ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)   

T TT Np
i i i i i i i

T Nd T T T Nd
i i i i

L k L k L k L k L k L k L k

L k L k L k L k

+ +

+ + + +

+ = + + + + + +

+ + + + 

�

      (9.42)     

 

la cual se actualiza según la ecuación (7.20) del capítulo 7. 

 

En la Figura 9.40 se presenta un ejemplo de los posibles flujos de pasajeros desde el punto 

de vista de la ruta troncal 1, (R). Notar que las estaciones de transbordo tendrán en general 

distinta numeración según la ruta que se las analice. Por ejemplo, se aprecia en la Figura 

9.40 la posibilidad que tienen los pasajeros de transbordar en la estación 5 de R (conectada 
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con la estación 7'' de la ruta troncal R'') o trasbordar en la estación 7 de R hacia la estación 

5' de R'. 

 

Conocido los paraderos de transbordo y los destinos posibles, una vez realizado el 

transbordo, se puede utilizar un vector como el presentado en la ecuación (9.41) para 

representar la demanda desagregada por destinos del correspondiente paradero. De modo 

semejante se puede representar la carga de los buses y sus respectivos destinos (ver 

ecuación (9.40)). 

 

 
Figura 10.3: Flujos de pasajeros desde el punto de vista de la ruta troncal 1 

 

La descripción de la demandas de las rutas locales conservara la lógica de la formulación 

para rutas individuales. 
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9.11.3. Criterios de asignación del controlador  

 

La asignación del controlador correspondiente dependerá tanto de la estructura de la 

demanda, como del comportamiento de los controladores ante variaciones de ella y 

finalmente de la importancia del recorrido (medida por la cantidad de flujo de personas que 

transporta). 

 

La demanda del sistema se puede clasificar en forma simple en términos de su distribución 

temporal y su distribución espacial: 

 

Distribución temporal: clasificación de demanda de transporte público de acuerdo a su 

comportamiento durante el día. Permite clasificarla en tres intervalos horarios, como se 

presentó en la  Figura 9.32. De forma muy gruesa los intervalos serán: punta mañana (6:00-

9:00 [h]), valle día (9:00-16:000[h]), punta tarde (16:00-21:00[h]).   

 

Distribución espacial: clasificación por el grado de homogeneidad de la distribución de 

pasajeros en el conjunto completo de paraderos. Es decir, determina si los paraderos en 

cierto intervalo de tiempo común para todos, reciben cantidades equivalentes de pasajeros o 

por el contrario hay paraderos particulares con aglomeraciones. 

 

Características de los controladores: Las características principales de los controladores 

diseñados, se resumen en la tabla 9.16, la cual se analiza a continuación. 

 

En la Tabla 9.19 en la columna 2, se presenta la comparación de infraestructura necesaria 

para implementar los controladores, se aprecia que el controlador más simple de 

implementar es el controlador Difuso I que sólo requiere conocer las posiciones de los 

buses en el recorrido, el segundo en cantidad de requerimientos es el control Difuso II el 

cual además de las posiciones de los buses, necesita conocer la carga de pasajeros en los 

paraderos y por último se presenta el controlador HPC el cual además de la información 

precedente, necesita la carga de los paraderos y sus destinos.  
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En la columna 3, de la Tabla 9.16 se presentan los tiempos de cómputo experimentales. En 

la columna 4 se hace un análisis de la robustez del controlador ante variaciones de 

espaciales de la demanda. Luego, se sabe que, el controlador Difuso I no fue diseñado para 

absorber variaciones de demanda, por el contrario los dos últimos controladores fueron 

diseñados para tal evento. Finalmente, la columna 5 presenta una clasificación de acuerdo 

al comportamiento de los controles implementados como controladores distribuidos, con 

respecto a variaciones de temporales de demanda. Como se demostró en la sección anterior, 

el controlador HPC posee el mejor comportamiento implementado como controlador 

distribuido, por el contrario las aplicaciones con controladores difusos son pobres. 

 

Tabla 9.19. Resumen del comportamiento de los controladores. 

 

 

Controlador 

 

 

Infraestructura 

necesaria 

Tiempo 

relativo 

de 

computo 

Robustez ante 

variaciones  

espaciales de 

demanda de 

pasajeros 

Comportamiento (cuando 

es implementado en un 

controlador distribuido) 

con respecto las 

variaciones de temporales 

de demanda 

 

Difuso I 

Baja (posición 

de los buses) 

bajo 

0.004 [s]. 

baja pobre 

 

Difuso II 

Media (posición 

de los buses, 

carga promedio 

por paradero ) 

bajo 

0.004 [s]. 

 

alta 

 

pobre 

 

 

HPC 

Alta (posición 

de los buses, 

carga de los 

buses, carga de 

los paraderos) 

 

medio 

0.012[s]. 

 

 

alta 

 

 

bueno 

 

Tipo de recorrido: La asignación del controlador dependerá de la importancia del recorrido, 

es decir, de acuerdo al grado creciente de impacto del recorrido en la dinámica del sistema 
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completo. Esto es, si la ruta tiene un gran impacto se permitirá un número mayor de 

opciones de control aplicables. Por ejemplo, las rutas troncales por su gran impacto en la 

movilidad de los pasajeros a otras rutas, podrán ser controladas tanto por controladores 

distribuidos como descentralizados, por el contrario, en las rutas locales se prevé un 

impacto localizado, sólo se considera controladores descentralizados y la interacción con 

respecto a las otras rutas se considerará sólo como una perturbación.   

Por último, la asignación dependerá del costo de la infraestructura del los controladores. 

Luego en orden de precedencia de mayor a menor costo se tiene la siguiente lista: 

 

1. Control predictivo híbrido 

2. Control difuso II 

3. Control difuso I 

 

El orden de los controladores diseñados, da cuenta también de los costos computacionales, 

que están relacionados directamente con la simplicidad de información requerida para su 

funcionamiento. 

 

9.11.4. Control jerárquico 

 

A partir de de la información entregada en la Tabla 9.19 y los criterios de asignación de la 

sección 10.4 se elaboró las tablas 9.20 y 9.21, que resumen el comportamiento del 

controlador jerárquico, dividendo éste en acciones para rutas troncales y rutas locales. 

 

Tipo de control seleccionado para rutas troncales 

 

Para las rutas troncales el controlador jerárquico debe tener el siguiente comportamiento: 

 

Independiente de la distribución de pasajeros por paradero (homogénea o no-homogénea) y 

si se está en el horario de mayor utilización del servicio (punta mañana o punta tarde), el 

controlador jerárquico debe combinar los controladores en un control distribuido HPC 

donde se intercambia información del transbordo entre las rutas troncales (subsistemas). 



 321 

Si la cantidad de pasajeros promedio por paradero es homogénea y si se está en el horario 

de baja utilización del servicio (valle día), el controlador jerárquico deberá activar un 

control descentralizado con controladores difusos tipo I. 

 

Si la cantidad de pasajeros por paradero es no-homogénea, es decir, hay grandes diferencias 

entre la cantidades promedio pasajeros que arriban a los paraderos, y si se está en el horario 

de baja utilización del servicio (valle día), el controlador jerárquico deberá activar un 

control descentralizado con controladores difusos tipo II. 

 

El resumen de estas decisiones se presenta en la Tabla 9.20.  

 

Tabla 9.20.  Rutas troncales 

 

Distribución temporal de demanda 

diaria 

 

 

 

 

Controlador jerárquico 

 

Punta mañana o 

punta tarde 

 

 

Valle día  

 

 

Homogéneo 

 

 

Distribuido 

HPC 

 

Descentralizado 

difuso I 

 

Distribución 

espacial de 

demanda por 

paradero  

No- 

homogénea 

 

 

Distribuido 

HPC 

 

Descentralizado 

difuso II 
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Tipo de control seleccionado para rutas locales 

 

Para controlar las rutas locales, debido a su menor demanda relativa de pasajeros con 

respecto a las rutas troncales y debido a que se no se controlará su interacción con otras 

rutas (interacción débil), solo serán considerados controladores difusos descentralizados, 

esto es: 

 

Independiente que la cantidad promedio de pasajeros por paradero es homogénea o no-

homogénea o si se está en el horario de baja utilización del servio (valle día), el controlador 

jerárquico debe combinar los controladores en un control descentralizado difuso tipo I. 

 

Si la cantidad de pasajeros promedio por paradero es homogénea, y si se está en el horario 

de alta utilización del servicio (punta mañana o punta tarde), el controlador jerárquico debe 

realizar un control descentralizado con controladores difusos tipo I. 

 

Por último, si la cantidad de pasajeros promedio por paradero es no-homogénea, y si se está 

en el horario de alta utilización del servicio (punta mañana o punta tarde), el controlador 

jerárquico debe realizar un control descentralizado con controladores difusos tipo II. Un 

resumen de estas decisiones se presenta en la Tabla 9.21.  
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Tabla 9.21.  Rutas locales 

 

Distribución temporal de demanda 

diaria 

 

 

 

 

Controlador jerárquico 

 

Punta mañana o 

punta tarde 

 

 

Valle día  

 

 

Homogénea 

 

 

Descentralizado 

difuso I 

 

Descentralizado 

difuso I 

 

Distribución 

espacial de 

demanda por 

paradero  

No- 

homogénea 

 

 

Descentralizado 

difuso II 

 

Descentralizado 

difuso I 

 

Notar que, bajo supuesto de variaciones lentas de demanda, tanto temporal (diaria) como 

espacial (por paradero), se afirma que el conjunto de reglas que se describen en las tablas 

9.17 y 9.18 generan un controlador jerárquico suficientemente eficaz. A continuación se 

presenta las reglas discutidas, en términos de una formulación difusa, que relaja la 

suposición hecha, sobre variaciones lentas de demanda. 

 

9.11.5. Control jerárquico difuso 

 

Suponiendo que los cambios de demanda son más rápidos y además para evitar 

ambigüedades en las decisiones para ciertos casos limites, se plantea una estructura 

jerárquica difusa que se presenta a continuación. 
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En primer lugar, el grado de homogeneidad de la demanda espacial en la ruta, puede ser 

determinado, a partir de la desviación estándar del promedio de la demanda media (en 

cierto intervalo de tiempo igual para todos los Np paraderos). Esto es, si pd es la demanda 

media de pasajeros que arriban a la parada p en un intervalo de tiempo Id preestablecido, el 

promedio de la demanda de la ruta en Id será 
1

1 Np
p

p

d d
Np =

= ∑ . Luego, la homogeneidad de la 

demanda en un intervalo Id podrá ser descrita por medio de ( )2

1

1 Np
p

d
p

d d
Np =

σ = −∑ la 

desviación estándar de la demanda. Luego para dσ  pequeño significa demanda homogénea 

y dσ  grande significa demanda es no-homogénea. El intervalo Id fue un largo de 10[min]. 

Es decir, el control jerárquico monitorea el sistema de transporte público cada 10[min]. 

 

Ahora, las variable de entrada dσ  es asociada a funciones de pertenencia representadas por 

los conjuntos difusos P, G, (ver Figura 9.41), donde G se refiere a dσ grande y P a 

dσ pequeño. 

 
Figura 9.41: Conjuntos difusos de las variable de entrada dσ  

 

Además, el intervalo Id  puede ubicarse en distintas zonas horarias, se puede asociar con los 

conjuntos difusos PM, V, PT, que corresponden  a los horarios de punta mañana (alta 

demanda), valle (baja demanda) y punta tarde (alta demanda) respectivamente, los que son 

presentadas en la Figura 9.42.  
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Figura 9.42: Conjuntos difusos de las variable de entrada It 

 

Finalmente, las funciones de pertenencia (singleton) para la salida del controlador son C1, 

C2, C3, que representen el tipo de controlador elegido: descentralizado difuso I, 

descentralizado difuso II y distribuido HPC respectivamente. Estos conjuntos se presentan 

en la Figura 9.43. 

 
Figura 9.43: Conjuntos difusos de las variable de salida  

 

A partir de los conjuntos difusos presentados se puede hacer una nueva representación de 

las tablas 9.20  y 9.21 para las rutas troncales y locales respectivamente, ver tablas 9.22  y 

9.23. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 326 

        Tabla 9.22. Rutas troncales                                    Tabla 9.23. Rutas locales 

Id 

σd 

 

PM, PT  

 

 

V 

 Id 

σd 

 

PM, PT  

 

 

V 

P 

 

C3 C1  P 

 

C1 C1 

G 

 

C3 C2  G 

 

C2 C1 

 

A partir de las tablas 9.22  y 9.23 se generan las siguientes reglas del control jerárquico 

difuso para las rutas troncales: 

 

Si (σd (k) es P) y (It (k) es V) entonces  el controlador es C3              

Si (σd (k) es G) y (It (k) es V) entonces  el controlador es C3 

Si (σd (k) es P) y (It (k) es PM  o It (k) es PT) entonces  el controlador es C1 

Si (σd (k) es G) y (It (k) es PM  o It (k) es PT) entonces  el controlador es C2  

 

 

(9.43) 

 

Además, generan las siguientes reglas del control jerárquico difuso para las rutas locales: 

 

Si (σd (k) es P) y (Id (k) es PM  o Id (k) es PT) entonces  el controlador es C1 

Si (σd (k) es G) y (Id (k) es PM  o Id (k) es PT) entonces  el controlador es C2  

Si (σd (k) es P) y (Id (k) es V) entonces  el controlador es C1 

Si (σd (k) es G) y (Id (k) es V) entonces  el controlador es C1 

 

 

(9.44) 

 

 

Se presenta en Figura 9.44, el diagrama de la estructura de control jerárquico. Donde el 

sistema de transporte público bajo control, se supone compuesto por seis subsistemas de 

transporte público, esto es: tres rutas troncales y tres rutas locales. Todos los subsistemas 

consideran variables de control ui y variables de salida 
iy
�  con 1...6i = . La interacción entre 

los subsistemas que representan las rutas troncales, se representa por a efectos mutuos 
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producidos por la estación de transbordo, como por ejemplo la carga trasbordada, efectos 

que se representan por la línea doble achurada.  

 

En la Figura 9.44 se muestra el lazo cerrado de control de los sub-sistemas de transporte, 

las variables de entrada y salida son función de tiempos discretos distintos ki según las rutas 

Ri respectivamente. Cuando algún evento ki ocurre el control jerárquico activa el 

controlador correspondiente, y se genera la acción de control exigida. En los subsistemas 

que representan las rutas troncales, se manifiesta un intercambio de información entre los 

controlares correspondientes, generando un sistema de control distribuido. La interacción 

de las rutas locales con las rutas troncales no es representada ya que sólo se modelará como 

una perturbación en cada sub-sistema en la estación correspondiente de contacto. En 

particular en la Figura 9.44 se presenta el sistema de transporte público en un instante 

donde el controlador jerárquico tomo la decisión de controlar las rutas troncales con 

controladores predictivos híbridos (para horas punta) y las rutas locales con controladores 

difusos tipo II (para demanda no-homogénea). En la Figura 9.45 se presenta un caso 

especial donde el controlador jerárquico acciona controladores difusos, que puede 

corresponder al escenario de una distribución de demanda homogénea en un intervalo de 

tiempo que se produce en hora valle. 
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Figura 9.44: Controlador jerárquico para el sistema de transporte público. 
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Figura 9.45: Controlador jerárquico para el sistema de transporte público. 
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9.11.6. Descripción del experimento  

 

En la Figura 9.46 se presentan los porcentajes de transbordo entre las rutas del sistema 

analizado. Estas son: Troncal 1 al 2 con r=85%. troncal 2 al 3 con r=15%. troncal 3 al 1 

r=50%. Local 1 con troncal 1, r=15%. local 2 con troncal 2, r=50% y local 3 con troncal 3, 

r=85%.  Notar que los flujos de transbordo entre las rutas troncales se consideran mucho 

más importes que los correspondientes entre las rutas locales. Esto se logra con menores 

demandas de pasajeros en las rutas locales. Además, como se planteó el proceso de 

transbordo en las rutas locales se modela sólo como una perturbación medible en el 

sistema. 

 

 
Figura 9.46: Porcentajes de transbordo entre rutas. 

 

En la Figura 9.47, se presentan los tiempos medios de arribo de pasajeros 1/( , )p tλ  para 

una parada p en una hora t de la ruta R, en el intervalo que se extiende entre las 7:00 y 

20:00 [horas]. Para una hora *t determinada, las velocidades de llegada 1/ *( , )p tλ de 

pasajeros por paradero, se determina a partir de la gráfica de la Figura 9.33 ponderada por 

un valor inversamente proporcional al valor correspondiente *t en la demanda diaria de 

transporte público típica (Figura 9.32). Luego, en la Figura 9.48 se presenta los pasajeros 

acumulados según los tiempos medios de llegada para cada uno de los p paraderos y cada 
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una de las t horas que componen el intervalo de estudio. Se puede constatar que una 

proyección del volumen dibujado en la Figura 9.48 con respecto al plano formado por el eje 

vertical (tiempos de arribo por pasajero) y el eje de las horas, se asemeja a la forma de la 

Figura 9.32. 
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Figura 9.47: Tiempos medios de llegada entre las 7:00 y 20:00 [horas], para los 10 paraderos. 
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Figura 9.48: Pasajeros acumulados según los tiempos medios de llegada entre las 7:00 y 20:00 [horas]. 

 

En la Figura 9.49, se presentan los tiempos de arribo de pasajeros 1/( , )p tλ  para una parada 

p en una hora t de la ruta R, en el intervalo que se extiende entre las 7:00 y 20:00 [horas]. 

 1/ ( , )

[min /pas]

p tλ
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Esta, considera una distribución no-homogénea (con perturbaciones) de los tiempos de 

llegada de pasajeros sobre los diez paraderos analizados entre las 13:00 y 20:00 [horas].   
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Figura 9.49: Tiempos medios de llegada entre las 7:00 y 20:00 [horas], para los 10 paraderos. 

 

Del mismo modo en la Figura 9.50 se presenta los pasajeros acumulados según los tiempos 

medios de llegada para cada uno de los p paraderos y cada una de las horas t que componen 

el intervalo de estudio. Se puede apreciar que una proyección del volumen dibujado en la 

Figura 9.50 con respecto al plano formado por el eje vertical (tiempos de arribo por 

pasajero) y el eje de las horas, se asemeja a la forma de la Figura 9.31. 
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Figura 9.50: Pasajeros acumulados según los tiempos medios de llegada entre las 7:00 y 20:00 [horas]. 
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9.11.7. Resultados experimentales del controlador jerárquico. 

 

Los resultados se plantean en términos de la comparación, del rendimiento del controlador 

jerárquico versus el controlador más simple de implementar, el controlador descentralizado 

difuso I (sección 9.4), todo esto sobre escenarios de demanda estándar y estándar con 

perturbaciones. Luego, en la Tabla 9.20 se presenta los resultados del controlador 

descentralizado difuso I sobre una demanda estándar (Figura 9.46) en un intervalo que se 

extiende entre las 7:00 y 20:00 [horas]. En la Tabla 9.21 se presenta los resultados del 

controlador jerárquico, sobre una demanda estándar, en un intervalo que se extiende entre 

las 7:00 y 20:00 [horas]. Notar que el porcentaje de transbordo para cada ruta troncal es el 

promedio de los porcentajes de transbordo con las otras dos rutas troncales. En la Tabla 

9.21 se presenta los resultados del controlador descentralizado difuso I sobre una demanda 

estándar con perturbaciones (Figura 9.49) en un intervalo que se extiende entre las 7:00 y 

20:00 [horas].  Por último, en la Tabla 9.23 se presenta los resultados del controlador 

jerárquico, sobre una demanda estándar con perturbaciones, en un intervalo que se extiende 

entre las 7:00 y 20:00 [horas]. Notar que para las rutas locales, las demandas por paradero 

fueron disminuidas a la mitad, para remarcar la diferencia entre flujos de pasajeros de rutas 

troncales y locales. 
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Tabla 9.20. Controlador descentralizado difuso I sobre demanda estándar 

 

Ruta troncal 

 

 

% 

Transbordo 

promedio 

hacia las 

otras rutas 

troncales 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

 

T espera 

[min] 

 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

 

 

1 67.5 16.22 13.12 10.67 34.22 

 

 2 50.0 14.35 13.23 8.98 37.42 

 

3 32.5 11.22 13.34 6.4 42.96 

     

Media 

 

 

38.20 

 

 

 

Tabla 9.21.  Controlador jerárquico sobre demanda estándar  

 

Ruta troncal 

 

 

% 

Transbordo 

promedio 

hacia las 

otras rutas 

troncales 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

 

T espera 

[min] 

 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

 

 

1 67.5 16.22 13.18 8.01 50.62 

 

 2 50.0 14.35 13.01 7.52 47.60 

 

3 32.5 11.22 13.22 6.1 45.63 

    

Media 

 

 

47.95 
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Tabla 9.22. Controlador descentralizado difuso I sobre demanda estándar con 

perturbaciones  

 

Ruta local 

 

 

% 

Transbordo 

 

 

T espera 

sin control 

[min] 

 

T viaje 

[min] 

 

 

T espera 

[min] 

 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

 

 

1 15 8.94 8.67 5.32 40.49 

 

 2 50 10.12 843 5.89 41.80 

 

3 85 11.43 8.35 5.98 47.68 

     

Media 

 

 

43.32 

 

 

 

Tabla 9.23. Controlador jerárquico sobre demanda estándar con perturbaciones. 

 

Ruta local 

 

 

% 

Transbordo 

 

T espera 

sin control 

[min] 

T viaje 

[min] 

 

T espera 

[min] 

 

% Beneficio 

c/r  sin control 

 

 

1 15 8.94 8.56 4.57 48.88 

 

 2 50 10.12 8.54 5.38 46.84 

 

3 85 11.43 8.45 5.78 49.43 

    

Media 

 

 

48.38 
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Se desprende de la tabla 9.20 y 9.23 que a mayor porcentaje de transbordo dirigido a las 

otras rutas, menor es el rendimiento de los controladores descentralizado (difuso I) 

diseñados. Debido a que, para controladores descentralizados a mayor cantidad de 

transbordo, es menos válida la hipótesis exigida, de baja interacción entre sistemas.  

 

Se observa además, entre las rutas troncales, un de beneficio total de 9.75% entre el 

promedio por ruta del el controlador jerárquico (el cual activa un controlador distribuido en 

las horas punta) versus controlador descentralizado difuso I.  

 

Los tiempos de espera en las rutas locales son en general menores a los tiempos de espera 

en las rutas troncales, sólo por efecto que las rutas locales manejan un menor flujo de 

pasajeros. 

 

Por último, entre las rutas locales con ambiente de demanda estándar perturbada (no-

homogénea), existe un 5.06 % de beneficio total entre el promedio por ruta del controlador 

jerárquico (el cual en este tipo de ruta y el tipo de demanda, sólo activa el controlador 

descentralizado difuso II) versus controlador descentralizado difuso I. La menor diferencia 

entre los rendimientos se debe a la menor diferencia entre las estructuras internas de los 

controladores, en particular ambos consideran a los transbordos entre las rutas troncales y 

locales como perturbaciones. 

 

9.12. Discusión 

 

En este capítulo se desarrolló un conjunto de controladores para un sistema formado por 

dos rutas y una estación de transbordo. Estos fueron: los controladores centralizados, 

descentralizados y distribuidos con algoritmos HPC y difusos, y se logró optimizar los 

parámetros de los controladores diseñados por medio del algoritmo PSO. 

 

Considerando los índices de comportamiento de sincronización JS, y maximización de 

transbordo JT  más las restricciones para la administración eficiente del transbordo, se logró 

un 9.6 % de beneficio en la comparación del controlador distribuido HPC versus el 
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controlador descentralizado HPC (en el caso de mayor porcentaje de transbordo). Los 

resultados en tiempo de espera de los controladores difusos con transbordo, no superan a 

los respectivos controladores MPC. Esto es efecto, muestra la mayor rigidez del control 

difuso frente al problema del transbordo. Esto es, el controlador difuso para el transbordo 

tiene un comportamiento demasiado localizado, sólo toma en cuenta información 

proveniente de las inmediaciones del  punto de transbordo del sistema, al contrario que el 

controlador MPC que considera la información de toda la ruta. Este problema no se 

presenta en el control de las rutas individuales, ya que los controladores difusos y MPC 

reaccionan a eventos gatillados aleatoriamente por sobre toda la ruta, lo que les da un 

alcance global sobre el sistema. 

 

Además, en esta sección se diseñó un controlador jerárquico para un sistema compuesto de 

un número mayor de rutas y estaciones de transbordo, esto es, se planteó una estrategia de 

control para el sistema completo en función de los controladores diseñados. Los 

controladores utilizados fueron: el controlador predictivo híbrido, controlador difuso por 

ubicaciones relativas de los buses, controlador difuso por asignación de headway por 

paradero en función de su demanda, los cuales fueron utilizados en sus correspondientes 

implementaciones para sistemas de gran escala. Como resultado se obtuvo un 9.75% de 

beneficio total entre el controlador descentralizado versus el controlador jerárquico  

 

Teniendo en cuenta que el controlador jerárquico diseñado en esta tesis, es una 

aproximación inicial a la tarea de controlar un sistema de transporte público real (es decir, 

que en el diseño se plantea un conjunto de simplificaciones razonables que en el futuro 

deben ser corregidas) se pueden hacer las siguientes consideraciones: 

 

• Una aplicación real exige un acabado estudio del sistema, con el objetivo de 

determinar la mejor clasificación de las rutas troncales en función de su demanda. 

Luego, una segunda aproximación al control de un sistema de transporte público de 

mayor dimensión, considera que,  independientemente del número de rutas troncales 

que se conectan en una estación de transbordo, siempre es posible simplificar la 

solución del problema integrando al controlador distribuido MPC, el par de rutas 
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que dan servicio al mayor volumen de demanda de pasajeros, y así, las rutas no 

seleccionadas cambiarían su categoría a ruta local. Notar que esta asignación podría 

ser dinámica, es decir, la selección del par de rutas podría cambiar en el tiempo de 

acuerdo a la variación de demanda. 

 

• En particular, la metodología presentada, implica controlar las rutas locales por 

medio de controladores descentralizados, en los cuales se considera los trasbordos 

de pasajeros entre rutas como perturbaciones pequeñas. De igual modo que las rutas 

troncales, la categoría de ruta local puede variar en el tiempo. 

 

• Se presume además que existirá por lo menos una relación directamente 

proporcional entre la intensidad de la congestión en las rutas y el rendimiento de los 

algoritmos diseñados. En todo caso la comprobación de este hecho queda para una 

futura investigación. 

 

• Queda como trabajo futuro, un análisis del proceso de transbordo que implique el 

encuentro de un número mayor de buses en una misma estación de transbordo (por 

ejemplo tres buses). Esto permitiría una mayor generalización y una solución más 

cercana al óptimo de un problema de transporte real. Además, se podría incluir una 

categoría intermedia de rutas, entre troncal y local, rutas que incluirían por lo menos 

dos estaciones de transbordo, siendo la primera considerada como troncal y segunda 

como local, con la aplicación de la correspondiente estrategia de control. 

 

• La estrategia de modelar el sistema de transporte por medio de eventos 

determinados por el arribo de los buses a los paraderos, resulta impracticable para 

sistema de mayor envergadura. Esto es, a medida que se aumentan el número rutas, 

las cantidades de eventos por unidad de tiempo aumentan proporcionalmente, por 

los que existe un límite donde la velocidad necesaria para determinar la acción de 

control es demasiado grande para las capacidades de los algoritmos predictivos. Sin 

embargo, los controladores difusos podrían seguir siendo competitivos pero sólo 

hasta cierto punto. Luego, se deberá analizar la implementación a futuro de un 
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simulador con una nueva filosofía en la evolución del tiempo, que considere por 

ejemplo el paralelismo de los procesos. 

 

• Queda como tarea pendiente generalizar los controladores con respecto a una 

velocidad variable entre paraderos, lo cual se propone como investigación futura. 
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Capítulo X 
 

 

 

Conclusiones 
 

 

 

 

 

 

 

 

La principal contribución de esta tesis es el diseño de un conjunto de estrategias de control 

avanzado para un sistema de transporte público, con el objetivo de minimizar los tiempos 

totales de traslado de los usuarios del sistema (viaje, espera y transbordo). Se comienza con 

el desarrollo de estrategias de control sobre un sistema básico de transporte público, para 

finalizar con la propuesta de un controlador jerárquico para abordar sistemas más generales. 

En particular se lograron los siguientes hitos en el desarrollo de esta tesis. 

 

1. Se propone un régimen para el funcionamiento de un sistema de buses a lo largo de 

un corredor lineal, basado en reglas heurísticas y lógica difusa. El sistema de control 

utiliza medidas de la posición de cada bus, variable fácil de obtener por medio de la 

tecnología GPS. Las estrategias utilizadas fueron holding, stop-skipping y la integración 
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de ambas, con el objetivo de mantener espaciamientos regulares entre las posiciones 

de los buses, para intentar de minimizar el tiempo total de espera de los pasajeros que 

utilizan el sistema. El conjunto de reglas, en ambos casos, se formulan en detalle, y 

luego se aplican a un corredor lineal a través de simulaciones. Los mejores resultados 

con controladores diseñados se obtienen de una estrategia integral que incluye las acciones 

de control de holding y stop-skipping,  teniendo en cuenta reglas difusas, que para esta 

aplicación logran ahorro en el tiempo de espera promedio de un 53,04% con respecto al 

sistema en lazo abierto. Se destaca la sencillez y el potencial de ahorro en los recursos 

computacionales y tecnología, teniendo en cuenta que las metodologías propuestas se basan 

en un conjunto de normas de control fáciles de implementar en tiempo real. 

 

2. Se propone un nuevo controlador basado en lógica difusa, con acciones de holding y 

stop-skipping. El objetivo propuesto es lograr que los intervalos de headway en cada 

paradero estén inversamente relacionados con la demanda de cada paradero como una 

forma más flexible de minimizar los tiempos de espera. Las reglas difusas diseñadas para 

esta aplicación logran ahorros en los tiempos de espera de 55.02% en promedio con 

respecto al control de lazo abierto. La estrategia de control difuso (Holding y stop-skipping 

basado en reglas difusas) con headway distribuido en función de la demanda del paradero 

es la estrategia que mejor se comporta ante variaciones de la demanda. 

 

3. Se desarrolló un controlador predictivo híbrido (HPC) para optimizar el rendimiento 

operacional de un sistema de transporte público sobre de un corredor lineal con 

incertidumbre en la demanda que se observa  en los sitios de paradas. Las acciones de 

control, se llevan a cabo mediante la aplicación de holding y stop-skipping. La estrategia 

HPC propuesta se formuló en un entorno de simulación de eventos discretos, y fue resuelta  

usando la herramienta de poda probabilística (PP), para realizar eficientemente las 

decisiones óptimas en tiempo real basado en el marco propuesto, en especial considerando 

un compromiso entre precisión y tiempo de cálculo. Para la estrategia de control HPC-PP, 

el beneficio medio en tiempo de espera de los pasajeros obtenido es 2.36% mejor que el 

controlador difuso con espera distribuida en función de la demanda por paradero aplicado a 

igual sistema. De acuerdo a los resultados, a pesar que el deterioro del rendimiento con 
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respecto al error de medición de la velocidad es moderado, se recomienda utilizar los 

controladores difusos diseñados en los capítulos 5 y 6 en el caso que  los errores en la 

medida de la velocidad sean considerables. 

 

5. Se propone un controlador HPC basado en la optimización evolutiva multi-objetivo, para 

optimizar dinámicamente el rendimiento de un sistema de transporte público a lo largo de 

un corredor lineal. La optimización del proceso se logró mediante la aplicación de acciones 

holding y stop-skipping. El objetivo múltiple se definió en función de dos objetivos, por 

una parte: minimizar el tiempo de espera y el impacto de las estrategias de control por otra. 

Esta flexibilidad en la formulación permite al controlador acomodar sus acciones a políticas 

de servicios diferentes, según sea el caso. En esta formulación, el término 2J  controla la 

posible penalización del impacto en los usuarios al aplicar las diferentes estrategias de 

control, que se refleja en tiempos de viaje y tiempos de espera extra debido a que los buses 

son retenidos en las paradas (holding) y/o los pasajeros esperando dos intervalos cuando las 

estaciones son saltadas (stop-skipping). Por otro lado 1J  ayuda al operador a regularizar el 

tiempo de espera entre buses, en torno a un valor predefino dH  que eventualmente podría 

cambiar si se observan modificaciones de la demanda, medianas o de gran importancia. A 

pesar de que los objetivos tienen ciertas similitudes, en promedio, muestran de todos modos 

un trade-off, lo que valida la metodología HPC-MO para el sistema estudiado y basado en 

las componentes de la función objetivo propuesta. Además, la mayor contribución del 

enfoque MO dinámico junto con el algoritmo de búsqueda en árbol de decisiones con poda 

probabilística (PBB), es que proporcionan frentes de Pareto dinámicos pseudo-óptimo que 

permiten al operador (o el planificador) tomar decisiones en línea, basándose en una amplia 

variedad de opciones. Por lo tanto, es posible decidir a tiempo en cada caso lo que es mejor 

para el sistema en función de una política específica o de otros factores, pero con un gran 

rango de soluciones no dominadas para hacer la mejor elección y mejorar el esquema 

operacional. 

 

6. Se generalizó el conocimiento adquirido en los capítulos precedentes y se  desarrolló un 

conjunto de controladores para un sistema formado por dos rutas y una estación de 
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transbordo. Estos son: controladores centralizados, descentralizados y distribuidos, los que 

fueron implementados bajo un marco teórico del control HPC y del control difuso.  

Considerando los índices de comportamiento de sincronización JS, y la maximización de las 

operaciones de transbordo JT más las restricciones para la administración eficiente del 

transbordo analizadas en la sección 9.4.3, el controlador distribuido HPC logró un beneficio 

en tiempo de espera de los pasajeros del 9.6 % por sobre el controlador descentralizado 

HPC (en el caso de mayor porcentaje de transbordo) aplicado a igual sistema. 

 

Para un sistema compuesto de tres rutas troncales, tres rutas locales y tres estaciones de 

transbordo, se planificó un control jerárquico en función de los siguientes controladores 

diseñados en capítulos anteriores: controlador predictivo híbrido  (capítulo 7), controlador 

difuso por ubicaciones relativas de los buses (capítulo 5) y controlador difuso por 

asignación de headway por paradero en función de su demanda (capítulo 6). Los 

controladores mencionados fueron utilizados, formando parte de implementaciones para 

sistemas de gran escala, esto es, como componentes de un sistema de control 

descentralizado y como componentes de un sistema de control distribuido, donde la 

selección dinámica de su aplicación al sistema de transporte público quedó a cargo del 

controlador jerárquico. A partir de un análisis de distintos escenarios de demanda de 

pasajeros, se determinó un beneficio en tiempo de espera de los pasajeros del controlador 

jerárquico de un 9.75% superior al beneficio de un controlador descentralizado difuso 

utilizado como base de comparación a igual sistema. 

 

7. Los parámetros de los controladores difusos propuestos se sintonizaron por medio de un 

algoritmo de enjambres de partículas, PSO. Por esto, se diseñó una serie de experimentos 

para determinar, los valores óptimos de los parámetros mencionados en términos de 

minimización del tiempo de espera promedio. De igual forma se logró optimizar los 

parámetros de los controladores basados en controladores HPC y sus correspondientes 

aplicaciones para sistemas de gran escala. 

 

8. Se plantea como trabajo futuro ampliar la base de reglas difusas, teniendo en cuenta otros 

factores como la modificación del conjunto de tiempos de holding permitidos, considerando 
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por ejemplo tiempos de holding no discretos. Además, considerar la variación de velocidad 

en la formulación de los controladores difusos y controlador predictivo híbrido, trabajo ya 

adelantado en las secciones 5.4.4,  6.2.5 y 7.3.3. Por último, en el marco de controladores 

de sistemas de gran escala, se plantea como trabajo futuro encontrar soluciones 

cooperativas e iterativas que impliquen la estabilidad del controlador predictivo distribuido.  
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Anexo A 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

A.1. En los sistemas MLD las expresiones lógicas de la parte discreta de 

un sistema híbrido se pueden expresar por restricciones lineales 

 

Es decir, dadas dos declaraciones 1L  y 2L  que pueden ser verdaderas o falsas, por medio de 

variables lógicas 1δ  y  2δ  que pueden tomar valores 0 o 1 (variables cuantizadas). En 

general se tienen las siguientes equivalencias: 

 

1 2L L∨  es equivalente a 1 2 1δ δ+ ≥  

1 2L L∧  es equivalente a 1 21, 1δ δ= =  

1~ L  es equivalente a 1 0δ =  

1 2L L⇒  es equivalente a 1 2 0δ δ− ≤  

1 2L L⇔  es equivalente a 1 2 0δ δ− =  

1 2L L⊕  es equivalente a 1 2 1δ δ+ =  

 

con ⊕ operador ''o'' exclusivo 

 

 

 

        (A.1) 
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Otras declaraciones posibles son [ ]( ) 0L f x= ≤  con : nf →ℝ ℝ  es lineal y se asume que 

x∈ℵ, donde ℵes un conjunto acotado y definiendo. 

 

max ( )
x

M f x
∈ℵ

=     y    min ( )
x

m f x
∈ℵ

=                                                         (A.2) 

 

Entonces, otras expresiones lógicas comunes linealizables son como la siguiente: 

 

[ ] [ ]( ) 0 1f x δ≤ ∧ =  es verdadero si sólo si ( ) 1 (1 )f x mδ δ− ≤ − + −                  (A.3) 

 

esto es si 1δ =  tenemos ( ) 1 1 (1 1)f x m− ≤ − + −  que implica ( ) 0f x ≤ . 

 

Notar, la expresión (A.18) parece representar también la expresión [ ] [ ]1 ( ) 0f xδ = ⇒ ≤ , lo 

cual es falso. Esto es, si  p q⇒ es necesario que q p⇒∼ ∼ , luego se debe verificar la 

expresión [ ] [ ]( ) 0 1f x δ≤ ⇒ =∼ ∼  equivalente a [ ] [ ]( ) 0 0f x δ> ⇒ = , pero esta expresión 

no representa a (A.18).  

 

También es fácil verificar que  

 

[ ] [ ]( ) 0 1f x δ≤ ∨ =  es verdadero si sólo si ( )f x Mδ≤                      (A.4) 

[ ]( ) 0f x ≤∼  es verdadero si sólo si ( )f x ε≥                                    (A.5) 

 

donde 0ε >  es una pequeña tolerancia (típicamente la precisión de la máquina), más allá 

de la cual la restricción es considerada violada. Con lo cual también se puede demostrar que  

 

Se verificar también que  

 

[ ] [ ]( ) 0 1f x δ≤ ⇒ =  es verdadero si sólo si ( ) ( )f x mε ε δ≥ + −                        (A.6) 
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Esto es, ( ) 0f x ≤  ⇒  0 ( )mε ε δ≥ + −  se logra la expresión verdadera sólo si 1δ = , es decir 

0 m≥  lo cual es obvio ya que el mínimo de una función menor que cero debe ser menor 

que cero. 

 

También 

[ ] [ ]( ) 0 1f x δ≤ ⇔ =  es verdadero si sólo si 
( ) (1 )

( ) ( )

f x M

f x m

δ
ε ε δ
≤ −

 ≥ + −
                (A.7) 

es fácil demostrar (2.5) por la expresiones: 

 

[ ] [ ]( ) 0 1f x δ≤ ⇒ =  es verdadero si sólo si  ( ) ( )f x mε ε δ≥ + −                   (A.8) 

[ ] [ ]1 ( ) 0f xδ = ⇒ ≤  es verdadero si sólo si ( ) (1 )f x M δ≤ −                       (A.9) 

 

Ahora otra expresión importante para linealizar, es la multiplicación de dos variables 

lógicas 1δ  y 2δ  expresada por una tercera 3 1 2δ δ δ≡  lo cual que es equivalente a 

[ ] [ ] [ ]3 1 21 1 1δ δ δ= ⇔ = ∧ =  luego, su linealización es: 

 

 

3 1 2δ δ δ=  es equivalente a 
1 3

2 3

1 2 3

0

0

1

δ δ
δ δ

δ δ δ

− + ≤
 − + ≤
 + − ≤

                                      (A.10) 

 

Una forma de verificar la expresión (A.26) es observando la Tabla A.1, donde se presentan 

todos los valores posibles para las variables lógicas 1δ  y 2δ  y se demuestra que la 

expresión (A.26) nunca entrega inconsistencias lógicas. 

 

 

 

 

 

 



 367 

Tabla A.1 

 

 

1δ  

 

2δ  

 

3δ  

1 3

2 3

1 2 3

0

0

1

δ δ
δ δ

δ δ δ

− + ≤
 − + ≤
 + − ≤

 

 

1 

 

1 

 

1 

0 0

0 0

1 1

≤
 ≤
 ≤

 

 

0 

 

1 

 

0 

0 0

1 0

1 1

≤
− ≤
 ≤

 

 

1 

 

0 

 

0 

1 0

0 0

1 1

− ≤
 ≤
 ≤

 

 

0 

 

0 

 

0 

0 0

0 0

0 1

≤
 ≤
 ≤

 

 

Finalmente, la expresión ( )y f xδ= es equivalente a las siguientes ecuaciones lineales: 

 

( ) (1 )

( ) (1 )

y M

y m

y f x m

y f x M

δ
δ

δ
δ

≤
≥

≤ − −
≥ − −

                                                (A.11) 

 

Lo que se demuestra de la siguiente forma: 

 

     si  1δ =    tenemos que ,   ,   ( ),   ( )y M y m y f x y f x≤ ≥ ≤ ≥  implica ( )y f x=   

     si  0δ =   tenemos que 0,   0,   ( ) ,   ( )y y f x m f x M≤ ≥ ≤ ≥   implica 0y =   

 

Un ejemplo de aplicación es el siguiente:  
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Supóngase un sistema con dos modos de operación, un modo de operación si la salida del 

sistema es positivo y otro modo de operación si la salida del sistema es negativo, y que 

estos modos de operación son correctamente descritos por la siguiente ecuación, 

 

[ ] [ ]

    0.8 ( ) ( )   si    ( ) 0   
( 1)

0.8 ( ) ( )   si    ( ) 0 

( ) 2 ( )

( ) 10,10 ,   ( ) 1,1

x k u k x k
x k

x k u k x k

y k x k

x k u k

+ ≥
+ =  − + <

=

∈ − ∈ −

                          (A.12) 

 

Se introduce una variable binaria { }( ) 1,0kδ ∈ tal que si ( ) 1 ( ) 0k x k= ⇔ ≥δ  y si ( ) 0k =δ  

 ( ) 0x k⇔ <  la expresión 2.13 se puede representar como 

 

( 1) 1.6 ( ) ( ) 0.8 ( ) ( )   x k k x k x k u kδ+ = − +                                   (A.13) 

 

Esta representación es no-lineal, utilizando una nueva variable auxiliar de la forma, 

 

( ) ( ) ( )  z k k x kδ=                                                             (A.14) 

 

que según (A.26) se pude escribir como:                                            

 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) 1 ( )

z k M k

z k m k

z k x k m k

z k x k M k

δ
δ

δ
δ

≤
≥

≤ − −

≥ − −

                                    (A.15) 

con 10    10M y m= = − . 

 

Luego, la expresión no lineal (A.27), se logra expresar como el siguiente sistema de 

restricciones lineales: 

 



 369 

                 ( 1) 1.6 ( ) 0.8 ( ) ( )   x k z k x k u k+ = − +  

                                                     ( ) 2 ( )y k x k=  

( ) 10 ( )

   ( ) 10 ( )

z k k

z k k

δ
δ

≤
≥ −

                                                            (A.16) 

( )
( )

( ) ( ) 10 1 ( )

( ) ( ) 10 1 ( )

z k x k k

z k x k k

δ
δ

≤ + −

≥ − −
 

                                                  

( ) 10

   ( ) 10

( ) 1

   ( ) 1

x k

x k

u k

u k

≤
≥ −
≤
≥ −

 

 

El sistema se puede describir de la siguiente forma  

 

       ( 1) 1.6 ( ) 0.8 ( ) ( )   x k z k x k u k+ = − +  

                                                ( ) 2 ( )y k x k=  

 

  10 ( ) ( ) 0

 10 ( )- ( ) 0

k z k

k z k

δ
δ

− + ≤
− ≤

                                                            (A.17) 

                                                
10 ( ) ( ) ( ) 10

10 ( ) ( ) ( ) 10

k z k x k

k z k x k

δ
δ

+ ≤ +
− ≤ − +

 

                                                  

0 10 ( )

   0 10+ ( )

0 1 ( )

   0 1 ( )

x k

x k

u k

u k

≤ −
≤

≤ −
≤ −

 

Finalmente se puede describir de la forma (2.1) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31x k Ax k B u k B k B z kδ+ = + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3y k Cx k D u k D k D z kδ= + + +  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5E k E z k E u k E x k Eδ + ≤ + +  
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con A=-0.8, B1=1, B2=0, B3=1.6, C=2, D1=0, D2=0, D3=0, y con 

 

1 2 3 4 5

10 1 0 0 0

10 1 0 0 0

10 1 1 0 10

10 1 1 0 10
,   ,   ,   ,   

0 0 1 0 10

0 0 1 0 10

0 0 0 1 1

0 0 0 1 1

E E E E E

− −        
        − −        
        
        − − −        = = = = =
        −
        
        
        −
       

−               
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Anexo B 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B.1. Aplicación del principio de inclusión  

 

A modo de ejemplo ilustrativo vamos a considerar a continuación un sistema lineal: 

 

                                                           
S :     

                

x Ax Bu

y Cx

= +
=
ɺ

                                      (B.1) 

 

Particionamos el estado del sistema (B.13) en tres vectores componentes 1 2 3( , , )T T T Tx x x x=  

cuyas dimensiones son tales que 1 2 3n n n n+ + = . La partición de ( )1 2, ,=
TT Tu u u  sin 

embargo, tenemos sólo dos componentes de dimensión 1m  y 2m  , con  1 2m m m+ = .  

 

El sistema acoplado tiene la siguiente representación  

 

( )

1 11 12 13 1 11 12
1

2 21 22 23 2 21 22
2

3 31 32 33 3 31 32

1

1 2 3 2

3

S:     

         y =     

      
       = +        
       

      

 
 
 
 
 

ɺ

ɺ

ɺ

x A A A x B B
u

x A A A x B B
u

x A A A x B B

x

C C C x

x

                     (B.2) 
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donde la línea punteada denota la partición del sistema de matrices A  y B inducida por la 

partición del estado x y la entrada u, la descomposición (B.14) de S es una descomposición 

con solapamiento en dos sistemas, lo cual puede ser fácilmente extendido para cubrir 

cualquier número de sistemas interconectados con solapamiento.  

 

Definimos el estado 1 2( , )T T Tx x x=ɶ ɶ ɶ para un sistema Sɶ  como 1 1 2( , )T T Tx x x=ɶ  y 2 2 3( , )T T Tx x x=ɶ . 

El nuevo estado xɶ  esta relacionado con x de la siguiente forma  

 

x Vx=ɶ                                                              (B.3) 

 

donde la típica matriz de transformación V de dimensión n n× ɶ  utilizada en la literatura es 

1

2

2

3

0 0

0 0

0 0

0 0

n

n

n

n

I

I
V

I

I

 
 
 =  
 
 
 

                                               (B.4) 

 

con 
1 2 3
,  ,  n n nI I I  son matrices identidad con dimensiones compatibles con las componentes 

1 2 3,  ,  x x x  de x. Notar que { }( ) 0=
�

Ker V . Además, la seudo-inversa 1( )t tU V V V−= , que 

claramente UV I=  con 1 2 3dim( )I n n n= + +  

 

1

2 2

3

0 0 0

1 1
0 0

2 2
0 0 0

n

n n

n

I

U I I

I

 
 
 =
 
  
 

                                           (B.5) 

 

En cuanto a la típica matriz complementaria M  (3.13), es de la forma: 
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12 12

22 22

22 22

32 32

1 1
0 0

2 2
1 1

0 0
2 2
1 1

0 0
2 2
1 1

0 0
2 2

A A

A A
M

A A

A A

 − 
 
 −
 

= 
 −
 
 
 − 
 

                                        (B.6) 

el cual satisface el teorema 3.1 (capítulo 3) 

La expansión de Sɶ  tiene la siguiente forma 

 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 221 11

21 22 23 21 222 22

31 32 33 31 32

1
1 2 2 3

2

0

0
S:   

0

0

1 1
         y =       

2 2

   
   

        = +            
   
   

  
  

   

ɺ ɶɶɶ
ɺ ɶɶ

ɶ

ɶ

A A A B B

A A A B Bx ux

A A A B Bx ux

A A A B B

x
C C C C

x

                       (B.7) 

  

comparando (B.14) con (B.20), vemos que los dos sistemas solapados ahora aparecen 

disjuntos y anulando las matrices de interconexión el sistema aproximado totalmente 

desacoplado es 

11 12 11

21 22 211 11

22 23 222 22

32 33 32

1
1 2 2 3

2

0 0 0

0 0 0
S:    

0 0 0

0 0 0

1 1
          y =     

2 2

   
   

        = +            
   
   

  
  

   

ɺ ɶɶɶ
ɺ ɶɶ

ɶ

ɶ

A A B

A A Bx ux

A A Bx ux

A A B

x
C C C C

x

                (B.8) 

 

una técnica tradicional puede ser utilizada para controlar los sistemas separados. Luego las 

acciones de control serán aplicadas (contraídas si es necesario) al sistema original (B.1).  
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B.2. Estabilidad de controladores descentralizados lineales más generales   

 

Considerando el controlador descentralizado para el sistema (3.30) y que la información 

disponible para el i-ésima estación de control en un tiempo t es representado por  

 

[ ] [ ]{ }( ) ( ), ( ) : 0, , 0,i i iI t y u t t= ξ ς ξ∈ ς∈                                    (B.9) 

 

Asumiendo que las restricciones de la información de la estructura descentralizada es tal 

que la entrada de control ( )iu t  en la i-ésima estación de control puede ser solamente 

determinada desde ( )iI t , es decir, 

 

( )( ) ( ), 1, ,i i iu t F I t t i N= = ⋯                                    (B.10) 

 

Donde la clase de los controladores (3.40) incluye los descentralizados lineales e 

invariantes en el tiempo, variantes en el tiempo, o aun controladores no lineales. De hecho 

ésta es la clase más amplia de controladores descentralizados para el sistema (3.30). 

 

Para proseguir la argumentación es necesario introducir el concepto de grafo dirigido y  

fuertemente conectados para los sistemas de control descentralizados. Considerando los N 

sistemas de control descentralizados de (3.30), el grafo dirigido de este sistema es definido 

como el conjunto de de N nodos y algunos arcos conectando directamente estos nodos. Los 

nodos representan las estaciones de control del sistema y los arcos directamente 

conectados, representan las conexiones entre estos nodos. Si ( ) 1
0j iC sI A B

−− ≠ , entonces 

existe un arco directo desde el nodo i al nodo j ( ), 1, ,i j N= ⋯ . Si para cada distinto par i y 

j, el grafo dirigido contiene un camino directo desde en nodo i al nodo j y desde el nodo j al 

nodo i, entonces el grafo dirigido y el sistema (3.30) son denominados fuertemente 

conectados. 
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Si un grafo dirigido no es fuertemente conectado, puede siempre ser descompuesto 

unívocamente dentro de un número de componentes fuertemente conectados, el cual es el 

sub-grafo dirigido más grande fuertemente conectado, en el sentido que siempre que un 

nodo extra es añadido al tal sub-grafo dirigido, éste no será más fuertemente conectado.    

 

Correspondiente a la descomposición de el grafo dirigido en un número de componentes 

fuertemente conectado, las ecuaciones del sistema (1) pueden ser escritas como 

  
*

* *

1

( ) ( ) ( )
N

i i
i

x t Ax t B u t
=

= +∑ɺ                                           (B.11a) 

        * *( ) ( ),i iy t C t=          *( 1, , )i N= ⋯                                    (B.11b)                   

 

donde *N  denota el número de componentes fuertemente conectado de el sistema (1),  
** ( ) im

iu t ∈ℝ y 
** ( ) ir

iy t ∈ℝ denota los vectores de la entrada y la salida consistentes de todos 

las entradas y salidas en el i-ésimo componente fuertemente conectado, respectivamente, 

con *
iB y *

iC las matrices de entrada y salida correspondientes. 

 

Entonces el sistema de control descentralizado (3.40) con *N estaciones de control es 

llamado un sistema cuociente del sistema (3.30). 

 

Se denotará a *Λ como el conjunto de modos fijos del sistema cuociente (3.1), es decir  

 

*

* **

* * * *

1m ri i
i

N

i i i
iK R

A B K C
× =∈

 
Λ = σ + 

 
∑∩                                          (B.12) 

                       

donde nuevamente ( )σ ⋅ denota el conjunto de valores propios de la matriz 
*

* * *

1

N

i i i
i

A B K C
=

+∑ y 

la intersección toma valores sobre todas las matrices 
* ** i im r

iK R ×∈ . 
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Es claro que los modos fijos del sistema (2.1) son subconjuntos del conjunto de modos fijos 

del sistema (1), es decir *Λ ⊂ Λ . 

 

Teorema 3.3  

 

Dado un sistema (1) existe un controlador descentralizado para este sistema talque, el 

sistema de lazo cerrado es estable si y sólo si el sistema (2.1) no tiene modos fijos para el 

sistema cuociente, es decir   * −Λ ⊂ ℂ . 

Demostración en Gong y Aldeen (1997) 
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Anexo C 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C.1 Lógica difusa 

 

La lógica difusa define un conjunto difuso A cuyos elementos pertenecen a un universo X 

como el conjunto de pares ordenados A = [(x, µA (x)) / x∈X] donde µA (x) se denomina 

función de pertenencia del conjunto difuso A. La función de pertenencia asigna a cada 

elemento de X un grado de membresía entre 0 y 1. Las funciones de pertenencia 

comúnmente utilizadas son del tipo triangular, trapezoidal y gaussiana. En base a esta 

definición, un sistema difuso corresponde a un conjunto de reglas de la forma 

 

                                        Si x1 es A1 y x2 es A2 entonces y es C                                   (C.1) 

 

en donde A1, A2 y C son conjuntos difusos.  

 

La figura 4 muestra la estructura de un sistema experto difuso, utilizado por ejemplo para 

propósitos de control, en el cual x(k) representa un vector de entradas de componentes 

)(),( 21 kxkx  e y(k) representa la salida. La Base de Conocimientos contiene las reglas del 

sistema experto y el Motor de Inferencia determine la secuencia en que estas se procesan. 

La Interfaz de Fusificación transforma las variables de entrada convencionales (variables 

crisp) en variables difusas. La Interfaz de Defusificación determina las variables 
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manipuladas a partir del conjuntos difusos de salida (Mamdani, 1974). En nuestro estudio 

utilizaremos, como en la mayoría de de los casos, la lógica definida por Zadeh para 

procesar las reglas y el método del centro de gravedad para la defusificación (Zadeh, 1973, 

Babuska, 1998).  

 
Figura 1.  Estructura de un sistema difuso 

 

C.2 PSO con convergencia garantizada 

 

En este trabajo se utilizó un nuevo algoritmo PSO, llamado optimizador con enjambres de 

partículas con convergencia garantizada (Guaranteed Convergence Particle Swarm 

Optimiser, GCPSO, van den Bergh y Engelbrecht, (2002)) el cual asegura convergencia 

local y evitando la convergencia prematura típica del algoritmo original.  

 

Para esto un nuevo parámetro es introducido en el algoritmo PSO. Dado τ  el índice de la 

mejor partícula global, eso es *y yτ =� �
sólo para este índice se agrega una nueva 

conformación de la velocidad. 

 

                            ( )*
, , , 2,( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 ( )j j j j jv t x t y t wv t t r tτ τ τ ρ+ = − + + + −                    (C.2) 

 

donde ( )tρ es un factor de escala definido como 

Base de 
Conocimientos 

Motor de 
Inferencia 

Interfaz de 
Defusificación 

Interfaz de 
Fusificación x(k) y(k) 
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2 ( ) si #

( 1) 0.5 ( ) si #

( ) en otro caso 

t éxitos Sc

t t fallos fc

t

ρ
ρ ρ

ρ

>
+ = >



                    (C.3) 

     

donde en término #fallosy #éxitosdenotan el número consecutivo de fallos o éxitos, 

respectivamente, donde un fallo es definido como ( ) ( )( ) ( 1)f y t f y t= −� �
, y con fc=5, 

Sc=1.5. 
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Anexo D 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En las tablas D1 y D2 se presenta el número de pasajeros (personas) afectadas por la 

estrategia de holding en las cinco diversas opciones definidas en la formulación (30 [s], 60 

[s], 90 [s]) y el número de veces que los pasajeros se vieron afectados por tales estrategias, 

y para los mismos dos y cinco horizontes de predicción presentados en el texto. Así mismo, 

las dos últimas columnas en las tablas D1 y D2 muestran idénticas estadísticas, pero 

asociadas con la estrategia de stop-skipping. 

 

Tabla D1. Pasajeros afectados por las acciones de holding y stop-skipping utilizando HPC-

MO. Horizonte de predicción Np = 2 

 

Holding 30[s] Holding 60[s] Holding 90[s] Stop-skipping 
Casos  

Pas. Número Pas. Número Pas. Número Pas. Número 

media 9.47 1.70 1.52 2 3.05 13.94 119.29 73.29 1 
desv. 8.19 1.57 2.42 1.41 3.79 2.10 92.26 12.71 

media 8.00 2.52 0.12 1.70 0.89 10.05 111.53 78.58 2 
desv. 6.74 1.66 0.43 1.64 0.98 1.88 64.12 14.44 

media 12.00 6.35 1.11 2.47 0.45 9.29 92.88 78.29 3 
desv. 9.65 2.17 2.78 1.46 0.34 2.33 56.68 9.36 

media 6.64 2.41 2.70 6.47 0.23 8.70 93.88 66.52 4 
desv. 8.01 1.54 2.28 2.06 0.75 2.46 74.66 15.87 

media 6.29 2.70 0.13 1.64 0.88 9.52 101.18 73.00 5 
desv. 5.15 1.44 0.13 1.36 0.85 1.97 57.98 15.56 
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Tabla D2. Pasajeros afectados por las acciones de holding y stop-skipping utilizando HPC-
MO. Horizonte de predicción Np =  5 

 
 

Holding 30[s] Holding 60[s] Holding 90[s] Stop-skipping 
Casos  

Pas. Número Pas. Número Pas. Número Pas. Número 

media 10.76 3.82 0.941 3.11 4.47 11.35 97.35 99.64 1 
desv. 9.33 1.33 2.56 1.45 4.40 2.52 36.91 9.00 

media 10.64 3.88 0.74 3.11 3.64 7.64 159.06 60.35 2 
desv. 8.63 2.11 0.86 1.53 0.74 2.28 67.83 9.80 

media 9.05 7.52 0.93 3.41 0.96 6.05 110.18 58.00 3 
desv. 6.49 2.06 0.66 1.73 0.78 2.07 57.60 11.97 

media 8.82 4.05 4.29 6.35 0.10 7.58 27.29 38.88 4 
desv. 6.66 1.56 7.50 1.69 0.12 1.73 22.47 8.12 

media 10.11 2.88 0.12 2.82 0.87 8.52 50.58 10.76 5 
desv. 6.09 1.40 0.46 1.46 0.74 1.73 36.94 6.30 
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Anexo E 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En Riquelme, (2007), la función objetivo propuesta para minimización, en un sistema de 

dos recorridos fijos con una estación de transbordo es: 

 

{ } 1 2
( ),..., ( 1)u k u k Np

Min J J Jη
+ −

= +                              (E.1) 

 

donde η corresponde a un factor que pondera la importancia entre optimizar recorridos por 

separado (1J ) y optimizar  la minimización de tiempos de espera en la estación de 

transbordo ( 2J ) con 

( )

2
1 1 2

1

3 4 1
( )

ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ( ) )

ˆ ˆˆ( ) ( 1) ( ) ( ) 1 ( 1)

Np

i i

i i i i
i i k

J H k k H k H

L k h k k H k z Su k

θ θ

θ θ
=

+
= +

= ⋅ + Γ + + ⋅ + −

+ ⋅ + + − + ⋅Γ + + + − + − 

∑
ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

     (E.2) 

2 2
2 1 1 2 ' 2 ( ) ' '( ' ')

1

( ) ( ) ( ) ( ' ') ( ' ')
Np

i i i i k i i kJ k n k w k n k w kγ = + ∧ = +
=

  = + + ⋅ + + + ⋅ +  ∑ ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ       (E.3) 

con 

( )kγ + =ℓ  
1        Si se arribó a una estación de transferencia del sistema 1

0       Si no





       (E.4) 

 



 383 

El término ( )kγ + ℓ  se activa exclusivamente al arribar a una estación del sistema de 

referencia (sistema 1). 

 

La función objetivo  J1 debe ser evaluada para cada bus i de cada ruta del sistema y J2  para 

cada bus i  que arribe a la estación de transbordo. 

 

Si kt , que corresponde al tiempo estimado de llegada a la estación de transferencia del bus 

i  del recorrido 1. Así, 'kt  es el tiempo estimado para la llegada el bus del recorrido 2 a la 

estación de transferencia instantes después.  

 

La ecuación (9.9) define al tiempo estimado de salida del bus i  del recorrido 1 que llegó en 

el instante k : 

( ) ( ) ( ) ( )i k i Ti iTd k t h k h k Tr k
∧

+ = + + +ℓ                     (E.5) 

 

donde ( )iTr k  es el tiempo asociado transferencia de pasajeros  del bus i  cuando llega a un 

paradero en el instante k , ( )ih k  es el tiempo asociado a la  acción de holding en la parada 

en la cual se encuentra el bus i  en el instante k  (i puede ser cualquier paradero habilitado 

para la acción de holding). Por último, el término ( )Tih k  corresponde a la acción de holding 

únicamente aplicada a la estación de transbordo.  

 

Análogamente, para el bus del recorrido 2 se tiene la siguiente función: 

 

' ' ' ' '
ˆ ( ' ') ( ') ( ') ( ')i k i Ti iTd k t h k h k Tr k+ = + + +ℓ    (E.6) 

 

La ecuación (9.10) representa el tiempo estimado de salida para el bus 'i  del recorrido 2 

que llegó en el instante ' 'k + ℓ  a esta estación de transbordo. De acuerdo a esta notación, si 

un bus no alcanza a llegar antes de que se vaya el de la línea contraria, se deberá esperar 

más tiempo, tiempo entre que llegue el bus siguiente,  para cada sistema +k zt  y ' '+k zt  que 
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posteriormente parten en 1
ˆ ( )+ + +iTd k z my ' 1

ˆ ( ' ' ')+ + +iTd k z m ; estos serán los tiempos de 

salida estimados de los buses siguientes en la estación de transferencia, es decir los buses 

1i +  e ' 1i + . Luego la función de espera para una predicción a un paso queda definida 

según los siguientes casos:  

 

Caso 1: El bus del recorrido 1 llega primero y se alcanza a encontrar con el bus del 

recorrido 2 en la estación de transferencia. 

2w

1w
 

                               kt                    'kt               ( )iTd k
∧

+ ℓ        ' ( ' ')iTd k
∧

+ ℓ  

Figura E.1: Línea de tiempo para caso 1 

   
'1 '

2 ' '

( ' ')             si    

= ( )                      ( )

i k k k

i ik k

w Td k t t t

w Td k t t Td k

∧

∧ ∧

= + − ≤

+ − ≤ +

ℓ

ℓ ℓ

  (E.7) 

 

Caso 2: El bus del recorrido 2 llega primero y se alcanza a encontrar con el bus del 

recorrido 1 en la estación de transferencia. 

1w

2w
 

                                'kt                     kt               ' ( ' ')iTd k
∧

+ ℓ        ( )iTd k
∧

+ ℓ  

Figura E.2: Línea de tiempo para caso 2 
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'1 '

'2 '

( ' ')            si    

= ( )                    ( ' ')  

i k k k

i ik k

w Td k t t t

w Td k t t Td k

∧

∧ ∧

= + − ≤

+ − ≤ +

ℓ

ℓ ℓ

  (E.8) 

 

Caso 3: El bus del recorrido 1 llega primero pero parte antes de que llegue el bus del  

recorrido 2. 

2w

1w

 

           kt     ( )iTd k
∧

+ ℓ   'kt     ' ( ' ')iTd k
∧

+ ℓ                                      k zt +    1( )
∧

+ + +iTd k z m  

Figura E.3: Línea de tiempo caso 3 

 

'1 '

12 ' '

( ' ')             si         

= ( )                  ( )    

i k k k

i ik k

w Td k t t t

w Td k z m t t Td k

∧

∧ ∧

+

= + − ≤

+ + − ≥ +

ℓ

ℓ

  (E.9) 

 

Caso 4: El bus del recorrido 2 llega primero pero parte antes de que llegue el bus del 

recorrido 1. 

2w

1w
 

       'kt    ' ( ' ')iTd k
∧

+ ℓ   kt     ( )iTd k
∧

+ ℓ                                       ' 'k zt +    ' 1( ' ' ')
∧

+ + +iTd k z m  

Figura E.4: Línea de tiempo caso 4  
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' 11 '

'2 '

( ' ' ')          si    

= ( )                           ( ' ')

i k k k

i ik k

w Td k m t t t

w Td k t t Td k

∧

+

∧ ∧

= + + − ≤

+ − ≥ +

ℓ

ℓ ℓ

  (E.10) 

  

Respecto de la función a minimizar, 1
kn  corresponde a los pasajeros que están realizando el 

transbordo desde la línea 1 a la 2 y 2
kn el transbordo de la línea 2 a la 1. Finalmente 

1 2
( ) y ( )
k k
D T D T  es el promedio de desutilidad para cada línea, que corresponde a la 

varianza del tiempo de espera, es decir 1
( ) =
k
D T

2
1( )w   y =2

 ( )
k
D T

2
2( )w  con k número de 

evento. 

 

 Así, la función a minimizar será 

1 1 2 2

1

( ) ( ( ) ( ))
N

k k k k
K

C T n D T n D T
=

= ⋅ + ⋅∑    (E.11) 

También se podría sumar un cierto tiempo constante que es el que pierde el pasajero 

haciendo la combinación de estaciones, pero en este modelo se considerará despreciable.  

 


