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Capitulo 1

Cuantizaci 6n de campos
libres

1.1. Introducci On

La teoria cuantica nacio6 por la necesidad de cuantizar el campo electro-
magnético para poder describir en forma adecuada los fenbmenos cuan-
ticos de radiacion. La teoria resultante es la electrodinamica cuantica y la
particula asociada al campo electromagnético es el foton. Se dice que el
foton es el cuanto de radiacion electromagnética. Hoy dia todas las particu-
las elementales son descritas en principio como cuantos de un campo ad
hoc.

Los campos que se utilizan para describir particulas de spin entero se
cuantizan aplicando las mismas reglas de conmutacion de Heisenberg que
para un sistema con un nimero finito de grados de libertad. No se trata
de un nuevo tipo de cuantizacion, o segunda cuantizacibn como a veces
se la llama, sino que es la misma cuantizacion ya estudiada en mecanica
cuantica solo que aplicada a campos . En esta misma seccion se cuanti-
zara un sistem muy simple de osciladores para mostrar como este sistema
cuantico con infinitos grados de libertad posee estados estables que se
interpretan como particulas libres.

El intento de hacer una mecanica cuantica relativista se frustra debido
al problema de la existencia de estados con energia negativa implicado por
la exigencia de que las ecuaciones de movimiento sean covariantes. A pos-
teriori es posible comprender que esta dificultad se debe a que relatividad
implica que cada particula tiene asociada una antiparticula. Este gran de-
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scubrimiento de Dirac llevd a concebir a las particulas elementales como
estados compuestos por ellas mismas y los pares particula antiparticula
respectivos e = e+ eee+ eeeee... en un sentido que soélo se podra entender
mucho mas adelante. Dice Heinsenberg: Creo que el descubrimiento mas
decisivo en conexion con las propiedades o la naturaleza de las particulas
elemenales fue el descubrimiento de la antimateria por Dirac. Aquel fue
un hecho que aparentemente tenia que ver con el reemplazo del grupo de
Galileo por el grupo de Lorentz. Creo que este descubrimiento de particu-
las y antiparticulas por Dirac ha cambiado completamente toda nuestra
vision de la fisica atbmica. (...) Tan pronto como uno sabe que puede crear
pares de acuerdo con la teoria de Dirac, entonces uno tiene que consid-
erar a una particula elemental como un sistema compuesto; porque vir-
tualmente podria ser esta particula mas un par o esta particula mas dos
pares etc., y asi repentinamente toda la idea de una particula elemental ha
cambiado. Hasta ese momento pienso que cada fisico habia pensado so-
bre las particulas elementales en la linea filos6fica de Democrito, es decir,
considerando que son siempre la misma cosa (...). Después del descubrim-
iento de Dirac todo se vio diferente porque ahora uno se podia preguntar
por qué un proton tendria que ser siempre un protén, por qué un protén no
podia a veces ser un protbn mas un par electron positron etc. Este nuevo
concepto de las particulas elementales de ser un sistema compuesto me
ha parecido desde el comienzo como un gran reto.

Intimamente ligado a la idea de una teoria cuantica de campos esta tam-
bién el hecho que el nimero de particulas elementales no se conserva.
Asi por ejemplo, se tiene procesos como

m° — Yty
n — € +p+Ve
et + e — Yty
et + e — € +e +y+y
Q- - =4

Tratando un sistema de N particulas con la ecuacion de Schrodinger
este namero es conservado. Solo en forma artificial es posible introducir
mecanismos que permitan que el nimero de particulas no se conserve en
mecanica cuantica no relativista.

1.1. INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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1.2. Spin 0

1.2.1. Cuantizaci 6n del campo escalar real.

En mecanica cuantica ordinaria se cuantiza sistemas con un namero
finito, o al menos discreto, de grado de libertad. Aqui se vera el caso de
un sistema con un continuo de grados de libertad y también se vera que
el postulado de cuantizacion, o sea, las relaciones de conmutacion entre
las coordenadas generalizadas y los respectivos momentos conjugados
canonicos, se mantienen idénticos, al menos en este caso del campo es-
calar.

Sea ®(x) un campo escalar real libre cuya dinamica se determina a
partir de la densidad lagrangeana

&= % (D, (X)PH (X) — pPd?(x)) (1.2.1)

La correspondiente ecuacion de campo es la ecuacion de Klein-Gordon,
(O+u?)d=0
al que se impone condiciones de cuantizacion

[BE1), X)) = i16®x-X) (122
donde el momento conjugado canoénico de ® se define en la forma usual,

_ 92 _
“ o0 °

1(X)

Puesto que los operadores de campo obedecen ciertas relaciones de con-
mutacion, no siempre es claro como se generaliza expresiones de teoria
clasica a cuantica. Parte de esta ambigliedad es removida definiendo un
cierto orden normal.

Bajo transformaciones homogéneas de Lorentz un campo escalar trans-
forma de acuerdo a
D(x) — P'(x) = DA 1x).

Ademas cualquier campo satisface la ley de transformacion, bajo traslacion,

ePp(x)e P2 = d(x+a) (1.2.3)

Universidad de Chile Postgrado de Fisica
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donde P es el generador de traslaciones del grupo de Poincaré, de donde
se deduce que para cualquier campo se cumple,

[@(x),Py] =i9,P(%) (1.2.4)
ecuacion que tiene como caso particular la ecuacion [d(x), Py = iD(x).
La densidad Hamiltoniana se define en la forma usual,

H(X) = nX)P(X): —ZL(X)

1 (¢2+(ﬁ¢)2+u2¢2> : (1.2.5)

y la densidad de momento es
P(X)=—: D

Se reitera que la ordenacion de los factores no importa mientras esté indi-
cado que se trata de productos en orden normal, : AB:=: BA:

Puesto que ® es una solucion de la ecuacion de Klein-Gordon puede
ser escrito como una superposicion del conjunto completo de soluciones
de onda plana definidos por

fg _ 1 e in(wpt—pr) _ _ 1 g npx. n==+1 (1.2.6)
(2m)3 2wy, (2m)3 200

En el espacio de funciones de X expandido por estas ondas planas se
define el producto escalar entre dos funciones, (f,g) por

(f,9) ;i/(f*g— f*g) d3 (1.2.7)
Se puede demostrar que
(5.15) =nawma*(p—7) (1.2.8)

La condicion de que @ sea real determina una relacion entre los coefi-
cientes,

®(x) :/d3p {am o +a(m)t; ) (1.2.9)

Los coeficientes de la expansion son operadores cuyas relaciones de con-
mutacion estan determinadas por las relaciones de cuantizacion de los

1.2. SPINO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Teoria Cuantica de Campos 9

campos. Para deducirlas se usa una notacion abreviada (con at* = ay
— _ ot
a =a')

o0 =y / d®p a’(p) F1(x) (1.2.10)
y puede demostrarse que
al =n (fé”)@) (1.2.11)
De lo anterior sigue que
[a”(ﬁ),a”'(ﬁ’)] =ndw 3 (p—p') (1.2.12)
0 equivalentemente
a(p),a(p)] = [a'(p),a'(p")] =0 (1.2.13)

[a(p).a’(p")] = 89 (p-P)

gue son las relaciones de conmutacion que satisfacen los operadores de
creacion y destruccion de particulas libres. Esto viene a mostrar la exis-
tencia de cuantos asociados a los campos, los que se comportan como
particulas. Corresponden a los fonones de una red cristalina tridimension-
al de osciladores armonicos con la diferencia que la velocidad del sonido es
reemplazada por la velocidad de la luz y ademas no existe una red discreta
sino un continuo—el campo—que ha sido cuantizado. Notese la estrecha
relacion que existe entre la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion de un
oscilador armonico.

Demuestre que
H= /d%%”(x) = %/d%wn : (a(p)a’(p) +a'(pa(p)) : (1.2.14)

El producto normal se define como el reordenamiento de operadores
de creacion y destruccion colocando a los operadores de creacion a la
izquierda de los operadores de destruccion.

Con esta definicion se puede escribir H en la forma
H = [ dpaxal (Pla(p)

El sentido de la ordenacion normal es la siguiente. Si se considera el
Hamiltoniano de un oscilador armonico unidimensional, el operador a es
WX+
a= P

V2w

Universidad de Chile Postgrado de Fisica
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y semejantemente se define a'. Ellos satisfacen [a, aT] = 1viéndose que H
puede escribirse,
H= %O)(&Ta—F aa') == wa'a+ %)
Bien se sabe que la energia del estado base es 4, esto es H|0) = 4 |0).
Y en tres dimensiones es 3w/2 y generalizando a n grados de libertad, el
estado base tiene una energia nw/2 que diverge para nuestro sistema con
un continuo de grados de libertad. Esto hace necesario redefinir el cero de
la energia, de modo que H|0) =0y es precisamente ésto lo que hace la
definicion del producto normal. Es importante notar que la diferencia entre
un producto y el correspondiente producto normal es un nimero clasico,
de modo que el caracter del operador considerado no se modifica.

1.2.2. Cuantizaci 6n del campo escalar complejo

La cuantizacion del campo escalar complejo es muy similar a la del
campo real. Existen dos formas equivalentes de hacer esta cuantizacion a
partir de la densidad lagrangeana

Z(x) =1 (P, () DH(x) — 2PN (X)P(x)) : (1.2.15)

La primera manera consiste en definir un momento conjugado para ® y
otro para ®' que se denota 1 y nﬂ; y se procede a postular relaciones
de conmutacion a tiempos iguales como para el caso escalar teniendo en
cuenta ademas que las variables relacionadas a ® y ®' conmutan a tiem-

pos iguales, e.g., [(D, rqﬂ = [0,0"] = [®, ] =0.

La otra manera de cuantizar consiste primero en separar al campo en
dos campos reales,

1 1
D= (D;—iDy), of = (g +id 1.2.16
\/E( 1—1P2) \/E( 1+1®P2) ( )
lo que permite escribir la densidad lagrangiana en la forma de la suma de
dos densidades lagrangianas para los campos reales ®;, i = 1,2,

Z(X) = %Zz (@, D — D2 :

Luego se procede a cuantizar tal como se hizo en la Sec. §1.2.1,

DEROTGERY] = §59R—%)
[(Di(xt)vq)j(%vt)] = [W(Kt)anj(?’»t)]zo-

1.2. SPINO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Como estos campos satisfacen la ecuacion de Klein-Cordon se los
puede expandir en ondas planas,

a00= 3 [ od (P

lo cual implica las siguientes ecuaciones de conmutacion para las dos
parejas de operadores de creacion y destruccion,

[a(p), 4 ()] = o 3,57 (p— ')

Pero los campos fisicos son @ y @' lo que nos obliga a definir operadores
de creacion y destruccion para esos campos,

1 1
(P) \/é( 1(P) —ia(P)) (P) \/Q( 1(P) +iax(P))
y los correspondientes operadores de creacion, con los cuales se puede
escribir,

() = [ ¢*p(a(p)f}()+b'(B) T (%)

Como se ve este campo tiene dos cuantos, a los cuales estan asociados
dos parejas creacion-destruccion: (af,a) y (b',b), los que, como se vera,
corresponden a particulas que, teniendo la misma masa, tiene carga op-
uesta. Tal como se calcul6 (1.2.14) ahora puede demostrarse que

H :/d3p (a* (P)a(p) + b* (P)b(p))

lo que muestra que efectivamente se tiene contribucion de ambos tipos de
cuantos a la energia total (que es positiva semidefinida) y ambos con el
mismo wy y por lo tanto con la misma masa.

Por otro lado se tiene que la densidad lagrangeana (1.2.15) es invari-
ante bajo la transformacion de gauge

P — i, o' — e 90!

lo que implica que la siguiente corriente satisface una ley de continuidad,

d d
H=—i:i| —P———@" | :=—i: (d"Hd— Pt :

Universidad de Chile Postgrado de Fisica
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lo que permite definir la carga conservada

Q=e / d*xj%(x) = e / d*p (a"(P)a(p) —b'(P)b(P)) - (1.2.17)

Ambos cuantos contribuyen con signo opuesto a la carga total, mostrandose
asi que las dos particulas tienen caraga eléctrica opuesta. En realidad no
es necesario que esta carga sea de origen eléctrico, puede ser cualquier
tipo de carga discreta conservada como namero bariénico, nmero leptonico
etc.

— Problema: Demostrar (1.2.17).

1.2.3. Relaciones de conmutaci 6n y otros invariantes.

La forma canobnica de cuantizar campos consiste en postular ciertas
relaciones de conmutacion a tiempos iguales entre los campos. Este pos-
tulado pareciera violar la covariancia que le corresponde tener a una teoria
relativista, pero como se vera las relaciones de conmutacion son perfecta-
mente covariantes. En efecto,

(@0, (x)]
=y [ [drdn{[ap).a'(B)] £} 0915 <)+ [0 (BB T (975 (9}

n,n/
= [&R{i 015 ()~ 501 ()
= iAx—X;u?).
Facilmente se puede demostrar que otras expresiones para iA son

A7) = 5R (e~ eP
.3 .
= i G sinpx (1.2.18)

= [d*pePe(po)d(p*— u?)

— Problema Demostrar (1.2.18)

La funcion A tiene una interesante propiedad conocida con el nombre
de condicion de microcausalidad, y es que los campos conmutan a distan-
cias tipo espacio,

[@(x), " (X)] =0 para (x—X)?<0. (1.2.19)

1.2. SPINO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Primero se comprueba para el caso particular t =t’ directamente a partir
de la expresion intermedia en (1.2.18) para el conmutador, ya que el inte-
grando se convierte en una funcion impar del vector p. Luego se nota que
el conmutador es una funcion invariante como se aprecia de la Gltima forma
en (1.2.18) por lo que (1.2.19) vale en general. La Gltima forma en forma
(1.2.18) es invariante porgue el delta de Dirac asegura que el cuadrivector
p es tipo tiempo y esto implica que el signo de su componente temporal es
un invariante bajo el grupo de Lorentz, excluida la inversion temporal como
es usual.

Si se separa a @ en sus partes de cracion ®(~) y destruccion, ®(1),
® =) o)

se puede estudiar separadamente los conmutadores [CDH),GJT(*)} y [dn(*),d)’f(*)} :
Ellos resultan ser

) (x), 1)) = /d3kfg(x) f5 () =) (x=xX; 1?)

Funcion que también puede escribirse en la forma,
d%k .
A X: 2y _ [ 2 P gikx
(X %) T
El otro conmutador es

[0 (x), T (x,)]

— [T () T3 (%)
—A(+>(X/ —X; IJZ)
A (X = X5 ).

De lo anterior es directo ver que
IAX—X)=AT(x—X)+A" (x—X)

y también,
(0|®(x),®T(X)| 0) =AT(x—X)

Puesto que @ satisface la ecuacion de KG es automatico que

(O+p2)D* (x=X;(p?) = 0
(O+p?)DA~ (x=X;(p?) = 0

Otra propiedad interesante de A es

A (N)|=0 =8 (%)

Universidad de Chile Postgrado de Fisica
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Otra funcion invariante muy importante que se define es el propagador
de Feynman para una particula escalar,
AR (x—X; %) = (0] TO(X)®' (X) 0)
donde el producto cronolbégico T para campos bosonicos se define

PX)PT(X) si x> X,

TOX)PT(X) = { OT(X)D(X) si X > %

= 6(%0 — X0) P() DT (X) + 8(3) — X0) P (X) P(X)
De aqui resulta que

I (X) = B(x0)A" (X) — B(—X0)A™ (X)

— Problema Demostrar que
o ik

A (x 12) = i/d4kk2

De aqui resulta que
(O+ 1)k (x p%) = -89 (x)

Finalmente se define las funciones
Ar(X) = —6(X0)A(X)
Aa(X) = B(—X0)A(X)

— Problema: El producto temporal entre operadores bosonicos @, (X;), a=
1,2,---N) se define por

T[®1(x1)--- PnOw)] = ; B, —X5) B4, =) - 80K, =X )Piy (6.1) -+ Piy (Xiy)
PESN

donde la suma al lado derecho es sobre las N! permutaciones de los
indices (i1---in), reordenamientos de (1, 2, --- N)

Demostrar que:

J
WT[(D]'(X]' <Py (XN)] = T((Dl, [J(Xl)(Dz(Xz) - Py (XN)) +
u
+HQHZOO, ) - By, —Xp, > {804 — X)) [®1, Py, Py, Py, -+
01,508 X))y, -}
Los ® no son necesariamente campos, podrian representar derivadad de
ellos, corrientes, etc.

1.2. SPINO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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1.2.4. Las simetrias discretas £, %y 7 en el caso de campos
escalares.

En esta seccion se define operadores de paridad, conjugacion de car-
ga y de inversion temporal que actban solo sobre los operadores de Fock
(creacion y destruccion y que ademas dejan invariante al estado vacio).
Los dos primeros se definen como operadores unitarios mientras que, co-
mo es usual, .7 se define antiunitario.

El operador &2. Se exige que se cumpla,
PO )P L= Apd(-X 1),
PP =1 y Z10) = |0)

Mas explicitamente la primera de estas relaciones es
[ Ep{za®)2 ] (0+ 26002 15 (00} = e [ dplalp)fy (1) +b' ()T (—x0)}:

En la expresion se cambia la variable de integracion de pa —p y ademas
se nota que

fh5(=%t) = f5(%)
con lo cual se puede ahora comparar los coeficientes de los f" a ambos
lados ya que sus argumentos x y p son iguales. Se obtiene,

Pap) Pt = Apa(—p)

(B2t = Mebl(—p) (1.2.20)

mas las correspondientes relaciones que resultan al tomar el hemitico con-
jugado en (1.2.21). Hay que ver cual es el efecto de &2 en un estado de
una particula escalar:

2|p) = 2a'(p)|0) = Apa (=) [0) = Ap|—P)

El operador ¥. Esta vez se exige que

COE ™ = Acd!
¢eT=1 €|0) =10)
lo cual facilmente conduce al resultado
cap)et = Acb(p)

w1t — Acal(p) (1.2:22)

Universidad de Chile Postgrado de Fisica
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lo que muestra claramente que el operador cambia particulas en sus cor-
respondientes antiparticulas.

El operador .7. Esta operacion cambia t en —t pero a la vez es necesario
tomar complejo conjugado de la cantidad sobre la cual esta actuando, lo
que hace que .7 no sea un operador lineal, pero sea factorizable en un op-
erador lineal y unitario U por la operacion K = tomar complejo conjugado,

J=UK,uu"=1 Kz=Z7K (z=ndmero conjugado)  (1.2.23)

y tal que
TORX)T L= Ard(X ).

Tal como en los casos anteriores se impone la (ltima relacion en de-
talle pero recordando que el factor K de .7 afecta a las funciones " con-
virtiéndolas en (f")* = f~" con lo cual,

[ Ep(7ap) 75 (04} = [ Fpla®)ig k-0 +-}

De aqui se deduce entonces que

Tap) 7 = Ara(-p)
TB (BT = Arbl(—p) (1.2:24)

gue producen el mismo efecto sobre los operadores de Fock que & como
puede verse al comparar con (1.2.22). La diferencia esta en que .7 es
antiunitario en el siguiente sentido,

(7al7B)" =(Ua)(UB))" = UaluB)" = (a|B)" = (Bla)

1.3. Spin 3

1.3.1. Ecuaci 6n de Dirac. Notaci 6n b asica.
La ecuacion de Dirac es
id—my(x)=0 (1.3.25)

0 bien -
GX)(i 8 +m) =0

13. SPIN 1 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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gue en espacio de momento da las ecuaciones

(A—mu(E) =0 (P+mV(P)

=0
u(p)(p-m=0  V(P)(p+m)=0

Donde se esta usando la siguiente notacion

a:y“a“:yoaoer.a con 0=(d)=—

xH :(XO,X) » Xu :(XOa_X)7XZ(Xi)
=007 v=0/), w=iVYVy
{y*, v’} =29""

Cuando sea necesario usar una representacion explicita de las matri-
ces de Dirac normalmente se usara una de las dos representaciones que
siguen,

W:<2é>’7:<git?> %:<€_ﬁJ (1.3.26)

o bien

10 . 0 40 01
O:<0_4>,y:<_6 o:» W:<10> (1.3.27)

Estas dos representaciones tienen varias propiedades en comdn,
W=w V=-% v=% ¥=1 ()P=-1 ¥=1
YoV Yo = Yo
Para referirnos colectivamente a las soluciones u(p) y v(p) se usara la
notacion

ool si n=+1
“lv si n=-1

Pero es necesaro aun otro indice para caracterizar totalmente a las
cuatro soluciones linealmente independiente que existen. Se exige que
las soluciones sean ademas autofunciones del operador proyector de spin
(para ver mas sobre esto se recomienda leer Bjorken y Drell, sec. 3.2).

z@ﬂ:ll§ﬂi $p,=0, =1 (1.3.28)
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gue tiene la propiedad
¥2=3 = autovalores 0,1 (1.3.29)

con el cual se define el indice s ( s = cuadriverctor & = 1,s#p, = 0) de tal
modo que

2(ug () =dUs(B)  ,  W(P)Z(S) = O, UsN(P)- (1.3.30)

Se elige las siguientes normalizacion para estos espinores,

/ ; t
& (B)UE(P) = N (E 7)) Bp) = a6 (1.331)

(al final se incluye una demostracion de la segunda de estas expresiones)
Con ellos se puede definir los proyectores de energia,

~np+m

A'(P) =3 WRE(P) = 5 (1.3.32)
los que satisfacen las relaciones siguientes,
NB)+A(F) = 1
NPEAT (B = (D).
Se demostrara que
Yug(p) = nug(—p). (1.3.33)

Es claro que p cambia en —p si se nota que la ecuacion general para
espinores

(—nm)u(p) =0, C@E(p-nm=0  (1.3.34)

es satisfecha por y°u"() con el mismo n pero con el signo de p cambiado.
Para ver que s no cambia se observa que

3(,9° = P5(-< 5 (1.3.35)
entonces
ZVR(-P) =V (-, YU (—p) x~ VUl = (-p) = Aug(P)  (1.3.36)

Laigualdad * es valida porque si s p, =0, como es necesario por definicion
de Z, entonces (—<°,8)H(p% —p), = 0. En la Gltima igualdad se ha utilizado
el resultado previo de que p— —p, pero A y s deben aun determinarse. Pot
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otro lado la expresion en el extremo izquierdo de (1.3.36) puede escribirse
como

AZ(s)ug(P) = A &g (P)
gue debe ser igual a (1.3.36), mostrandose asique s no cambia. Final-
mente se determina A. Para ello se hara uso de las expresiones (1.3.30)
parap=0

Wyoud = AWMU = Andy
+
= U} U =0y

— Problema: Demostrar que

pl—l
W(P)y*ug(P) = O

m

— Problema

a) Demostrar que los proyectores de spin y de energia definidos en
(1.3.28) y (1.3.32) conmutan.

b) Desmostrar que los proyectos
Pa(P) = A"(B)Z(s)

donde a = 1, 2, 3, 4 para (n,s) = (+1,+9);(+1,—s),(-s,s),(—1,—9)
satisfacen

Pa( ﬁ) pb(ﬁ) = OabPa

c) Encontrar la forma matricial de $(s) para el sistema en resposo del
electron usando la representacion (1.3.27) de las matrices de Dirac
suponiendo que el spin esta orientado en la direccion del eje z

Demostracion de (1.3.31): de (1.3.34) se tiene que
0=(n p—mug(p) = (nwsy° —np-y—m)u(p)
= (nwpy’ — B- YU (np) = mul(np)

= U3(nP)(nwpy® — B-y) = mig(np)
Por otro lado

amul (W H)UL(nP) = 2muz” (W B)YPLL(np)
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/

=@ 0¥ (' B) |y’ (newgy’ — V- B) + (Wwpy? — v+ p)Y°|u(np)
= (n+n) sl (nP) (b)

Pero (n+n') = 2ndyy, lo que permite hacer n=n' en uu asi se puede hacer
uso de (1.3.31), entonces

= 2Ny WsNdss
= W (1P) L(NP) = G, &
Lo que se ha demostrado en (b) es que
MU (1 B)UL(NB) = NGy 02 (NB) U (NP)

gue prueba que para m — 0 se debe teneruu= 0

1.3.2. Cuantizaci 6n del campo de Dirac

La idea es partir del Lagrangiano

=i f-—muy: (2.3.37)

y postular relaciones de cuantizacion tal como se hizo en §1.2.1 para el
caso del campo escalar. Ocurre sin embargo que si se postula relaciones
de conmutacion como (1.2.2) la energia del sistema no es siempre pos-
itiva lo cual fisicamente es inadmisible. Se comienza justificando que es
necesario postular relaciones de anticonmutacion a través de un estudio
del Hamiltoniano del sistema. De (1.3.37) se tiene que

M) = 5~ 1T
con lo cual _
H = .- B
Y=Y+ Y m)y:
De aqui que

H= /d3 YT =iy 0+ Py :
Si ahora se utiliza la ecuacion de Dirac (1.3.25) se obtiene

H :/d3x: Lp+iatw::/d3x:qfiy°aow: (1.3.38)
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Para poder continuar con el calculo es necesario que se haga una expan-
sion de Y en ondas planas,

0 = 3 [ [ gy (B ™ (B

(1.3.39)
3, (s(Pv(Be "+ b (pus(B)e™)

v = 3 [

lo que en notacion compacta se escribe

=5 [Epd@iFn . T=Y [dpd(p)! ;™00 (13.40)
n,;s n,s
donde
ccl=bs y ct=al (1.3.41)
y
ns _ m n —inpx NS _ m —n inpx
fﬁ (X) - (27.[)30)1 Ug (ﬁ)e ) frﬁ (p) - (27-[)3% Ug (p)el
que satisfacen las relaciones de ortogonalidad,
[ T 00V 1500 = a8 (B ).

Con todo esto ahora se puede reemplazar (1.3.40) en (1.3.38) lo que da,

o= 3 [ax ] [@pdsl R0y e 13500 < (B)c (8)

nn’

S [y e )

ns

= 5 [@oap: (Bl(E(P) -~ as(PaL(P): (1.3.42)

Esta expresion es analoga a (1.2.14) con la importante diferencia que aho-
ra hay un signo menos en ella. Se quiere, tal como antes, definir el producto
normal de modo que los cuantos particula y antiparticula contribuyan pos-
itivamente a la energia. Esto induce a definir el producto normal fermoénico
en la forma

asal == —ajas. (1.3.43)
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Ademas se desea que el producto normal no haga sino redefinir el cero
de energia pero no cambie su caracter como operador, en otras palabra,
la diferencia entre (1.3.42) y la misma expresion sin producto normal debe
ser un nimero clasico, lo que exige de acuerdo a (1.3.43) que se cuantice
con relaciones de anticonmutacion.

Se postula entonces que

{WR1), (R 1)} =8 (R—%') (1.3.44)
{0, PO} = {my(X 1), m((X,1)} =0 (1.3.45)
La primera de estas relaciones puede escribirse mas explicitamente
{Wa (1), Y (X 1)} = 8P (X—%')84p (1.3.46)
o bien,
(PR, PR 1)} =6 (R-%') (1.3.47)

La conclusion de que el campo de Dirac tenga que ser cuantizado con
anticonmutadores es un notable resultado fisico, ya que implica que los
estados cuanticos de n fermiones idénticos son antisimétricos y por lo tanto
un tal sistema obedece la estadistica de Fermi-Dirac, resultado conocido
experimentalmente mucho antes de este desarrollo teorico.

A partir de (1.3.44) y (1.3.45) es facil demostrar que las Unicas rela-
ciones de anticonmutacion no nulas entre los operadores de creacion y
gue aparecen en (1.3.39) estan contenidas en,

{as(P),al (1)} = {bs(P), bl (P)} = 88 (B— p) (1.3.48)

Finalmente se explota el hecho que el Lagrangiano (1.3.37) es invari-
ante bajo transformaciones de gauge de primera especie para deducir que
existe una corriente de Noether conservada.

it =0 (1.3.49)
donde )
jH=—ie (m yie:gyry ;.
Lo que permite calcular el operador de carga
Q = efd%°
= e[d:yyPy:
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gue después de un calculo muy simple se reduce a
Q=ey [@plbl(pbs(p) —al(pax(p) (1.350)
S

con lo que nuevamente se demuestra que particula y antiparticula poseen
cargas iguales pero de signo opuesto.

— Problema : Demostrar que j# definido en (1.3.49) se conserva.
— Problema : Demostrar (1.3.50)

— Problema : Demostrar que [j#(x), jV(X)] se anula cuando (x—X) es
tipo espacio y que

0H{0(x0 = ¥o) ju(X) v (¥) + 8(Yo —X0) ju(¥) ju(X)} = 0.
— Problema : comprobar que

() = [d3XF(X)w(X)
Sp) = [P (1.3.51)

— Problema : Calcular

B w0 Bty

— Problema : Cuantizar el campo de Dirac correspondiente a particulas
de masa nula (neutrino).

— Problema : Demostrar que .7, es esencialmente real y que la teoria
definida por .}, es invariante bajo conjugacion de carga.

1.3.3. Funciones invariantes asociadas al campo de Dirac.

Las relaciones generales de anticonmutacion son facilmente deducibles
a partir de las relaciones de anticonmutacion de los operadores de cracion
y destruccion dadas en (1.3.48), ellas son,

iISx=x;m) = {@),p(xX)}
= Tns) PO TH(X)

que con la ayuda de (1.3.41) y ?? se puede escribir como

5T E2 ik mine
50 E2n(ip-+ mye 10
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gue al comparar con la primera de las relaciones (1.2.18) se ve que se
puede escribir como
=@ #+m)iA(x—x;m).

Si se sepera Y(x) en su parte de destruccion ¢/*)(x) y su parte de
cracion ¢~ (x) se puede definir ademas

S'(x=xim) = {¢F(x), T (xX)}
S (x=xim) = {¢~(x), T ()}

Es facil demostrar que
SE(x) = (i 8+ m)AE(x).
Finalmente se define el propagador de Feynman para fermiones libres,
IS (x—x;m) = (OTY(X)(x)|0)
donde el producto temporal para fermiones se define
T o (X)Tp(X) = (%0 —X0) Wa (N Pp(X) — 8(x0 —X0)Wp (X) Ya (X)
Se puede obtener que
IS (x) = 8(x0)S" (x) — 6(—x0)S ™ (x)
— Problema : Demostrar que se cumple que
S () = (i 2+ mM)Ae(xm)

De esta Ultima relacion se obtiene una expresion integral para el propa-
gador fermionico a partir de (1.2.20),

Sem) — [dPpEe
= [d'Pite

1.3.4. Las simetrias discretas & ¥y .7 en el caso de campos
fermi onicos.

En forma analoga a como se hizo en §1.2.4 se va a definir aqui op-
eradores de paridad, conjugacion de carga y de inversion temporal que
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actGan sobre los operadores de Fock asociados a los fermiones y ademas
dejan invariante el vacio.

Se sefinira operadores tales que

PYERHPT = ApPYP(-X 1)
CYX) €t = Cy'(x) (1.3.52)
TYR A7t = TP -t

donde las matrices de 4 x 4 P, Cy T son unitarias y su expresion explicita
sera deducida mas abajo. Los operadores &,% son unitarios mientras .7
tiene las propiedades explicadas en (1.2.23) de ser antiunitario y antilineal.

El operador £2. Primero se deducira la matriz P y luego se vera la ac-
cion de &2 sobre los operadores de Fock. Se multiplica la ec. (1.3.25) por
2 por la izquierda y por 22~1 por la derecha y luego se aplica (1.3.52),

0 = (i ﬂ—m)?w(i,t)@—l
= (idoy°+id-y—m)PyY(—Xt)
Se cambia X por —X y ademas se multiplica por P~ por la izquierda,

— (iP1yPPgy—iP~1yP- 0 —m)y(X)

gue el comparar con la ecuacion de Dirac se ve que debe cumplirse que
PyP=y" ,  PP=-y

lo que determina a P salvo una fase que queda a libre eleccion,

P=y

Con este resultado se puede imponer (1.3.52) a la forma (1.3.50) del cam-
po, ‘

Y [ Ep7dm2 0 =AY [ FpPV iR

ns ns

Con ayuda de (1.3.33) es facil ver que

VER(X) = nfM(=%,)

lo que se aprovecha para reemplazar en el lado derecho de nuestra ecuacion
y ademas las variables mudas gy sson cambiadas a —py —slo que lleva
a concluir que
n -1 n
P¢s(P)Z " = Apncis(—P)
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Mas explicitamente (ver (1.3.41)) esto es,

Pb(B) P = Apbis(—P)
2al(F)2 1 = —Apals(—p)
mas las relaciones que se obtienen de las dos anteriores tomando el hermitico

conjugado.

El operador ¥. Esta transformacion ya tiene que haber sido discuti-
da en un curso de mecanica cuantica relativista. La idea es definir una
transformaicon que transforme el campo dado en uno analogo pero que
describa las particulas como antiparti culas y vice versa. Lo usual es par-
tir considerando la ecuacion de Dirac con acoplamiento electromagnético
minimal,

igd—-m—-eAy=0 (1.3.53)
lo que conduce a la ecuacion

0=T(~i 4-m—eA)
Trasponiendo
0=(~i 4" -m-e A"
multiplicando por C
=(-iCc p'Cct-m-—ec ATC HCy"
Ahora se exige gue esta ecuacion coincida con (1.3.53), lo que implica que
Cy,'C ' =—y,

lo que implica segln (1.3.26) y (1.3.27) que C conmuta con y! y y3 y anti-
conmuta con Y y V2. Esto fija a la matriz C salvo una fase,

C=iyy?

Se vera inmediatamente cual es el efecto de C sobre los espinores de
espacio de momento. Se demostrara que

cul’ (p) = €7PIu;"(p) (1.3.54)

donde a es una fase que no se determinara. Primero se demuestra que n
cambia de signo. Se nota que

ACE (B) = —~C p'w (B) = ~C(W(F) p)") = —nmCu’ (P)
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Comparando con (1.3.34) se ve que efectivamente el lado izquierdo de
(1.3.54) se comporta como un espinor u". Ahora se ve que s permanece
invariante.

z(g)cug" (p) = CZ' ()Tl (B) = C(W(P)=(8))" = &<Cl (9)

con lo que (1.3.54) gueda demostrado. Con este resultado ahora es muy
facil demostrar que (1.3.52) implica que

chs(p)e~ = as(P)e’(p,s)
zal(p)¢~' = bl(p)erPd

El operador 7. Recordando que este operador tiene un factor K que
toma el complejo conjugado de las cantidades con que U conmuta, en-
tonces al aplicar a la ecuacion de Dirac la inversion temporal resulta,

0 = (i g —mTYEt).s1
(—i0%% —id - y* — m) TY(X, —t)

cambiando t en —t y multiplicando por T—1
0= (T YY*T°—iT YT -9 —my(x)

Por comparacion con la ecuacion de Dirac resulta que debe cumplirse que

T HWrT = WP
STl T=yW=>T Y T=y
TWyT = -y

Esto nos permite fijar la matriz T en
Ty

En forma analoga a como se ha procedido en los casos anteriores se
puede demostrar que

Tul(p) = PPI (W (—p,—9))" (1.3.55)
donde la fase tiene la propiedad
Bn(p,S) = 1T+ Bna(— P, —9) (1.3.56)
debido a que T? = 1. Con esto se demuestra ahora que
Ubs(Blu? = —eP+(PIp_g(p)
Uaplul = —ef(P9a (- p) (1.3.57)
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1.3.5. PCT

Un resultado considerado fundamental en teoria cuantica de campos es
el llamado teorema &% .7. Este teorema afirma que una teoria cuantica
de campos definida por una densidad lagrangeana tal que

i) es local (todos los campos dependen del mismo x), esta en orden
normal, esto es, : . :=.%,.% es hermitica y es covariante bajo trans-
formaciones de Lorentz propias;

ii) la teoria esta cuantizada en la forma usual que conecta spin y es-
tadistica : campos con spin entero se cuantizan con conmutadores y
los de spin semientero con anticonmutadores.

Tal teoria es dejada invariante por la transformacion combinada 2¢ .7 :
TPLX)P et = 2X) = L(-% —1).
(Ver Bjorken y Drell, sec. 15.14).

— Problema : Demostrar las relaciones (1.3.55) (1.3.56) y (1.3.57).

Finalmente se recuerda del curso de mecanica cuantica relativista que
bajo una transformacion de Lorentz propia, los espinores (x) transforman
segln

Y(x) = ¢'(X) = P (AX) = SINY(x) = SN YA X).
La matriz Ses tal que
SHAWSIA) = Ay
y los A satisfacen
NN =05 =105
— Problema : Demostrar que bajo transformaicones de Lorentz que

incluyen se tiene que

] es escalar
Py es seudoescalar
gyry es vector
Pyy*y  es seudovector
b es tensor de segundo rango antisimétrico

donde i
0" = Sl
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1.4. Spin 1

1.4.1. Cuantizaci 6n del campo vectorial real masivo.

El campo que deseamo cuantizar ahora esta descrito por la siguiente
densidad lagrangiana libre,

& = % TFHYEyy +%M2 TARA, (1.4.58)
donde
FHY = AHY _ ARV (1.4.59)
De aqui se deduce la ecuacion de campo
HFM +M2AH =0 (1.4.60)
y puesto que FHY es antisimétrico se deduce que
(O+M3AH =0 (1.4.61)

implica solo si M # 0 que
A, =0 (1.4.62)

La ec. (1.4.62) muestra que de las cuatro componentes del campo s6lo
tres son independientes. Se escoge a las componentes Al como las vari-
ables dinamicas sobre las cuales se aplicara el postulado de cuantizacion.
Usando la notacion usual

(E) =F% y (é)‘zéaij“‘ (1.4.63)

entonces (1.4.59) y (1.4.60) se pueden escribir en la forma

0E =-M2A° B =0xA (1.4.64)
GE-OxB =M2A E =-[0A"—gA (1.4.65)

Las primeras ecuaciones (1.4.64) seran consideradas como definiciones
de A%y By las dos Gltimas como las ecuaciones dinamicas para las vari-
ables Ay E. Esto cobra especial sentido si notamos que los campos con-
jugados canonicos de los A son precisamente —E,

0L i
A Fo = —E' (1.4.66)

Universidad de Chile Postgrado de Fisica



30 Patl’iCiO COI’derO S version de 1988

Ahora se puede calcular la densidad Hamiltoniana

H(X) A-E:—2(X)

S o Lo 1.4.67
H(E24+M2AZ+ (D x A2+ 5 (0-E)?) : ( )

NI |

Viéndose que es una suma de cuadrados y por lo tanto positiva semidefini-
da.

Para cuantizar el campo vectorial se postula

AXt),—E(xt)] = i676®(R-X) (1.4.68)
A Ay = [EEl_y=0 (1.4.69)

— Problema: A partir de (1.4.64), (1.4.68) y iO(t) = [O(t),H] aplicado a
Ay E demostrar (1.4.65) donde H esta dado por la integral sobre todo el
espacio de la densidad Hamiltoniana (1.4.67)

Para proseguir como en los casos anteriores se debe dar una expan-
sion del campo A* en ondas planas. Puesto que los A satisfacen la ecuacion
de Klein-Gordon (1.4.61) se puede encontrar soluciones ondas planas pro-
porcionales a exp (+ipx) tales que p?> = M2. Una solucion onda plana gen-
eral de (1.4.61) es

ghefi™ pP=M2 (1.4.70)

pero ademas debe satisfacerse (1.4.62) lo que exige que
elpy,=0 (1.4.71)

El cuadrivector no debe satisfacer otra restriccion que (1.4.71), lo que nos
permite encontrar tres € linealmente independientes para formar un con-
junto completo de soluciones, a los que se designa si“ (i=1,2,3) y que
se escoge ortonormales,

elej = -aj. (1.4.72)

Obviamente se trata de cuadrivectores tipo espacio ya que son ortogonales
a pH que es tipo tiempo. La forma mas general de expresar & en términos
de tres trivectores ortonormales i es

R LA u
Eiu(ﬁ):<ﬁMﬁl,ﬁi+M(EATw)p'> , (=P =M? (1.4.73)

gue satisface
M % kMK Hv
> & (Pe’(P) =z —9 (1.4.74)
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Desde ahora se adoptara la siguiente convencion para la eleccion de los
vectores i

iy n perpendiculares a p, y fiz paralelo a p
con lo que (1.4.73) se expresa en la forma
e'(p) = (O,m)H parai=12;

(1.4.75)
4p) = (Ip/M (;’TE>

Con todo esto podemos definir un sistema completo de soluciones de onda
plana de las ecuaciones (1.4.61) y (1.4.62),

(%) = & (P)— e ™ — (P F2(x) (1.4.76)

)\/(2n)32wﬁ
que satisfacen
(3, f5,) = si“(a)sj,l(ﬁ’)/d3xfg(x)?ofg(x)
= —NGm ;6% (p- ) (1.4.77)

La expansion de A#(x) en términos del conjunto completo de soluciones de
ondas planas dado en (1.4.77) es

N = f WZL pe ™ +a'l(p)eP)
_ /o|3|ozl B) i 00+ ()15 () (1.4.78)

Tomando solo las componentes espaciales se tiene A. Haciendo uso de
(1.4.65) se tiene B

/ 1/ 2000( 2n3 L
(1.4.79)
_|/ P\ 5iori 2n [ ae ipx_ aﬁépx)Jr%‘%( e iPx_ STeipx>] (1.4.80)

Invirtiendo se obtiene

:/d3xeipx,/2(;)2)3 {?i(ﬁ Ax —ms : (x)} (1.4.81)
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3o _ [ Bydrx [ W JM Pz i wp B-E(x
()= [d ey 2(2n)3{wpy AN e M TR }
(1.4.82)

mas las correspondientes expresiones hermiticas conjugadas.

Facilmente se deduce ahora que al igual que con los campos ante-
riores los (nicos conmutadores no nulos entre operadores de creacion y
destruccion son

d(p),a" (7)) = ;6@ (p) - (7). (1.4.83)

Como es de esperar también se deduce que

=3 [ pwpa (pa(p) (1484)

Ahora se esta en condiciones de calcular el conmutador general
IAHY (x — X ;M?) = [AH(x), A (X)] (1.4.85)
=5 [ dPodpla(p).a" (Bt (Bel () 00 1 ()
1,] g

por el conmutador en la integral vale n5n_n,dj5(3)(ﬁ— g) lo que permite
hacer uso de (1.4.74) y asi deducir finalmente que

iAHY (x—X;M?) = —(%+g“”)iA(x—x’;M2) (1.4.86)

— Problema: Demostrar que el propagador del campo vectorial masivo
es

iAHY (x—X;M? = (O]TAH(x)AY(X)|0)
B _(a“av
- 2

1
+i7z g"%g"%g ™ (x— X (1.4.87)

+ gD (x— X' ;M?)

1.4.2. Cuantizaci 6n del campo electromagn ético en el gauge
de radiaci 6n

El campo electromagnético A#(x) tiene cuatro componentes y sin em-
bargo existen solo dos grados de libertad; dos modos de polarizacion transver-
sal linealmente independientes; no existe la posibilidad de una polarizacion
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longitudinal como en el caso masivo. Este exceso de componentes trae difi-
cultades al problema de cuantizar el campo electromagnético. Se vera dos
formas de cuantizar el campo electromagnético que son matematiamente
equivalente en lo que a teoria como un todo respecta, pero que tienes
aspectos superficiales diferentes. El método que se vera en esta seccion
parece mas fisico pero resulta mas dificil de utilizar mientras que el méto-
do que se presenta en la proxima seccion es menos intuitivo pero, por ser
manifiestamente covariante, es muy comodo.

Se parte de la densidad lagrangeana

1

donde FHV tiene la definiciobn dada en (1.4.59) y las ecuaciones de campo
son las mismas que (1.4.64) y (1.4.65) s6lo que aqui M = 0. A diferencia
del caso masivo se tiene ahora la invariancia de gauge

AH(X) — A (X) = A*(X) + d*A(X) (1.4.89)
gue permite elegir en particular el gauge de radiacion
0-A=0 y A’=o. (1.4.90)

Con esta eleccion de gauge se tiene que tanto A como E son campos
transversales. En efecto, todo campo vectorial V (x) puede ser escrito como
suma de una parte transversal y otra longitudinal,

V=\+V, (1.4.91)
donde _ i
[ ij 09 yyi
Vi = (0] =TV (1.4.92)
con .
1 V(X) 3
—VX)=—[| ———— 1.4.93
¥ ) AT — | (1.4.93)
ya que cumple que
O-Vi=0 , DOxV,=0. (1.4.94)

Vemos que la parte longitudinal es proporcional a la divergencia de V y
puesto que E tiene divergencia nula (ecuaciones de Maxwell) y también A
(por eleccion del gauge) entonces se cumple que

—

E=F , A=A (1.4.95)
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De esta manera se logra describir los campos Ay E con s6lo dos compo-
nentes independientes ya que la componente longitudinal es siempre nula.

Es facil ahora demostrar que el campo conjugado canénico de A; es
—E con lo cual se obtiene la expresion para la densidad hamiltoniana,

I'I'IL

H(X) A —Z(X)
( 2 (Bx A (1.4.96)

Parece natural a primera vista postular, para cuantizar, la relacion de
conmutacion

NiF |
|T|l

AR ), —E (X,1)] =i§;6® (X—¥) (imposible) (1.4.97)

sin embargo esto no es posible, ya que si se aplica el operador d, a ambos
lados se obtiene a la izquierda la divergencia de A que es nula, mientras a
la derecha se obtiene una derivada de la delta de Dirac que no es nula. Es
por esto que no es posible hacer una cuantizacion canénica usual. Lo que
se hace es exigir que a la derecha se tenga un delta transversal de Dirac
en el sentido de (1.4.92), es decir, se postula,

[A{(x,t),—EJ(x',t)} (15 — a'Daz) 53 (x—x) (1.4.98)

con lo que queda asegurado que la divergencia del lado derecho también
es nula. Conjuntamente con (1.4.98) debe postularse como es usual, que

AN =[EE] =0 (1.4.99)

De aqui en adelante todo lo que sigue es semejante a los casos anteriores.
Se expande A; solo en términos de los modos transversales de polarizacion
&,y & definidos en (1.4.75), con las funciones definidas en (1.4.76) recor-
dando que en este caso la masa es nula y por lo tanto wy =

t=t’

/ \/W Z ( 1P a”(i)épx) (1.4.100)

E(x) — / P\ 212 |p| 5 3 A e P’ (p)e™f1.4.101)

que al invertir da

am - | dSD(i(T)@z< 1ol 50 - ;|p|a<x>>épx (1.4.102)
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Con esta Gltima expresion y su compleja conjugada se deduce que la Gnica
relacion de conmutacion no nula es

[d(p),a"p)] = ;6% (- P). (1.4.103)

Ahora se obtiene el Hamiltoniano en la forma usual y el conmutador gen-
eral,

/ &pipidt(p)a (p) (1.4.104)
y
["i | ij 00
At(x),At(x’)} - <5J—D—> iD(x—X) (1.4.105)
— Problema: demostrar que
— Alx M2 1 2
D(x) =A(x;M“=0) = —er(xo)c‘i(x ) (1.4.106)

—Problema: demostrar (1.4.105).

1.4.3. Cuantizaci 6n covariante del campo electromagn  ético.

Se acaba de ver la cuantizacion del campo electromagnético postulan-
do las relaciones canodnicas de con conmutacion estrictamene a los grados
de libertad dinamicos. El precio ha sido perder la covariancia manifiesta
que se desea en el formalismo. Por esto se ha ideado un procedimiento
covariante de cuantizacion que se vera en esta seccion y que es natural-
mente el mas usado cuando se trata de hacer calculos practicos.

La idea es tratar a las cuatro componentes A* en igual pie, como vari-
ables dinamicas y, s6lo después de haber cuantizado, imponer en forma
adecuada la restriccion que caracteriza al gauge (covariante) de Lorentz.
Para lograr esto es necesario elegir una densidad lagrangiana diferente a
(1.4.88) puesto que aquella implica que el campo conjugado canoénico de
AM es —FH0 y por lo tanto, A° tendria campo conjugado canénico nulo,
siendo imposible su cuantizacion. Para poder tratar a los A¥ como vari-
ables canonicas independiente es necesario modificar las ecuaciones de
Maxwell; el lagrangiano modificado es el lagrangiano de Fermi,

g = —% :A“’VAIJA) : (1.4.107)
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gue da como ecuaciones de campo
OAH =0 (1.4.108)

que son equivalentes a las ecuaciones de Maxwell F4” = 0 tan solo en
el gauge de Lorentz. Esto se discutira mas adelante. Los grados extra de
libertad asi introducidos seran eliminados mas adelante restringiéndose a
un sector del espacio de Fock que se obtenga.

El campo conjugado canoénico correspondiente a AH es

m, = % = —Auo (1.4.109)
por lo que se postula
[AH(T,1), (X, 1)] =ighd® (X —X) (1.4.110)
junto con
[AH A = [, ],y = O. (1.4.111)

Se nota inmediatamente que la densidad Hamiltoniana

H = A&

L " 1.4.112
— 3 (DAH- DAL +AHA,) : ( )

no tiene aspecto de ser positiva definida. En efecto no lo es.

Un conjunto completo de soluciones de la ecuacion (1.4.108) esta dado
por

e (P fg(x) (1.4.113)

donde los eﬁ‘()\ =0,1,2,3) forman un conjunto ortonormal y completo en el
espacio de dimension 3+ 1.1

& (Pevu(P) = dwv  (ortonormalidad),

(1.4.114)
& (P9 e (p) = € (pev(p) =g  (completitud)
Si en un sistema de referencia arbitario
& (p) =n, n?=1 (1.4.115)

1En lo sucesivo no se indicara explicitamente las sumag dob
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se escoge
oo T
() = L= (PN (1.4.116)
pn
y normalmente se trabajara en el sistema de referencia en que
e (p) =nH = (L0 (1.4.117)
lo cual implica
&(p) = (OF)H
i 1.4.118
&) = O&HMEH A=12 ( )

ef\lpllzo Si )‘21727 d;pu:—“_ﬂ, egpu:|5|

Con este conjunto completo de soluciones se hace la expansion,

A () =§o / &*pé (B)(@ (B)f5 (x) +a" (B) 5 (x)) (1.4.119)

y se deduce que 7
n(x) = iéodg’pmrex ()@ (B (0 —a"(B) 5 () (1.4.120)

que implica 7
a"(p) = ine\(p) /d3xf8*(x)%oA“(x). (1.4.121)

De lo anterior faciimente se deduce que
[@*"(p).a"" (F)] = —ng*"' 6 (B~ P) 8- (1.4.122)
equivalente
@ ()@ (p)| = -g"6@(p-p), [ah.a]=[a"a""] =0 14129
El calculo del conmutador general entre los campos es
[AH(x), AV (X)] = —g"ViD(x—X) (1.4.124)
y el propagador de Feyman es

iDE'(x—X) = (O[TAH(x)A’(X)[0)
—ig"VDE(x—X)

: d*p e P
—  _igtv
= —ig /(271)4 e (1.4.125)
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— Problema: Demostrar (1.4.124) y (1.4.125). Notase que las relaciones
de conmutacion entre los operadores de creacion y destruccion (1.4.123)
implican que el espacio de Fock tiene métrica indefinida. En efecto,

(012°(p)a"(1)[0) = —6®(p—P) (1.4.126)

y el Hamiltoniano que resulta es

H = [ pipl (a'(Pa(p) + &% (Pa2(P) + ! (p)a*(P) — " (R)2C(P)

(1.4.127)
viendose claramente que la energia no es positiva semidefinida. Los fo-
tones temporales contribuyen con energias negativas y nada impide hasta
ahora tener un estado con solo estos fotones y por lo tanto con E < 0. Aho-
ra se vera que esta paradoja se resuelve eliminando los grado de sobra

gue presenta el formalismo: cuatro direcciones de polarizacion, existiendo
fisicamente solo dos.

Lo que ahora se hara es imponer la condicion de Lorentz, es decir, rest-
rigir el espacio de Fock a aquel donde la condicion de Lorentz se satisfaga.
Notese que imponer que los estados fisicos satisfagan

OuAH [Py =0 es imposible (1.4.128)
porque, por ejemplo.
0=, [0) = A, [0) = 0= A (V)AL (9 [0)
= 0, [P ). AHK)] 10) =DM (y—x)|0) £0.  (1.4.129)
Lo que se debe imponer es que los estados fisicos cumplan

ADH() ) =0  (condicion de Gupta-Bleuler) (1.4.130)

En particular el estado vacio cumple trivialmente esta condicion y ademas
la condicion de Lorentz se cumple entre estados fisicos,

(Y| A 1Y) =0. (1.4.131)

Al imponer la condicion (1.4.130) en mas detalle se obtiene

auAH) g) = [ & pei (Bt (B) T3 (O(~ip) [4) =0 (14.132)

1.4. SPIN 1 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Teoria Cuantica de Campos 39

Puesto que los fI' forman un conjunto ortonormal, esto implica que los
coeficientes de estas funciones son cada uno separadamente nulos,

pues (P)a* (B) @) =0 VP (1.4.133)

pero de (1.4.118) se desprende que py€; (B) = pue, (B) =0y ademas peh () =
—p“%(ﬁ) =0, por lo tanto (1.4.133) implica que

(@ (p)—a(P)|w)=0 (1.4.134)

lo cual dice que los estados fisicos se caracterizan por tener igual nmero
de fotones longitudinales que de fotones tipo tiempo,

(W& (pa(p)|w) = (¢'|&° (p)a%(P) W) (1.4.135)

Esto altimo permite escribir el Hamiltoniano (1.4.104) en la forma
t
H= 3 [dplpi@ (M (B) (1.4.136)
A=12

que coincide con (1.4.84).
Brevemente se menciona que

PARN)PTE = AH(-RE) (utH), (1.4.137)
CAHX)E T = —AH(X), (1.4.138)
TARHT L = AKX 1), (u ). (1.4.139)
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Capitulo 2

Interacciones

2.1. Acoplamiento electromagn ético minimal

Historicamente la primer teoria cuantica de campos estudiada fue elec-
trodinamica, entendida principalmente como la interaccion de fotones y
electrones. Es unateoria extraordinariamente precisa y exitosa alin cuando
matematicamente no es del todo estética. Buena parte de las aplicaciones
practicas que se hagan en el curso seran electrodinamica cuantica. Por
ahora la veremos solo como un ejemplo de los tantos casos de interaccion
que se pueden definir.

Se ha inventado muchas interacciones entre campos cuanticos, pero
pocos tienen una motivacion tan bella como el llamado acoplamiento elec-
tromagnético minimal.

Supongamos que tenemos una densidad lagrangiana .%, funcion de un
cierto campo @y sus primeras derivadas ¢, de modo que .% es invariante
bajo la transformacion de gauge de primera especie

p— €%, of e igf (2.1.1)

y similares tranformaciones para las derivadas. EI campo ¢ puede ser
cualquier tipo de campo no hermitico: escalar, espinor, etc. La invariancia
se expresa en la forma,

Lo(@.0u) = Zo(€0,e%,). (2.1.2)

La transformacion de fase (2.1.1) es la misma en todos los puntos x.
El concepto de campos e interacciones locales, sin embargo, esta asoci-
ado con una propagacion hacia puntos vecinos y sin influencia alguna a
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distancia. La transformacion de simetria (2.1.1) es contraria al concepto de
localidad y es plausible tratar de investigar la posible invariancia de una
teoria modificada bajo transformaciones de gauge de segunda especie:
exp (ia(x)), donde a(x) es una funcion arbitraria de x. Notamos inmediata-
mente que

o — (€We) , =™, +ia, Mg

por lo que ya no se tendra una invariancia de -Z(@, @,,). Si queremos forzar
a que exista una invariancia bajo estas transformaciones locales debemos
cambiar el segundo argumento de .%, de modo que el nuevo objeto [,
si tenga la ley de transformacion indicada en (2.1.2),

Oup— €°M0,0 (2.1.3)

A [, le llamaremos por esto, derivada covariante o derivada de gauge. Lo
mas sencillo es suponer que la derivada covariante tiene la forma d,, + ',
donde el segundo término transforma bajo el grupo de Lorentz como un
cuadrivector. Es claro que (2.1.3) garantiza, a partir de (2.1.2), la invarian-
cia de

Zo(@,0u0) (2.1.4)
bajo transformaciones de gauge de segunda especie. Escribamos

y exijamos que (2.1.3) se cumpla, lo cual nos dara la ley de transformacion
de los A, bajo el grupo local de gauge,

0L ¢ = (du+ieA, )¢ = 7¥ (9, +ieA,)
Al reemplazar ¢/ por exp (ia(x))@ se deduce trivialmente que
1
AL (X) = Ay (x) — éa“or(x) (2.1.6)

gue es la tipica transformacion de gauge permitida por la teoria de Maxwell.
La teoria original del campo ¢ se ha convertido en una teoria con un campo
adicional A#(x). Para que la teoria sea completa se agrega a -%p un término
libre para el campo A, (x) que sea invariante bajo el grupo local de gauge
(salvo una cuadridivergencia). El acoplamiento que asi se obtiene entre el
campo @ y A# se denomina acoplamiento electromagnético minimal.

Ejemplo 1:

. 1
L= p-—my: -5 CARYAL L —er P AY (2.1.7)
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Este es el caso de electrodinamica cuantica. Si agregaramos un término g:
YotV Yk, ya no se trataria de acoplamiento minimal. Experimentalmente
no existe evidencia alguna que exista un acoplamiento extra de este Gltimo
tipo.

Las ecuaciones de campo son

(ip-my = eAy:
CAH = e yYyy: (2.1.8)

De aqui se deduce facilmente que existe

(2.1.9)
i = ety

Para poder cuantizar esta teoria de campos interactuando es necesario im-
poner la condicion de Lorentz a la Gupta-Bleuler. Tenemos sin embargo el
problema de que como los campos no son libres, no satisfacen la ecuacion
homogénea de Klein-Gordon y por lo tanto no se pueden escribir como su-
perposicion de ondas planas con amplitud independientes del tiempo y no
existe una parte de creacion y otra de destruccion. Esto pareceria impedir
la imposicion de (1.4.130) pero no ocurre asi porque la aplicar el operador
dy sobre la ecuacion (2.1.8) para A* se obtiene, gracias a (2.1.9), que

Od,A* =0 (2.1.10)

lo que si permite escribir Afil como superposicion de ondas planas aln
cuando esto no se pueda hacer con el campo mismo.

La cuantizacion se logra entonces postulando (1.3.44), (1.3.45) (1.4.110),
(1.4.111) y (1.4.130) y ademas que campos diferentes y sus derivadas con-
mutan a tiempos iguales:

0= [y, Ay = [Y,A] = etc (2.1.11)

Hacemos notar que puesto que el término de interaccion en (2.1.7) no tiene
derivadas las expresiones para los campos conjugados canonicos resultan
ser las mismas ya obtenidas en el caso de campos libres.

Es interesante también darse cuenta que los campos pueden siempre
expandirse formalmente en términos de ondas planas, solo que las ampli-
tudes dependeran del tiempo. Si se usa estas expansiones parat =0en las
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relaciones de conmutacion canoénicas (RCC) se obtendra las mismas rela-
ciones de conmutacion que las obtenidas para los operadores de creacion
y destruccion. Sin embargo ya no cabra la interpretacion de antes puesto
gue tales operadores no crean autoestados del Hamiltoniano. Ademas a
partir de estos operadores y sus RC parat = 0 no es posible obviamente
deducir las RC generales de los campos ni tampoco se podra escribir H co-
mo una simple suma de las contribuciones de cada estado de una particu-
la.

Mencionamos también que suele ser Gtil considerar un término adi-
cional en (2.1.7) de la forma

e: TI(X)AS (X)w(X) : (2.1.12)

donde Aﬁ“ es un campo externo clasico y no cuantizado. Esta aproximacion
puede ser usada en presencia de una fuente macroscoépica de campo elec-
tromagnético o aln en el caso de un solo proton, que es mucho mas pesa-
do que los electrones.

Ejemplo 2: Si se aplica el concepto de acoplamiento minimal a la densidad
lagrangiana del campo escalar complejo (1.2.15) obtenemos,

L =LY +ie: Aol — ol +€ AN o' : —3—1/AH7VA“7" (2.1.13)

Este acoplamiento es de tipo derivativo (contiene derivadas) y ademas la
corriente conservada esta vez es

ju=ie: (@l o—@u0") :+2e: AL 0" p: (2.1.14)

por lo que el acoplamiento no es de la forma j,A* sin embargo la ecuacion
de campo para A* es
OAH = jH (2.1.15)

lo que permite imponer, tal como en el ejemplo anterior, la condicion de
Lorentz en la forma (1.4.130). Esto es un fenébmeno general cuando existe
acoplamiento minimal, la ecuacion para A* es de la forma (2.1.15) donde
j* es la corriente conservada. La cuantizacion se lleva a cabo en la forma
usual postulando las RCC a tiempos iguales. Hay que tener presente que
los campos conjugados canénicos correspondientes a @ y @' no tienen
la misma expresion que en el caso libre. Esto se debe al acoplamiento
derivativo. Por ejemplo,

=@ —ieAlg".

2.1. ACOPLAMIENTO ELECTROMAGNETICO MINIMAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Teoria Cuantica de Campos 45

— Problema: Encontrar la expresion del Hamiltoniano de interaccion en
este (ltimo ejemplo y comprobar que

I A — A4 (2.1.16)

Los términos extra que tiene el 7 de interaccion con respecto al lagrangiano
de interaccion se llaman términos dependientes de la normal. Este nom-
bre tiene que ver con el hecho que esos términos dependen usualmente
de una componente cero, la componente normal al espacio de las compo-
nentes espaciales.

Problema: Demostrar totalmente en general que si se tiene una
teoria de campos cargados acoplados minimalmente con el campo elec-
tromagnético entonces se cumple que

De paso ver que j, es proporcional a $z;.

2.2. Algunos acoplamientos no-electromagn  éticos
sencillos

a) Nucleones con piones heutros.

Experimentalmente la paridad de los piones es P = —1 entonces el
término de interaccion mas simple que se puede escribir y que no
viole simetria de paridad es,

LA=i0:Ppye: (2.2.18)

donde ¢ es un campo escalar real, es decir, describe particulas de
spin cero y carga nula, mientras ¢/ es un campo gue describe particu-
las de spin 1/2. Este acoplamiento presenta muchas analogias con
el acoplamiento electromagnético que aparece en (2.1.7).

Otro término de interaccion entre estas particulas podria ser

A =1:Pypyite: (2.2.19)

A este nivel existe una libertad muy grande para inventar términos de
interaccion. En (2.2.18) pudo, por ejemplo, escribirse en vez de g,

", wol2n+1, €Mp—1, 1_%;’)(1)2 (2.2.20)

Los dos (ltimos casos dan origen a lagrangianos no polinbmicos.
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b) Nucleones con mesones vectorialmente neutros.

Si la paridad de los mesones es negativa, entonces puede escribirse

A=0:T AY: (2.2.21)

c) Otros acoplamientos.

LoueAt (ol - o)A (2.2.22)

etc.

2.3. Definiciones y notaci 6n alrededor del concepto
de isospin

Cuando se descubre nuevas leyes de conservacion y/o nuevas simetrias
en el mundo de las particulas elementales se incorporan nuevas restric-
ciones sobre los posibles términos de interaccion que podamos inventar.
En 1932 Heisenberg introdujo el concepto de isospin en fisica nuclear, el
gue luego fue generalizado a particulas elementales. La idea surgio de ob-
servar la notable similitud entre el proton y el neutrén: mismo spin, casi
igual masa, y fuerza nuclear que no distingue entre estas dos particu-
las. Las pequefas difernecias eran atribuibles a otra interaccion, la elec-
tromagnética. Heisenberg sugiri6 considerar al proton y al neutrbn como
dos estados de un mismo objeto: el nucledn. Estos dos estados debian
pensarse como los dos estados del electron de “spin-up” y “spin-down” y,
tal como las interacciones entre electrones que no dependen del spin, las
nucleares no distinguen entre estos dos estados: las fuerzas nucleares no
distinguen entre los dos estados de isospin del nucledn. Asi como el mo-
mento angular tiene asociada el algebra de momento angular,

[Li,Lj] = iEijkLk — g)(?:)
también se le asocia al concepto de isospin el algebra de isospin,
[Iialj] :iEijk|k—>SJ(2). (2.3.23)

El isospin pasa a ser un grado de libertad interno en el mismo sentido
gue el spin lo es. El nucledn tiene dos estados de insospin: py nque corre-
sponden a isospintotal 1/2, con l3=+1/2y —1/2 respectivamente. Se dice
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3= |-3/2|-1]|-1/2|0 |+1/2|+1]|3/2 |
S=0 m— o mt
K~ KO
n
S=1 P p° p*
(. @)
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A
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S=3/2|A A° AT AT
o

Figura 2.1: Estados de spin e isospin

gue py nforman un doblete de isospin. En general podra haber particulas
de isospin total | que forman un multiplete de multiplicidad (21 + 1), cuyos
miembros tendran todos carga eléctrica diferente como se vera después. El
concepto de isospin, sin embargo, solo tiene sentido mientras corresponda
a una simetria y esto solo ocurre en las llamadas interacciones fuertes.

Multipletes de isospin se muestran en la figura 2.1.
La multiplicidad (21 + 1) define la dimension de la Rl de SU(2) en la cual

estan clasificados los estados correspondientes de isospin. Las matrices
que representan a los opeardores |; paral =1/2y 1 son

li(1/2) = %ri (matrices de Pauli) (2.3.24)

|
Notese que los valores propios de I3 en los dos casos anteriores son 1/2,
-1/2y 1, 0, -1 respectivamente. En general el campo de una particula
de isospin | tendra un indice de isospin para indicar los campos de cada
miembro del multiplete. Convencionalmente estas componentes de isospin
se escribiran en una columna y estos “campos columna” transformaran
bajo SU(2) seglin

U@e=ep, a= (a2, ), (2.3.26)

donde los g son los parametros de la transformacion.
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A) El campo de un nucledn se escribe como un doblete de isospin,

N(x) = < i‘:é)}g > = < m;g; > (isoespinor) (2.3.27)

cada componente es a sus vez un espinor de Dirac de cuatro com-
ponentes de spin.

Para formar escalares sera también necesario introducir N,
N(x) = N'yp = (N1, Np). (2.3.28)

El espinor N(x) transforma infinitesimalmente como sigue,
[

y entonces

ON(x) = +1253- N(x) (2.3.29)

y correspondientemente
ON(Xx) = —=N(X)T - dd. (2.3.30)

De aqui resulta trivialmente que

S(NTN) = +£'%5aNT;N. (2.3.31)

B) Los tres piones, por tener spin cero son descritos por campos es-
calares. Los piones cargados son descritos por un solo campo es-
calar complejo y el pion neutro por un campo escalar hermitico. Es
conveniente convertir el campo complejo en dos campos reales en la
forma definida en (1.2.16) y llamar al campo real correspondiente a
° por ¢; con lo cual podemos definir el isovector (real)

o= ® (isovector) (2.3.32)
0

gue transforma segln
¢ =€?*Ep (2.3.33)
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que implica, debido a (2.3.25), que
3@ = £'*3acq;, (2.3.34)
Es a menudo (til trabajar con el campo “matricial”
F=g T (2.3.35)
cuya ley de transformacion, inducida por (2.3.34) es
F/ — g2?TF g 23T, (2.3.36)
Los parametros de las transformaciones (2.3.33) y (2.3.36) no estan conc-
etados trivialmente, pero para transformaciones infinitesimales coinciden.

— Problema: Demostrar que (2.3.36) implica (2.3.34).

La transformacion infinitesimal (2.3.34) es la que corresponde a todo
isovector, como es el caso en (2.3.31) y también el caso de, por ejemplo,
el campo

Z1(x) pARD N
S) = Zx) | = ( V2 > (2.3.37)
23(X)

teniéndose entonces que bajo U (2)
5% = £'koa3 (2.3.38)

Aqui las componentes no son reales puesto que se trata de espinores,
pero bajo SJ(2) transforman como componentes de un vector, es decir,
transformaciones reales.

2.4. Lagrangianos invariantes bajo  SU(2).

En esta seccion so6lo veremos un ejemplo, con el cual esperamos que
la idea general quedara ilustrada. El ejemplo consistira en construir un la-
grangiano para los campos de piones y nucleones que sea invariante bajo
U (2). Primero veamos como se escribe las partes libres en forma manifi-
estamente invariante bajo U (2).

El lagrangiano para los tres piones libres consiste de un lagrangiano
para un campo escalar complejo, el que da la parte libre para los dos pio-
nes cargados y luego un lagrangiano de un campo real ¢@; que describe al
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pion neutro,

i”n:(cp“ucpfp) (@ — <p§ /
q)lu-FQDZCPZu u(cpf+cp§ pOF — 2@ (2.4.39)

Primero se hizo uso de (1.2.16) y luego de (2.3.32).
Para los nucleones es alin mas simple,

N = Pl A=)+ Tu(i 4 —m)iy
_ NFi 2—mN (2.4.40)
donde N(x) es el isoespinor definido en (2.3.27).

Por cada uno de estos dos lagrangianos libres se tiene una corriente
conservada de Noether como consecuencia de la invariancia bajo SU(2).
Estas corrientes transforman como cuadrivectores bajo el grupo de Lorentz
y como isovectores bajo SJ(2). En general ellas se definen a través de !

0L dgn
710N 5ak

3= (2.4.41)

donde los ax son los tres parametros que definen las transformaciones de
U (2). Con %y se calcula,

90 ik
Zacn,u dax (@) ) = — (@ x@)k- (2.4.42)
Del mismo modo
— 0N 0N, IN 1 _ 1__
=Y oM., oa NaV)(GTN)a = SNVTN (2.4.43)

Ahora corresponde construir términos de interaccion que también sean
U (2) - invariantes. El ejemplo méas sencillo de término de interaccion que
agui puede darse es,

L =IgNWBIN- @ =igNyFN (2.4.44)

— Problema: Verificar que 0. %y = 0 para una transformacion infinitesi-
mal de U (2). Ademas escribir explicitamente este lagrangiano de interac-
cion en términos de los campos ¢ (complejo), ¢ = @, Yp Y Yn.

1Si.# depende d&l, ga en lugar depa , entonces debe calcularg%‘f—% en (2.4.41)
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El lagrangiano completo para esta teoria de interacciones nucleares es
entonces

L =L+ N+ LN (2.4.45)

y la corriente de isospin es
JH =, JH 4 JH (2.4.46)

ya que al no haber términos con derivadas en la interaccion, no hay con-
tribucion de esta parte a la corriente total. La cantidad conservada en el
tiempo es el isospin total,

= / d3xJ° (2.4.47)
Otro posible candidato para lagrangiano de interaccion es
Z'Ne=igNBYHFHN (2.4.48)

pero en este caso la corriente tendria un término extra.

Existen dos grupos uniparamétricos mas que dejan invariante a (2.4.45)
y que tiene gran importancia fisica. El primero corresponde a la simetria
asociada con la conservacion de la carga eléctrica y consiste en cambiar
de fase todos los campos de particulas cargadas simultaneamente:

p— ¢ =6€%, o - =eg, Wp— W =€, (2.4.49)

Los campos corespondientes a particulas neutras son dejados invariantes
bajo este grupo. El segundo grupo uniparamétrico corresponde a una ley
de conservacion que hasta hoy parece estrictamente valida: la conser-
vacion del nimero barionico. El “nGmero baribnico” es un nimero cuantico
gue acarrean todos los fermiones conocidos que participan en las llamadas
interacciones fuertes y es +1 6 -1. Para los bosones B = 0. La simetria aso-
ciada consiste en cambiar de fase a aquellos campos que acarrean nimero
baribnico, en este caso, los protones y neutrones,

o =Py, . Yo Y =EPyn (2.4.50)

Hasta aqui entonces el grupo de simetria de .2 es SJ(2),xU (1)U (1)s.

Asociado con estas dos Gltimas simetrias también existen dos corri-
entes, la corriente eléctrica y la corriente baribnica. Veamos cuales son
sus formas explicitas usando nuevamente (2.4.41) donde ahora se toma

Universidad de Chile Postgrado de Fisica



52 Patl’iCiO COI’derO S version de 1988

como (ltimo factor la variacion del campo con respecto a los parametros
del grupo que se esté considerando. Puesto que tenemos un acoplamien-
to no derivativo las corrientes provendran solamente de las partes libres y
entonces podemos deducirlas separadamente para 1y N.

Para U (1)q se tiene

o 0Ln 0@ 0.L:00"
T 0Q“%+5(RLW

= [(")(ip)+ (¢*)(—ig")]
i(@"¢" — o' o)

- %{(@—icpz)’“(cpwifpz) ~hef=—{d'e-o'nf

de donde .
ji=—(¢" x@)s. (2.4.51)
La corriente eléctrica asociada al proton es
: 0.4 oY : ) 1_ ,1++T
u N p 3
B PUERRLEY (2.4.52)
2 2
Facilmente se demuestra también que para U (1)g
u —
nH(B) = 0 (2.4.53)

nJH(B) = NN
De donde se deduce que

JHQ) =T + %J“(B) (2.4.54)

0, integrando la componente temporal sobre todo el espacio

1
Q=I3+ EB (2.4.55)
— Problema: Demostrar que si se toma la interaccion (2.4.48) en vez de
(2.4.44) la ecuacion (2.4.54) continua siendo valida y por lo tanto (2.4.55)
también lo es.

La relacion (2.4.55), valida para el sistema nucleones piones, no es
universalmente valida. A las particulas que por primera se observo que
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violaban esta ley se las llamo6 “extrafias” y se inventd un nuevo nimero
cuantico, So6 “extrafieza”, de modo que debia cumplirse que

Q:I3+%(B+S):I3+Y/2. (2.4.56)

Con el tiempo se descubri6 que este nuevo niimero cuantico era siem-
pre conservado en las interacciones fuertes, lo que llevd a su completa
incorporacion al lenguage de la fisica de particulas. Mas tarde se deci-
di6 cambiarlo por el concepto de hipercarga (Y). Después de varios inten-
tos fallidos se llegd el afio 1961 a concebir un nuego grupo de simetria
para dar cuenta de este nuevo nimero cuantico y las leyes que de él y los
nimeros cuanticos ya conocidos surgian. Este fue el grupo SU(3) de Gell-
Mann y Ne’eman. No veremos lagrangianos invariantes bajo este grupo de
ocho parametros.

2.5. Acoplamiento universal (Yang-Mills) delmes  6n p

En el estudio experimental de interacciones entre piones y nucleones
se ha observado que el meson p (isospin 1) juega un papel muy importante
y ademas se ha podido comprobar que la constante de acoplamiento de
p con piones y nucleones es practicamente la misma. Esto lleva a hablar
del acoplamiento “universal” del meson p en analogia con el acoplamien-
to universal electromagnético, esto es, la constante de acoplamiento del
fotbn con cualquier particula cargada es la misma: e. La universalidad del
acoplamiento electromagnético esta intimamente ligado a la conservacion
de la corriente eléctrica. Yang y Mills se propusieron entonces buscar un
acoplamiento de p a piones y nucleones a través de una corriente con-
servada, y esta corriente debia ser la corriente de isospin. Antes de con-
siderar la interaccion de p con piones y nucleones debia encontrarse un
acoplamiento de p con si mismo, ya que a diferencia del fotbn que es neu-
tro, el meson p acarrea isospin. Sera esto lo que veremos primero.

Los tres mesones p tienen spin uno, por lo que son descritos por cam-
pos vectoriales: de acuerdo a lo visto en §2.3 la descripcion de p se hara con
un campo cuadrivectorial e isovectorial.

S S AN
AH — %(Agg — Ag,) — Ag (2.5.57)
Apo A3
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El lagrangiano libre para este triplete de mesones p es

L9 = —ZF“V-IEW+7/S”./K“. (2.5.58)
La ecuacion de campo libre que resulta de aqui es
_EHY Y — M2AH (2.5.59)
y la corriente de isospin calculada segln (2.4.41) es
J = —FH x A,. (2.5.60)

el producto cruz es en el espacio de isospin. El subindice cero indica que
ésta es la corriente de isospin proveniente del lagrangiano libre del meson
p. En analogia con electromagnetismo donde se tiene que F}'Y = ejH y jH
es conservada, nosotros buscaremos una ecuacion del tipo

—FH v = M2AH — gJ# (2.5.61)

donde J* sea una corriente conservada de isospin. Lograremos esto en
varias etapas. Primero hagamos notar que el lado izquierdo de (2.5.59) es
Dy(0.47/0Au,) mientras el lado derecho es 9.0 /9A,,.

Veamos qué modificacion deberiamos hacer a Zg para que en el la-

do derecho aparezca el término adicional —gJ¥, donde esta corriente es
aquella dada por (2.5.60). Es claro que a (2.5.58) debe agregarsele un
término
J= - -
Ly = —EF“" x Ay Ay (2.5.62)
Este término, sin embargo, es derivativo, por lo cual la corriente conservada

(2.4.41) ya no coincide con (2.5.60), sino que tiene un término extra

0.2 A . oL
= p V = p IJ . . .
J Zd 4 ghP x (AH x A,) (2.5.63)

Debe entonces agregarse también este término al lado derecho de (2.5.61)
lo cual exige un nuevo cambio en el lagrangiano. El nuevo término que debe
agregarse es

R

L2 = _ZW x AV - (A, x A)) (2.5.64)
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el que modifica la expresion de la corriente conservada ya que no tiene
términos derivativos. Veamos qué se ha obtenido como resultado de este
proceso. El lagrangiano libre mas los términos de autointeraccion dan

Lp = L9+ Ly+Lf

1—» — 1 = = — — — 2 — — — —
= P By SMPARA, — S A, Ay — T (AR X AY) - (B A)
(2.5.65)
y la corriente conservada de isospin es
que se escribe
pJu = —THY X A, (2.5.67)
donde
fHY = FHY — g(AH x AY). (2.5.68)

Notamos que con esta Gltima definicion la corriente es formalmente
igual a (2.5.60) solo que en vez de FHY se tiene fHY. Es interesante que
el lagrangiano (2.5.65) también es formalmente el mismo que (2.5.58). En
efecto, es facil ver que

low 7 Mz*u A

—Problema: Encontrar la ecuacion de campo proveniente de .7}, y de-
mostrar que la corriente isotopica conservada (2.4.41) coincide con (2.5.67).

La ecuacion de campo es de la forma (2.5.61) solo que aparece fHY
en lugar de FHY. Puesto que fHY también es antisimétrico y puesto que
la corriente es por construccion conservada, entonces al aplicar d, a la
ecuacion de campo se dedece que

AL =0 (2.5.70)

tal como en el caso libre (visto en (1.4.62)).

Ahora debemos completar el programa de Yang y Mills escribiendo los
términos de interaccion de p con los piones y nucleones. La idea es que la
ecuacion debe seguir siendo de la forma

— Y =Mm2AH M (2.5.71)

Universidad de Chile Postgrado de Fisica



56 Patl’iCiO COI’derO S version de 1988

solo que ahora J# debe ser la corriente isotopica conservada debido tan-
to al meson p como a los piones y nucleones. Lo obvio es introducir en
el lagrangiano, junto a .%y y % términos —gnJt - A, y —gnJH - A, donde
estas corrientes estan dadas por (2.4.42) y (2.4.43). La corriente yJ* no
nos acarrea ningan problema, pero la corriente ,Jé’, como se aprecia en

(2.4.42), tiene derivadas del campo @ del pion, de modo que al agregar
este término al lagrangiano la expresion de la corriente isotopica debida al
pion cambia deduciéndose que el término extra es,

I =—g(exAH) x @ (2.5.72)

gue exige en el lagrangiano el correspondiente término —gnJT -AH con lo
gue se tiene finalmente el lagrangiano

L = Lt Lt Ly gm-fmga“ < §-Ay
—¢° [(@xﬂ“) x f?)] Ay +igNYT - N (2.5.73)

donde los tres primeros términos en (26.16) estan definidos en (2.4.39),
(2.4.40) y (2.5.69). De modo se ha podido ilustrar como a partir de primeros
principios y el conocimiento experimental de que gunp = Ormp S€ determi-
na en forma bastante rigida cual es el lagrangiano del sistema total. Esta
extraordinaria “deduccion” de un lagrangiano ha conducido a formular una
“filosofia” mas general, la que bosquejamos en la seccion que sigue.

El acoplamiento de p con 1, Ny p es de la forma L -AH con
I =p Ju+n Iy +rdy

viéendose asi que es un acoplamiento universal.

2.6. Campos de medida, de gauge o de Yang-Mills.

La forma como el campo electromagnético fue introducido en §2.1 puede
ser generalizada al caso en que hay invariancia del Lagrangiano con re-
specto a un grupo de Lie de varios parametros.

Supongamos que se tiene una teoria dada por
Lo=2o(Pay) (2.6.74)
gue es invariante bajo un grupo de transformaciones globales V,

s @ =V (2.6.75)

2.6. CAMPOS DE MEDIDA, DE GAUGE O DE YANG-MILLS. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Teoria Cuantica de Campos 57

esto es,
Lo(PaDay) = Zo(MoD)a, (Vo® 4A) (2.6.76)

donde los ®5(A=1,2,3,....N) son cualquier tipo de campos, escalares;
espinoriales, etc. Los Vp son matrices de N x N que representan al grupo
de transformaciones de gauge de primera especie, en el sentido que Vg
mezcla las diferencias componentes de los campos pero sin afectar a las
coordenadas.

La ley de transformacion (2.6.75) infinitesimalmente puede escribirse
en la forma
O = (1+i5aG)P (2.6.77)

o bien
OP = 5GP (2.6.78)

donde los Gk (k=1,2,....,g) son los generadores del grupo de gauge Gy
los ak son los parametros del grupo que fijan la transformacion particular.
Como es sabido los generadores expanden un algebra real cuyo producto
es el conmutador,

Gi,Gj] = ick i Gk (suma sobre k). (2.6.79)

Las constantes de estructura Cikj son reales (para mas detalles y propiedades,
ver el capitulo sobre algebra de Lie del “curso de grupos”).

El teorema de Noether garantiza que, a causa de esta simetria de di-
mension g, existen g corrientes conservadas,

=0 (2.6.80)

N 9% om . 0¥
Z aDu(pA dak IAzl dquoA(qu))A

(antes de la obtencion de (2.6.81) se debe tomar derivada con respecto a
@ u en lugar de O, g es equivalente).

(2.6.81)

Exploremos ahora la posibilidad de modificar la teoria original de modo
gue resulte una nueva teoria localmente invariante bajo G,

D(X) — ' (X) =V (X)D(X) (2.6.82)

donde para un x fijo los V (x) satisfacen las leyes del grupo G. La dificultad
en lograr invariancia del Lagrangiano surge naturalmente de su segundo
argumento, el que no transfroma en la forma correcta, sino que,

D (x) = ' (x) =V ()P (X) +V,, P(X) (2.6.83)
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El término que molesta es el Gltimo término en (2.6.83). Tal como en el
caso electromagnético buscamos la posibilidad de definir una derivada co-
variante de la forma 2

Ou® = (Ou+ighAy) @ (2.6.84)

de modo que
D’udb’ =VO,® (2.6.85)

De este modo se tiene asegurado que Zp(Pa, (0, P)a) Sea invariante bajo
el grupo local G. Al reemplazar la forma explicita (2.6.84) de la derivada
covariante en (2.6.85) se deduce que es necesario que el campo de gauge
A, transforme de acuerdo con,

A (x) =V (X)AXV (x) "1+ iav WVt (2.6.86)

Evidentemente A, no representa un solo campo y como se ve de (2.6.86)
transforma como una matriz de N x N. La derivada covariante obliga a in-
troducir tantos campos de gauge como subgrupos de un parametro tiene
G, es decir, g campos de gauge. Por esto es conveniente escribir A, en la
forma

Ay = GA. (2.6.87)

— Problema: escribir la ley de transformacion infinitesimal de los A‘[,.

Para completar la teoria debe agregarse un término que represente
la parte libre (energia cinética) de los campos de gauge. Utiyama (Phys.
Rev. 101, 1597 (1956)) ha demostrado que las variables adecuadas para
escribir el Lagrangiano libre son los F*V definidos por

FHV = AMY - AVH g AH AY] = OVAH — OHAY

obien, FM = AfY— A +oCkAlAY (2.6.88)

— Problema : Demostrar que los FHY transforman de acuerdo a
FHY —vEHY L (2.6.89)

Con ellos es posible construir, por ejemplo,

1
L= _ZFk“VFkW (2.6.90)

2Mas propiamente la derivada covariante tiene en general la forma Oy +1g1A, +igeBy +
.-+ con tantos términos g; como factores en los que se pueda descomponer el grupo: G =
Gy x Gox---XGy.
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o cualquier otro lagrangiano para los campos de gauge gue sea invariante
bajo el grupo. El lagrangiano total seria entonces

.,f:,fo(q)A,(Duq)A))—ng(Fuv). (2.6.91)

Como ya se ha visto en la cuantizacion covariante en electrodinamica no es
estrictamente necesario que % sea invariante bajo el grupo, pero la teoria
gque se obtenga debe ser, en lo que a observables se refiere, invariante de
gauge.

Ya se habra observado que no han aparecido términos de masa para
los campos de gauge, que serian de la forma Mz,&“ -,&“. Estos términos
son incompatibles con la invariancia local de gauge de la teoria (invarian-
cia de gauge de segunda especie) por lo que normalmente no se agregan.
En una teoria globalmente invariante como fue en el caso de la seccion
anterior no hubo problema en que tales términos aparecieran. Esto no sig-
nifica que los mesones vectoriales que describen los A# de (2.6.91) sean
de masa fisica nula; existen al menos dos mecanismos que les permitirian
adquirir una masa finita. Ellos son, masa adquirida como autoenergia pu-
ra (que se trata mucho mas adelante) o bien, a través de un fenébmeno
gque no estudiaremos y que se le conoce con el nombre de “rompimiento
espontaneo de la simetria”.

— Problema: Aplique el método explicado en esta seccion al lagrangiano
L = Ln+ N+ L definido en §2.4 y demuestre que se obtiene (2.5.73)
con la sola diferencia que no aparece un término de masa para el meson
p, tal como se explica en un parrafo de mas arriba. So6lo considere las
transformaciones de U (2),.

Ya tenemos entonces que el acoplamiento electromagnético es del tipo
Yang-Mills descrito en esta seccion, como también lo es el acoplamiento
del mesbn p en interacciones fuertes. S6lo quedarian las interacciones
débiles y las gravitacionales. Las interacciones débiles pueden ser de-
scritas de este mismo modo como modelos como el de Weinberg-Salam
(1967) pero que aqui no veremos. Veamos en cambio un ejemplo muy
sencillo.

Ejemplo: Los campos vectoriales hasta aqui entran como campos de
gauge (o Yang-Mills) a través de la derivada covariante, pero ellos mismos
podrian dar origen a la incorporacion de nuevos campos de gauge que co-
Mo veremos, No son vectoriales - si el lagrangiano que se tenga con ciertos
Aty B, de gauge ya introducidos deja invariante los productos AB,,. Tales
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transformaciones - por el momento globales - podrian ser

AF = WA
2.6.92
B, = W)By ( )
de modo que en efecto,
A’“B’u = A'B,. (2.6.93)

Tal invariancia se cumple con cualquier matriz W real de 4 x 4, o sea que
este grupo de invariancia es el grupo GL(4,R) de 16 parametros. Como
generadores de este grupo pueden ecogerse las matrices Gg cuyos ele-
mentos de matriz son

(Go)b =igja%v (2.6.94)

y los campos de gauge que se introducen al imponer simetria local son los
Mu=G3l o (2.6.95)

en notacion analoga a (2.6.87), lo que representan 4 x 16 = 64 grados de
libertad. Si el grupo fuese de 10 parametros, como es el caso del grupo
de Poincaré, entonces los Ffw tendrian que representar so6lo 4 x 10 = 40
componentes independientes, lo que también se logra si se exige que
rfw = rgu

— Problema: Demostrar que Fk“v definido en (2.6.88) y que aqui po-
dria denotarse por Rﬁav coincide formalmente con el tensor de Riemann-
Christofel. Previo debe deducirse las constantes de estructura de algebra
de los GJ dados explicitamente en (2.6.88).

Las transformaciones (2.6.93) al hacerse locales pueden ser identifi-
cadas con

u_ ox# Wby — ox”

axv Ko oxm

gue es el grupo de trnsformaciones generales de coordenadas utilizado en
relatividad general.

(2.6.96)
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Capitulo 3

Teoria de Perturbaciones

3.1. En el cuadro de interacci 06n

Hasta ahora hemos trabajado en el cuadro de Heisenberg, en el que
se cumple (1.2.4) y las ecuaciones de campo pueden ser reemplazadas
por las relaciones de conmutacion mas las ecuaciones de evolucion de
Heisenberg,

i9(x) = [(x),H], (3.1.1)
como fue ilustrado en el primer problema en §(1.4.1).
En forma integrada ellas son un caso particular de (1.2.3),

P(X,0) = e Hgpx t)eHt (3.1.2)

Los vectores de estado |a) en este cuadro son independientes del tiempo.
Definimos operadores de campo en el cuadro de Schrodinger por

(%) = e Mop(x)eMt (3.1.3)
y los correspondientes vectores de estado son,

ajt >S=eMja> . (3.1.4)

De este modo los campos son independientes del tiempo, mientras los
estados evolucionan en el tiempo de acuerdo a la ecuacion de Schrodinger

10
Evidentemente el Hamiltoniano en ambos cuadros es el mismo puesto que
H no depende del tiempoy H®=H(t = 0).

at)y>=Hlat)®. (3.1.5)
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Mas conveniente resulta trabajar en el cuadro de interaccion, donde
tanto los campos como los vectores de estado dependen del tiempo,

@ (X 1) =U ()X U (1) = 00 gP(x)e () (3.1.6)
at) =U(t)|a) = €Ot |g;t)®

donde _ _
U (t) _ elHo(O)telet _ (U (t))Tfl‘ (3.1.7)

En lo anterior Hg denota el Hamiltoniano libre, esto es, el Hamiltoniano total
menos el Hamiltoniano de interaccion,

Ho(t) = H —H(t). (3.1.8)

Puesto que H no conmuta en general con sus partes Hg y H, entonces
éstos tienen - debido a (3.1.1), una dependencia no tivial en el tiempo. Pero
estos operadores satisfacen (3.1.2) entonces

Ho(t = 0) = HS = e HtH,(t)et. (3.1.9)
Denotaremos por H (t) al ttrmino de interaccion en el cuadro de interaccion
Hi (t) = U (t)(H — Ho(t))U ~(t) = &6t (H — H)e THat. (3.1.10)

Veamos ahora la ecuacion de evolucion de los vectores de estado en este
cuadro.

id|at) = ig(dte M) a)
= —@t(HS—H)(e Mtehdh)e Mt ja)
= H®U®)[a)
= Hit)[at)

(3.1.11)

De donde se ve que la dependencia temporal de los estados esta deter-
minado por el Hamiltoniano de interaccion en el cuadro de interaccion. Por
otro lado la dependencia temporal de los operadores esta determinado por
el Hamiltoniano libre H§ = H®. En efecto, aplicando id; a la expresion de
@™ dada en (3.1.6) se obtiene directamente que

i@™(x) = [¢@™(x),HS] . (3.1.12)

Ahora, puesto que la conexion entre cualesquiera dos cuadros es a través
de una transformacion unitaria, entonces las RCC son las mismas para to-
dos los campos. Esto, mas el hecho que los campos en el cuadro de inter-
accion satisfacen una ecuacion de Heisenberg (3.1.12) con el Hamiltoniano
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libre en este cuadro, implica que los campos en el cuadro de interaccion
son campos libres.

Todo lo dicho hasta aqui para los campos también debe entenderse
validos para los campos conjugados canonicos, Ti.

— Problema: Demostrar que (3.1.12) mas la correspondiente relacion
para 15y, mas RCC, mas la expresion (1.2.5) para el Hamiltoniano libre im-
plican que @ satisface la ecuacion de Klein Gordon.

3.2. Eloperador de desplazamiento temporal U (t,t').

Practicamente todo lo que se vera en esta seccion es materia de un
curso inicial de mecanica cuantica.

El operador U (t,t") se define de modo que
sty =U (t,t) [ast). (3.2.13)

Recordando que

a;t) =U(t)|a) es elemental deducir que
U(t,t) =Umut). (3.2.14)
Propiedades de este operador son
a) Uttt =1
b) U(t,t")U(t',t")
c) Ut,thu(t',t)=1
d) U=Y(t,t) =UT(t,t)

Ademas se deduce una ecuacion diferencial para este operador a partir
de (3.1.11),

iU (t)]a>= H (U (t)]a> (3.2.15)

que vale para todo estado |a), por lo que puede considerarse como una
igualdad entre operadores. Una vez escrita esa igualdad entre operadores,
ésta puede ser multiplicada por U (') obteniéndose

igU (t,t') = H (HU (t,t) (3.2.16)
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A esta ecuacion diferencia para el operador de desplazamiento se le agre-
ga como condicion de borde su propiedad,

utt) =1 (3.2.17)

con lo que podemos escribir la ecuacion integral para U equivalente a (??),
t

ut)= 1—i/ dtyH, (t)U (tg,t'). (3.2.18)
t/

Por iteraccion se integra obteniéndose

(="
|

n

0 t t
Utt) =1+ dtl---/ dta(Hh (tz) - Hi (tn) (3.2.19)
n=1 t t
donde el operador T es el producto ordenado temporalmente en la forma
usual. Se acostumbra a describir esta expresion como un .€*ponencial”,

'ty
U(tz,tl):Texp<—i/ H|(t)dt> (3.2.20)
ta
y, recordando que los Hamiltonianos de interaccion con los que nosotros
estaremos tratando provienen de una densidad Hamiltoniana de interac-
cion, entonces

Ul(to,ts) = T exp [—i/dt /d%c%’i(x)} . (3.2.21)

Hacemos notar que la ordenacion temporal T4 (1) - - - 74 (t,) es invariante
ya que
[A(x),74(X)] =0 para  (x—X)?<0. (3.2.22)

Estaremos particularmente interesados en la evolucion dinamica de nue-
stros estados desde el remoto pasado hasta el remoto futuro bajo la su-
posicion que la interaccion efectiva solo toma lugar durante un lapso fini-
to. Esto es lo que se denomina un proceso de choque y desparramo. Tal
evolucion formalmente se escribe,

|8 +e0) = U (+,—w) & —00) = S|aje0). (3.2.23)

Este operador Sasi definido es el llamado operador de scattering. Para cal-
cular amplitudes de probabilidad de transicion en un proceso de scattering
introduciremos la llamada condicion adiabatica. Se supone que los estados
en el remoto pasado y en remoto futuro pueden identificarse con estados
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libres, es decir, con autoestados del Hamiltoniano libre H§. De modo que
la amplitud de probabilidad que un estado inicial (t = —), |a), autovector
de H§ devenga después de un proceso de ¢olision”(de interaccion) en el
estado |b), autovector de H§ parat =+ es

Sia = (b S|a) (3.2.24)

donde Sesta dado por,
S— Texp(—i / d*x A (X)) (3.2.25)

Es necesario hacer aqui algunos comentarios. Al usar directamente los
autoestados de un Hamiltoniano libre para calcular los elementos de ma-
triz de Straera ciertos problemas, ya que tales estados corresponden a
ondas planas, las que por definicion no estan localizadas. Ademas los es-
tados de ondas planas son no-normalizables. Lo correcto seria usar pa-
guetes de ondas, pero eso complica los calculos sin aportar nada fisica-
mente interesante. Una vez manejados los infinitos que acarrean las on-
das planas, es mucho mas facil trabajar con ellas. Otro punto sobre el que
debe comentarse es la restriccion que nos impone la condicion adiabatica.
Al haber reemplazado los estados asintoticos |a; +) por autovectores del
Hamiltoniano libre hemos automaticamente suprimido la posibilidad de de-
scribir procesos con estados ligados porque si bien el Hamiltoniano to-
tal puede tener autoestados que corresponden a estados ligados esto no
puede ocurrir con el Hamiltoniano libre.

Todo lo que se ha hecho en las dos Ultimas secciones depende de
la separacion del Hamiltoniano total en una parte libre y otra de interac-
cion. Esto se hizo en (3.1.8) sin comentarios. Esta separacion, sin em-
bargo, es un asunto muy delicado en teoria cuantica de campos. Como se
vera mas adelante, la teoria implica que todas las particulas tienen autoen-
ergias provenientes de autointeracciones y esto tiene por efecto modificar
la masa de las particulas llegandose asi al problema de resolver si la parte
libre es realmente libre, si, por ejemplo, el término de masa corresponde
a la parte libre o a la de interaccion. En esta primera parte del curso se
hara la separacion mas ingenua (3.1.8), lo que nos permitira ganar sufi-
ciente experiencia como para luego entrar en la discusion mas profunda
de la separacion (3.1.8). Tal discusion profunda se llama teoria de renor-
malizacion.
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3.3. Teorema de Wick.

Como se ha visto, el operador de scattering S, dado por (3.2.25), se
expande en una suma de productos temporales del tipo

TA(xa) A (%) -+ I (Xn).- (3.3.26)

El teorema de Wick nos ensefia a escribir productos temporales de campos
como suma de ciertos productos normales de los mismos campos. Con
esto se podra expandir al operador S en suma de productos normales, lo
gue facilita enormemente el calculo de sus elementos de matriz. Veamos
primero el caso del producto temporal de dos campos arbitrarios,

T(@x)@e() = T(@ +e)(@ +92) (3.3.27)

= e +TH G +To ¢ +or ¢
pero !
T ¢ =000 ¢ 016 @ =0(¢ . ¢ ] ¢ @ (3.3.28)

y similarmente
To @& =0 @ — 0o, & .. (3.3.29)
De donde se obtiene que

T(@a®) = Q@ +6(@ . ¢ . —61(0.¢]
Lo+ < O\T(cpl(pz)TO > ! (3.3-30)

independiente de si los campos son boso6nicos o fermibnicos. En adelante
usaremos la notacion

O(X1)P(%2) =< 0|T@(x1) P(%2)|0 >: (contraccion) (3.3.31)
y en general, se debe entender que

donde el + se determina segln cuantas trasposiciones de campos fer-
mionicos fueron necesarias para ubicar a los campos @@, etc. fuera del
producto normal.

1por 6y, debe entendersg(x] — x3). Ademas los signos superiores valen si se trata de campos
bosonicos y los inferiores si los campos son fermionicos.
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Teorema de Wick : El producto temporal de n campos es igual al pro-
ducto normal de estos campos, mas la suma de los productos normales
donde se ha hecho una contraccion entre cualesquiera dos de los cam-
pos, mas la suma de los productos normales con dos contracciones entre
cualesquiera dos parejas de campos etc.:

Toee ;=1 @--¢/n’
t ORI ARG Gt @ theath

(3.3.33)
= producto normal + suma productos normales con una contraccion + suma
productos normales con dos contracciones + --- hasta agotar las posibles
contracciones.

En el caso de tres campos, por ejemplo,

TOee=0@ep: +: 0@+ O+ aees: (3.3.34)

Notemos que las Unicas contracciones no nulas son aquellas que se hacen
entre un campo y su conjugado de carga, esto es, entre @ y @' para un
campo de Dirac, entre AH y A¥ cuando se trata de un campo vectorial real
etc. Esto es asi porque la contraccion es un valor de espectacion en el
vacio (VEV) y para que sea no nulo un campo debe destruir lo que el otro
campo ha creado.

3.4. La matriz Sen electrodin amica.

En esta seccion y algunas de las que siguen se analiza la matriz de
scattering de electrodinamica segin la expresion general (29.12). La ex-
presion del Hamiltoniano de interaccion en este caso es

JA(X) =e: PX)AX)P(X) : . (3.4.35)

Debe tenerse calro que estamos trabajando en el cuadro de interaccion y
por lo tanto estos campos son libres.

Expandiendo Shasta el término de orden € se obtiene,

S— 1o [ AT (@O0ANB00) S, [ % [ AT (@00 (AW B AU+
(3.4.36)
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Términos a los que denotaremos S? = 1,SY.92 y que analizaremos
haciendo uso del teorema de Wick.

Veamos primero que el término de primer orden es simplemente
s = —ie/d"’x: PX)AX) P(X) : (3.4.37)
y no hay término con contraccion ya que éste es nulo. En efecto,

POV W00 =< OfT : GOV Y(x) 1 [0>= .S, (0) =0 (3.4.38)

ya que de (17.8a) con x = 0 se ve que la parte del integrando proporcional
a pesidénticamente nula por razones de simetria y la parte proporcional a
m i bien es divergente, es proporcional g, y entonces TrY# =0 da (31.4).
Este resultado tiene implicaciones sobre todo lo que sigue, ya que mues-
tra que las contracciones en términos superiores de (31.2) entre (x) y
Y (x) con el mismo argumento x son idénticamente nulas. Es ademas obvio
gue una contraccion entre dos campos de distinto tipo también es idéntica-
mente nula, como se explico al final de # 30.

Con lo anterior podemos estar seguros que los términos que contribuyen
a S? en una expansion a la Wick son,

S2 = & [t [diy[: (5 ADMD Ab)y:+: (5 ADKE Ay +: (B ADX(E Ayt

i (@AY APyt ( AY)X(P AP)y
+1 (@ AP Ay B B (3.4.39)
+ (0 AUXT AD)y+ (T AP AD)y:

Las Gnicas contracciones que aparecen son
<O TYX)P(Y)|0>=iS(x—y) (3.4.40)

< O]TA¥(x)AY(y)|0 >=iDE" (x— ). (3.4.41)

Cada uno de los términos en (31.5) son productos normales lo que nos
permite hacer ciertas afirmaciones generales sobre cuales de ellos con-
tribuyen en el calculo de elementos de matriz dados del operador S. En el
calculo de (b|Sa) sea N, el nUmero de fermiones (electrones + positrones)
en el estado |a) y N, en nimero de fermiones en el estado |b) y N = Na+ Np;
entonces contribuiran a este elemento de mariz aquellos productos nor-
males de la expansion de S que tenga a lo mas N campos de Dirac no
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contraidos. En efecto, si hay mas de N entonces cada producto normal
tendra N; de creacion a la izquierda (y que aniquilan hacia ese lado) y N,
productos de destruccion a la derecha (idem) lo que da cero, puesto que
necesariamente N; > N5 0 N> > Ny: Igual razonamiento puede hacerse para
fotones o en otras teorias para cualquier otro tipo de campos también. En
general se tiene que:

En el calculo de elementos de matriz del operador S solo contribuyen
aguellos productos normales que tienen a lo mas tantos campos no con-
traidos como cuantos de ese mismo tipo haya en total entre los estados
inicial y final.

Para el caso de los fotones existe una restriccion adicional. Puesto que
se trata de particulas de paridad negativa, la diferencia de niimero de fo-
tones entre los estados |a) y |b) debe ser par y en electrodinamica entonces
solo pueden contribuir los términos de orden para de S: S9,52 54 ...

Ahora definiremos una notacion diagramatica para representar produc-
tos normales como aquellos que aparecen en (31.5). Primero asociamos
a un electron una flecha de izquierda a derecha (sentido del tiempo) y a
un positron una flecha en el sentido contrario. Aquella parte del campo de
Dirac que tiene operadores de creacion le asociamos una linea que nace
en un punto x (argumento del campo) y se prolonga hacia la derecha (sen-
tido del tiempo) con una flecha que indica si se trata de un electron o un
positron. Al revés, el punto x se ubica en el extremo derecho si se trata de
una parte de destruccion:

PE(x) © x+ ef(crea)
P (x) :© —x e (destr.) }L'U(X) T (3.4.42)
Pg)(x) : x— e (crea) | -
PH(x) : < e"(destr.) }"U(X) ¥ (3.4.43)
Aﬁﬁ(x) . x— Yy(crea)
A 1y y(destr.) } ad (3.4.49)
y consistentemente
< O[Ty y(y)o> Loxty (3.4.45)

<O TAH(X)AY(Y)[0> : O0>:IX<4y

Entonces los términos de (31.5) son
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Siunimos ahora el criterio enunciado en (31.7) con los diagramas (31.10)
vemos que solo contribuyen a los elementos de matriz de Saquellos térmi-
nos correspondientes a diagramas cuyas "lineas externas”(campos no con-
traidos) puedan tener asociadas particulas de los estados inicial o final.
Asi, por ejemplo, al scattering e e~ — e~ e~ contribuyen el término segun-
do en (31.10), pero no contribuyen los términos 1°, 3°, 4° y 7°. Los términos
5° y 6° sicontribuyen, pero lo hacen para modificar la autoenergia del elec-
tron y no para tomar parte en la interaccion entre los dos electrones. Los
diagramas sin lineas externas, como el 8°, seran discutidos mas adelante.
Tampoco tomaremos en cuenta por el momento los diagramas de auten-
ergia ya que ellos corresponden a un capitulo sobre renormalizacion.

3.5. Scattering Compton.

En esta seccion calcularemos la amplitud de probabilidad de transicion
para el scattering elastico e y. En el estado inicial se tiene un electron con
momento By spin sy un foton con momento k y polarizacion A. El esta-
do final esta similarmente caracterizado con variables "primaz queremos
calcular

(K.A" 8|5k A:B9) = (11487 +--|) (3.5.46)
=510 (k—K)3 0 (B~ 1)+ (18] + - (3.5.47)

Definimos el operador hermitico amplitud de probabilidad de transicion T a
través de

S=1-iT (3.5.48)

con lo que podemos escribir

(@) =% [t [ (1 (8 AOT AWl +: (@ ADKE APy )
(3.5.49)
intercambiando el nombre de las variables mudas x,y en el segundo térmi-
no y ademas trasponiendo el orden de los dos paréntesis se obtiene que
primero y segundo término son iguales, por lo que podemos escribir

=& [dix [dly(: @) AP AP)) (3550)
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Ademas se ha sefialado explicitamente que so6lo contribuyen aquellas partes
de los campos de Dirac no contraidos relativas al electron (creacion y de-
struccion) ya que las partes correspondientes al positron no contribuyen
por razones analogas a aquellas que permitieron deducir (31.7). El proxi-
mo paso en nuestro calculo consiste en expandir los campos en ondas
planas en la forma usual ya vista en el Capitulo Il. Se obtiene,

(T =&y at [y [d®py [ e [ [ (]t b y(a)a=™ (Re)a ™ (ku)bs, (B : x

(3.5.51)
ST
n np (3.5.52)
A A2

), (k)] (k) fo, + 200 WiSE (X =YV 71 (y)  (3.5.53)

Es claro que los operadores a'" deben ser uno de creacion y otro de
destruccion, de modo que s6lo hay contribucion con n; = n—ny. Las dos
posibilidades n; = +1 dan origen a dos términos una vez que se calcula
la accon de los operadores de creacion y destruccion sobre los estados
inicial y final. Luego se puede hacer trivialmente las cuatro integrales de
momento debido a las deltas de Dirac que han aparecido y también todas
las sumas pueden hacerse, obteniéndose,

= d’x / dy | Tz (0T ek (Kef (R T 00 S (x—Y)w F5¥ )+ (35.54)

+i ()T (v)er (K)e; ( ’)barfgg(X)vviSF(X—y)vvfg S(y)] (3.5.55)

Ahora se hace uso explicito de la forma integral (17.8) para el propa-
gador fermionico para poder calcular las integrales sobre x,y obteniéndose

—& [ d'aef, ()& (k) {ﬁ“‘)(m p—a) 5% (@—k- P@(ﬁ/)y"mwusmﬂ
@ (g _Kk—_q) %4 PR -
B kI DB g P s g

= il P (p+k—p —K)MKA', p's;kA,ps)  (3.5.56)

(2m)°/Aax ay; Wy
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donde la llamada “amplitud invariante de Feynman” es

M) — 0 ! S — 3.5.57
Arriba se ha usado la notacion
U=ug(p), g =€y, etc (3.5.58)

Es posible simplificar algo lo anterior pasando los factores go ¢ que estan
al lado derecho hacia el lado izquierdo,

| _ . P KkEm o prkem
B f—mtie £xu(p) = o TRZ e Eu(p) = —i ;é,\mu(p)_
(3.5.59)
i B —u(p) (3.5.60)
(p+k)2—m? "

donde se ha utilizado que ( p+ K) g\ = — £ ( p+ K). En general habria
un término extra al lado derecho Zef\‘(pu +Kky) pero eﬁ‘kp =0paraA =12y
eﬁ‘ pu = 0 en el sistema en referencia que p= (m,0)

Una permutacion similar puede demostrarse para el segundo término y
entonces la amplitud invariante de Feynman puede escribirse,

oy " A _ik —i k/
M(;) = €u xé’P(p+k)2_mZ+ig+ﬁé;é((p_k,)z_mz“g u.  (3.5.61)

Los denominadores de los propagadores ademas son

(P+Kk)%—m? = 2pk (3.5.62)

(p—K)?—m? = —2pK (3.5.63)

puesto que p?y k?=0.
— Problema 32.1: Calcular a segundo orden (K'A’[iT|kA) sin calcular la
Gltima integral de momento que se obtiene. Discutir su convergencia.

— Probleam 32.2: Hacer con todo detalle los calculos de esta seccion.
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3.6. Reglas de Feynman y el scattering Moller.

La forma usual de calcular los elementos de matriz de iT de orden n
consiste en dibujar todos los diagramas de Feynman posibles de n vértices
gque tengan como lineas externas al lado izquierdo las que correspondan a
las particulas presentes en el estado inicial y que tengan como lineas ex-
ternas al lado derecho las que corresponden al estado final y luego asociar
a cada uno de estos diagramas expresiones como los términos en (32.5)
usando las reglas de Feynman que se detallan mas abajo. Cada una de las
lineas de los diagramas debe tener asociado un cuadrimomento, ademas
las lineas externas tienen un indice de spin o de polarizacion y los vértices
tienen cada uno un indice relativista.

A continuacion detallamos los factores que entran en la expresion cor-
respondiente a un diagramade Feynman por cada una de sus lineas y
vertices.

Para escribir la expresion completa correspondiente a un diagrama se
sigue el orden de las lineas fermionicas en el sentido inverso a las flechas
de un extremo al otro lado de cada una de las lineas.

wp = (p? + P2 (3.6.64)

we = [K| (3.6.65)

Los y, son aquellos ya mencionados de los vértices.
— Problema 33.1: Obtener las reglas de Feynman con el lagrangiano
de interaccion (23.1).

Como una ilustracion calculemos la amplitud de scattering Moller (e~ +
e — e +e€). No es dificil imaginarse que los diagramas que intervienen
a segundo orden son

P1SIO1S]  P1SI0RS, (3.6.66)

P2S20S) P2S201S) (3.6.67)

El signo relativo menos se debe a que ellos difieren en el orden relativo de
los dos electrones finales. La expresion para el elemento de matriz de iT
es
[
iT — & / Ak
(110 |i T | p1S1P2%2) K2 +ie

[WoyuUU1ypur 8%(ge — p2— k) B*(k— p1+au)
(3.6.68)
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Calculo de Calculo de
i 5 (p— pi)M i('[T])

Lineas Externas

- Us(p) (m/2pi)3cp

— vs(P) "

— us(p) "

— s(P) "
A0 [(2m2ey]

VERTICES: —ie 6® (cons. de mom.y,

Lineas Internas (Propagadores)

N [d*q--- m ..

—ig“"j'd“k--- (kZ_HE)fl...

Lineas Fermionicas Cerradas

I Tr | i dar - dgy

Cuadro 3.1: aqui falta
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m?

(2m)5(wr oy wy) /2
(3.6.69)

Uy 1y U p(az — p1—k) B4(k—pa+ a1)]

gque integrando sobre k se reduce a

m?

T (215 (WL wp o @) L2 B (p1+ P2 — t1 — G2)M (CuSy, G2h; 1, P2sz) (3.6.70)

donde _ _ _ _
M= i WiypUoyHup — UayuidayHup
(pr—qu)?+ie  (p1—Qp)?+ie
— Problema 33.2: Dibujar todos los diagramas conexos correspon-

dientes al scattering Moller en el cuarto orden, separando aquellos que
tienen contribuciones de autoenergia.

(3.6.71)

— Problema 33.3: Modificar el Hamiltonano de interaccion electrodinami-
co paraincluir también la interaccion electrodinamica de los protones. Dibu-
jar los diagramas de cuarto orden del scattering electron proton.

— Problema 33.4: En base a las reglas de Feynman calcular el elemen-
to de matriz de iT correspodiente a la aniquilacion electron-positron con la
produccion de dos fotones. El calculo es solo hasta el segundo orden.

— 33.5: Deducir la amplitud de Moller sin usar las reglas de Feynman.

3.6.1. Seccion eficaz y raz 6n de decaimiento.

A partir de un elemento de matriz general del operador T se puede
definir la amplitud invariante de Feynman por medio de

Toa = (D[T]a) = (MitF) (Mit?) Mpa 2 (Pa—Ry) (3.6.72)

donde

=(2m%2wm) "yt =(m/2mPw)? (3.6.73)
y los productos abarcan a todas las particulas externas: bosones y fermiones
(el caso de fermiones de masa nula, neutrinos, debe tratarse aparte).

La probabilidad de transicion por unidad de volumen y de tiempo debe
calcularse como |Tpa|2/VT donde V y T son el volumen y tiempo totales
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(infinitos). Al calcular el cuadrado de Ty, Se tiene el cuadrado de una delta
de Dirac, lo que en genral no tiene sentido, pero aquiinterpretamos como
sigue,

AW (p) 89 (p) =5 (0) (3.6.74)
y ademas ‘ ‘
B34 (0) = limp_o / dxe P — / d*X=VT (o) (3.6.75)

De aquiresulta entonces que la probabilidad de transicion por unidad de
volumen y tiempo es

(MitF)?(Mit?)? 5 (Pa— Fp) [Mia? (3.6.76)

expresion gue ahora tiene perfecto sentido.

A partir de aquies posible definir en particular la seccion eficaz para el
caso en que el estado inicial conste de dos particulas y también la razéon de
decaimiento de una particula inestable (estado inicial con una sola particu-
la). No veremos el detalle de como se llega a justificar estas expresiones.

La seccion eficaz diferencial del proceso p1+ pz — p3+ pa+ -+ pPn €S
do = (2m)®v1d3psd®ps- - > pn (ME7)2(MEB)2 Mpa|* 5 (Pa— o) (3.6.77)
donde v es la "velocidad relativa.entre las particulas incidentes
v=((p1p)® —mim3)Y?/rc,  con Bi/Pe (3.6.78)
Si escribimos p; = P2 entonces v puede escribirse en la forma
V= p1]wp —aw|/w (3.6.79)
En particular si a= 0 entonces
v=p1/w (sist. de lab.) (3.6.80)
v =1(sist. lab. con my = 0) (3.6.81)
y si se trata del sistema centro de momento (c.m.) entoncesa= -1 y
V= (L + ap)pr/wiwp. (c.m.) (3.6.82)

Para calcular una seccion diferencial do/dQ se debe integrar sobre todos
los momentos finales excepto uno de ellos delque solo se integra su modu-
lo, es decir, de la descomposicion

d®p= p’dpdQ (3.6.83)
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se integra solo dp mientras dQ se pasa dividiendo al otro lado. Ademas el
factor [Mpa|? debe entenderse como la suma de los modulos cuadrados de
amplitudes con diferentes orientacion de spin y polarizaciones finales y co-
mo el promedio sobre el valor inicial de estas miismas variables discretas.
Estas sumas y promedios se hacen solo sobre aquellas variables que no
se estan observando en el experimento; las otras quedan fijas. Por ejemplo
ahora ilustraremos el uso de (34.3) para los scattering Compton y Moller
y en el primero dejaremos fijos los indices de polarizacion del foton pero
en ambos procesos promediaremos sobre los espines de los electrones
iniciales y sumaremos sobre los espines de los electrones finales.

En el caso de un decaimiento espontaneo, el estado inicial consta solo
de la particula inestable, la cual decae en N — 1 particulas que aparecen
en el estado final. En forma anaaloga a la definicion de la seccion eficaz
se define el reciproco de la vida media:

r=t'=@2n’ / d*py- - / d®pn (M)?(Nt®)? [Ma|* 3 (pi — pr) (3.6.84)

Si existe mas de un modo de decaimiento se definen vidas medias par-
ciales.

— Problema 34.1: Demostrar que la vida media del lepton u — e+ vv
gue se deduce a partir del Hamiltoniano de interaccion

| = %{JV“ Ya(1—y6)Wu ey’ (1— ) ve+ hermitico conj.}  (3.6.85)

%
resulta ser
L G 3.6.86
W = 1o (3.6.86)

Este problema resultara bastante largo porque primero debe cuanti-
zarse un campo de Dirac de masa nula (el caso de los neutrinos) y luego
debe calcularse la amplitud de decaimiento a partir de la definicibn misma
de la matriz Sdada en (29.12). El valor experimental de la constante G es

G = (1,03+£0,003)10 °m;2 (3.6.87)

donde m, es la masa del proton.

3.6.2. Seccion eficaz diferencial en el scattering Compton.

El calculo lo haremos en el sistema de laboratorio del electron inicial
por lo que v= 1 en (34.3). La aplicacion directa de esta formula nos da
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do = (2m°dQ / K2dK / d3p’((2n)64ww’)‘1((2n)6ma)p/)‘1mz% S IMbal?) B(k-+ p—K — )
(3.6.88)
donde se ha usado la notacion

W=, W = W, Wy, =m(sist. lab.), (3.6.89)
Ademas como ‘R" = «' y puesto que la integral sobre [3' se puede hacer

en forma trivial, entonces podemos escribir

do m

dQ — (4m)?

/w’zdw’(ww’wg)‘lé(E — E’)(% Y [Mal)? (3.6.90)

donde E y E’ son las energias totales inicial y final. Para hacer esta in-
tegral cambiaremos de integral sobre w' a integral sobre E’ lo cual requiere
que determinemos dw’/dE’. Esto lo hacemos a partir de

E'=w +wy = o + (M + w? + ' — 2w cosh)/? (3.6.91)

donde 6 es el angulo entre ky K.
Al derivar con respecto a E’ a ambos lados se obtiene inmediatamente
que
dw'/dE' = wy /(wy + o' — wcosh. (3.6.92)
Es posible eliminar 6 de esta expresion si consideramos que (p+k—k/)? =
m? implica que

w = mw/(M+ w— wcosh). (3.6.93)
De aqui resulta que
dw'/DE" = o/ wy /nw. (3.6.94)
Reemplazando este resultado en (35.1) se obtiene directamente que
do 7 W51 >
— = —) (=Y M 3.6.95

Ahora el problema consiste en determinar el valor explicito del Gltimo
factor en (35.2) a partir de la amplitud dada en (32.10). Lo que queremos
es calcular el moédulo cuadrado de la amplitud, promediando sobre la ori-
entacion del spin inicial y sumando sobre la del final, esto es,

1 / /.
k:§;|M(p§,KA )2 (3.6.96)
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Veamos que muy en general esto se reduce al calculo de una traza,

2K = Y« UyBuslsyoBTyoUg
= YgUsBAT(p)Buy
= YsusBuya(BAT (p)B)ap
= Tr(BAT(p)BAT(P))

(3.6.97)

donde se ha usado la notacion B = ypB'y

Haciendo uso ahora de (32.10) y (32.11) para el caso en que pk = mw
podemos escribir que

K= 2re( v (0 Aon* () (3.6.98)
fone | = &Kot g ek
_ -+ '/
I S (3.6.99)

donde a, se define como
ay = K/ —ky/w (3.6.100)

que, por supuesto, no es un cuadrivector; vemos que se cumple que

a=0. (3.6.101)
Es facil demostrar que
a®=-a-da=2Kk-K—oww)/ww (3.6.102)
pero como, a partir de k— k' = p’ se deduce que
k-K = ww — wom+ w'm (3.6.103)
por lo cual
a?=—2mw-—w)/ww (3.6.104)
Ademas, de la misma forma como se obtuvo (36.6) se obtiene que
Wi vo=4g g+2e¢ K/w (3.6.105)

Reemplazando (35.6) y (35.10) en (35.5) se obtiene

K = f—%(ez/Zm)zTr{(;é)é+2ee( Kjw) Nt (p)(a g g+2e€ K/w) AT (D)}
5(e2/2m)?Tr(A+B+C)

(3.6.106)
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TrA=Tr(g £ A(p+m) A g £(p +m) /4’ (3.6.107)

pero en el sistema de laboratorio p anticonmuta con g ¢y A, luego

= Tr((— p+m) g€ AAE g pt+ k- K+m))
= 2m(w— )Tr((p—m)(p+k—K+m))/4mPwe (3.6.108)

= (w—)Tr(p(k— K))/2mwaw
Similar se demuestra que

TrB = (e€)?Tr(K(p+m) K(p +m))/nfa?
= 8(ed)?(1—kK /mw), (3.6.109)
TrC = 8(kk)(e€)?/mw.

Con estos resultados se calcula que
K = (€/2m)?((w— w')?/ww + 4(e€)?). (3.6.110)

Este resultado es ahora reeemplazado en la expresion para la seccion efi-
caz diferencial obtenida en (35.2), lo que nos da finalmente,

do 1
dQ  (4m)?

(%)Z(ez/Zm)z{(w —w)?/ww +4 [e,\y (k)€], (R’/)} 2}2 (3.6.111)

formula que se conoce con el nombre de formula de Klein-Nishina.

Diversos comentarios sobre el significado y limites particulares de esta
formula pueden ser encontrados, por ejemplo, en el libro de Muirhead, Sec.
11.1.

— Problema 35.1: Deducir en detalle (35.11) a partir de (35.5).

— Problema 35.2: Deducir en forma analoga la seccion eficaz diferen-
cial para

a) el caso de la aniquilacion de un par electron en dos fotones y

b) el caso de la creacion de un par electron positron por el choque de
dos fotones.

3.6.3. SeccioOn eficaz diferencial en el caso del scattering Moller.

Hacemos uso de la formula general (34.3) integrando sobre los momen-
tos finales excepto que la parte angular de uno de ellos no es integrada y
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ademas sumamos sobre las posibles direcciones del spin final de ambos
electrones y promediamos sobre los spines iniciales.

_ 6,1 2 3 4x(4
do = (2m)°v dQ/QldCh/d %WK(ZTO 5@ (pr+p2— 01— )
(3.6.112)
y v en el sistema c.m., donde haremos el calculo, vale
v=2Ep/E? = 2p/E; (3.6.113)

p representa el valor com(n de los cuatro momentos externos (moédulo del
trivector), E es la energia inicial de cada uno de los electrones

E? = n? + p? (3.6.114)

E’ es la energia de cada uno de los electrones finales y

12
K= 2 s M- (3.6.115)
9IS
M es la amplitud de scattering Moller determinada en la Sec. 33, ec.
(33.3).

Haciendo uso de la misma técnica que permiti6 determinar (35.4) a
partir de (35.3) se obtiene que

Trlyy AT (p)yu AT (QO]Tr[yu AT (p2)YY AT (a2)]

_ (et
K=(e"/4) (-’ +  (3.6.116)
Trlyy AT (p2) W AT (@)ITr [y AT (G)y AT (pa)] N (3.6.117)
(p1—02)% e
2Tr[yu AT (PO)W AT (@)Y AT (P2)YY AT (02)]
(b 020 )2 (3.6.118)
= (€'/4A/()*+B/()*+2C/()*()?] (3.6.119)

donde A, B y C son las respectivas cantidades en (36.5)

A continuacion damos las expresiones covariantes de estas tres canti-
dades y también la forma que ellas toman en el c.m. en funcion de py el
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angulo de scattering 6,
A = (2/mf)(2mP(n? — pao) + (PLP2)? + (P1t)?)

= (4/m*)(2p* +2p*cos?? + mt + 2p?n? + 2mPp? cosh)

B = (2/m")(2nP(m?— p12) + (P1p2)? + (P1ch)?) (3.6.120)
= (4/m*)(2p* +2p*sin® + mf + 2P p? — 2mPp? cosB) s

C = (=2/m*)(mP(n? — p1a1 — PLP2 — P2C2) + (PLP2)?)

= (—2/nmf)(4p* —nt).

Arriba se ha hecho uso de las expresiones de las relaciones en el centro
de momento
PiCh = P20z =E® — p°cosf
pipr = =E% + p? (3.6.121)
P12 = P2 =E? + p’cosf
ademas , o 20
(p—)” = —4ps€ns
3.6.122
(p1—2)? = —4p?cosy ( )
con todo esto se obtiene

¢ 4E2+p?)? BE*—4EmP -t

- _ 4
K= 4p4m4( S0 S0 +pY) (3.6.123)

y puesto que (36.1) implica que
do/dQ = [m*/(4nE)?|K (3.6.124)

entonces la seccion eficaz diferencial para el scattering Moller es

(d_a) _(g)z 1 (4(E2+p2)2_8E4—4E2mZ—m4
dQ’“" " ‘am’ 4E2p*  Sinfe sin?o

+p*  (3.6.125)

— Problema 36.1: Demostrar (36.5) - (36.9) y obtener asi (36.14).

— Problema 36.2: Encontrar la seccion eficaz diferencial para el caso
del scattering Bhabha (e~ +e" — e~ +¢€").

— Problema 36.3: Calcular la seccion eficaz diferencial para el scatter-
ing electron proton.
3.6.4. Sobre el problema de las autoenergias.

El hecho que los elementos de matriz del operador de scattering Sentre
estados de una particula sean diferentes de la unidad, e.g.,

Sp.s) # [p,s), (3.6.126)

3.6. REGLAS DE FEYNMAN Y EL SCATTERING MOLLER. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Teoria Cuantica de Campos 83

pareciera indicar que estos estados no son estables ya que s no es sino el
operador que nos da la evolucion de un estado desde el remoto pasa-
do hasta el remoto futuro (ver (29.10)). Es algo fundamental, para una
teoria de este tipo, sin embargo, exigir que en lugar de (37.1) se tenga
una igualdad. Esto tiene que ser asipara cualquier particula que no sufre
decaimiento, ya que al considerar el estado de una sola particula estamos
impidiendo cualquier interaccion. La desigualdad en (37.1) se debe a la ex-
istencia de las contribuciones de autoenergia. La solucion de la presente
paradoja sera dad a través del proceso de renormalizacion que veremos
mas adelante. Lo que veremos en el capitulo sobre renormalizacion es que
es necesario redefinir la masa de las particulas absorbiendo en ellas los
términos de autoenergia.

Esto, sin embargo no es posible en el caso del foton el que tiene masa
nula antes y después del proceso de renormalizacion, por lo tanto debemos
discutir este caso con especial cuidado. A cualquier orden la autoenergia
del foton es (Prob. 32.1)

—

(KA [iM[kA) = €€}/ (K)e} (K)M v (K) (3.6.127)
donde Iy, es a segundo orden esencialmente la transformada de Fourier
de

N2 xY) = (T (@yu)x(Fy Y)y|0) (3.6.128)

gue esta muy relacionado a
OT(Ju(*)jv(y))|0). (3.6.129)
Demostraremos que I, es necesariamente de la forma
My (K) = (9uvk? — kuky )C(K?), (3.6.130)

con lo que se prueba que (37.2) es idénticamente nulo ya que k> =0y
ademas €, (kK)k, = 0.

Con este proposito definimos
M2, (K) = My (K) — Myw(0) (3.6.131)

gque obviamente tiende a cero cuando k— 0. A segundo orden se tiene que

Muw(0) = [ d*PTr(Yug—mirie o iz

3.6.132
Mu(k) = [T (Yugmre W emrie) ( )
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Al Gltimo propagador le aplicamos la identidad
(A+B)l=Al-AlBaAl A lBABAI ... (3.6.133)
(p—mtie— )t =(p-—m+ie) t+ ()t KO+ (3.6.134)

lo que permite escribir (37.7b) en forma de una serie cuyo primer térmi-
no es (37.7a),mientras los que siguen tienen un factor p extra en el denom-
inador siendo asia lo mas linealmente divergentes, mientras (37. 7a) es
cuadraticamente divergente. Esto nos permite asegurar que la divergencia

cuadratica de M,y (k) esta toda en M, (0) y no en I'Ii,vl)(k). Puesto que
M@ (k) es un tensor, tendra necesariamente la forma

N (K) = KC(K?)guy + D(K)kyk, (3.6.135)

Con Cy D regulares para k? = 0 para asegurar que (37.8) se anule para
k = 0. Por otro lado Muv(0) es una constante, de modo que solo puede
tener la forma

Muv(0) = Aguv (3.6.136)

Se tiene ademas, debido a (37.3) y (37.4), que la conservacion de la corri-
ente eléctrica (invariancia de gauge), " j, = 0, implica que
kMM v (k) =0 (3.6.137)

con lo que podemos escribir
My (K) = Agpy + K2C(K?)gpuy + D(K?)kyky (3.6.138)
con la condicion, proveniente de (37.10),
ku(A+KC(k?) +k?D(k?)) =0 (3.6.139)

que para k? = 0 con k # 0 implica que A= 0 ( lo cual no es cierto a segundo
orden!!). y por lo tanto (37.12) implica, cuando k? # 0 que

C(k?) = —D(K?) (3.6.140)

lo que termina de demostrar que (37.5) es cierto.

El hecho que la constante A no se anule a segundo orden y mas adn,
corresponde a una integral divergente, reabre el problema de la estabilidad
del estado de un foton. El problema ha sido discutido con mas cuidado por
K. Johnson (1961), Nuclear Physics 25, 431.
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3.6.5. Transiciones vacio-vacio: < 0|S0 >

De acuerdo a (31.7) los Unicos diagramas que contribuyen en este ca-
so son aquellos que no poseen lineas extrenas como es el caso del Gltimo
diagrama en (31.10). Estos diagramas no dependen de variable dinamica
alguna, ya que todas son integradas, por lo que ellos son simples con-
stantes. Por esto

<0|§0>=c (3.6.141)

una vez que se han sumado todos los 6rdenes en teoria de pertur-
bacion. Hacemos notar que cada una de las contribuciones es una integral
divergente. Por otro lado, tenemos la condicion fisica de que el estado
vacio debe ser estable, y por lo tanto la accion de S sobre él puede a lo
mas cambiarle la fase

g0>=€*0> (3.6.142)

ya que Ses un operador unitario. Esto nos permite identificar a ¢ con este
factor de fase.

Cada vez que queramos calcular la amplitud de un cierto proceso de
scattering notaremos que apareceran por cada diagrama abierto (con lineas
externas) unainfinidad de posibilidades en que este mismo diagrama esta sien-
do multiplicado por alguno de los diagramas cerrados. Por ejemplo, el
término(YAY)(YAY) (Y AY) da origen al diagrama (uno solo pero dis-
conexo) que indica la figura. EI mismo diagrama abierto puede aparecer
multiplicado por cualquiera de los diagramas que contribuyen en (38.1), de
tal modo que es posible sacar como factor comln a este diagrama abierto,
el que es multiplicado por toda la serie cuya suma es exp (iA). Lo que se
ha demostrado entonces es que las partes disconexas cerradas de un dia-
grama contribuyen en un cambio de fase global y ella no afecta los calculos
de probabilidades de transicion y de secciones eficaces.

Si escribimos el operador Scomo S= cS entonces S es el operador en
cuyo calculo de elementos de matriz se omite la inclusion de diagramas
cerrados. El factor ¢ no juega ningln papel fisico y de ahora en adelante
sera ignorado,

S

S'l:<\S|O>

(3.6.143)
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3.6.6. Interacci 6n con un campo electromagn ético externo

Consideremos el caso en que a un lagrangiano libre de Dirac se le
agrega el término de interaccion,

At (x) =e: P(x) A% (x)P(x) : (3.6.144)

gue describe el acoplamiento de los electrones con un campo electro-
magnético aplicado externamente y que por no ser una variable dinami-
ca, no es un campo cuantico. Evidentemente la presencia de un campo
externo destruye la invariancia de Poincaré por lo que ya no se tendra con-
servacion de momento lineal, energia y momento angular.

A diferencia del caso puramente cuantico, el elemento de matriz
(p,<|9p,s) (3.6.145)
esta vez tiene una contribucion proveniente de SV,
(P.SliTWps) = iefdx(p,s|: P(x):[p,9)AT (X)
ie [ d*xfy % )y i S0ARE (%)
B dhe 1 PR ()
= Qs Jagatu (P~ F)us(P)yHus(p)

(3.6.146)

Notemos que en esta amplitud no aparece un delta de Dirac, lo cual,
como ya se explico, se debe a la inexistencia de conservacion del cuadri-
momento. Si el campo es estatico, por ejemplo, entonces debe haber con-
servacion de la energia. Es facil ver que esto es asi ya que al no haber de-
pendencia ent en el campo externo la integral sobre t para obtener (39.2)
da efectivamente un delta de energia. Similar analisis lleva a concluir que
si el campo es homogéneo (solo depende de t) entonces hay conservacion
de momento lineal.

El libro de Bjorken y Drell trae también un caso inverso, el de un cam-
po electromagnético cuantico que interactia con una corriente externa no
cuantica, (Sec. 17.10 de ese libro).

— Problema 39.1: Calcular la seccion eficaz de scattering correspondi-
ente a la amplitud (39.2) y compararla con la que se obtuvo en el problema
36.3 en el limite en que la masa del proton tiende a .

Es posible considerar 6rdenes mas altos, pero entonces no solo in-
fluye el campo electromagnético externo sino también el campo electro-
magneético que rodea al electron (llamado campo de radiacion) y que es el
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campo cuantico A¥#(x) de la electrodinamica cuantica ya tratado. Se tiene,
por ejemplo, que una correccion a la amplitud recién calculada es repre-
sentada por el diagrama.

— Problema 39.2: Calcular la amplitud asociada a (39.3) y discutir la
convergencia de la integral que se obtiene. ?Es invariante de gauge el
resultado obtenido? Recuérdese que nosotros estamos en el gauge de
Lorentz, pero eso no impide que exista aln la posibilidad de hacer un cierto
tipo de cambio de gauge.

3.6.7. Electrodin amica escalar.

En esta seccion discutiremos aspectos basicos de la teoria correspon-
diente a la interaccion de un campo de Dirac con un campo seudoescalar
real definida por el término de interaccion.

A (X)ig: P(X) P () (X) -, (3.6.147)

Esta teoria permite definir una teoria de perturbaciones descrita por
graficos idénticos a los de electrodinamica, con la diferencia que las lineas
fotbnicas son reemplazadas por las lineas mesoénicas

(3.6.148)

y en los calculos de amplitud el papel jugado por los y*# es tomado por
¥s. Es tan similar una teori a con la otra que, a pesar que (40.1) no tiene
ningdn interés fisico se la utiliza en reemplazo de ED para ilustrar algunos
aspects de esta Ultima. Naturalmente la ausencia de indices relativistas
hace esta nueva teoria en el calculo detallado y se le suele denominar por
estas razones, .€lectrodinamica escalar”. Aqui no hay diferencia imporante
en la operatoria si la masa del meson seudoescalar es nulo o no. La Teoria
con masa del meson seudoescalar es nula o no. La teoria con masa nula
es simplemente el limite de aquella con masa distinta de cero. La carencia
de invariancia de gauge en esta teoria tiene importancia y es ésto lo que
no permite llevar la analogia a todos los aspectos de electrodinamica.

A las reglas de Feynman de ED dadas en #33 habria que agregar:

Linea externa : factor 1 : factor ((211)32c) =2
Linea interna ...i(k* — u2+ig)~?
Vértice
gy 590 (3.6.149)
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— Problema 40.1: Demostrar sin hacer uso de las reglas de Feynman
gue la amplitud invariante a segundo orden correspondiente al scattering
meson - electron.

M = g*0s(p)ys K p_miie  p K _miie| P

(3.6.150)

Dibuje los correspondientes diagramas de Feynman y verifiqgue que (40.3)
se obtiene a partir de esos diagramas al hacer uso de (40.2).
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Capitulo 4

Renormalizaci on

4.1. Sobre el significado de la renormalizaci  6n.

Suele decirse que renormalizacion es la técnica para deshacerse de
los infinitos que aparecen normalmente en una teoria de campos. Esto, lit-
eralmente tomado, es falso, o al menos es incompleto. Toda teoria cuanti-
ca de campos debe someterse al proceso de renormalizacion independi-
entemente de si en ella hay divergencias o no. Nosotros haremos pocas
referencias a los infinitos en lo que sigue para que resalte claramente la
profunda razén fisica que obliga a renormalizar. Puesto que en nuestro
tratamiento general manipularemos expresiones sin discutir si son finitas
0 no podria pensarse que en la practica podrian sugir ambigtiedades en
el significado de estas operaciones. Efectivamente esto es asi, pero es
posible evitar tales ambigiedades introduciendo un apropiado “cut-off” en
las integrales en espacio de momento, lo que puede hacerse en forma
invariante de Lorentz e invariante de gauge por medio, por ejemplo, del
método de los “reguladores” (o que no veremos). Queremos dejar claro
entonces que es posible definir en forma relativamente rigurosa todas las
operaciones matematicas que hagamos.

Puede ocurrir, sin embargo, que ain una vez aplicado el método de
renormalizacion la teoria final (renormalizada) tenga infinitos asociados
con cantidades que representan observables. En tal caso se dice que la
teoria es “no renormalizable”.

La necesidad de renormalizar surge del hecho que i) la separacion a
priori que se hace de la densidad lagrangiana o del hamiltoniano en una
parte libre y otra de interaccion no es la correcta debido a que al existir
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autointeracciones las masas fisicas resultan ser diferentes de las masas
“desnudas” que aparecen en el Lagrangiano. La supuesta parte libre, en-
tonces, no es tal ya que no tiene el coeficiente correcto en el término de
masa. Esto ademas tiene por efecto que los autoestados de Hp no sean
estados fisicos (no tienen la masa correcta) y por lo tanto los elemen-
tos de matriz S tampoco son las amplitudes que fisicamente deba intere-
sarnos. Es necesario usar los autoestados de un correcto Hamiltoniano
libre, para calcular las amplitudes fisicas. ii) La constante de acoplamiento
gue aparece en el Lagrangiano también resulta no corresponder a la ob-
servada debido a la existencia de correcciones de vértice que existen en
la teoria y iii) ademas la normalizacion de los campos debe ser modificada
para que los elementos de matriz del operador de scattering den en forma
directa las amplitudes de interés fisico.

Llegar a escribir la teoria en términos de las cantidades observables y
llegar a hacer la correcta separacion del hamiltoniano en una parte libre y
otra de interaccion es lo que debe entenderse como proceso de renormal-
izacion.

Puesto que vamos a renormalizar denotaremos por ¢°, ¢° y A}, a los
campos antes de renormalizar y my, Mo, do, € las masas y constantes de
acoplamiento antes de renormalizar (desnudas).

Los lagrangianos que usaremos seran principalmente

¢ H (o] 1 O O O H 1,0 (o] O
=1yl f—mo)y :+§:(<qucp’“—u§<0 )i —igo: PPyt (4.1.1)

L =@°(: ) —mo)yY°: —%

Se vera al final que estos lagrangianos no-renormalizados son matematica-
mente iguales a los correspondientes lagrangianos renormalizados solo
gue en la forma renormalizada las cantidades fisicas (o renormalizadas)
son explicitas y la separacion en parte libre y de interaccion es diferente,
dando origen a una teoria de perturbaciones diferente.

La renormalizacion va a tener su fundamento fisico en exigencias “nat-
urales”, como podria ser, por ejemplo,

CAL VAR —egt ° AP (4.1.2)

(1partic.A|S/1partic.A) =1 (4.1.3)

Es mas facil y comodo, sin embargo, tomar otras como las exigencias
basicas y demostrar (4.1.3) como una consecuencia de ellas. Nishijima,
en su libro, utiliza (4.1.3) como punto de partida (Nishijima, “Particles and
Fields”).
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Teoria Cuantica de Campos 91

Nuestra suposicion basica sera que toda teoria se construye porque el
orden significativo mas bajo (a menudo segundo orden) da buenos resul-
tados, especialmente a bajas energias. Los 6rdenes superiores deben dar
solo correcciones secundarias a estos resultados de bajo orden. Aqui debe
entenderse como “teoria fenomenologica” aquella que solo toma en cuenta
los 6rdenes pertubativos mas bajos de scattering y no considera correc-
ciones de autoenergia ni correcciones de vértice. La teoria global (todo or-
den) debe coincidir en un limite de bajas energias (aln por definir) con esa
teoria fenomenologica. Los campos, masas y constantes de acoplamiento
renormalizadas deben coincidir con aquellas de la “teoria fenomenlogica”.

Por ejemplo, en el scattering fermion-fermion de ED escalar se tiene en
la teoria fenomenologica que

N N
‘2->—A—>%; = u(ql)%u(pl) (pl _ Ch)z — IJZ

2
u(dzysu(p2) (4.1.4)

Esta amplitud concuerda satisfactoriamente con los “experimentos” si
u es la masa fisica del meson escalar y g es la constante de acoplamiento
fisica. Se exigira que la teoria global dé una amplitud correspondiente a
este proceso de scattering que tenga un polo en (p; —g1)? = p? con el
mismo residuo que (4.1.4). Suele decirse que por definicion la constante
de acoplamiento es la intensidad del polo de la amplitud y también que la
masa fisica es la posicion del polo.

Otro posible ejemplo es el scattering fermion-meson

RS Kk
D S N
P ~u(p) ysu(p) (4.1.5)

®ptr k—m
y en este caso se debe exigir que la amplitud dada por la teoria global debe

tener un polo en
P+ K—m

y el residuo debe ser aquel de la amplitud (4.1.5).

Este tipo de exigencias no son sino la imposicion de que la teoria global
efectivamente dé aquellos resultados que motivaron su postulacion origi-
nal.
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4.2. La masa desnuday la masa fisica del mes 0n.

En la seccion anterior adelantamos que la masa que aparece en el
lagrangiano no corresponde a la masa fisica (observable). Definamos

Sp? = pi—p?

dm = mp—m (4.2.6)
El primer lagrangiano se escribe ahora en la forma.
L= [T 0= my+ 500 - i)
—: [igotﬁ°y5w°¢°+%5uch°2+5mtﬁ°] : (4.2.7)

El primer paréntesis representa al lagrangiano libre, ya que tiene las masas
fisicas (en realidad aqui hay mas sutilezas) y el segundo paréntesis cuadra-
do es el término de interaccion. Notamos que a diferencia de la teoria de
perturbaciones fenomenolbgicas aqui existe, aparte del vértice usual

y también los vértices

“oule? y  ismyry (4.2.8)

se se representan por

......... X--mmmmm e — X

respectivamente.

Los tipos de graficos que ahora puede hacerse es mayor que antes.
Los graficos de la amplitud del scattering fermion - fermion son,
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Los diagramas que contribuyen a definir la posicion del polo (4.1.4) son
de la forma

Son aquellos graficos que entre los dos vértices tienen solo un propagador
mesonico y correcciones de orden superior a éste. La suma infinita de ellos
da ek propagador “vestido”, iA,O:’ y, por razones fisicas ya explicadas, debe
tener un polo en k? = 2, la posicion correspondiente a la masa fisica del
meso6n escalar. Se vera que esto determina el corrimiento de masa du?2.

Para efectuar formalmente la suma de todos los diagramas que con-
tribuyen al propagador vestido se clasifica los diagramas de autoenergia
del meson en aquellos que son de la forma

e -

a los que llamamos reductibles, ya que pueden ser separados en dos
partes con solo cortar un propagador mesonico interno. Los que no pueden
ser asi separados en dos los llamados irreductibles y los representamos
por
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y algebraicamente se denotaran por
igan (k) (4.2.9)

(suma de casi todos los diagramas irreductibles) y los primeros que con-
tribuyen a esta suma son

El Unico diagrama irreductible de autoenergia no incluido arriba es

i
55112 =X (4.2.10)
Es obvio, por las definiciones dadas, que todo grafico reductible puede
ser representado como una cadena de diagramas irreductibles unidos por
propagadores mesonicos. De aqui que la suma que define al propagador
mesonico vestido puede ser representada graficamente por

gue se escribe

iA2 = IAf+ilr [iggrr’ + %5;12} iAF +iAF [iggno + %5;12} iAF [%]i0 + -
. . . 1 .
= A +IiAF |:Ig(2)|_|o+ 55112} JAYS (4.2.11)
de donde
iA'/F _ |AF

1—iAg [ig3mne + o2

|
= 4.2.12
k2 — p2+ g2rie(k2) + 2ou2 ( )

4.2. LA MASA DESNUDA Y LA MASA FiSICA DEL MESON. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Teoria Cuantica de Campos 95

Puesto que por definicion de u el polo debe estar en py? entonces
1 o
éauz = —g3ne(u?). (4.2.13)

Se ve que la definicion de la masa observable determina el corrimiento de
masa (desnuda) debido a efectos de autointeraccion.

XXXXXXXXX LO QUE SIGUE NO HA SIDO REVIDADO XXXXXXXXX

Si se hace una expansion formal de la funcion invariante M°(k?) en torno
al valor k% = 12, entonces el residuo de este propagador vestido pero sin
renormalizar, no es simplemente i sino que es

- [
lim (K- p?)Ap(K¥)=——— =7
k2—>[JZ( “ ) F ( ) 1+g%|—|01(u2) (0]
donde
M°(K?) = N°(4?) + (K = p?)N° (1%) + (& — p?)’NY().
Definimos como propagador renormalizado
AR (K2 = Z, N (KP)

ya que éste si tiene un residuo i tal como el propagador desnudo iAF =
— — — El propagador (4.2.12) puede también ser escrito en la forma

i
(K2 — p2)[1+ g3M° (u2) + (K2 — p2)Ng(k?)]

y es el factor que en la amplitud global (cerca del polo) representa la
linea mesonica entre los dos vértices principales de la amplitud bajo con-
dideracion. Puesto que el residuo del propagador vestido sin renormalizar
no es i esto modifica el residuo del polo de la amplitud pero que vere-
mos este no es el Unico factor que modifica ese residuo, de modo que
aln no estamos en condicione de definir la relacion enre la constante de
acoplamiento g, y la constante de acoplamiento observable..

I8 () =

Demostremos ahora que globalmente se cumple que

—

(K|Sk) = 69 (kK — k).
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Hagamos la expansion de teoria de perturbacion correspondiente a la am-
plitud (42.14),

—

(K|Sk) =6® (K —K)+— — — — — — +

C SO )4 - — (X — )

donde cada uno de los paréntesis debe ser evaluado para k? = p? ya
gue estamos tratando el caso de una particula libre. Es claro que

[ .
X+ feepz = 55[124- |gol'l°(u2) =0

por lo que (42.14) se cumple trivialmente. Notemos que la introduccion del
vértice de autointeraccion mesoénica dado en (42.3b) ha jugado un papel
fundamental en esta demostracion y la introduccion de ese vértice es un
reflejo del hecho que la masa de una particula depende en parte de las in-
teracciones que ella tiene y por lo tanto hace diferente a la masa desnuda
de la masa fisica. De este modo queda resuelto el problema de la estabili-
dad del estado de un meson, |k).

4.3. La masa desnuda y fisica del fermi 6n.

Procediendo en forma analoga a la seccion anterior, ahora queremos
discutir las correcciones radiativas del propagador fermionico en ampli-
tudes tales como (41.5) considerada a todo orden,

iS”(p)

Este propagador vestido pero no renormalizado debe tener un polo
para p = m por definicion de la masa fisica m del fermion. Para hacer la
suma infinita (43.1) nuevamente clasificamos los diagramas de autointer-
accion en aquellos que son irreductibles respecto al corte de una linea
fermibnica y aquellos que son reductibles y que por lo tanto pueden ser
representados como una cadena de diagramas irreductibles unidos por
un propagador fermionico. Ejemplos de diagramas irreductibles de autoen-
ergia son

idm=X;
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La suma de todos los diagramas irreductibles (como los anteriores) que
permite la teoria los denotamos por

0

95> (p) =

excepto por el diagrama que no es del tipo (43.3),

iom= X.

Tal como se dedujo la expresion (42.7) para el caso del meson escalar
aqui se puede deducir que

gue podemos escribir en la forma
S06) = S:(0) [10m i 3 ()] i ()

o bien i
i

T p—mtomt s (p)

Por definicion de masa fisica del fermion el polo del propagador esta en
p=my por lo tanto

IS (P)

sm=—g5 (m

Si ahora se expande la funcion matricial invariante Y°( p) entornoa p=m

o o ol 02

SO =S m+(p—m Y (m)+(p—m?>Y (p)
entonces (43.7) puede ser escrito como sigue
[
(H—m) [1+g55°H(m) + g p—m) 5°2(Ap)]

Tal como en el caso escalar aqui se tiene que el residuo del propagador
vestido no es igual que el residuo del propagador desnudo sino que es

1S (p) =

1
2:7O
1+g3y°t(m)

y por lo tanto definimos el propagador vestido renormalizado

iSE(0) =2, 1iS ().

Universidad de Chile Postgrado de Fisica



98 Patl’iCiO COI’derO S version de 1988

— Problema (43.11): Calcular $°( ) a segundo orden. Hacer la de-
scomposicion (43.9) y discutir la convergencia de las tres palabras de esta
descomposicion. Demosrtar en particular que

° 3m 00
Z(m):_mlwﬁ'

Es facil ahora demostrar que se cumple la condicion de estabilidad del
estado de un fermion,

(P'sISIps) = 3¢50 (P — p)

En efecto, la suma de todos los diagramas a que da origne el lado izquierdo
a través de teoria de perturbacion es

S50 (B—P)+ = —(X++ = —(X = —(X+ =+

pero

[¢]

— —(x+ = — = Us(p)(IdM+igg Y (b))us(P)

Como se trata de un fermion libre entonces p? = n? y ademas por tener
una funcion de p entre esponore u(p) entonces podemos poner p=mlo
gue determina que estos términos extras sean todos nulos debido a (43.8)
y por lo tanto (43.14) se cumple.

4.4. Renormalizaci 6n del v értice.

cuando consideramos todas las correcciones radiativas a amplitudes
como (41.4) o (41.5) no solamente debemos tomar en cuenta las correc-
ciones a los propagadores intermedios sino ademas las correcciones de
vértice. En la proxima seccion veremos que también las lineas externas
deben ser renormalizadas. Puesto que no deseamos contar dos veces las
mismas correcciones si queremos una teoria renormalizada consistente
entonces debemos tomar en cuenta en esta seccion solamente las correc-
ciones propias de vértice. Los diagramas propios de vértices son, el vértice
desnudo mismo y todos aquellos diagramas que tengan exactamente tres
“puntos externos”, puntos que no podran estar conectados al resto del di-
agrama a través de un subdiagrama de autointeraccion. Ejemplos de dia-
gramas propios de vértice:

Ejemplos de diagramas impropios de vértice:
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La suma de todos los diagramas propios de vértice se denota por

Qolz(a,p) =
= Ooys+93N(a, p)

Esto es,
re(a, p) = ¥5+95A2(q, p)

Aclaramos que aqui se esta definiendo la funcion de vértice general,
o sea fuera de la “capa de masa” (off-shell) de modo que el cuadrado de
ninguno de los tres momentos externos es necesariamente igual a la masa
de la particula libre correspondiente.

La funcion de vértice aqui definida es un seudoescalar de Lorentz por
lo que necesariamete es de la forma

re =1+ (4, 0 P (p—a)?

donde f es una funcion invariante matricial de 4 x 4. Al calcular una am-
plitud como (41.4) a todo orden, las correcciones de vértice tendran por
efecto reemplazar los factoes gouysu por

u(a)gol5(a, p)u(p)-

En este Gltimo caso se tiene que g = p? = m? y ademas podemos hacer
actuar pala derechade g a laizquierda, dando m por lo que nos queda

(44,7) = U(a)Goys[1 + g5h°{ (P — 0)*}Hu(p)

donde h° es una funcion escalar que solo depende de (p—q)?. En particular
en la posicion del polo de la amplitud, para (p— ). En particular en la
posicion del polo de la amplitud, para (p— g)? = p? la contribucion de (44.7)
= (44.8) al residuo de este polo es

go(1+ ggh° (1?))u(a) ysu(p) = Z; *got(a) ysu(p)

Al lado derecho hemos escrito la contribucion que da el orden mas bajo
y una constante de proporcionalidad Z; que juega el papel de constante de
renormalizacion del vértice. De (44.9) se puede ver directamente que

1

Zi=
YT 1 @ro(u?)
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y se define la funcion de vértice renormalizada como
Ms(a, p) = Z1r5(a, p).

Una manera de resumir lo que se ha dicho de (44.7) a (44.10) es que
u(Q)rs(a, p)u(p) = Z; *u(a)ysu(p)

para (p—q?=p?y pP=q¢*=nr
Para obtener ahora una descomposicion de I's similar a (44.5) defini-
Mos primero

N&c(d, p) = A§(a, p) — ysh° (1)
y ademas definimos

9% Nsc(Q, p) = 2105 A\ (G, P)

Aqui, por primera vez hacemos entrar el valor de constante de acoplamien-
to fisica en una definicion aunque en forma totalmente formal. Por (44.5) ,
(44.11) y (44.14) es obvio que

s(a, p) = Y5+ 9%Asc(a, P).-

— Problema 44.1: Escribir la integral correspondiente a Az(q, p) = A,
de ella determinar la integral correspondiente a h°(p— g)? y en particular
(44.10). Encontrar también una expresion integral para As: (definida en
(44.14) discutir su convergencia.

4.5. Renormalizaci 6n de las lineas externas, de los
campos Yy de la constante de acoplamiento.

Al estudiar las correcciones radiativas a todo orden de una amplitud de
scattering debe considerarse los propagadores vestidos, los vértices vesti-
dos y ademas las correcciones radiativas que afectan a las lineas externas,
correcciones que no han sido tomadas en cuenta en las secciones ante-
riores. Toda linea externa esta unida a un diagrama en un vértice y este
vértice debe ahora considerarse vestido, entonces, por ejemplo, una linea
fermibnica externa unida a un vértice vestido se representa en la forma
(hacia el resto del diagrama).

Claramente se ve que contribuyen de la forma

4.5. RENORMALIZACION DE LAS LINEAS EXTERNAS, DE LOS cAv@cultat decCianaiasdeisicasayilatematicas
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no son considerados en (45.1) ya que los diagramas de vértice son pro-
pios. ( Silos vértices no fuesen “propios” entonces cada vez que tubiéramos
un propagador vestido, uniendo dos vértices también vestidos, entonces
estariamos contabilizando mas de una vez las mismas correcciones). Veamos
cual es la expresion de la suma de todos los diagramas de la forma (45.2)
en término de cantidades ya definidas. No es dificil ver que esta suma es

= ('-')[1+i$/(£)i9%[z°l((/€)jiégni%(p)]um)
(. - igg(P—m) [ (m)+(pg—m) 3°
= ( )(”'0<¢—m>[1+g%z°1<m>+g%<¢—m>z°2<¢>}“(p)

= (-)(1+3)u(p)
Vemos que al tener un espinor u(p) a la derecha debe reemplazarse p
por m en todas partes, lo que indetermina el factor corrector para la linea
externa espinorial. No hay proceso de limite sencillo que nos permita hacer
sentido de (45.4). Algo similar ocurre en el caso de las lineas externas
mesonicas.

El resultado correcto y que no demostraremos es que

(= (N up} =277

y también que

Al considerar juntos (43.12) y (45.6) notamos que por cada propagador fer-
mibnico vestido (en un diagrama de Feynman) debemos escribir un factor
IS, = Z2iS y por cada linea externa debe escribirse un factor Zg/zu(p) 0 bi-
en Z%2-2y(p) lo que hace natural redefinir las reglas de Feynman con cam-
pos renormalizados de modo que lo anterior sea un resultado automatico.
Definimos

Y(x) = Z;l/zwo(x) ( c. De Heisenberg)

Entonces _
IS = <O0Tyy|0>
= Z'< 0Ty gro>
= Z%is, que es(43,12)

y ademas las lineas externas son

<0z y|ps >
Z5?(m/ (2m)3wp) /26 Pug(p).

< O|y°|ps>
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En forma analoga se define también el ??? meso6nico renormalizado

o(x) = Z, 9" (%).

Ahora estamos en condiciones de decir cual es el residuo del polo de la am-
plitud (41.4) a todo orden para poder identificar la constante de acoplamien-
to fisica. El propagador contribuye al residuo con un factor izjgl, cada vértice
con un factor gp (44.12) = Zl‘lgoﬁygu y cada linea externa con un factor
Z*+1/2 Todo esto nos da la ecuacion

i9” =1Z,'2,°Z, %d5

obteniéndose la relacion entre la constante de acoplamiento desnuda y la
constante de acoplamiento fisica,
_ 1/2
9=2;'2:73/%00.
el mismo resultado se obtiene si en vez de la amplitud (41.4) nos basamos

en la amplitud (41.5) ya que cerca del polo esa amplitud a todo orden es
aproximadamente

1/2 _ iZz 12\ 51/2
(2@ 2y o) 5 = (21 o) (220 (2)
y al hacer el reemplazo (45.12) ella tiene efectivamente el polo que predice
(41.5).

Agregamos ademas que de (44.11) y (45.12) se desprende que

90F° = Zz_lz(;l/zgrg,
— Problema 45.1: Deducir (45.6) a segundo orden en teoria de perturba-

ciones.

4.6. Amplitudes renormalizada

En una teoria renormalizada considerada a todo orden una amplitud
invariante (con mas de tres lineas externas) se calcula como la suma de
todos los diagramas que no tengan correcciones de vértice ni de autoint-
eraccion y donde cada linea externa es un propagador vestido (iAf o bien
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i) , cada vértice es un vértice vestido gol'2 y las lineas externas son

representadas por Z;,/Z si la linea es mesonica y por Zg/zu 0 bien Zg/zLTsi

la linea externa es fermionica. No es dificil convencerse que estas reglas
son equivalentes a sumar todos los posibles diagramas de Feynman que
contribuyen a esa amplitud.

Veamos como estas reglas pueden ser cambiadas por otras mucho
mas simples y fisicamente mas atractivas, las que se enuncian en términos
de cantidades renormalizadas solamente y sin ningln factor Z presente en
forma explicita. Primero notemos que si un diagrama cualquiera de Feyn-
man de orden V tiene

V vértice

M lineas mesonicas externas
F lineas fermibnicas externas
m lineas mesonicas internas

f lineas fermibnicas internas

entonces se cumple que
1
f=0-F/2 y m:E(D—M).

El diagrama de Feynman tiene, muy simboélicamente, la siguiente expre-
sion,

2 ° . _ 2 s o _ 2
(Z5/ 20 (9ol g) P (is2) - F/2(Zy 2u)F /2 (ing, ) O M)/2 (Zag A M

gue, escrito en términos de los propagadores y funcion de vértices renor-
malizados se convierte en una expresion sin factor Z,

= (WF/2(grs)”(iSe) ™ 72(u)F/2(16e) M/ (M.
Es decir, exactamente la misma amplitud se calcula escribiendo

gls por cada vértice

iSF  por cada propagador fermionico
i_A’F por cada propagador mesonico
u,6u por cada linea fermiinica externa
+1 por cada linea mesonica externa
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Estas reglas permiten ver claro que la teoria global (todo orden) y la
teoria fenomenolbgica, al mas bajo orden significativo se comportan en
forma semejante en la vecindad de los polos de las amplitudes que causan
los estados intermedios, virtuales de una sola particula.

Es muy importante darse cuenta que en estos graficos no se consider-
an factores de correcciones de vértice ni de autoenergia, puesto que ellas
ya estan siendo tomadas en cuenta al usar funciones de vértice y propa-
gadores vestidos.

En una teoria renormalizable se tiene por definicion , que la(s) fun-
cion(es) de vértice y los propagadores renormalizados estan libres de di-
vergencias y las amplitudes, calculadas con las reglas (46.3) resultan fini-
tas. Puesto que en los observables no aparecen los factores Z (constantes
de renormalizacion) no es necesario exigir que ellas sena finitas y en la
practica ellas resultan normalmente cantidades divergentes. Lo notable es
gue todas las divergencias de una teoria renormalizable son absorbidas
por las constantes de renormalizacion.

En el calculo de la suma de todos los diagramas que contribuyen al
propagador vestido no es posible aplicar las reglas (46.3) lo que impide
gue los factores de renormalizacion Z puedan cancelarse exactamente en
estos graficos. Esto lo veremos en la seccion que sigue.

— Problema 46.1: Demostrar que la sumar las correcciones radiativas
del scattering fermion hasta el cuarto orden, se obtiene una amplitud finita:

sectionAutoenergias renormalizadas y expresion para los Zs.

En la formula de cada uno de los propagadores (mesonico y fermiénico)
aparecen los términos de autoenergia

e}

iggn° (k%) = y iy (p) =

Nosotros definiremos las correspondientes funciones de autoenergia
renormalizadas basandonos en lo siguiente. Un propagador desnudo que
termina en un “globo”, como es el caso en (47.1), puede ser reemplazado
por el correspondiente propagador vestido (no renormalizado adn) unido
al “globo” amputado en ese punto (un globo siempre representa una suma
de diagramas y se entiende por globo amputado en un punto a aquel para
el cual ninguno de los diagramas que contribuye tiene un subdiagrama de
autoenergia uniendo a es punto con el resto del diagrama). Esto se denota
por

De aqui entonces que
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iggne(k?) =

—Tr [ d*pgoysiSt ( P)Gol &(p, P— k)i (K— o)
= —Tr[d*pz1Z, %2, 2028 2,12, P onsizZo S
—Z1Z,"Tr [d*pgysiSE O ¢

2,7, Nig?n (K9

Del mismo modo que en (47.3) se define funciones renormalizadas aso-
caidas a cada una de las funciones de la expansion de IM° que aparece en
(42.11), con los mismos factores Z que (47.3),

%Nt =2.2,"N"  y g =217,
una deduccion similar a (47.3) conduce a definir

o

i8S (0) =225 ()
y aquitambién definimos

ol 02

1 2
BYM=2Z'FSH) Y RIH=Z-1Z'F ()

Si ahora reemplazamos (47.3) en la formula para Z (42.10), entonces
obtenemos una formula implicita, que al ser despejada da

Zy=1-ZygN*(u?).
Similarmente al reemplazar (47.6) en (43.11) se obtiene

1
Zy=1-gZ1y (m).

Ademas se deduce que

Z
?‘péuz =-Z:PN(p?) ,  Zxdm=-Zi¢? > (m
— Problema 47.1: Demostrar que

i
(k2 — p2)[1+ (k2 — u2)Zyg?Mc(K2)]

iAE (K% =
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y que
i
(p—m)[L+(p—mZi25 D (p)]

La no desaparicion de los factores de renormalizacion de los propa-
gadores renormalizados es un reflejo del hecho que los diagramas de au-
toenergia (47.1) tienen un vértice ya que esto significaria contar dos veces
las mismas contribuciones. Esto obedece a un principio general que dice
gue si se considera un diagrama particular que, contribuyendo a un “dia-
grama global”, entonces no debe haber ambiguedad sobre a qué parte del
diagrama global contribuye este subdiagrama de autoenergia o propio de
veértice.

IS:(p) =

Todo el proceso de renormalizacion que hemos estado viendo se aplica
mutatis mutandis a electrodinamica cuantica. En particuarl los siguientes
cambios son necesarios:

@’ Au

p? 0

Y5 Yu

re —irs,

Jo €

g e
etc.

Ademas ya se vio el corrimiento de masa del foton es idénticamente nula
(Sec. 37) debido a la invariancia de gauge. Ahora veremos un resultado
gue es propio de electrodinamica cuantica (QED), la identidad de Ward.

4.7. Laidentidad de Ward en QED.

En esta seccion justificaremos la llamada identidad de Ward, la que
establece que

aipu S =ranp)

0 equivalentemente
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dp“ z =N, (P, p).

Con este fin copiamos directamente de (43.7) y (47.12) que

/ -1 °
()] =p-m+omigY(p)
Si reemplazamos (48.2) en esta Gltima formula se obtiene

/

7} -1 o o
api S = GNP P) = Tu(P.P)
gue es la funcion de vértice, tal como se indica en (48.1) ya que al usar
(47.12) en (44.4) se obtiene —iegl}(q, p) = —ieoyy +e30/\f,(q, p), por lo cual
da (48.4).

Para poder clacular la derivada de la contribucibn mas baja a 3° es
necesario conocer la derivada del propagador desnudo. Es facil demostrar,
a partir de la identidad

S(P-KS(p-k =1

que

17} : L
WISF(IO K) = =S (p— K)(—1yu)iS (p—K).
Esta igualdad puede interpretarse diciendo que el efecto de la derivada
sobre el propagador es “quebrar” al propagador en dos de ellos con un
vértice (factor —iy,) separandolos. Entonces al derivar la contribucion mas
baja a 3° se obtiene,

IZ

Ie%ap“ Z = ap“ dpue%/d4k —iy)iSs(p—K)(—iy")iDg (k)

O sea
o 3 (8=~ [ (i )iSe (P~ K (—i1iSs(p— K)(—IV)iDE ()

que comparamos con la contribucion mas baja a A (p,p). Esta con-
tribucion es

& (0.P) 2 [ dK(~ieoy )ik (q— K) (~ieo)y)iSe (P~ K)(~ieay*)iDe ()
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de donde
N (p.p) = [ BAK(~iN S (p—K)(—i1)iSe (P~ K)(—iy")iDE ()

Al comparar (48.6) con (48.7) vemos que efectivamente la identidad de
Ward (48.2) se cumple al mas bajo orden. Pictoricamente esto se repre-
senta por

9
JpH

lo cual sigue directamente de la interpretacion que se di6 de la igualdad
(48.5). Esto ahora lo podemos aplicar al orden siguiente y se puede llegar
a demostrar que

JpH
i
Cada uno de los cuatro paréntesis redondos en el lado derecho corre-
sponde a la derivada de uno de los cuatro términos en el lado izquierdo.

Ahora aceptemos que una demostracion similar existe para todos los
ordenes del desarrollo perturbativo y asidamos por demostrada la identi-
dad de Ward.

Un resultado particular que se obtiene de esta identidad es la igualdad
entre la constante de renormalizacion del electron y la del vértice, lo que
tiene una interesante implicacion fisica. Para demostrar esto tomemos la
identidad de Ward en su forma (48.1) en la vecindad de p=my por lo tanto
p? = n?. Encerramos la identidad de Ward entre espinores U(p) y u(p). En
el lado izquierdo tenemos que el propagador vestido es aproximadamente

Z;
pP—m

F(p) =
y por lo tanto

_ 0
U(p)w

Por otro lado, el lado derecho da, debido al analogo en electrodinamica de
(44.12), que

[S2(p)] " u(p) = Z; MW p)yuu(p)

a(p)T5, (P, P)U(P) = Z; *U(p)yuu(p)-
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Puesto que esto debe ser igual a (48.10), debido a la identidad de Ward,
entonces concluimos que

7y =125.

Esta igualdad surge de la identidad de Ward y por lo tanto de la invariancia
de gauge que posee ED, por lo que es una propiedad conectada con el
hecho que la masa del foton es nula.

De la relacion entre la cosntante de acoplamiento (45.12) y la relacion
gue aquise ha demostrado sigue que

e=2 e,

resultado de gran importancia. El dice que la renormalizacion de la car-
ga eléctrica solo depende de la constante de renormalizacion del foton -
gue es el intermediario de todas las interacciones electromagnéticas - y no
depende de la constante de renormalizacion del fermion particular que se
esté considerando (electron, proton, etc.) como pudo esperarse de (45.12)
ni tampoco depende del vértice particular. Esto implica que la igualdad de
las cargas desnudas debido al acoplamiento minimal ahora se extiende a
la igualdad de las cargas fisicas que segln la teoria cuantica global son
observadas. Esto no ocurre por ejemplo, en una teoria de interaccion entre
pionesy nucleones que es invariante bajo SJ (2). Las constantes desnudas
de acoplamiento entre los dos nucleones y los piones son las mismas, pero
una vez vestida la teoria ellas son diferentes, ya que no habiendo una iden-
tidad de Ward en esta teoria es (45.12) la relacion que se aplica.

4.8. Renormalizaci 6n del campo externo.

Consideremos la renormalizacion en presencia de un campo externo.
Para esto estudiaremos la amplitud (p's|Sps) en presencia de un campo
externo a todo orden en el campo de radiacion pero a primer orden en el
campo externo. A primer orden esta amplitud ya fue calculada en §3.6.6.
Los primeros términos que contribuyen son

(p's|ST|ps) = (4.8.14)
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Y+V+\Y+Y+

\®/>/+\<®/+\O/+

®

Vemos que hay i) correcciones propias de veértice, ii) correcciones de las
lineas externas y iii) correcciones de autoenergia entre el campo externoy
el vértice del problema. La amplitud vestida entonces tendra un factor Zé/z
por cada linea externa; en lugar del facotr iey, por el vértice ahora debemos
poner iegl}(q,p) ; y las correcciones de autoenergia mencionadas mas
arriba tienen como efecto “vestir’ al campo externo, lo que hace necesaria

su renormalizacion. Estas correcciones son,

D
e

Con lo anteriormente dicho podemos escribir la amplitud correspondiente
a(4.8.14)

Dg/(p—Q) Acext

o _ m T aie oM _
(PSIITIPS) = Zo 5 st a2 ML (@ PIU(P) o= P A (P =)
Al reemplazar por cantidades renormalizadas nos queda
B iem - De(P—a) S1/2p0ext,
= 2wy 2 u(@)r(a, p)u(p) Br(p—_q) (Z"A" (p—q)  (4.8.15)

Lo cual hace natural definir el campo externo renormalizado como

Z;'/ 2 AZ ext — AEXt

La amplitud renormalizada que hemos escrito en (4.8.15) esta libre de di-
vergencias, puesto que QED pertenece a las teorias renormalizables. Es
interesante entonces ver cual es la diferencia entre la amplitud al mas bajo
orden (en §3.6.6) y la amplitud aqui obtenida, considerando, por ejemplo,
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correcciones so6lo hasta el orden indicado explicitamente en los diagramas
(4.8.14). Habra algunas diferencias entre ambos acoplamientos. En par-
ticular la interaccion corregida muestra que el momento magnético no es
exactamente igual al predicho por la ecuacion de Dirac (g = 2) sino que
levemente diferente a este valor. Esto es lo que se denomina momento
magnético anomalo del electron. EI momento magnético del electron segln

la ecuacion de Dirac es e

HZ—?n

y la correccion que se obtiene al tomar en cuenta los diagramas que apare-
cenen (4.8.14) es
e

(8m2)2m

Otro calculo que es posible hacer es la correccion a los niveles del ato-
mo de hidrogeno que da la ecuacion de Dirac. Segln esta Gltima ecuacion
los niveles energéticos del atomo de hidrogeno dependen solo del nimero
cuantico principal n y del momento angular total j, por lo tanto los nive-
les 2s,,, y 2py/, coinciden. Si se hace las correcciones renormalizando al
proximo orden significativo resulta una pequefia diferencia energética entre
ambos niveles. Esta diferencia habia sido medida por Lamb (1947) antes
gue se diera una explicacion teorica (“Lamb shift”) pero ese mismo afio
Bethe logré6 manipular las divergencias de la teoria dando asi origen a la
teoria de la renormalizacion la que comenz6 a desarrollarse a partir de
ese momento. El calculo de Bethe coincide extraordinariamente bien con
el resultado experimental.

Ap=—
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