Apuntes de Teoria Cin ética de Gases

Patricio Cordero S.



Pa’[riCiO COI‘deI’O S version de 16 de noviembre de 2011

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Indice general

. Primeros Conceptos

L1, IntroducCion . . . . . . . e
1.2, FIUJOS . . . o e
1.3. Tasade colisiones . . . . . . . . . . . e
1.4. Mezclas . . . . . . e
1.5. Programa en C que ilustra la densidad de un liquido 1D . . . . . . ... .. ... ... ....
1.6. Resumen . . . . . . e e e

. La Ecuaci 6n de Boltzman

2.1. Laecuacionde Boltzmann . . . . . . . ...
2.1.1. Elproblema . . . . . . . e
2.1.2. Cinematicadedos particulas. . . . . . .. ... .. ... ... ..
2.1.3. Expresionesparalastasas T* . . .. ... ... ... ... ... ... ...
2.1.4. Laecuacionde Boltzmann . . . . . . . . . ...

2.2. Simetria del operador de colision e invariantes aditivos . . . . . . .. .. ... ... ... ...

2.3. ElteoremaH de Boltzmann . . . . . . . . ..

2.4. Leyes de balance: sistemas diluidos . . . . . . . . ... L L

De la Ecuaci 6n de Liouville a la Jerarquia BBGKY

3.11.Laecuacionde Liouville . . . . . . .

3.12.Promedios y distribuciones parciales . . . . . . . ... L

3.13.Lajerarquia BBGKY . . . . . . .

3.1l4.Leyesdebalance . . . . . .. L

3.15.Deduccion de la ecuacion de Boltzmann a partir de la jerarquia BBGKY . . . . . .. ... ..
3.15.1.Deduccionde Grad . . . . . . ... e
3.15.2.Deduccionde ... . .. ..

Gases No Uniformes

4.16.El método de Chapman-Enskog . . . . . . . . . . . .
4.17. Aproximacion de orden Cero. . . . . . . . . ..
4.18. Aproximacion de primerorden. . . . . . .. L

3

10
11
11
12

13
13
13
14
14
15
16
16
18

21
21
23
23
25
28
28
29



4 Pa’[riCiO Cordero S version de 16 de noviembre de 2011

4.19.Correcciones a las ecuaciones de movimiento . . . . . . . ... ... oo 43
4.20.Principio variacional para los coeficientes de transporte. . . . . . . ... ... .. .. 44
4.21.Evaluacion de los coeficientes de transporte . . . . . . . ... 45
4.22 Evaluacibn de los elementosde matriz . . . . . . . .. . ... 47
4.23.Potenciales moleculares sencillos . . . . . . . . ... 50
4.24.Coeficientes de transporte para modelos especificos . . . . . . . . ... ... ... ... ... 53
4241, Esferasduras . . . . . .. e 53
4.24.2. Centros puntuales de repulsion . . . . . . . . . . 54

5. La Ecuaci 6n de Enskog 55
5.25.8iStemas MAs dENSOS . . . . . . o o vt i e 55
5.26.Flujos ensistemas Mas densos . . . . . . . . o v o e e 56
5.27.Leyes de conservacion macroSCOPICAS . . . . v v v v v v e e e e e e e 57
5.28.El método de Chapman-Enskog sobre la ecuacibonde Enskog . . . . . . ... ... ... ... 58
5.28.1. Aproximaciondeorden O . . . . . . . . . ... 58
5.28.2. Aproximaciondeordenl . . . . . . . ... 59

6. Gases Enrarecidos 63
6.29.Divagaciones sobre la ley de Liouville y colisiones inversas . . . . . .. ... .. ... .... 63
6.30.Introduccion a gases enrarecidos . . . . . . . .. e 64
6.31.Condiciones de borde en la ecuacion de Boltzmann . . . . .. ... ... ... ... .. ... 65
6.32.Propiedades del factor de reflexion . . . . . . . . . ... .. 66
6.33.Modelos sencillos del factor de reflexion . . . . . . . ... Lo oL 66
6.34.Ecuacion de Boltzmann linealizaday modeloBGK . . . . . ... ... ... ... ....... 66
6.35.Ejemplo: deslizamiento por flujo . . . . . . . .. 67
7. La Distribuci 6n de Grad 71
7.45.La distribucion en 3D de 13 momentos . . . . . . ... 71
7.46.Ecuaciones de balance . . . . . ... 71
7.47.Adimensionalizacion . . . . . ... 72
7.48.L0s balances superiores . . . . . . . . e e 72
7.48.1.Balance para pjj: el ladoizquierdo . . . .. ... ... Lo o 72
7.48.2. Balance para pjj: el termino colisional . . . . . . ... ... ... ... .. 0 ... 73
7.48.3. Balance paragi . . . . . . 75

; Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
INDICE GENERAL



Teoria Cinética de Gases 5

Bibliografia

m S. Chapman y T. G. Cowling, The Mathematical Theory of Nonuniform Gases, Cambridge University
Press, 3" edition, 1970.

J. H. Ferziger y H. G. Kaper, Mathematical Theory of Transport Processes in Gases, North-Holand,
1972.

H. Grad, Principles of Kinetic Theory of Gases, en Handbuch der Physik, Fliigge, ed., Springer, 1958.

L. D. Landau y E.M. Lifshitz, Fluid Mechanics, Pergamon Press, Londres, 1963.

P. Résibois y M. DeLeener, Classical Kinetic Theory of Fluids, John Wiley, New York, 1977.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



6 Pa’[riCiO COI‘derO S version de 16 de noviembre de 2011

; Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
INDICE GENERAL



Capitulo 1

Primeros Conceptos

1.1. Introducci 6n

Mecanica de fluidos es un area de la fisica que
no parece poder ser reducida a una teoria valida en
un amplio dominio de densidades y temperaturas.
Es muy diferente el comportamiento de un fluido
denso, como lo son los liquidos, al comportamien-
to de un gas. También son muy diferenentes los flu-
idos que admiten una descripcion clasica a los flui-
dos que necesariamente deben ser descritos cuanti-
camente.

Un fluidos temperatura T, compuesto de molécu-
las sencillas de masa m, puede ser descrito clasica-
mente si la longitud de onda A de de Broglie

h
V2mmkg T

es mucho que menor que la distancia promedio rg
entre atomos vecinos, A < ro.

Puede tenerse tanto gases como liquidos
clasicos. En tales casos la energia del sistema
puede ser expresada como la suma de todas las en-
ergias cinéticas, K, mas todas las energias poten-
ciales, V. El caso de gases es bastante mas sencillo
porque K > V. En cambio para liquidos K y V son
comparables.

Por otro lado, para muchos efectos practicos
un liquido clasico es mucho mas facilmente aprox-
imable a un medio continuo, precisamente porque
las distancias a nivel atbmico son muy pequefias.
En efecto, asi como en el caso de fluidos en del
equilibrio un conjunto de variables macroscopicas
perfectamente satisfactorias en {volumen, presion,
temperatura}, en el caso de liquidos clasicos bas-
ta con agregar el campo de velocidad hidrodinami-
ca V(r,t) para tener un conjunto de campos
hidrodinamicos comunmente usados.

Para un gas a temperatura y presion normal la
densidad de nimero es

n~ 10%°

y como el diametro atbmico es

particulas/m®

o~1010 m

entonces el camino libre es unos dos 6rdenes de
magnitud mayor que o,

/~108m

Por otro lado, si se hace un arreglo clbico de
particulas caracterizado por la arista elemental de
largo ro, el volumen del cubo total es V = (rg.#)° si
la arista del gran cubo es L =rp.#". Como la den-
sidad de nimero es n=N/V y N = .43 se deduce
que n~ r53 lo que da que la distancia tipica entre las
moléculas es
ro~10"°m

En un gas la distancia intermolecular es claramente
menor que el camino libre. En el caso de Xenon a
presion normal ¢ es diez veces ro como puede verse
en latabla 1.1.

Para describir la dinamica un fluido compuesto
por muchas particulas seria necesario trabajar con
las ecuaciones de movimiento de cada una de el-
las. Sabemos, por otro lado, que bajo condiciones
de equilibrio se ha logrado describir con bastante
éxito este tipo de sistema con unas pocas variables
macroscopicas: densidad, temperatura y presion. La
idea entonces es poder tener una descripcion que
no sea tan fina como considerar en forma explicita
cada grado de libertad del sistema, ni tan parco co-
mo la descripcion termoestatica.
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[ o[m] ¢[m] nm—=]  Alm] m ro[m]
He || 2,18101° 186108 2541¢° 8,010 4.002 3410°
Ar || 3641010 666108 2551F%° 26101 39.94 3410°
Xe || 4851010 376108 2541¢° 111011 130.2 3410°

Cuadro 1.1: En esta tabtaes el diametro atdbmico de la esfera equivalehés, el camino libre medim es el nimero
de atomos en un metro clbich,es la longitud de onda de DeBroglimes el peso molecular, iy es la distancia
media entl’e pal‘ticu|a@ci nas. Datos a 1 atmésfera y & tomados de Kennard, pag. 149

Supongamos que el volumen en el cual se en-
cuentra el fluido es dividido en pequefias celdas,
todas iguales de volumen A; y coordenadas carte-
sianas enteras (i, j,k). En lugar de describir la posi-
cion ¥ de cada particula se puede optar por consider-
ar el nimero Nijk que hay en cada una de estas cel-
das. También es necesario describir las velocidades
€ de las particulas, para lo cual se divide al espa-
cio de velocidades en celdas (¢,m,n) de volumen Ac.
Si bien este espacio no es acotado, la probabilidad
de tener velocidades mas y mas grandes decrece
exponencialmente. En cada instante el sistema es
descrito con bastante detalle dando los nimeros de
ocupacion N(i, j,k;¢,m n;t) de particulas en las cel-
da (i, j,k) con velocidad que esta en la celda (¢,m,n)
en el instante t. Se define

N(|,J,k,£,m,n,t)

f(i,j,k¢,mn;t) = AR
r&c

(1.1.2)
En el limite de celdas muy chicas ésta es una fun-
cion de distribucion f(F,¢ t) normalizada a la densi-
dad de numero n(r,t) (el niumero de particulas por
unidad de volumen),

/f(?’, g t)die=n(r,t) (1.1.2)

y ['n(F,t)d® = N es el nimero total de particulas.

Si se considera un volumen A; de un cubo
de arista de ~ 10°%m, (volumen = 10 %m3) en-
tonces en ese elemento de volumen hay mas de 10°
particulas, mas que suficiente para que la definicion
“local” de f tenga sentido. was de esto en Resibois pp 75-76

El nimero de particulas que hay por unidad de
volumen con velocidad en torno a € es

f(r,c t)dc (1.1.3)

La idea detras de la funcion f(r,c,t) es mas del-
icado y sera discutido mas adelante. Esta funcion
nada dice sobre la interaccion entre las particulas

y no da una descripcion completa del sistema. Tan
solo para sistemas muy poco densos y temperatura
suficientemente alta para que no haya cimulos, se
le puede considerar como apropiada para describir
en forma muy completa al sistema. En 1860 Maxwell
argumento que la distribucion para un gas en equi-
librio es de la forma

m \%2 —mC2/2kgT
fm(r,C,t)=n <2nkBT> e (1.1.4)

Maxwell no di6 sino la forma general de la dis-
tribucion. En 1872 Boltzmann analiz6 el caso fuera
de equilibrio y obtuvo una ecuacion de evolucion
para ella, ecuacion que ocupara buena parte de
nuestra atencion en estas notas. Boltzmann ademas
logré demostrar lo que se conoce como el teorema
H, que establece, a partir de la ecuacion de 1872,
gue un gas aislado evoluciona hacia el equilibrio y su
funcion distribucion alcanza asintoticamente la for-
ma (1.1.4). Aqui y en lo sucesivo, tanto n como T
en la expresion 1.1.4 deben entenderse como los
valores locales de la densidad de nimero y de la
temperatura.

Formalmente se define f(7,c,t)d d3c como el
namero esperado de particulas en torno al punto
(r,C) del espacio de fase Y1 en el instante t. (el
subindice 1 en Y3 indica que es el espacio de las
variables de fase de una sola particula). La distribu-
cion f(r,c,t) se utiliza para calcular promedios. En
general el promedio de una cantidad ¢(C) es

n(rl,’t)/da(c)f(r;é,t)d?’c

(¢)(T,t) = (1.1.5)

La densidad de masa es ‘p(?,t) =mn(T,t) ‘ La ve-
locidad hidrodinamica es

P = W{t)/éf(f’,at)d%

(1.1.6)

1.1. INTRODUCCION

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Un gas en un recipiente debiera normalmente tener
V=0, pero en situaciones dinamicas esta velocidad
macroscopica debe ser tomada en cuenta y con-
viene, considerar la velocidad peculiar

C(F,t) =C—V(F 1) (1.1.7)

La energia cinética del gas debe resultar de un
promedio de %mcz, pero mas interesante es la en-
ergia cinética calculada en el sistema de referencia
que se mueve con el flujo macroscopico. La energia
cinética por unidad de masa en ese sistema es

R S P 3
W= /2c f(r,et)d% (1.1.8)

La temperatura de un gas se define en teoria
cinética a partir de ug,
3
p(rtuk = EnkBT (1.1.9)
donde 3 debe entenderse como 4, con d = dimen-

sion del espacio. La constante de Boltzmann es
ks = 1,38 x 10 6erg/K.

1.2. Flujos

Sea d%.¢ un elemento de superfice con ori-
entacion A que se mueve con la velocidad
hidrodinamica local, ¥(F,t). Una particula con veloci-
dad peculiar C cruzara d2., en el mismo sentido
que fi en el pequefio intervalo (t,t +dt) con esa ve-
locidad si, al comienzo del intervalo, se encontraba
dentro del cilindro con base d2¥ y generatriz —Cit.
El intervalo debe ser chico que para durante él no
puedan ocurrir choques. El volumen de este cilindro
es i-Cd2.7 dt. Puesto que hay f(F,&t)d3C particu-
las por unidad de volumen en torno a esa velocidad
peculiar, el nUmero de estas particulas en el cilindro
en el instante t es

A-Cfd2.s d°Cdt

Cada particula que cruza d2.¥ acarrea consi-
go su propia masa, momentum, energia y cualquier
otra propiedad que posea. Si se designa por ¢(é)
cualquiera de estas propiedades, se ve que la can-
tidad de ¢ que cruza el elemento de superficie du-
rante dt por las particulas con velocidad peculiar en
torno de C es

A-C¢ fd>7 d3Cat

Entonces el flujo neto de ¢ por d°.# durante dt es
dzydtﬁ./éqbfd%:

Puesto que localmente V es fijo al integrar sobre
C es igual a integrar sobre T, por tanto el flujo por
unidad de area y tiempo en la posicion Ty tiempo t
es,

W) = /¢(e) f(F,ct)Cd (1.2.1)

Este es el flujo cinético asociado a ¢ (C).
TRANSPORTE DE MASA Si se escoge ¢ = mse ob-

tiene trivialmente que Jn = 0 por la definicion misma
de la velocidad hidrodinamica.

TRANSPORTE DE MOMENTUM Se toma ¢ = mC;j y
se calcula la componente i del vector de flujo

(3 = m/c,- frencde  (1.2.2)
gue lleva a definir al tensor simétrico Pk
(PK)ij = m/q C; f(r,et)d% (1.2.3)

llamado el tensor de presion.

Al analizar con cuidado su significado se puede
ver que (Pk)ii es la fuerza por unidad de area en
la direccion i ejercida sobre un plano perpendicu-
lar a la direccion i (se habla de las presiones nor-
males). Las componentes no diagonales (P )ij son
tensiones de corte, es decir, representa la fuerza
por unidad de area en la direccion i ejercida so-
bre un plano perpendicular a la direccion j. El vec-
tor de componentes ((Pk )i1, (P« )iz, (Pk )i3) represen-
ta la fuerza por unidad de area sobre un area per-
pendicular a la direccion i. Todas estas fuerzas son
las que se detectan en el sistema que acompaiia al
flujo hidrodinamico.

En la aproximacion en que el trasporte de mo-
mentum se debe solo a trasporte cinético la presion
hidrostatica es 1

p= §Tr(PK) (1.2.4)

Combinando las distintas definiciones que se ha
dado se obtiene la ecuacion de estado de un gas
ideal

p=nksT (1.2.5)

Universidad de Chile

Escuela de Ingenieria y Ciencias



10

Patricio Cordero S.

version de 16 de noviembre de 2011

Se ha obtenido tan solo una ecuacion de esta-
do de gas ideal porque se ha despresiado el trans-
porte de momentum por efecto de choques entre
las particulas. En (1.2.1) solo se ha considerado el
transporte que ocurre por traslado de las particulas
o flujo cinematico. Para gases éste es el transporte
dominante.

TRANSPORTE DE ENERGA CINETICA. Se define el
vector de flujo cinético de calor gk para el caso que
se toma ¢ = imC?,

G = %1 /czf(r*,é,t)éd% (1.2.6)

Los flujos cinéticos que aqui se han descrito
pueden ser calculados tan solo una vez que se
conoce la funcion distribucion y para lograr esto Ulti-
mo se debe tener un esquema de resolucion de la
ecuacion de Boltzmann. Esta tarea involucra un es-
fuerzo no despreciable.

EJERCICIO : Enforma similar a (1.2.1) calcule el flu-
jo a través de una superficie fija.

1.3. Tasa de colisiones

La cantidad de choques que una particula sufre
por unidad de tiempo se denomina tasa de coli-
siones. Sea Ny, el nimero de choques por unidad
de volumen y de tiempo entre particulas de tipos ay
b. Se define la tasa de choques v como

1
Va= —%Nab (1.3.1)
Na
El tiempo medio entre choques 1, es
Ta=vyt (1.3.2)

y el camino libre medio que alcanza a recorrer a es

la=Ta(Ca) = — (1.3.3)

Para calcular estas cantidades supongamos que
las particulas son esferas de diametro . Un choque
ocurre cuando los centros de las dos esferas estan
a distancia o.

Sean a (b) las particulas con velocidad en torno
a Cy (Cp) y se denota por § =T, — Cy la velocidad rel-
ativa. Si bva a chocar con a en el intervalo (t,t +dt),
el centro de b debe estar en el cilindro de radio o
y largo gdt. El nimero de particulas b en ese cilin-
dro es dt mo?f,gd3c,, pero el nimero de particulas
a por unidad de volumen con velocidad en torno a
Ca es fad3c,. Por tanto el nimero de encuentros que
cabe esperar durante este dt es

fa fo gr1o? d3cad3c, dt
de donde el nimero Ny, es

Nab (7 ) = naZ/f(f’,éa,t)f(f’,éb,t)gd3cad3cb

(1.3.4)
y se obtiene
_ no? .
V= m/f(?,Ca,t)f(?,cb,t)|éb_5a|d cad3c,
(1.3.5)

En la deduccibn anterior se hizo dos hipotesis
simplificatorias importantes. Por un lado se
evalub ambas distribuciones en el mismo punto F,
con lo cual se ha despreciado cualquier efecto que
el tamafio de las particulas pudiese tener y, por
otro lado, se ha supuesto que el nUmero de en-
cuentros se puede calcular multiplicando el nimero
de particulas incidentes con el nimero departicu-
las blanco despreciando que pueda existir alguna
correlacion entre ambos nimeros.

Si se usa la distribucion obtenida por Maxwell
(1.1.4) se obtiene, tomando V=0,

T
4no'2 ﬂ
V m
1
V2nma?
A veces es conveniente usar una cantidad adi-

mensional como medida de la densidad. En 3D ésta
es la fraccion de volumen ocupado,

(1.3.6)

_ Nmo® nno®

V.6 6
(nbtese que na? = 6py /o) con la cual se puede
escribir,

(1.3.7)

v — 24[.')\/ kg T
T mno m
(1.3.8)
¢ = 9
6v/2py

1.3. TASA DE COLISIONES

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Consideremos fijos M = mN la masa de un gas,
V su volumen, ¢ ~ g/py, el camino libre medio
recién descrito y, para asegurar que la exponen-
cial de la distribucion sea finita, se fija m/T. Bajo
estas condiciones se hace el limite N — . Se
desprende que m— 0, 0 — 0, py — 0. Este limite,
que llamaremos el limite de Boltzmann-Grad es
el que esta implicito en buena parte de la teoria
cinética para la cual la ecuacion de Boltzmann
es valida. Notese que tanto la tasa de colisiones
como el camino libre medio son finitos, pero la
densidad adimensional py es nula.

En 1[cm®] de gas a 1[at] y temperatura ambiente
hay alrededor de 2,7 x 10 moléculas y puesto que
el diametro tipico de una molécula sencilla es de un-
os pocos A (1A = 10-8[cm]), entonces py ~ 1075,
Ademas ¢~ 5x 10 5cm].

EJERCICIO : Demuestre que en dimension d el
camino libre medio es
1 d+1
(= ()
V2nod-17(d-1)/2 2

(1.3.9)

Encuentre la tasa de colisiones en dimension d y
compruebe que el limite de Boltzmann-Grad tam-
bién tiene sentido en otras dimensiones. Demuestre
gue promedio es

c _ [%eT M)
m (9
keTd

1.4. Mezclas

Si se tiene un gas que es mezcla de K especies
diferentes de particulas, se define una funcion fa
para cada especie, una densidad de nimero np por
especie, etc. La densidad de numero total es

n(r,t) = AglnA(F’,t) (1.4.2)

y la densidad de masa es

K
p(r,t) = AZ mana(F,t) (1.4.2)
=1

las cuales, en general son funciones de (r,t). Sim-
ilarmente se puede tener cantidades ¢a para las
cuales se calcula su promedio en forma obvia,
Na(@a) = [ fagad3c y el promedio de la cantidad ¢
de la mezcla completa es

K

n{¢) =AZ1HA<¢>A (1.4.3)

En particular la velocidad molecular promedio (C) es
K

n <6> = Na <CA> (144)
&

Esta cantidad (C) no debe ser confundida con la ve-

locidad hidrodinamica V(F,t) que es el momentum

promedio dividido por la masa promedio,

K

poIrY = 5 i / facadica  (L4.5)
=

Puesto que esta velocidad difiere en general de la
velocidad promedio de cada especie en un punto,
se define las siguientes velocidades de difusion de
cada especie:

Va(F,t) = (Ga)(F,t)—V(F,t) clrav
(1.4.6)
Wa(F,t) = (Ca)(F,t) = (©(F,t) clra (©)

Similarmente se define los flujos.

1.5. Programa en C que ilustra la
densidad de un liquido 1D

#i ncl ude<st di 0. h>
#i ncl ude<mat h. h>
#i ncl ude<stdl i b. h>

#defi ne N 16
#defi ne L 22.0
doubl e X[ N+2] ;

i nt hi st o[ 1000] ;

i nt ii,jj,kk;

FI LE *ar cH;

doubl e azar S()

{ return (double) rand()/RAND MAX - 0.5;

}

void Inic()

{ for(ii=1; ii<=N, ii++) X[ii] =ii*L/N,
X[0] = 0.0; X[N+1] = L; /* intocables */
for(ii=0; ii<1000; ii++) histo[ii]=0;

Universidad de Chile

Escuela de Ingenieria y Ciencias
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}

void iteracion(int j)

{ double old, rNd;
i nt quel, que2, coor;
old X[l
r Nd azar S() ;
Xijl old + rNd;
if(fabs(Xj+1]-X[j])<1) quel
if(fabs(X[j-1]1-Xj])<1l) que2
i f(quelxrque2==0) X j] = old;
coor = (int)(1000.0*X[j]/L);
hi st o[ coor] ++;

}

voi d Guarda()

{ arcH = fopen("densL","w");
for(jj=0;jj<1000;jj++) fprintf(arcH,
" %8d wBd\n",jj,histo[jjl);
fcl ose(arcH);
printf("ok\n");

}

mai n()
{ Inic();
f or (kk=0; kk<100000000; kk++)
{ jj =1 + kkW\,
iteracion(jj);
i f(kk9d00000==0) Cuarda();

El archivo densL contiene la densidad del sis-
tema como funcion de la posicion.

1.6. Resumen

La funcion distribucion de una particula f(r,c,t)
esta normalizada a la densidad de nimero

n(r,t) = / f(F,et)d% (1.6.1)

0; el se qudpsipromedios se calculan en la forma
0; el se que2=1,;

(A) = % /A(..) f(F,e,t)de

y los primeros momentos de f(F,c,t) en 3D son

© = v
3kgT
2 _ IKs
<C> = 22Uk = m
1
(GCj) = o (Pk)ij (1.6.2)
2
cC) = =
(c°G) qu
A EZdtfd
f ¢—2d¢d
n ¢
Uk %2
T met—2
PK m(Z—dt—Z
0k me3-dt—3
n rnezfdtfl
k Ezfdtfl
C m-t

Dimensiones de algunos de las cantidades
que aparecen en el texto.

1.6. RESUMEN
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Capitulo 2

La Ecuaci on de Boltzman

2.1. La ecuaci 6n de Boltzmann

2.1.1. El problema

La meta es encontrar una ecuacion para f(F,C,t).
Consideremos nuevamente un gas mezcla de K es-
pecies. Supongamos ademas que las particulas de
tipo A estan sometidas a una fuerza por unidad de
masa Fa. El nimero esperado de particulas en un
instante t en torno a (fa,Ca) €s

fa(F,Ca,t) dr dca

Si en el siguiente intervalo dt no ocurren choques,
las mismas particulas se encontraran en torno a
(r+Cadt,Ca+ Fadt) y el nimero esperado

fa(F + Cadt, B+ Fadt,t +dt)d%r d3cy

debe ser el mismo. Ademas, puesto que las fuerzas
se suponen independiente de las velocidades, se
debe tener d3r’ d3c), = d d3ca 4 O(dt?).

La igualdad entre las dos expresiones no se
cumple debido a que en el intervalo dt ocurren
choques. Algunas particulas que estaban en el el-
emento de espacio de fase Yi inicial se pierden
debido a estos choques y algunas que provienen
de otra parte de Yi terminan formando parte de
d3’ d3c,, debido a choques. En otras palabras, en el
volumen inicial A= d3r d3c se tenia .4 +.4 ~ particu-
las de las cuales ./ llegan a A = d3’d3c y .4~ se
pierden debido a choques; mientras que en el vol-
umen final A" se tiene .4+ .4 que correponde a
A de las iniciales mas las que se agregaron por
choque. Obviamente .4~ es proporcional a A, mien-
tras que los .#* son proporcionales a Adt ya que
un intervalo mayor da oportunidad de mas cambios
debido a choques. Lo que se espera entonces es
que

fa(F+ Cadt,Ca+ Fadt, t+dt) =
fA(F,Ca,t) + (T4 — Ty ) dt

que se puede también escribir como

D 1a(T,Cast) = TRL N (2.1.2)
donde se ha definido
7] R
.@E E+6A'Dr+FA'DCA (212)

T, d®rd3cadt representa el nimero esperado de
choques que ocurren en (t,t +dt) en los cuales el
estado final de las particulas esta en torno a (F,Ca)
y Ty d3rd3cadt representa al namero esperado de
choques en (t,t 4 dt) tales que el estado inicial esta-
ba en torno a (F,Ca). Se descarta los casos en que
estados inicial y final estan en torno a esta misma
vecindad a pesar de que las particulas choquen.

13



14

Patricio Cordero S.

version de 16 de noviembre de 2011

Al suponer que el gas es diluido solo ocur-
ren choques binarios, despreciandose la posibilidad
gue tres 0 mas particulas estén interactuando si-
multaneamente. El problema consiste en obtener ex-
presiones para estos factores TAi. Para simplificar la
notacion nos restringiremos al caso de gases de una
sola componente.

2.1.2. Cinem atica de dos particulas

En el choque de dos particulas de igual masa la
expresion para la conservacion de momentum es
G+ =0¢"+c’ (2.1.3)

Definiendo la velocidad del centro de masay las ve-
locidades relativas inicial y final,

- 1 1
G = E(ClJrC'z) = 5((_3'1'+C'2/)
g = -G (2.1.4)
g»l — 62,761/
se comprueba que
_ = 1 ! "_} /
@ = G-30 o' = G-3
_ = 1 ! = 1 !
G = G+2@ ¢ = G+ZQ
cl C,
k g
c C,

La informacion cinematica minima necesaria
para determinar en forma Gnicaa¢;’y &’ no es solo
€1 y G. Se necesita conocer ademas g’. Y la forma
de escribir el resultado cinematico del choque es

1
¢ = 5(614'62_@/)
1
& = 5(61+52+@/) (2.1.5)
gd = &-¢

Es facil comprobar que el Jacobiano de esta trans-
formacion es la unidad, es decir,

d3c; d3cod3g’ = 03¢ d3c, d3g (2.1.6)
Pero si hay conservacion de energia,
C124+6%=8"+5" (2.1.7)

se demuestra que las magnitudes de gy @ son
iguales

Jd=g (2.1.8)
y entonces d3g debe ser reemplazado por una inte-
gral angular que denotaremos d?g
d3c; d3c,d?g’ = 03¢ d3c, d?g (2.1.9)
Este resultado se conoce como la ley de Liouville
para choque elastico y se basa, como hemos visto,
en que el resultado del choque totalmente conser-
vativo esta dado por ¢, & y .

Arriba se pudo suponer conservacion de energia
cinética porque en ausencia de choques trinarios o
superiores no es posible tener choques en los que
se forme un estado ligado.

2.1.3. Expresiones para lastasas T+

Se hara las siguientes hipotesis: (a) solo ocur-
ren choques binarios, (b) el efecto de las fuerzas
externas durante el chogue es despreciable, (c) el
tamafio de las particulas es despreciable, (d) el
namero esperado de choques en un cierto elemento
de volumen se puede calcular en forma estadistica
(suposicion de caos molecular).

Consideremos como blanco a particulas “1” en
torno a (T,C1). A ellas se acerca un haz de particu-
las “2” con velocidad en torno a ©,, con parametro
de impacto entre by b+ dby angulo azimutal en el
rango (&, &+ de). Para que choquen al blanco en el
intervalo (t,t+dt) deben estar ent dentro del cilindro
con base bdbde y largo gdt. Entonces el nUmero de
particulas del haz que van a participar del choque
en este intervalo es

f(F,C2,t) gbdbde dcy dt

y el blanco tiene f(F,Cp,t)d3c;d3 particulas. En-
tonces el nimero esperado de choques en d°r
alrededor de 7 durante dt es

f(F,&1,t) f(F,&,t)gbdbded3c; d3c,d®rdt  (2.1.10)

2.1. LA ECUACION DE BOLTZMANN
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Al hacer este simple producto de probabilidades
se esta suponiendo que se trata de probabili-
dades independientes, es decir, se esta desprecian-
do la existencia de correlaciones entre las particu-
las que participan en los choques. Es aqui donde
se ha hecho la hip6tesis (caos molecular) que intro-
duce irreversibilidad en la ecuacion de Boltzmann.
Ademas se desprecio el tamafio de las particulas al
evaluar a ambas distribuciones en el mismo puntoT.

El nimero de choques T~ d% d3c, dt que implican
pérdidas de particulas que inicialmente estaban en
torno a (7, ;) se obtiene integrando (2.1.10) con res-
pecto a C; paratodobye. Latasa T~ es

T-(F,eut) :/f(l"’,él,t) f(F,&,t) gbdbde d3c;
(2.1.11)

Por la definicion de T la velocidad &; debe ser la
velocidad final de “1". Entonces se debe estudiar un
proceso semejante al anterior pero donde (t;’,c’)
denotan las velocidades iniciales y (C1,C,) las veloci-
dades finales. Esto se consigue haciendo la sigu-
iente transformacion sobre la evolucion microscopi-
ca de lleva produce el choque & +& — &' +&'. Se
hace una inversion temporal y ademas una inversion
de coordenadas con respecto al punto r del choque.
El efecto neto es que las velocidades quedan con el
mismo signo, pero aquellas que eran iniciales ahora
son finales y vice versa. En base a este nuevo proce-
so se puede volver a hacer el mismo razonamiento
de antes y se llega a (2.1.10) pero donde las veloci-
dades tienen primas, es decir, el nimero esperado
de choques con particulas que inicialmente tienen
velocidades en torno a (¢;',c,) es

f(F.¢1/,t) f(F,&',t) g b’ db' de d3c) d3c, dr dit
(2.1.12)
Pero ya se vid que ¢ = g. Ademas el momento an-
gular inicial es bg y el final es b'g’, por lo que b/ = b.
El teorema de Liouville dice que durante una evolu-
cion hamiltoniana el volumen del espacio de fase
permanece invariante, es decir,

g b/ db’ de d®c) d3c, d®r dt = gbdbde d3c; d3c, d%r dt
(2.1.13)
Cancelando los factores comunes se obtiene que

d3c, d3c, = d3c; dc, (2.1.14)
y entonces (2.1.12) se puede escribir

f(F,&1',t) f(F,&',t) gbdbde dcid3c,d® dt  (2.1.15)

y la tasa T™ se obtiene integrando con respecto a
C,bye
T+, Cut) :/f(l"’,él’,t) f(F, &, t) gbdbde dc;
(2.1.16)

En lo sucesivo, dado un choque regido por
leyes hamiltonianas, se denominara choque inverso
a aquel que se obtiene después de hacer una inver-
sion temporal seguida de una inversion espacial.

2.1.4. La ecuaci 6n de Boltzmann

De todo lo anterior se desprende la ecuacion de
Boltzmann

@f(?,él,t):/(f{ fi—f; fz) gbdbded3cz (2.1.17)
donde

f1 = f(F,C,1)
fo = f(F,C,1)

fi=1f(r,ci';t)
fi=f(r,G\t) (2.1.18)

A menudo el lado derecho en (2.1.17) se abre-
viara como J[f f]

(2.1.19)

J[Ff] = / (115 11 f) gbdbde dc,

En mecanica clasica existe una relacion entre el
parametro de impacto b, el angulo x de desviacion
(el angulo entre gy §’) y la seccion eficaz diferencial

do(g,x) b db
dQ  siny dy (2.1.20)
por lo cual la ecuacion de Boltzmann se escribe
(et = [ (115 1u1) e 928X oa,
' (2.1.21)

donde d?Q = siny dx de.

En el caso de mezclas, cada fa satisface una
ecuacion de Boltzmann,

DAf(T,Cart) = g/(f,; s — fa fg) gbdbde d3cs

(2.1.22)
donde

fA = fA(ra 6A7t) fA = fA(?a 6A/7t)
(2.1.23)

fg = fg(F,Cs,\t) fé = fB(V, 63/,'[)

Universidad de Chile
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En este caso se debe usar una relacion como
(2.1.20) pero con secciones eficaces diferenciales
dO'AB/dQ.

2.2. Simetria del operador de co-
lisi 6n e invariantes aditivos

El operador de colisiones que aparece en el la-
do derecho de la ecuacion de Boltzmann, J[fh] tiene
una propiedad que es satisfecha aun cuando a J se
le da como argumento dos funciones diferentes (co-
mo es en el caso de mezclas)

[oenathider=3 [ (81+ 02— 91— 4)

x (f1hy — f1hy) gbdbde d3c; dc, (2.2.1)

La importancia de esta expresion proviene del
papel especial que juegan los invariantes aditivos
en el choque de dos particulas. Se llama invariantes
aditivos a aquellas cantidades ¢, acarreadas por ca-
da una de las particulas ‘a’ que participan en un
choque y que representan una cantidad que se con-
serva aditivamente:

b1+ o= 1+ 05

Para estas cantidades [ ¢(c;)J[fh]d3c; se anula.

(2.2.2)

En lo sucesivo se supondra que: masa, momen-
tum lineal y energia son los invariantes aditivos in-
dependientes en la dinamica microscopica. Es decir,
cualquier otro invariante aditivo puede ser expresa-
do como combinacion lineal de éstos.

Demostrar (2.2.1) es sencillo. El lado izquierdo
con el que se parte es

/¢1(f1 h, — f1hy) gbdbde dc; d3c, (2.2.3)

Pero existe equivalencia entre un choque y su inver-
so, por lo que es igual a la integral donde cantidades
con prima y sin ella se intercambian,

/¢1(f1 ho— fihy) gbdbded®crd®c,  (2.2.4)

Entonces la integral original es equivalente a la
semisuma de ambas

[ttt [ (o:- )

x (f1hy — f1hy) gbdbde d®c; dc, (2.2.5)

Pero como los indices 1 y 2 son variables de inte-
gracion que juegan el mismo papel, esta expresion
es igual a otra donde se hace el intercambio de los
nombres de estos dos indices, obteniéndose final-
mente (2.2.1).

2.3. Elteorema H de Boltzmann

Teniendo un gas de N particulas dividimos el es-
pacio de fase Y3 en celdas de volumen A rotuladas
con un indice k. Supongamos que la celda k tiene Ny
particulas (nUmero de ocupacion). Esperamos que
Nk = f (T, Tk, t) A

Otra forma de mirar al sistema es razonando en
el espacio Y donde el estado de todo el gas esta da-
do por un solo punto en Y. El conjunto de esta-
dos que tienen los mismos nimeros de ocupacion
(N1,Ngp,..) ocupan un cierto volumen y en Y. Sin en-
trar en detalles técnicos se aceptara que la proba-
bilidad de encontrar al sistema con un conjunto par-
ticular de nimeros de ocupacion es proporcional al
volumen vy.

Si el sistema es movido continuamente por es-
tados cercanos de tal manera que cada particula
guede dentro de su mismo volumen A que ocupa-
ba inicialmente, entonces en Y el sistema se mueve
dentro de un volumen y = AN,

Pero ademas las particulas que pertenecen a
distintos trozos A de y pueden ser intercambiadas.
Si se intercambian uno o mas pares el sistema en
Y queda representado por un punto que esta fuera
de este y y al variar en torno a este nuevo pun-
to vuelve a cubrirse un volumen de magnitud y =
AN. Se puede razonar que se logra N!/(Ni!Np!..)
voliumenes Yy diferentes por este procedimiento. En-
tonces la probabilidad (el volumen total de Y) asoci-
ado a (N1,N,..) es proporcional a

Nt (2.3.1)

P = NiINo! ..

y por tanto
InPy

InN!+NInA—ZInNk!

NINN—-N+NInA

Q

—ZNkIn Nk—i-ZNk (2.3.2)
y puesto que Y Ny = N entonces
Nk
|”H\l~*ZNk|nm (2.3.3)

2.2. SIMETRIA DEL OPERADOR DE COLISION E INVARIANTES ADITIVOS
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Puesto que Nx/A — f se desprende que

f
IRy = —/f In drele (2.3.4)
Entonces, a cada estado f se le puede asignar un
namero real H,
1

H[f] = \7/1‘ n(af)drd’c  (2.3.5)
gue mide el negativo de la probabilidad de tal esta-
do (V es el volumen del sistema). A H se la llama la
funcion H de Boltzmann (realmente es un funcional).
Se ha puesto a en lugar de ﬁ porgue se vera que
no depende de este coeficiente y es mas comodo
tomar a = 1.

Se vera que H representa una generalizacion del
concepto de entropia de sistemas en equilibrio y da
una forma de ver, usando la ecuacion de Boltzmann,
cbmo un sistema se acerca al equilibrio cuando no
esta muy lejos de él. Consideremos un sistema ho-
mogémeo (f no depende de ) sobre el cual no actu-
an fuerzas F. La ecuacion de Boltzmann se reduce
a ’;—I = J[ff] y (2.3.5) se puede escribir habiendo ya
integrado sobre las coordenadas,

HIf] = / f1In(a f1) dcy (2.3.6)

cuya derivada temporal, es

dH

g /J[ff](1+ln(af1))d3c1

- —%/(fifé—flfz) (INf}f5—In 1)
xgbdbde d3c1d3c,

En el Gltimo paso se hizo uso de (2.2.1) y se observa
gue a ha desaparecido. Se observa que el integran-
do tiene la forma (x—y)(Inx—Iny) que es positivo
salvo cuando x =Y. Esto implica que H disminuye
salvo que sea constante.

Para un sistema que consta de una mezcla de-
scrita por distribuciones fa independientes de 'y sin
fuerzas externas se define

H=y / fi In fg dcs

Las ecuaciones de Boltzmann que ellas obedecen
son

(2.3.7)

dafa

g g/(fgfé—fAfB) gbdbde dcg

= gJ[fA fB]

(2.3.8)

entonces
T - ;/(|an+1)Wd ca
_ ZB/(IH fa -+ 1) J[fa fa]d3ca

1
= = InfA+Inf5—Infa—Infg)
i3/ (mtisiny

x (fAfs — fafs) gbdbded3cad®ca

1
- 723/0”]‘“{34” fafs)
x (fAfs — fafs) gbdbde d3cad®ca (2.3.9)

En el integrando nuevamente se puede ver un factor
de la forma (x—y)(Inx—Iny) que es siempre positivo
salvo cuando x =Yy en que se anula. Por tanto

dH
a < 0 (2.3.10)
salvo que fafg = f,fg para todo par A,B. Se puede
afirmar que H no aumenta y por tanto disminuye
indefinidamente (H — —) o bien converge H —
Hrmin-

Supongamos que H tiende a —o. En tal caso
tiene que haber al menos una integral [ f In fd3c que
diverge. Tal divergencia tiene que provenir del limite
c — o de la integral de tal modo que en él f — 0y
Inf — —oco. Pero como las energias son siempre fini-
tas se debe tener que [ ¢?f d3c converge, lo cual ex-
ige que f — 0 en infinito mas rapico que ¢~2. Y como
fInf — —o en ese limite, se requiere que In f — —oo
mas rapido que —c?. Pero esto (ltimo implica que
f — 0 en infinito mas rapido que exp—c?] lo que hace
que [ fInfd3c converja, lo que contradice lo que se
supuso al comienzo. Por tanto H disminuye y con-
verge a un minimo Hg.

Cuando dH/dt = 0 se cumple que

fafg = fATh (2.3.11)

esto es

In fo+In fg = In f5 +In £ (2.3.12)

y por tanto In f5 es un invariante aditivo. Pero como
ya se sabe cuales son los invariantes aditivos so-
lo queda concluir que In fo puede ser escrito como
combinacion lineal de ellos,

1
Infa=ma a,&l) + MaCa - Er,(f) + émAcﬁa,(f) (2.3.13)

Universidad de Chile
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Los coeficientes a son independientes de (r,t) ya
gue el sistema es uniforme y esta en régimen. Pero
de (2.3.12) y (2.3.13) para el caso en que solo los
a® son no nulos se obtiene

ma(Ca—Ca)- 82 +mg(Ce—ca')- 82 =0 (2.3.14)

que implica conservacion de momentum solo si los
5{,&2) no dependen del indice A. Lo mismo puede de-
cirse de los otros a’s.

Finalmente al exigir que la normalizacion sea la
correcta se obtiene la distribucion de Maxwell

(2.3.15)

3
? o nCE/2kaT
21k T

fa(Ca) =na ( h

En mas de una ocasion en el futuro se afir-
mara que la Gnica solucion de la ecuacion
J[f,f]=0 = f =1y (2.3.16)
es la distribucion de Maxwell fy definida con fun-
ciones arbitrarias n(r,t), V(F,t) y T(F,t). La razon
es la siguiente. Si J[ff] =0 entonces Zf =0, es
decir, se esta en equilibrio y entonces dH/dt = 0.
Y acabamos de demostrar que la solucion asocia-
da a dH/dt = 0 es precisamente la distribucion de
Maxwell.

2.4. Leyes de balance: sistemas
diluidos

Se deducira, a partir de la ecuacion de Boltz-
mann, las leyes macroscopicas de conservacion o
balance asociadas a masa, momentum lineal y en-
ergia.

Para comenzar se multiplica la ecuacion de
Boltzmann (2.1.17) por una cantidad ¢(T,C) y se in-
tegra sobre €. El lado izquierdo tiene tres términos
gue trabajamos separadamente,

[eatde = a[ordc- [1apdc
= &(n(¢))—n(a¢) (2.4.1)
/¢6-Drfd3c _ /[D-(6¢f)—fD-(é¢)]d3c

Or-(n(Cd)) —n(c-U¢) (2.4.2)

/¢ﬁ-mcfd3c — /[Dc-(¢ﬁf)—fmc-(¢ﬁ)} dc

—nF - (Ocd) (2.4.3)

La suma de estas contribuciones del lado izquier-
do debe ser igual a la integral que surge del término
colisional de la derecha. Pero si se cumple (2.2.1) y
¢ es una cantidad que se conserva aditivamente en
los choques, entonces la contribucion del lado dere-
cho es nula y podemos escribir,

a(n(¢)) —n(a¢)+Or - (n(9T))

—n(@-0¢)—nF-(Ocp)=0  (2.4.4)
Si ¢ no depende explicitamente del tiempo (pero (¢)
si depende del tiempo) ni de las coordenadas, de
estos cinco términos desaparecen el segundo y el
cuarto quedando

a(n(¢))+0r- (n(¢T)) —nF - (Ocp) =0 (2.4.5)

EL cAsO ¢ =m. En este caso la expresion anterior
se reduce a

ap+0-(pv) =0

donde p(r,t) = mn(r,t) y que es equivalente a

(2.4.6)

on+0-(nv)=0 (2.4.7)
o incluso
Dp
o= —p0O-v (2.4.8)
donde definimos de una vez para siempre
D ¢
— =—4V.-0 2.4,
Dt ot (2:4.9)

BALANCE DE MOMENTUM. Al hacer el reemplazo
¢ = mcy en (2.4.5) se obtiene

a(pv)+0-(p(a) ~pF=0  (2.4.10)

Interesa tomar en cuenta la descomposicion (1.1.7):
c=V+Cycomo

(cCj) = WVj + (CCj) (2.4.11)
y, tal como en (1.2.3), defininendo
(Px)kj = p (CkCj) (2.4.12)

2.4. LEYES DE BALANCE: SISTEMAS DILUIDOS
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se obtiene que
& (pV) + 0 (Pk 4 pW) = pF (2.4.13)

que también se puede escribir como

pB—tv:plf—DPK (2.4.14)

o ¢Qué se obtiene al utilizar ¢ = mC?

BALANCE DE ENERGA. Estavez se reemplaza ¢ =
%r’nc2 y se hace uso de las definiciones

1
Uk = 5m<02>
Gk = %p<c26> (2.4.15)

entonces con cuidado, prolojidad y algo de pacien-

cia se obtiene que
pouk +pV-Ouk + 00k + Pk : OV=0 (2.4.16)

gue también tiene la forma

Duk .

pop =~ (F-Gk+Px:0V) (2.4.17)

Las tres ecuaciones, (2.4.8), (2.4.14) y (2.4.17)
tienen la forma de las ecuaciones que rigen la
dinamica de fluidos para las incognitas: p, Vy uk.
Pero se debe tener presente que en estas ecua-
ciones (@) los Unicos flujos que intervienen son
los cinematicos (Pk y k), solo aparece la energia
cinética ux y ademas (b) no se ha dado forma al-
guna para los flujos. Por lo dicho hasta ahora, para
conocer los flujos es necesario conocer la funcion
distribucion, es decir, debe resolverse la ecuacion
de Boltzmann misma. Se tiene hidrodinamica cuan-
do las ecuaciones de balance son cerradas con ex-
presiones adicionales para Pk y Gk en términos de

p, Vy uk tales como la ley de Newton para flujo vis-
coso y de Fourier para el trasporte de calor. Ademas
es necesario entregar una ecuacion de estado.

Debido a que en la deduccion de estas leyes
de balance el término colisional de la ecuacion de
Boltzmann no intervino los flujos que aparecen son
puramente cinéticos. Estas leyes contienen informa-
cion debida al choque entre las particulas tan solo
porque los flujos cinematicos se deben calcular con
una solucion f de la ecuacion de Boltzmann.

EJERCICIO : La distribucion de equilibrio feq ~
expg—mC?/2T] (unidades tales que ks = 1) es lige-
ramente distorsionada si el sistema esta algo fuera
del equilibrio. Suponga que la distribucion fuerza
del equilibrio de un gas muy poco denso (limite
de Boltzmann-Grad) puede escribirse aproximada-
mente como una expresion lineal en los momen-
tos superiores de la distribucion: la parte sin traza
y simétrica del tensor de presiones, pj; y el flujo de
calor, g, como sigue

freg = (1+ (aC?—y) €0+ 8pCC) ) fog  (24.18)

de modo que (A) = (1/n) [ Afneqd3c. Arriba se debe
usar que Pjj = nT &j + pij.

a) Exija que fneq tenga la normalizacion correcta
y que se obtenga en forma autoconsistente los mo-
mentos n, V, T, pjj ¥ ¢i. Determine asi las constantes
a,oyy.

b) Aceptando las propiedades de simetria del op-
erador de colision J de la ecuacion de Boltzmann se
puede volver a obtener las leyes de balance usando
¢ =m, ¢ =mC ¢ = 3mc% Hagalo sin olvidar que J
no interviene en este caso.

c) Ahora tome ¢ = m(CiC; — 3C?4j) y obtenga
una ecuacion de balance para pjj y usando ¢ =
%CZQ obtenga una ecuacion de balance para g. Es-
ta vez J importa. (Esta parte es bastante dificil)
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Capitulo 3

De la Ecuaci 6n de Liouville a la

Jerarquia BBGKY

La ecuacion de Liouville describe un sis-
tema de N particulas por medio de una
funcion distribucion que toma en cuenta
todos los grados de libertad del sistema.
Esta ecuacion es exacta.

3.11. La ecuaci 6n de Liouville

En esta seccion se hablara de una funcion dis-
tribucion F(N) en el espacio de fase Y de todos los
grados de libertad. Para un sistema de N particu-
las sin estructura ni grados de libertad interno este
espacio es de dimension 6N (o mas en general
2dN) y es (F1,...,IN; PB1,.--,PN). Se designara I =
(z1,...,2n) un punto cualquiera de Y.!

Si se tiene una agregado de sistemas seme-
jantes, FIN)(" t)dr es la probabilidad de presencia
asignada al punto I' de Y en el instante t, es decir, la
fraccion de puntos del agregado que en el instante
t estan en torno a I es SN = F(N)(F t)dr. Natural-
mente que

/F<N>(r,t)dr ~1 (3.11.2)

Si se considera el nimero de sistemas dentro de un
volumen arbitrario y de Y, el nimero de sistemas en
y cambia en un intervalo dt tan solo porque algunos
cruzan la superficie dy, es decir, F(N) debe satisfacer

una ley de continuidad,

OF(N) -
Or-J=
o J=0

(3.11.2)

donde Jes el flujo F'F™N) de modo que la ley de con-
tinuidad anterior se puede escribir,

dF(N)

N LENO-.T =
T + r 0

(3.11.3)

Puesto que los dos primeros términos definen la
derivada total de F(N) con respecto al tiempo, se ob-
tiene la ecuacion de Liouville

dFMN)
=—AFMN) (3.11.4)
dt
donde _
A=0r-T (3.11.5)
Si el sistema en estudio es hamiltoniano
A Z Ora-Fa+ Opa - Pa)
a=1
N
= Z Dra DpaHle:lpa ( DfaH))
a=1
=0 (3.11.6)
Entonces para sistemas hamiltonianos
dF(N) : I
G- 0 sistemas hamiltonianos  (3.11.7)

1En estas notas siempre se supondra que las particulas tiam solo los tres grados de libertad traslacionales. temsion a otros casos es

directa.
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La solucion formal de la ecuacion de Liouville se
obtiene reescribiendo (3.11.3) en la forma

oF(N)
ot
7

_ 2N
r~Dr+Dr~r

(3.11.8)

porgue entonces, suponiendo que el Liouvilliano .#
es independiente del tiempo
FNr,t) =e?FN(T,0) (3.11.9)
En el caso hamiltoniano la ecuacion (3.11.3)
toma la forma

dF(N)
- (N)
~ {H,F } (3.11.10)
donde el paréntesis de Poisson es
{AB} =Y (Or,A-OpB—OpA-[Or,B)  (3.11.11)
a

Si se tiene una cantidad ¢ que depende de las
variables de una sola particula |z= (7, )| se de-

mostrara que [ {4), FN) } dz= 0. Comencemos con

/Dr¢~DpF(N)dz:

/I]r : (¢DpF<N>)dz—/¢ 0 (D™ ) oz

El primer término de la derecha, visto como una in-
tegral en d°r es la integral de volumen de una diver-
gencia y por tanto es equivalente a la integral de su-
perfice de ¢ - Op,FN), que para nuestros efectos se
anula (involucra distribuciones). En el dltimo térmi-
no se puede intercambiar el orden de derivacion y
volver a integrar por partes. Vuelve a tenerse la inte-
gral de una divergencia Op - (¢ - 0:FN)) (y por tanto
se anula) y otro término, de lo cual se concluye que

/D,¢-DpF<N>dz=/Dp¢-D,F<N>dz (3.11.12)

es decir

/{cp(z),F(N)}dz:O

Similarmente se puede demostrar (jEJERCIO)

que
/{‘Pab,

(3.11.13)

}dzadzb 0 (3.11.14)

donde ¢ap = ¢(za,2).

* * *

En lo que sigue se ayudara a comprender la
relacion entre la variacion del volumen de espacio
de fase

o*Nr(t)

y la cantidad A definida en (3.11.5).

Este elemento de volumen cambia segln lo que
dicten las ecuaciones de movimiento

r-a = Fa(r(t)at)

La solucion de ellas un pequefio tiempo T después
del tiempo t en que se define las condiciones ini-
ciales es

(3.11.15)
(3.11.16)

Ft+1)=T({)+1F(t)+0(1?) (3.11.17)

donde en 3D, a = 1,.,3N. Se usa la notacion

(3.11.18)

Los elementos de volumen d3NT evaluados en t
y en t+ T se conectan por un jacobiano 7 (t,t+ 1)
gue se define en la forma estandar, como el modu-
lo de la matriz de las derivadas de las variables del
espacio de fase a tiempo t+ 1 con respecto a estas
mismas variables en el tiempo t, las que se calculan
facilimente de (3.11.17)

OFa(t)

olp(t)

J(tt+1) H a(t+1)

arp(t)

H5ab+r H (3.11.19)

Calculando _# a primer orden en T se ve que
S (tt+1)=1+10 -F()+0(1%)  (3.11.20)

pero de (3.11.5) y (3.11.16) esta expresion se puede
escribir

F(tt41) =1+ TA{) + O(1°) (3.11.21)
esto es,
d 7 (tt+1)
At) = [ L—=2—— 3.11.22
m- (25 (3.11.22)
Equivalentemente
t+T1
j(t,tﬂ):eprt /\(t’)dt’] (3.11.23)

3.11. LA ECUACION DE LIOUVILLE
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y esta vez T tiene cualquier valor finito.

Asi resulta que A = 0 es condicibn necesaria y
suficiente para que la evolucion conserve el elemen-
to de volumen del espacio de fase.

3.12. Promedios y distribu-

ciones parciales

El promedio de cualquier cantidad A(l,t) se cal-
cula como

() O = [ATHFMdr (3.12.1)
Se define las distribuciones parciales
FV(z,....z0t) = (3.12.2)
N!

FN(zy.24,t)dznss ... d
(N—n)! / (z1--2n,t)0Zn 41 ... d2y

En particular F(™=N) = F(N)_ La normalizacion con-
sistente para estas funciones es

N!
(N—n)!
y su significado es F(" dz..dz, es la probabilidad de
encontrar a un conjunto (cualquiera) de n particulas

del sistema en el elemento dz..dz, en el instante t
sin importar donde esté el resto de las particulas.

/F<”)(zl..z1,t)dzl..dzn = (3.12.3)

Motivacion: Si F(N)dz;..dzy es la probabilidad de encon-
trar al sistema de N particulas en el elemento de volumen
dz;..dzy del espacio de fase del sistema de N particu-
las (dimension 6N), entonces la probabilidad de encon-
trar N — 1 de ellas en un elemento de volumen infinitesimal
de dimension 6(N—1) es FN-Vdz ..dzy_1 =N [F(N dzy;
la probabilidad de encontrar a (N —2) de las particu-
las en un volumen infinitesimal de dimension 6(N — 2) es

F(Nfz) dZ]_.AdZN,z = w IF(N)dZN,:LdZN, etc.

Para calcular el promedio (3.12.1) de una canti-

dad del tipo ® =5, ¢(z) (por ejemplo 5, ZPT%) se pro-
cede a calcular

N
(@O = |3 ¢aF™dz.day
a=1

N / ¢(21)FNdz,..dzy

_ / 0()F V(2 t)dzy (3.12.4)

En el futuro serd bastante mas comin trabajar

en el espacio de los | ya = (Ta,Ca) | que en el espacio

de los z,. Se define entonces las distribuciones fM™
tal que

FWdz,..dz, = f™dy;..dy, (3.12.5)

Puesto gque la normalizacion definida arriba im-
plica [F(U(z)dz = N entonces

/ F0 (g t)dic = n(r,t) (3.12.6)

y por tanto f() se identifica con la distribucion f
definida en §1.1.

Si se debe promediar una cantidad que depende
de dos variable, tipo ® =5, ,¢(z,2,) (e.9., la en-
ergia potencial del sistema) entonces

N
(@)© = [ 3 qoF™dz.day

N(N—-1
= %/qo(zl,ZZ)F(N)dzl..dzN

1 n
> / 0(21,2)F?(z1,22) dz dz,
(3.12.7)

3.13. Lajerarquia BBGKY

Consideremos la ecuacion de Liouville para el
caso hamiltoniano (3.11.10) y apliquemos sobre el-
la el operador (N!/(N —n)!) [dz,,1..dzy. El primer
término arroja 0';—?). Para trabajar el segundo térmi-
no conviene separar al hamiltoniano Hy en dos
partes, la parte que es suma de operadores de una
sola particula y la parte que es suma de operadores
que involucran a dos particulas:

N
oo

a<

N
Hn = Z $a+ (3.13.1)
a=1

Los @y, son los potenciales de interaccion entre las
particulas del sistema y se supondra que solo de-
penden de las coordenadas, mientras que ¢, com-
prende tanto la energia cinética como la energia po-
tencial debida a campos externos que actuan sobre
cada particula. El lado derecho de (3.11.10) es de la
forma

S {9aF)4 i{%,ﬁm} (313.2)
a=1 a<
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Al aplicar el operador integral sobre el primer
término se ve (gracias a (3.11.13)) que los términos
con a>n+1 se anulan y la contribucion que se ob-
tiene de aqui es

ﬁ i/ {00 F ™} dzn1..dzy =

i{%’F(n)}

(3.13.3)

La contribucion del término con ¢y nuevamente
esnulasia>n+1yb>n+1(debido a (3.11.14)).
Solo sobreviven dos tipos de términos, aquellos en
gue a,b <ny aquellos en que solo el indice aesta en
este rango (recordar que a < b),

% Zb/ {%’F(”)}dznﬂ--dz'“ +
d2n+1 dzy

De éstos el primer término se reduce a

n

5 ()

a<

(3.13.4)

Para simplificar la segunda contribucion se observa
gue todos los sumandos en b producen la misma in-
tegral, por lo que se obtiene N — nveces una integral
en que aparece ¢an+1, pero ahora se puede integrar
todas las variables z,,7..zy y se llega a

Z / @ant1,F

}o|z,1+1 (3.13.5)

Juntandolo todo se llega al conjunto de ecua-

ciones para los F(™ conocida como la jerarquia
BBGKY

(n)
= {FnF® Z/ s FO D iz (3.136)
pero

{Hn,F(n)} — i (DfaH"‘DpaF(")*DpaHn-DraFm))

a=1

- 7z(ﬁa.mca|:<">+ca-mra)|:<"> (3.13.7)
a

donde F, es la fuerza total por unidad de masa

gue actua sobre a en el sistema de n particulas.

Esta fuerza involucra tanto fuerzas externas como

fuerzas entre particulas.

En el término integral de (3.13.6) aparece el

{qoa’nH,F(”*l)} que es una
suma de términos con derivadas, (3.11.11), pero
como @ ni1 tiene solo dos argumentos hay pocos
sumandos y como los argumentos de @1 SON
tan solo coordenadas hay tan solo dos términos:
Ora@anit - OpaF ™Yy Onva@ns - Op, FMY. Se
puede ver que el segundo da contribucion nula al
hacer por partes la integral con respecto a pn.1.
Queda entonces

paréntesis de Poisson

n .
> / Or, @ans1- OpaF ™ dz0 4 (3.13.8)
a=1"

El primer factor en esta integral es la fuerza entre
las particulas ay n+ 1, y no depende de fuerza ex-
terna alguna. A las fuerzas interparticula por unidad
de masa se las denotara ﬁab,

. 1
ya,b = _aDra‘Pa,b (3139)

Con todo lo anterior las ecuaciones de la jerar-
guia BBGKY se pueden escribir

aF ™ 4 z (6a~ Cra+Fa Dca) F =
a=1

n
=3 [ Fania DeF "z (313.10)
a=1
0 equivalentemente
LS ( =, O, 10
n+ 6&'Dra+Fa'|:|ca fn -
&
n —
- Z /e/a,n+1' Dcaf( +1)dyn+1
a=1-
(3.13.11)

Este es un sistema de ecuaciones para las N dis-
tribuciones (", o jerarquia de BBGKY, describe
tan fielmente toda la dinamica del sistema como la
ecuacion de Liouville misma. Mientras F, es la suma
de todas las fuerzas (internas y externas) sobre a
de parte del sistema de n particulas, ﬁaml agrega
el resto de las fuerzas que actuan sobre a.

En particular para n = 1 se obtiene una generali-
zacion de la ecuacion de Boltzmann donde el térmi-

3.13. LA JERARQUIA BBGKY
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no colisional de la derecha ahora contiene a la fun-
cion @,

AtV + (o0 Oy +FOg ) 1Y =

- / Fro- O f@(yryat)dys  (3.13.12)

y F1 representa tan solo la fuerza externa total so-
bre ‘1'.

3.14. Leyes de balance

En un seccion §2.4 se obtuvo leyes de balance
para sistemas diluidos. Ahora se va a generalizar
esas leyes directamente a partir de las ecuaciones
de la jerrarquia de BBGKY sin hacer aproxima-
ciones. Esto significa que las leyes de balance que
se va a obtener son validas para todo sistema de
N particulas sin importar si se trata de un gas, un
liquido o un sélido.

Se requerira de algunas definiciones nuevas.
Una funcién de correlaciones de pares

nr1r2) = [ 1@y ) erde; | (3.14.)

y un promedio local de la energia potencial (por
unidad de masa) de a pares

Up(F1,t) (3.14.2)

/(Plznz (F1,T2,t)d%r2

Toda la deduccion surgira a partir de las dos
primeras ecuaciones de la jerarquia BBGKY, la
primera

(a[ + 61 . Drl + ﬁl : DCl) f(l) (YLt) =

/le Dcl yl,)/2, t)dy, (3.14.3)
y la segunda
(at+61.mrl+ﬁl.mcl
+8+ Or, + P2 Og, ) F@ (y1,y2.) (3.14.4)

- / (ﬁ1,3~Dc1+3§2,3~Dc2> £ (y1,y2,y3,t) dys

CONSERVACION DE LA MASA. Al integrar (3.14.3)
con respecto a €; se puede aplicar el teorema de
Gauss al lado derecho conviertiéndolo en un térmi-
no de superficie (con |Ci] — «) que se anula. Por
tanto se deduce, tal como antes, (2.4.8),

Dp

ﬁ:prV

(3.14.5)

BALANCE DE MOMENTUM Esta vez se multiplica

(3.14.3) por mcy Y se integra sobre T;. El lado
izquierdo da lo que ya se obtuvo antes:
pD—v—plf+D~PK (3.14.6)
Dt
Debe trabajarse el lado derecho,
/Jj_z Dcl mclkd Cldyz (3.14.7)

El operador (Oc,); en esta intergral puede utilizarse
para integrar por partes dando dos términos: en el
primero (O, ); actua sobre todo el integrando, que
es una integral nula, y en el segundo actua efectiva-
mente solo sobre cy, lo que da djk

m/le

= m/ﬂlznz(ﬂ,f’z,t)d‘q’rz

der = d3cld3c2} dr,

(3.14.8)

donde se ha usado (3.13.9)

Se supondra que el potencial @y, es central, es
decir,

= F1—T .
MZ12 =~y P2 = — ——=@l, = F120, (3.14.9)
[F1— T
donde 115> se ha definido con la relacion
o =T1+T12 (3.14.10)

y desde ahora y hasta el final de esta deduccion se
considerara que las variables independientes son 7y
y F12. La relacion anterior permite trivialmente hac-
er el reemplazo d?r, = d3r1,. Con todo esto se tiene
ahora

der = /ﬂz%znz(l”lﬂ+V12,t)d3r12

= /ﬂz%z np(F1 + P12, F1,t) d3ra2

porque n, es simétrico en sus argumentos de posi-
cion. Si ahora se cambia F1, — —F12 hay un cambio
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global de signo aparte de que cambia uno de los ar-
gumentos en ny

der = —/flzqzng(h—?12,?l,t)d3r12 (3.14.11)

y asi der se puede escribir como la semisuma de
ambas expresiones

17/,
E/leﬁz [na(F1,T1+T12,1)
—Ny(Fy —T12,T1,1)] d3r2

der =
(3.14.12)

Pero el corchete de la expresion anterior se puede
escribir

1 g
L] = /0 g~ (- W ) d
(3.14.13)
Para dar el proximo paso es necesario observar
lo siguiente:

e Si por estas lineas denotamos A; y A, los dos ar-
gumentos de ny, Ay =Ty — (1— )12y B =P+ ufpo
entonces

dn, 2 0A; I
dl‘l a=1 al“ dlz\g
2 dng

T2 =
aZl 0Aq
e y por otro lado

0;&0 0n2
of1 A,

dnzi
Y

y en ambos sumandos, a = 1,2, el primer factor es
la matriz 1, y por tanto,

dng . dng
or ; Ay
lo que permite ver que
dn,

En resumen, puesto que las variables independi-
entes son 1y y 12 entonces la accion de T1-O;, so-
bre ny(f1 — (1 — H)F12,F1 + UF12,t) €s idéntica a la ac-
cion de d/du y (3.14.13) también se puede escribir

1
[---]Z/O 12 Op Np(T1 — (1 — )12, T + U2, t) dp
(3.14.15)

y de aqui
1 .
der = Drl . 5/?12[‘12([42 X

/ (1 — (1 — p)F12,T1 + HT12,t) dud3ro,

(3.14.16)

gue es un vector escrito en la forma de la divergen-
cia de un tensor que se denotara P, y asi se ha
obtenido

DV .
oo =PF-0-P (3.14.17)
donde
P =Pk + P, (3.14.18)
1.
Po=—5 / Prof 120 / (3.14.19)

Mp(F1 — (1— W)F1p, T2+ UF12,t) dpdreo

El flujo de momentum tiene dos contribuciones.
La contribucion cinética Pk se debe al momentum
gue acarrean las particulas porque se trasladan. En
un gas este flujo de momentum domina, en cambio
en un solido su contribucion es minima. La otra con-
tribucion, P, se debe al momentum que se propaga
debido a la interaccion (choques) entre las particu-
las. Como puede verse, depende del potencial de
interaccion y de la densidad de pares.

BALANCE DE ENERGA. En el caso del balance de
energia se debera considerar tanto la energia
cinética ux como la energia potencial uy. Comence-
mos multiplicando (3.14.3) por $mC? e integrando
sobre €;. El lado izquierdo es igual a lo que ya se
obtuvo en el caso diluido

Duk

ppp T 0T+ PV (3.14.20)

El lado derecho es
1.
_é/‘rlzin' (Dclf(Z) (YLYZJ)) C]z_dyzdscl (31421)

Al integrar por partes el término que es divergen-
cia de todo se anula y sobrevive el término en que
aparece g, C? por lo cual el actual lado derecho de-
viene

der = /d3r2f12¢{2~élf<2)(y1,y2,t)d302d3cl
(3.14.22)

3.14. LEYES DE BALANCE
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A esta ecuacion se le debe agregar una para
pDuy/Dt. Con este fin se multiplica (3.14.4) por $¢r»
y se integra con respecto a ¢;, Fo, Co. El término del
lado derecho se anula puesto que es equivalente a
la integral de volumen de una divergencia. Al lado
izquierdo hay seis términos que se analizan de a
uno.

El primer término es

dt/d3r2d3cld3cz%qolzf<2)
= d(pugp)
= —[O1- (pVug) + pV- D1y + pdtuy

Du
— —O;-(pVuy) +th‘° (3.14.23)

El segundo término:
1 /3 3. 3 2)
Q/d rod®cid co@oCy - Op, T19) =
1 n n
5 / P, / 6rz [, - (112t @)
- 100, - )|
=03 / (7+C1) ot @rodercc
1/ (2) 42¢ - 3. 43
_5/(cl+v) (Or, @12) T @ drod3cyd3c,
(3.14.24)

El cuarto término tiene un analisis semejante
s6lo que ahora la derivada espacial es respecto a
una variable sobre la cual se esta integrando. Al in-
tegrar por partes el primer término (divergencia de
todo) es nula y solo sobrevive

1
2 / d®rodicid®co108, - O, £
1
=73 / d3cid3c, / d®r, 2 Or, (C2012)
17 R
=5 /d3c1d3c2f(2) (\7—|— Cz) Ur, ¢n2
(3.14.25)

Sumando los resultados de (3.14.24) y (3.14.25)
se cancelan dos términos que contienen a V pero
sobrevive el primer término con V en (3.14.24) y
es ZDrl [V@ronpd®, que se puede simplificar a
Or, - (pPVup). Este término va a cancelarse con un

término igual que se obtuvo en (3.14.23). La suma
de las dos Ultimas contribuciones entonces es

Oy - (pvufp)
1 - -
_E/ (Cl — Cg) . Drlqolzf<2)d3r2d3cld3cz

+%Dr1 / Crot @dlrded®,  (3.14.26)

Los términos en que aparecen F; y B se anulan
porgue son equivalentes a integrales de divergen-
cias en velocidad de todo el integrando. Aqui es es-
encial suponer que las fuerzas no dependen de las
velocidades.

Finalmente se obtiene

D -
pﬂ = Drl . % /C1q012f<2)d3r2d3cld302
3 / (0r012)- (G- G) 1@ draderdc
(3.14.27)

Se debe recordar de (3.14.9) que Oy, 12 = —F12¢,.

Debe sumarse ahora esta expresion con
(3.14.20) para obtener la ecuacion de balance de
energia total.

Du
Por = ~Dik—Px:iOV-Drdp  (3.14.28)
1 12+ (C14Cy) @ d®rpd3cdc,
2
donde se ha usado (3.14.9) y Gy es
d 1:} @12C1 P d3rod3c d3c, (3.14.29)
»”2

Esta expresion es claramente interpretable como un
flujo de energia potencial. Depende de la funcion

2) porque la energia potencial se refiere a dos
particulas interactuando.

Para analizar el Gltimo término nuevamente se
eliminara la variable ¥, en favor de F1, y asi es-
ta Gltima y 7, seran las variables espaciales inde-
pendientes. El elemento de integracion desde ahora
sera dY = d3r,d3c; d3c,

/(ﬁzrlz C]_ 6)
= z/(ﬁzflz' G +C )
1 o I -
= —5/%512' (Cl +C2> £ (P —F12,81,F1, Cp5t) AY

1 . .
= Z/dY(mzl’lg- (Cl+Cz>

19
></O ﬁf<2)(F'1f(17u)ﬂz,ﬁ‘l,ﬁJrllf’lzcz;t)(?'ll

F'l,(_fl 1 +T12,C;t)dY

)(F1+F12,C1,F1, C25t) AY
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1 R ~, 0\ L T
= Z/dY(pizrlg <C1+C2) r12~Dr1/0 f<2) du

= —Drl'q(pZ
1 R = = -
_Z./de“f<2) @5 (F12); (Drlj(cl"‘CZ))i (M12);
—_——
~2(0r,vi),

para dar el (ltimo paso se ha integrado por partes
definiendo

Oy = - / @of12: <61 +62> r12/ f@dpd3rodicidic,

4
_ (3.14.30)

y también se ha usado que €; + ¢ —2V=C; +C,, que
los T, son independientes de los T, ¥ que por tan-
to Oy (C1 +C2) = 0 lo que implica que O, (ClJréz) =
—200V.

En el término final de arriba se puede intergrar
sobre las velocidades obteniendo un factor n, lo que
da a este término completo la forma

Py: OV (3.14.31)

donde Py es aquel ya definido en (3.14.19).

Al juntar todo se obtiene que la ecuacion de bal-
ance de energia es

(3.14.32)

Du
pﬁ_—(D-d+P.D\7)

El calor tiene tres formas de propagarse. La
propagacion cinética la describe Gk, la propagacion
por choques la describe Gy, y la propagacion de en-
ergia potencial la describe Ggs1.

Es interesante observar que las leyes exactas de
balance que aqui se ha obtenido tienen la misma for-
ma que las que se obtuvo en forma aproximada para
el caso diluido en la §2.4. Estas ecuaciones dan, por
ejemplo, una forma genérica para la hidrodinami-
ca, pero no constituyen un sistema cerrado para las
incognitas: p(F,t), V(r,t) y u(r,t) porque los flujos P
y g no se conocen. Ademas se desea sustituir a la
incognita u por una variable macroscopicamente ob-
servable, normalmente la temperatura T (T, t).

Una primera forma de abordar este problema
consiste en regresar al caso diluido y buscar for-
mas de resolver en forma aproximada la ecuacion
de Boltzmann.

3.15. Deducci o0n de la ecuacl on
de Boltzmann a partir de la
jerarquia BBGKY

3.15.1. Deducci 6n de Grad
Durante la dedccion se necesitard dos expre-
siones del teorema de Gauss. El primero se refiere
a la integral fuera de una esfera de radio A (hasta in-
finito) que es igual (signo menos) a la integral sobre
la superficie de tal esfera,
A7) -dS

/ O -A(F,7')dP’ = 774
Ir—r>a 7=
(3.15.1)

y el segundo considera la accion de n operador de
derivacion que importa la definicion de la superficie
que limita al volumen sobre el cual se esta integran-
do,

O, - / AP dF =
[F—F’||>A

/ O, - A7) dF’
[[F=F'||>A

- ?{ AT -dS
Ir—r=a

La deduccion que sigue utiliza distribuciones
truncadas. Se define la distribucion fA(l)(zl) que de-
scribe a la particula ‘1én z =r1,¢; y las demas
particulas en cualquier ubicacion fuera de la esfera

de radio A alrededir de Ty,

(3.15.2)

£0(z) = /D £N)(2;..2y) dzo..day (3.15.3)

donde

D={|[r1—T2| > A,..,|F1—Tn|| > A}

y también se define‘ Dk = {Tx tal que ||F1 —Ty| > A} ‘
Se ve que D = Dy x D3 x .. x Dy. Hay que subrayar
que el borde de D es la union de todas las superfi-
cies dDy.

Se tomara la version n= N de (3.13.11) como
la ecuacion de Liouville para intergrala sobre el do-
minio D recordando que al tomar n= N el lado dere-
cho es nulo. El primer término da sencillamente

oY
at

El segundo término es
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3.15.2. Deducci 6n de ...

En esta seccion? se deducira la ecuacion de
Boltzmann a partir de las ecuaciones de la jerar-
guia BBGKY (3.13.6). Como estas ecuaciones son
exactas, y la ecuacion de Boltzmann es una aproxi-
macion, esta deduccion permite identificar en forma
mas clara y rigurosa las partes donde se introducen
las distintas aproximaciones.

Las dos grandes diferencias entre la ecuacion
de Boltzmann y la jerarquia es que la primera es
valida s6lo a bajas densidades y altas temperat-
uras, y es irreversible temporalmente. Ademas la
ecuacion de Boltzmann es cerrada en f(U(r,v).
Luego habra que encontrar una relacion entre f(2
y () (ver (3.14.3)) que sea valida a densidades ba-
jas y ademas habra que introducir irreversibilidad en
la ecuacion.

Ecuaci 6n BBGKY para F(

Utilizaremos una notacion levemente mas gener-
al que en las secciones anteriores. Denotaremos por
F(NN) |a funcion distribucion de N particulas en un
sistema de N particulas, y por F(™N) |a funcién dis-
tribucion de n particulas en un sistema de N particu-
las (las funciones definidas en (3.12.2)). Por ejem-
plo, F(XN) tiene informacion reducida de un sistema
grande, pero F(3 tiene la solucién completa de la
ecuacion de Liouville para un sistema de una sola
particula.

La ecuacion para F(IN) obtenida de la jerarquia
se puede escribir como:

7] o L
(E + % Or+F- Dp) FAN(r, p.t) =

/dzz{qo(zl,zz),F(Z’N)(zhzz,t)} (3.15.4)

donde ¢(z1,2,) es el potencial de interacciony {, } es
el paréntesis de Poisson.

Relaci 6n funcional entre  F(@N) y F(LN)

Lo primero que hay que hacer para poder obten-
er la ecuacion de Boltzmann, es encontrar una forma
de escribir la funcion distribucion de dos particulas
en funcion de la de una sola y asi cerrar la ecuacion
(3.15.4).

2

Para llevar a cabo esto, se definen las fun-
ciones de correlacion como combinaciones de las
funciones distribucion:

Up = VIFLD

U, = v2 (F(Z,Z)_F(l,l)F(l,l))

Us = VS (-D*Mk—=1)! [] A@15.5)
particiones grupos

donde la suma es sobre todos las posibles parti-
ciones de s particulas en k grupos, y ¢ es el nUimero
de particulas de un grupo. Estas funciones U valen
cero si las distribuciones son descorrelacionadas.

El tiempo se ha omitido como argumento ya
gue todas las funciones estan evaluadas en t. Se
incluira el tiempo solo cuando alguna funcion se
evalle en otro instante.

Es posible invertir las expresiones anteriores

para despejar F(NN) en funcién de funciones Us. En
efecto,

FONN(z, . zn) =V WU (22) FN-IN-U (2, 2y)
+v2 72_ Uz(z1,2)F N 2N "2 (75, 2y
ps]

+v 3 Z U3(zl,22723)F(N’3’N’3)(z47.4.zN)+m
25

si la expresion anterior es integrada en todas las co-

ordenadas salvo la de la primera particula, y usando

la normalizacion (3.12.3), se obtiene

N(N—-1

% /deUz(Zl, Zz) +...
(3.15.6)

Esta forma para F(*N)(z), que es una serie en
potencias de la densidad, se puede interpretar co-
mo que la funcion distribucion de una particula en un
sistema grande. F(1N)(z) viene dada por una suma
de la funcién de correlacion de un sistema de una,
dos, etc. particulas, es decir, el problema de un sis-
tema grande se reduce a considerar sistemas chicos
cada vez mas grandes. Una propiedad importante
es que, como la funcion a integrar es una funcion de
correlacion, esta integral no es del orden del volu-
men del sistema sino del volumen donde la particu-
la 2 esta efectivamente correlacionada a la 1. Este
volumen suele ser, salvo para fenébmenos criticos o
fases solidas, del orden del volumen atbmico. Luego
el segundo término es &'(npy), donde py es la frac-
cion de volumen ocupado. En un gas esta fraccion
es muy pequefia y por tanto los siguientes términos
de la serie son cada vez mas pequefios.

N
FAN) (z) = \—/Ul(Zl) +

Disefiada por R. Soto
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La expresion (3.15.5) también se puede invertir
para despejar F(NN) de otra forma, esta vez aislando
a las particulas 1y 2:

FINN(zy,...2q) = | V72Up(z1,22)F(N"2N"2) (25, 2y)

V3 Us(z1,22,25)F (N 3N=3)(

3712

2. ZN) + ...

+Ui(21) [V 2U1(z0)F(N-2N-2) (25, 2y)

V72 S Up(zp 2 F N3N

3712

Z4y...ZN) ...

+ Ua(z1,23) |V 2U1(z2) F(N3N=3)(z4, 2)
312

+v—4 Ua(z0,z2)F NN (z5  z)+...| +...
44123
integrando la expresion anterior en todas las coorde-
nadas salvo las de la primera y segunda particula,
se obtiene

F(Z’N) (Zl,Zz) = w Uz(Zl,Zz)
+Ui(z)V1(22) | + W( .)+..(3.15.7)

Nuevamente se obtiene que la funcion distribu-
cion de dos particulas se puede expresar en térmi-
nos de la funcion distribucion de sistemas de una,
dos, etc. particulas.

En el limite termodinamico (3.15.6), (3.15.7) se
escriben:

F (LN) (Zl) nUl(Zl) —+ HZ/UZ(Zl, Zz)de —+ ...

W EEY(z)4n?.

n? (Uz(z1,22) + U1(z)U1(22)) + ..
nV2F22(z,2)+... (3.15.8)

F(Z’N) (Zj_,Zz) =

En el limite de densidades bajas, basta con
guedarse con el primer término de cada expresion.

Una vez introducido el limite de bajas densi-
dades, hay que incluir la dinamica para obtener la
relacion funcional entre F(2N) y F(LN),

Definimos el operador de evolucion temporal de
un sistema aislado de s particulas como

T, = e (3.15.9)
donde % es el operador Liouvilliano de s particu-
las definido por: %s = —{Hs,-}. Con este operador,

la funcion distribucion de un sistema de s particulas
evoluciona de la siguiente forma

= T,(f)F(SS)(zl, ...2,0)
FOI(Tz,... T 2,0)

FOY(z,... z,1)

Definimos la correlacion inicial de un sistema de
sparticulas as(zi, . ..zs) de la siguiente forma

F9(z,...2,0) = as(z1,... z) I FY(z,0)
I

(3.15.10)
es decir, ag() vale uno si la distribucion inicial del sis-
tema es descorrelacionada. Usando la definicion del
operador de evolucion temporal, se puede escribir

F9(z,...2,t) =C"° [F*Y@H  (315.11)
i
con
¥ =1Raa,.. %) [[HV@) (31512

Estas dos expresiones se pueden interpretar de
la siguiente forma: para obtener la distribucion en
un instante t, se toma una distribucion descorrela-
cionada y se retrocede en el tiempo at =0, luego se
correlaciona multiplicando por as() y nuevamente se
avanza en el tiempo. Toda esta accion es llevada a

cabo por el operador Ct(s).
Tomando (3.15.8) y (3.15.11) se tiene:

FEN — n2Uy+UsUy)
n2y—2g (2.2)

nZV*ZCt(Z) FLDE(LY

F2N = cPFANERN) (3.15.13)

con lo que se llega al resultado buscado, esto es, ex-
presar funcionalmente la distribucion de dos particu-
las en términos de la de una particula. Para llegar a
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este resultado so6lo se ha usado que la fraccion de
volumen ocupado sea mucho menor que uno y que
el alcance de las correlaciones sea del orden del ra-
dio atémico.

Para llegar a la ecuacion de Boltmann falta ain
introducir la irreversibilidad. Para eso estudiaremos
la forma del término colisional.

El operador de colisi 6n

El término colisional que se obtiene guardando
el primer orden en densidad del desarrollo anterior
es:

JIF] = /d22 {qo(zl,22),C[<2)F(17N)(zl)F(l’N)(zz)}
(3.15.14)
Este término tiene una diferencia sustancial con el
de Boltzmann ya que es no-Markoviano. En efecto,

el operador de evolucion-correlacion Ct(z) depende
de la correlacion en t = 0y, por tanto, no depende
solo del estado en t.

La correlacion inicial se puede eliminar,
suponiendo que la evolucibn mas probable del sis-
tema es irreversible, y que esta irreversibilidad hace
decaer las correlaciones que puede haber habido
entre particulas en el estado inicial. Escogemos
t = 0 después que las correlaciones hayan decaido
por lo que ax(z1,2) = 1. Esto implica que la ecuacion
de Boltzmann no puede ser valida muy al inicio de la
evolcion del sistema, sino una vez que las correla-
ciones que pueda haber habido en el estado inicial
se hayan hecho despreciables. Luego, el operador

Ct(z) se escribe:

? =10 @@t @ (31515

Este operador actla de la siguiente forma: retro-
cede al sistema un tiempo t sin interactuar (porque
el retroceso se efectlia con un operador de evolucion
factorizado en dos operadores Tt(l) (z) de particulas
libres), y luego avanza al sistema un tiempo t con
interaccion (ya que evolucionan con Tf)). Grafica-
mente se puede ver en la figura

Accion del operador Ct(z) en la trayectoria de las
particulas. Con ry y ry se designa a las posiciones
de las particulas antes de hacer actuar el operador
y con Ry y R, a las posiciones despules de actuar.

Si el alcance del potencial es muy pequefio, en-

tonces en la accion de Ct(z) las particulas se mueven
libres salvo durante el tiempo de interaccion tg.
Luego, se puede tomar t — « sin afectar la accion
de este operador. Esto no es valido si se forman
estados ligados o si existen colisiones de angulos
pequefios, porque en ese caso el tiempo de colision
es del orden del tiempo de vuelo.

Se vera después que la accion del término col-
isional es restar los estados antes y desples del
choque. Para que la contribucion no sea nula, estos
estados deben ser distintos y para que eso ocurra
deben tener posibilidad de chocar. En tres dimen-
siones esto es factible soblo silas particulas estan ini-
cialmente en posiciones cercanas (donde el poten-
cial sea apreciable), luego solo contribuyen al térmi-
no colisional los estados en que r12 ~ g, donde o es
el alcance del potencial.

En este momento se han hecho todas las aproxi-
maciones necesarias para obtener una ecuacion de
Boltzmann generalizada que sea cerrada en F(LN),|
sin correlaciones y markoviana. Sin embargo para
obtener la ecuacion de Boltzmann es necesario ree-
scribir el término colisional para poder identificar la
seccion eficaz.

Definimos R y B como las coordenadas y mo-
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menta de las particulas evolucionadas segun q(z)_
Es decir,

R=C7r,
R=C"p

CPFAN (2, )F N (z,,1) =

FAN(Ry, PLOF AN (Ry, Py t)  (3.15.16)

Como rq1o debe ser del orden del alcance del
potencial, las posiciones R estan a una distancia
(con respecto a rq) del orden del alcance del po-
tencial. Esto es asi porque el operador Ct<2) retro-
cede y avanza a las particulas igual tiempo, y so6lo
se desvian las trayectorias cuando éstas estan en la
zona de interaccion. Dado que se esta suponiendo
gue el tamafio de las particulas es muy pequefio, se
puede expandir en torno a la posicion de la primera
particula

CAFAN) (7 ) FAN) (5 1) =
FON(ry, PLOF N (1, P 1) 4+ 0 (DF AN 15y
(3.15.17)
si los gradientes en F(IN) no son muy grandes
(lo que equivale a gradientes pequefios en las

cantidades macroscopicas), entonces nos podemos
quedar solo con el primer orden.

Para poder interpretar la accion de este operador
se haran algunas operaciones sobre él. Primero
veamos que {Hy,R} =0, en efecto:

tILn;]o {HZ’C‘@ pi}
Jim {2, 7% (22,2 @) 22)m |

. 2
= tILn;]o {HZ,TEI)(Zl,Zz)pi(—t)}

{H2,R} =

donde se uso0 la definicion del operador C§2), y que la
accion de los operadores de una particula sobre p
es retrocederla en el tiempo. Pero las fuerzas exter-
nas son débiles respecto a las fuerzas intermolec-
ulares, y entonces se puede despreciar su accion,
luego pi(—t) = pi.

Ademas el operador de evolucion de dos particu-
las conmuta con el hamiltoniano:

{HZ’ Pl}

tILon T (21, 2) {Ha, pi}
= lim T2, 2) ¢ (r12)
— t'Lonﬂ"l(rlZ(t))

donde se uso la definicion del conmutador y se
reemplazé la derivada respecto a r; por una deriva-
da respecto al argumento de ¢ (de ahi surge el +).
Pero al evolucionar al sistema un tiempo t grande,
la distancia relativa entre las particulas se hace muy
grande por lo que la fuerza intermolecular se hace
despreciable. En el limite t — « esta fuerza se anula
con lo que se demuestra que {H,,R} =0.

Esta propiedad se puede entender geométrica-
mente si se identifica el conmutador del hamiltoni-
ano con la derivada temporal de B. Se puede no-
tar que, sit es grande, la derivada de Ct(z) pi es cero
porque retroceder y avanzar un poco mas en la zona
asintética no modifica el resultado final.

Como el conmutador del hamiltoniano con R
se anula, tambien se anula el conmutador con
cualquier funcibn de éstos, en particular con
FAN(P) x FON)(By). Luego, descomponiendo el
hamiltoniano en parte potencial y cinética, se ob-
tiene

{@(HZLF(l’N)(Pl)F(l’N)(Pz)} =

2 2
+
B { p12mp2 JFAN) (pHEEN) (pz)}

i 0
--3 %WF(LN) (PHFEN(R,)  (3.15.18)
1 I

pero P, y P> dependen de ry y r, s6lo a través de la
coordenada relativa entre las dos particulas, luego:

{0(r2), FEN P)FEN (R ] =

Po—P1 0

F@ON) (pE@N)
m orip ( l) (Pz)

(3.15.19)

al introducir esta expresion en el término colision-
al (3.15.14), se obtiene:

J[F]:/%.OL

r FEN(P)FEN (R d3rod®p,
12

(3.15.20)

Al escoger coordenadas cilindricas para ri» con
el eje zsegun g = (P> — p1)/m, se identifica que la
coordenada radial corresponde al parametro de im-
pacto y el angulo polar al angulo azimutal. Luego, al
integrar la coordenada z, se tiene:

IF) = [ (FEV PRI (Ry)|

Z=00

gbdbded®p,
(3.15.21)

Los limites z— 400 requieren una interpretacion
cuidadosa. En ambos casos las dos particulas estan

7=—
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muy lejos, pero en el caso z= —o la particula que
esta adelante tiene una velocidad menor que la de
abajo (recordemos que z=r12-d/g) luego, al hacer
actuar el operador C(2),, las particulas retroceden
y se alejan mas aln, por que al hacerlas avanzar
nunca llegan a chocar, luego R(t = —«) = p;. En el
caso positivo, la particula que esta adelante tiene
una velocidad mayor que la de abajo, y entonces,
al retroceder se cruzan por lo que al volver a avan-
zar pueden interactuar entre ellas, luego el momen-
tum evolucionado P corresponde al momentum de-
sples de la colision, en la notacion de Boltzmann
R (t = ) = pi. Por tanto, el término colisional es:

J[F] = / (F{F} — FiF2) gbdbded®p,  (3.15.22)

por Ultimo cambiando de variable de momentum a
velocidad, y usando la normalizacion (3.12.5) se ob-
tiene la ecuacion de Boltzmann:

@fl:/(f{fé— f1f,) gbdbded®c,  (3.15.23)

En resumen, las aproximaciones hechas fueron:

Limite de muchas particulas.
La fraccion de volumen ocupada es pequefia.

El alcance de las correlaciones es del orden
del alcance del potencial, el cual es de corto
alcance.

No existen estados ligados ni colisiones de
angulo pequefio.

La evolucion mas probable es irreversible con
decaimiento de correlaciones que pudieran
haber existido en el estado inicial.
Los gradientes espaciales de FN)
pequefios en las escalas atbmicas.

son

La accion de las fuerzas externas es despre-
ciable en el tiempo de interaccion.
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Capitulo 4
Gases No Uniformes

4.16. El método de Chapman-
Enskog

Para poder buscar en forma sistematica solu-
ciones aproximadas de la ecuacion de Boltzmann
se recurrira a un método perturbativo disefiado in-
dependientemente por Chapman y Enskog.

Nos ocuparemos de la clase de sistemas que
estan cerca del limite de Boltzmann-Grad y que
tienen caminos medios ¢ mucho mas cortos que
cualquier escala macroscopica. En particular los
gradientes de los campos hidrodinamicos (por ejem-
plo, densidad o temperatura), X, definen longitudes
L = X/|OX|. Gradiendes muy pequefios hacen muy
grandes estas longitudes. Para el régimen que nos
interesa estas cantidades adimensionales

N]:

Srrls

_ dox| (4.16.1)

X ‘

son pequeias. A cualquiera de estas cantidades se
las llama namero de Knudsen.

En estos casos las moléculas que componen el
gas tienen oportunidad de chocar muchisimas ve-
ces antes de difundir hacia otras zonas del gas.
La dinamica esta dominada por un equilibrio ter-
modinamico local. Equivalentemente se puede decir
gue éste régimen esta caracterizado por una tasa v
grande de colisiones.

El método de Chapman-Enskog utiliza en for-
ma ingeniosa una cantidad adimensional € como
parametro pequefio para hacer expansiones pertur-
bativas a partir de la ecuacion de Boltzmann escrita

en la forma
et =][ff]

El 6rden mas bajo se debe buscar precisamente re-
solviendo J[ff] = 0. Se hace asi explicito que se
busca soluciones donde el término de la derecha es
un orden de magnitud mas importante que el de la
izquierda. Puesto que J[f f] = 0 arroja una distribu-
cion maxwelliana, este esquema establece a priori
que la dinamica esta dominada por un equilibrio ter-
modinamico local. Recuérdese ademas que el lado
izquierdo proviene del flujo libre y sin interacciones
de las particulas, como fue comentado en §2.1.1.
Este término izquierdo domina una evolucion donde
casi no hay choques (gases muy enrarecidos), que
es lo opuesto al régimen que interesa en el método
de Chapman-Enskog.

(4.16.2)

Para formalizar la motivacion anterior conviene
utilizar cantidades adimensionales. Se hace los
reemplazos f = nvt*e3r f, & = wert v la seccion efi-
caz diferencial se reemplaza por o2 (o es el tamafio
lineal efectivo de las particulas). En lo anterior vig,
es la velocidad térmica. El lado izquierdo se escribe

entonces en la forma nv{gr@f y el lado derecho, a

partir de (2.1.21), queda como (nzvt’gr)azvferi En
resumen entonces que

- 9 =
Pt =nvgro“d

peronag?~(~1y (ver (1.3.6)) con lo que

se llega a

(4.16.3)

2f=vJ (4.16.4)

En el contexto del limite de Boltzmann-Grad ambos
lados de esta ecuacion son finitos. Para caminos
medios cortos o, equivalentemente, frecuencias de
choque grandes, el término J de la derecha debe
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“tender a cero” para conseguir igualar al lado izquier-
do.

El caso opuesto, que sera discutido mucho mas
adelante, es aquel en el que los caminos medios ¢
son enormes. En tales casos se habla de un gas de
Knudsen.

Se define

fa(r,t):/?pfd?’c (4.16.5)
donde ¥ tiene por componentes a los invariantes
colisionales aditivos del caso. Mas concretamente

se define
1

Q= o
102
ic

(4.16.6)

por lo que ﬁ es

n
nv
nu

!
I

(4.16.7)

Se postula que el tiempo no aparece en forma ex-
plicita en la distribucion f ni en d 3 sino que ingresa
en el formalismo a través de B y los gradientes de

ﬁ en forma semejante a lo que se tiene en (1.1.4).
Esto es,

f(F,et) = f(F&B,0:B,..) (4.16.8)
%4(?70 = OFB,0p6,..) (4.16.9)

Teniendo claro lo que significa ﬁ y, con la ex-
periencia de secciones anteriores, se puede adiv-
inar que (4.16.9) jugara el papel de englobar
las ecuaciones de balance. Esta ecuacion impli-
ca que las derivadas temporales de los observ-
ables macroscopicos estan totalmenbte determina-
dos por los observables mismos, es decir, (4.16.9)
va a definir ecuaciones hidrodinamicas cerradas. La
meta sera la evaluacion de ®.

Se expande formalmente en potencias del
parametro &,

f = fO4efye?f@4 | (4.16.10)

® = O4ed 2P+, (4.16.11)

NoTA: en todo este capitulo f[" denota correcciones
sucesivas para obtener la funcion distribucion de
una particula y no debe ser confundida con los f(".

Teniendo en cuanta (4.16.8) se aplica la regla de
la cadena para calcular la derivada temporal de f,

of 9B 3B.i
- of
= O Ogf+Pj—0o... 4.16.12
ﬁ Il’JdBiyj ( )
donde se usa la notacion
. _ 9B
B = ar, (4.16.13)
o _ 9B
d; = ot (4.16.14)

Al sustitir las expansiones (4.16.10) y (4.16.11)
en (4.16.9) se obtiene una expansion de la forma

% =5 f0+¢ [élf[ol +5of[l]] +e? [@f[‘)} + o1 +60f[21] +o
(4.16.15)
donde

5 — o 9 m_9

i 0_ﬁ+¢i’j%+"' (4.16.16)

con lo cual el lado izquierdo de la ecuacion de Boltz-
mann queda
2f= (269 +e(21)Y 4 .. (4.16.17)

con

r
(21)1) = zoa,,kf[k] +e- O 4+ F.0. 7 (4.16.18)
k=

También el lado derecho tiene una expansion

J[Ff] =304 & (3% 0%0) 4

donde se usa la notacion para abreviar

J[flelflfl]. Lo que sigue se obtiene igualando los
términos del mismo orden en ambos lados de la
ecuacion de Boltzmann.

(4.16.19)

A nivel mas bajo (r = 0) se obtiene

0=Jo0 (4.16.20)
que, como sabemos, es resuelta por la distribucion
de Maxwell con funciones arbitrarias n(r,t), V(r,t) y
T(F,t). En el esquema actual de aproximacion se es-
coge que la solucion fl9 esté definida de tal modo
que estos campos (n(T,t) etc) correspondan a los
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primeros momentos de la solucion exacta que se
esta buscando.

Para r = 1 se obtiene

014 0= (21)0 (4.16.21)
en general resulta
r-1
JOr L g0 (@f)(rfl) _ Z Jhr—k (4.16.22)

k=1

Notese que a nivel r ya se debe suponer conocidas
todas las funciones que estan al lado derecho y la
incognita es ' que aparece en forma lineal al lado
izquierdo. La forma explicita del lado izquierdo de

(4.16.22) puede simplificarse definiendo tal que

r— ¢z ¢l0)
- [ PR @ g-a-g)
xgbdbded3c, (4.16.23)

JO,I’ + JI’,O

gue escribimos como un operador integral lineal que
actua sobre {" que se denotara, | —n?l["] |. La forma
explicita del operador integral | es

I(F):n /f” t9(Fy + Fo — F/ — F)gbdbde dc,

(4.16.24)

de donde vemos que | se anula si F es una com-
binacion lineal arbitraria de invariantes colisionales.
Ademas se puede demostrar que el operador | es
invariante bajo rotaciones. La demostracion de esta
propiedad se puede encontrar en el FK.

La ecuacion (4.16.22) es de la forma de una
ecuacion inhomogénea

umz—é(@f“

Una ecuacion lineal como esta suele poder ser a-
similada a una ecuacion matricial MX = a. Para poder
resolver una ecuacion asi debe, antes que nada, de-
terminarse el autoespacio & de la matriz M con au-
tovalor nulo. Esto es, se debe encontrar todas las
soluciones independientes de la ecuacion MXy = 0.
Por otro lado esta el espacio & de los autovectores
de M con cualquier autovalor no nulo. Ambos es-
pacios son ortogonales. Cuando se hace actuar M
sobre una solucion X cualquiera (con componentes

r—1
Dy ghrk (4.16.25)

en ambos espacios), la accion de M es nula sobre
la parte en &, por tanto MX esta en &, es decir, el
lado derecho de (4.16.25) es ortogonal a todos los
vectores en &p. Si esto no se cumple (4.16.25) no
tiene solucion. Esta ortogonalidad debe exigirse co-
mo garantia (condicion de integrabilidad) para que
exista solucion. Ala solucion gue se obtenga siem-
pre se le puede agregar un Xg arbitrario.

La forma misma de (4.16.23) permite ver que Si
la cantidad ¢ es cualquiera de los invariantes adi-

tivos ¢ de los choques se obtiene |[y] = 0, ver §2.2.
Aceptemos que la solucion general de
I[{]=0 (4.16.26)

es una combinacion de ellos (los invariantes aditivos
de choque) y por tanto, la solucién mas general de
(4.16.25) es alguna solucion de (4.16.25) a la cual
se le agrega una combinacion arbitraria de los ¢,

'=¢+a-w (4.16.27)

La condicion de integrabilidad es,

/%

Pero como las componentes de ¥ son invariantes
aditivos de los choques las integrales con los J&P,
como veremos, se anulan idénticamente y la condi-
cion se reduce a

/ @) g

En efecto ya que f‘TJJd3c = 0 (propiedad de
simetria de J, §2.2), entonces esto es cierto a todo
orden al expandir J, [ PJ2Pd3c =0

Si la solucion existe se tiene la libertad de fijar
la expansion de f en los f de modo que el térmi-
no de orden 0 dé todo ﬁ segln (4.16.5) tal como se
menciono bajo (4.16.20),

/lTJf[O]d3c /
/¢m3 0

lo que significa que las cantidades macroscopicas
siempre estan determinadas tan solo por f%. Reit-
eramos que lo que aqui se ha impuesto es escoger
gue la solucion de (4.16.20) sea aquella para la cual
n(r,t), ¥(r,t) y T(F,t) sean los momentos de la solu-
cion f completa.

(1)

r—1
DY Jk“k] d®c=0  (4.16.28)
k=1

(4.16.29)

d3c= Bl"’t)

r=1,2,.

(4.16.30)

(4.16.31)
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Veamos en mas detalle la condicon (4.16.29). De
las definiciones para & y (2f)%, (4.16.29) deviene

r-1
z & w1 fK g0 flr-1

/ {
k=0

El término con la sumatoria que hay dentro de la in-
tegral anterior tiene dos partes debido a (4.16.16),
(en realidad tiene mas de dos partes, porque
(4.16.16) es una expasion)

/delf /CDr"l -Op M Qe
aflK
+/de>' 00T 43 (41633
3B, ( )

Al primero lo llamaremos o y al segundo %.

= [PBD. Og e (4.16.34)
Pero como los @ no dependen de € se puede aplicar
(4.16.31) para ver que estas integrales, con k = 0
son nulas. Si k= 0 se aplica (4.16.30) obteniéndose
que

Ay = DI ./DBf[O] Pdc (4.16.35)

y como ﬁ no depende de C, Ug puede escribirse
fuera quedando tan solo [ % d3c= By por lo tanto
4 termina siendo ®~Y. En resumen: o = ®—1),
hz0=0,0

/ $dD.0, 083 = oD (4.16.36)
/Lpa)(r—lfk).gﬁf[k]dsc = 0, r=12.
(4.16.37)
Los términos %y son
(-1 0K
_ 4.16.
By = /q:l,J ap, & (4.16.38)

gue son nulos si k# 0y con k=0 se puede escribir
como

Fo= o' mj/tuf (4.16.39)

La integral vale B y su deriavada respecto a las
derivadas espaciales de 3 es nula ya que se estan

=0 (4.16.32) parak=0,1,...

considerando como independientes (como se ex-
plicita, por ejemplo, en (4.16.8)). En conclusion,
Py = 0 para todo k,

(r-1-k O fK
[ 5
yr=12... Lo mismo se puede de-

mostrar con derivadas superiores. Por tanto la condi-
cion de integrabilidad (4.16.29) se puede escribir

——d¥c= (4.16.40)

q)(l’ 1)

/qJ 6 O +F- D)f[r 1 ¢3¢

(4.16.41)

que especifica @1 a partir de los momentos de
fIr-1 de la velocidad €.

Para calcular f el método de Chapman-Enskog
define el siguiente procedimiento

o 19 se obtiene de resolver J[fl%f9] =0 con la

restriccion (4.16.30).
e ®0 se obtiene de (4.16.41) conr = 1.

o 1l se obtiene de resolver (4.16.22) parar =1
con la restricci()n (4.16.31).

o ®U se obtiene de (4.16.41) con r = 2.
e etc

Habiendo seguido el proceso anterior hasta or-

den r se calcula fB’ y sus derivadas con (4.16.9),
(4.16.11) y (4.16.41). Calculemos

f -
— —®=0 4.16.42
i ( )

a orden r, es decir, usando

r

o= £¢° (4.16.43)

2,

con ®° de (4.16.41)

&= _/qJ (e0+F-00) 8% (4.16.49)

Analicemos por separado las dos intergrales que
contribuyen a ®S. La primera, integrada por partes
da

Dr-/ef[%d%—/ (e-0®) i (416.45)

Al integrar por partes la segunda contribucion a ®S el
término que es divergencia del integrando se anula
obteniéndose

fﬁ:/03¢)ﬂﬁ3

(4.16.46)
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Juntandolo todo se obtiene

B s

Al separar esta ecuacion por componentes se
obtiene ecuaciones de balance de masa, momen-
tum y energia dentro de este esquema. Como un
ejercicio se deja demostrar que se obtiene

Dp

ot - PEY

pg—f = pF-0O-P (4.16.48)
Du

— = —0.g-P: ¥

P o g

En esta aproximacion P =5, P, g=y,d"y

4.17. Aproximaci 6n de orden

cero.

La solucion a la primera ecuacion del método de
Chapman-Enskog?

J(f90) =0

es

3/2
0z —n©(__M T 2gTO
P©=n <2nkBT(0)) e

La convencion que se adopt6 respecto a los cin-
co primeros momentos de f fijan los parametros n(©,
v y T, Ellos corresponden con esta eleccion a
los campos macroscopicos n, Vy T respectivamente.
Es decir, la aproximacion de orden cero corresponde
al equilibrio termodinamico local, la funcion de dis-
tribucion en cada punto del espacio es una distribu-
cion de Maxwell-Boltzmann con los valores locales
de los campos n, Vy T como parametros.

1Todo el resto de este Capitulo disefiada por J. Ibsen

(4.16.47)

(4.16.49)

(4.17.1)

Las correcciones al tensor de presiones P y al
flujo de calor g a este orden son

PO = p1
g% = o

(4.17.2)
(4.17.3)

con p=nkgT y por tanto es directo establecer que

las ecuaciones de movimiento para los momentos
son

10p

= - _0.v
p Dt
Dv _
— = pF-0O 4.17.4
Por pF—0p ( )
Du
~= - _pO.-v
P Dt p
Usando la relacion
3
= —nkgT
pu= 5nke
la Gltima de estas ecuaciones se escribe
D _32) _
= (pT ) -0 (4.17.5)

Este conjunto de ecuaciones se denominan ecua-
ciones de Euler.

4.18. Aproximaci 6n de primer
orden.

La ecuacion integral a resolver al siguiente orden
de aproximacion es

J(FHFO) 4 (£ O f1Hy = (2)©

Ya se ha definido ¢ mediante la relacion flX =
fl97 y el operador integral | por

—n2I(F) = J(flOF 0Oy 1 3(f0 fOF)  (4.18.1)

Directamente de la expresion anterior vemos que
| es un operador lineal en F. En términos de I, la
ecuacion a resolver se escribe

—n?1(Q) =(2)© (4.18.2)

El lado derecho de esta ecuacion involucra solo
términos conocidos, luego nuestro problema con-
siste en resolver una ecuacion integral lineal inho-
mogénea. El operador | fue definido en (4.16.24).
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A partir de | se puede definir la forma bilineal ofl0on afl0aT
: an or ot or )
F,G] = / Gl (F)dg (4.18.3)
' Ak dv ot dC+dv
gue satisface las siguientes propiedades: o + oC (dC+av)
: afllon atl0 a1
i) [F,G]=I[G,F]. = —_
) [F.G] =[G,F] (anat+aT¢ﬁ dt +
i) [F,F] >0,y se anula si F es una combinacion 0 0
lineal de invariantes colisionales. ot @ n ot ‘9_T P+
on or 0T or
iii) [F,GJ* <[F,F][G,G]
ofl0  5¢ld afla
Si se excluyen las combinaciones lineales de invari- oV + ¢ -dv+ ac -dC
antes colisionales, la forma bilineal anterior intro-
(4.18.5)

duce un producto escalar en el espacio de funciones
donde estamos solucionando la ecuacion de Boltz-
man.

Desarrollemos en forma explicita el operador
(219, (4.16.18)

(21)0 = &f0+e.0, {0+ F.0.f9  (4.18.4)

Como fl% es una funcion de € mas que de & es

conveniente usar como variable independiente a la

velocidad peculiar. El diferencial de 19 se escribe:
oflo aflol oflo

o _ .
df o dt + o7 dr+ ac

_ (of%on offoT  of®
B on ot

-dc

. 0V> dt +

T ot ' oV at

af[O]@+af[0]a_T+af[0] g_v dr
on or 0T or ov or

o £l

ac

= —af[O]@+—af[O]a—T dt +
B on ot OT ot

ﬂ@+ﬂﬂ dar+
on or 0T or
ofl0 v 9fl0 gy o flol
T S TR TR
Como
C -V
d€ = de—dv
el diferencial de 9 se escribe entonces como
dfl0on afl0oT
o _ g2y y
df <an ot ot ot )&

Reemplazando estas relaciones en la ecuacion
(4.18.4) se obtiene

9o L0
ot

9o L0 a_v
ov ot

< 0
N
(C+V) <0?f +

g.9C oid

¢ 3¢
9 L0 oflo  _ ofl0
a Vo T or
oV doflO ov ofld
at  ov ofr v
L 9fl0 L gv 9fl0

. _ o1l
~ Do gppopp a0,
Dt aC

(260 =

a_v o £l
or ov

0
019 Do

L v ofl0
oV Dt ¢

ot ov

y por tanto
(26)© B—?f[O]JrCDrf[O]Jr

(ﬁ_ %v) e fl— (o tO)C: o

+C. O InflO4

= DoV o _
(F Dt ) Dclnf

(Ocn fl9)¢&: IZIN]

£0) DoIn flO
Dt

(4.18.6)

donde se ha usado la siguiente notacion en la expre-
sion de arriba:

4.18. APROXIMACION DE PRIMER ORDEN.
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. (55)”— =ajbj, obvio que se cumple que
= A:B =AjBjj, DOB:%
Dt Dt

= | Do/Dt=&+V-0 |

y & fue definido en (4.16.16).
El logaritmo de la solucion de orden cero es

3 ~2
Nf% =Inn-InT - .
n nn—zin T +ctes
y las ecuaciones a orden cero son (ver (4.17.4))
Dgn
— = -nd-v
Dt :
Dov — 1
—— = F——0O(nksT
Dt mn (nkeT)
DoT 2
— = —=TO-V 4.18.7
Dt 3 ( )

Juntando estos dos ingredientes se pueden eval-
uar explicitamente todas las derivadas que apare-
cen en la expresion para (7).

¢Porqué es posible usar las ecuaciones de Eu-

ler, encontradas en la seccion anterior, para evaluar
las derivadas?

La respuesta surje directamente de la definicion
del operador & y la ecuacion de evolucion para los
momentos. A orden cero la evolucion de los momen-
tos esta determinada por la ecuaciones de Euler:

9B _

= O
ot ®

Por otro lado el operador & esta definido como

=0 05 +0,09 : 05 5 +...

Por tanto
9B
2 _ 9O
ot
= q3(0).|jB[g
= 09. 08+ 009 : Oy B+ ...
= &P

donde, para llegar a la pendltima linea, se us6 que
las variables  son independientes de sus gradi-
entes, es decir DDFBE = 0. Este resultado indica que
aplicar el operador & sobre alguna de las compo-
nentes de 3 es equivalente a derivar esa compo-
nente parcialmente respecto al tiempo. De aqui es

Ahora que sabemos como aplicar el operador
Do/Dt, escribamos cada ingrediente de la expresion

para (2)0©
B = F (53T
- e (55-3) (-309)
- Mo
Orinfl0 = D|nn+<;k§§>um
Ocinfld = kaE;

Reemplazando en (2f)(© y reagrupando términos
se obtiene finalmente

~2
(26)0 = f[o]l<—2rrk§T—g>é-DlnT+
k?mT (éé %621) : mv]

En esta expresion no aparece la fuerza externa,
pues se ha usado la ecuacion para las velocidades.
Por tanto la ecuacion integral que tenemos que re-

solver es
mc2 5\
_fl0 _° )
f KZKBT 2>C OInT+

m
keT

") =
(éé—%ézl):D\?} (4.18.8)

La funciéon ¢ no estad Unicamente determinada.
A alguna solucion particular de la ecuacion (4.18.8)
se le puede sumar una combinacion arbitraria de
invariantes colisionales, pues ellos son solucion de
la ecuacion homogénea. La unicidad se establece
cuando se exige que los cinco primeros momentos
de la correccion de primer orden sean nulos. Con
este requisito se obtiene un conjunto de 5 ecua-
ciones con 5 incognitas.

Como las componentes de 8 y sus gradientes
son variables independientes, la solucion debe ten-
er la forma

(1

HRDIan%B:DVnL?x-L,U (4.18.9)
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El vector A y el tensor B dependen de C,F yt;
las “constantes” @ dependen solo de la posicion y
del tiempo. Al sustituir esta solucion en la ecuacion
(4.18.8) se obtienen las siguientes dos ecuaciones
desacopladas para las cantidades Ay B:

" mC 5\
_ [0] _=
&) = f < ST 2>c (4.18.10)
_ gog M _ 1@
nl(B) (ot (Cc ¢ ) (4.18.11)

Las relaciones de ortogonalidad se satisfacen
idénticamente para estas dos ecuaciones integrales,
por lo que esta garantizado que ellas tienen solu-
cion. Las variables involucradas en este par de
ecuaciones integrales son n, T y C. Las coorde-
nadas espaciales y las derivadas de los momentos
no aparecen explicitamente, por tanto las soluciones
dependen implicitamente en las coordenadas a
travéesdeny T.

El operador | es un operador lineal e invari-
ante bajo rotaciones, como consecuencia de esto se
tiene que

1. Como el lado derecho de la ecuacion (4.18.10)
es un vector en la direccion C, A es un vector
en la direccion C

(4.18.12)

2. Como el lado derecho de la ecuacion (4.18.11)
es un tensor simétrico de traza nula, la parte
antisimétrica de B, (B —B')/2, y la traza de
B, B : 1, satisfacen la ecuacion homogénea
(@) =0y pueden por tanto ser absorvidos en
el término homogéneo. Los Unicos tensores
simétricos de traza nula que se pueden fab-
ricar con las variables n, T y C son multiplos
del tensor

O
CC--Cx1
3
y por tanto el tensor B tiene la forma

1.

B =B(C) <éé —021> (4.18.13)

w

La unicidad de la funcion ¢ se obtiene al usar
la eleccion de que los cinco primeros momentos de
fll son nulos. En términos de las expresiones en-
contradas para Ay B estas condiciones son:

f%/wf[% C)C.OInTd3%
1 1

= 0] = . 3
n/wf c><cc 3).DVd6

+ [wil(a-pyde=o

Las expresiones explicitas para el primer y (ltimo
momento de f son

/f
/f 2 (a

donde los términos que no aparecen se hacen cero

por paridad. Este sistema corresponde a un sistema

de ecuaciones homogéneo para en las variables
a4+ ma@.vyal®

/ 0% (a
+/§Czd3éa( ) —0
/ £ gézd% (¢ +ma®.v)

+f (D) dea® =0

@ 4 mg@ >.v+g‘a<3>éz) a3 = 0

+ma<)-v+ga(3)éz)d3é =0

Yima®@. V)

Como el determinante de este sistema de ecua-
ciones es distinto de cero, la Unica solucion posible
es la solucion trivial

aymaz.v = 0
a® = 0

(4.18.14)
(4.18.15)

Por otro lado la forma explicita para los momen-
tos faltantes es
/f O AC)EE- OInTd3e = /f O¢ (mai2.€)
(4.18.16)
como se cumple que

/ F(C)GCA3CE = % / F(C)C2d%¢C

con F(C) una funcion par que depende solo del
moédulo de C, en la expresion (4.18.16) es posible
despejar @2, resultando:

11 tlac)c2die
m [ fl0Cc2d3¢
Por tanto en { el Gnico término que sobrevive de-

spués de aplicar las condiciones sobre los momen-
tos de i) es ma2-C. El vector @@ es proporcional

a? = OinT

(4.18.17)

4.18. APROXIMACION DE PRIMER ORDEN.
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al gradiente del logaritmo de T y puede ser absorvi-
do en la solucion A fijando sin perder generalidad
@@ = 0. En resumen la solucion a nuestra ecuacion
integral es

z:_% (A.DlnT+B:Dv) (4.18.18)

con Ay B soluciones de las ecuaciones integrales
(4.18.10) y (4.18.11) sujeto a la restricion

/f

4.19. Correcciones a las ecua-
ciones de movimiento

C)C%d%=0 (4.18.19)

Para determinar como se modifican las
ecuaciones de movimiento para las cantidades
macroscopicas al incorporar las correcciones a
primer orden en la funcion de distribucion es nece-
sario determinar en primer lugar las correcciones a
primer orden para el tensor de presiones y el flujo
de calor.

TENSOR DE PRESDN.

p®)

con

Para llegar a la Gltima linea en la expresion para
P® se ha hecho uso de la identidad integral

con 1 1
S=s(W+W') -z (W:1)1
Por tanto
- 1
PO — fm/f[o]B: GE-Zc?1)d%s
5n 3
_ 7%kBT/B: (B)d%ES
1
— —ZkgT[B,B]S
5
Definiendo
1
=—kgT[B.B 4.19.1

resulta que el tensor de presiones corregido hasta
primer orden en los gradientes es

pO L p@)
pl—2nS

P —

(4.19.2)

FLUJO DE CALOR La correcion para el flujo de calor
se obtiene analogamente

q(l)

/‘ gczéf 13
_m / fOC2CGAC)C - OinTd3e

/f

donde se uso la identidad

C)C*dedInT

/ F(C)CC-ad®c = % / F(C)C2d%ca

para llegar a la Gltima linea. Como se cumple la res-
triccion (4.18.19), es posible reemplazar C* por

SkaT 2 _ (2T 2 mc? 5
m S\ m 2kgT 2

e identificar el término que aparece al lado derecho
de la ecuacion (4.18.10).

Al hacer esto resulta

q(l) _

ct—

-,

f%kBT[ﬂ,A]DInT
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con
[A,/K]:/A-l(/&)d?’e
Si se define
1 o
k= =kg[A A
3 B[ ) ]

se obtiene finalmente que el flujo de calor a este or-
den de aproximacion es

g=-kOT
gue corresponde a la ley de Fourier.
ECUACIONES DE MOVIMIENTO. Usando las expre-

siones para P y { se llega a que las ecuaciones de
movimiento para los momentos son

1D

Soi? = 0 (4.19.5)
D )

pﬁtv = pF-0Op+2n0-S

D 2 5. kom)+ pO-v-215: W)

POt T 3k P >

(4.19.7)

En conclusion el desarrollo a primer orden en
los gradientes entrega ecuaciones de Navier-Stokes
para las cantidades macroscopicas y ademas una
formula explicita que permite, al menos en principio,
evaluar los coeficientes de transporte si se conoce
la dindmica microscopica de las particulas que com-
ponen el fluido.

4.20. Principio variacional para
los coeficientes de trans-
porte.

El kernel del operador | depende del potencial
intermolecular, por lo tanto no podemos resolver la
ecuacion en el caso general. Existe un solo caso
en el gue se conoce una solucion exacta, el de las
moléculas de Maxwell que se definira al final de
84.24. En general se tiene que usar algin méto-
do aproximado para abordar el sistema (4.18.10)
(4.18.11).

Para el calculo de los coeficientes de transporte,
mas que las soluciones completas al sistema de

(4.19.4)

ecuaciones integrales, estamos interesados en de-
terminados funcionales de esas soluciones. Esto in-
dica que seria de utilidad contar con un principio
variacional.

Consideremos la densidad de entropia local del

(4.19.3) gas determinada por

s— —kB/fInfd36 (4.20.1)

La tasa de cambio de sdebido a colisiones es

95\ _ 1o /(f’fi— f1)In(f'f,/ f,)gbdbde d3cd3e;
ot cols 4.
(4.20.2)

Si f=(14+2)f con <1y se desprecian
términos de orden superior en (4.20.2) se obtiene

Js 2 3
<E)cols - kB/ZI(Z)d c
= .

(4.19.6) y sustituyendo la solucidon { en esta expresion se

llega, después de un poco de algebra, a

Js B 1= 2 1 _

2
— KONTP?+ ?”s:s (4.20.3)
es decir, la conductividad térmica y la viscosidad
estan directamente relacionados con la tasa de
cambio debida a colisiones de la ...

Supongamos ahora que un vector &= a(C)é sat-
isface la condicion

3,8 = [4,A] (4.20.4)
Entonces
afﬂ,af} > 0
ga-2[aA]+[AA] > o
[A,A} > (a4

y la igualdad se cumple si @ = A pues estamos ex-
cluyendo las soluciones homogéneas.
Similarmente si un tensor b = b(C) ((Ylf %621)
satisface
[b,b] = [b,B] (4.20.5)

entonces similarmente a lo anterior se llega a que
[b-B,b—B] > 0
[B,B] > [b,b]

4.20. PRINCIPIO VARIACIONAL PARA LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE.
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y la igualdad se cumple si b = B. Por lo tnato
se puede formular el siguiente principio de maxi-
mizacion: En un sistema fuera del equilibrio la dis-
tribucion de velocidades moleculares es tal que para
unos gradiente de T y Vdados, la tasa de cambio de
la densidad de entropia debido a colisiones es tan
grande como sea posible.

Una vez que se tiene este principio variacional
podemos usar el método de Rayleigh-Ritz para de-
terminar la conductividad térmica y la viscosidad.
Se eligen funciones ay b que satisfacen las restric-
ciones impuestas. Estas funciones dependen de un
conjunto de parametros y la mejor aproximacion se
encuentra maximizando

34 s.a [a,a]:[a,/&} (4.20.6)
b,b] s.a. [b,b]=[b,B] (4.20.7)
4.21. Evaluaci 6n de los coefi-

cientes de transporte

Para construir las funciones de prueba se us-
ara una expansion en serie de potencias. De en-
tre todas las posibles bases que se pueden elegir
para expandir &y b Kuxmar (1966) demostro que la
base elegida por Burnett (1935) es la que involucra
la menor cantidad de operaciones algebraicas.

Burnet introdujo una base de polinomios llama-
dos polinomios de Sonine. Estos poliniomios estan
definidos a través de la siguiente funcion generatriz

(4.21.1)

A—gmi® = i$”> (x)s"

donde Sf,”) es el polinomio de Sonine de or-
den n e indice v. Ellos satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Ortogonalidad.

_ V+p+1
/ Xss/p SS/q X dX* 5pq ( pp )

(4.21.2)

2. Primeros polinomios.
Px = 1 (4.21.3)
S = v+l-x  (4.21.4)

3. Los polinomios forman un conjunto completo
de polinomios ortogonales.

CONDUCTIVIDAD TERMICA. Consideremos un vector
d de la forma

_ M o (p) 2\ 7
=/ 5eT pzoap sP(e?)¢

donde se ha introducido por conveniencia la veloci-
dad adimensional

(4.21.5)

5 m -
7= 2kBTC

La funcion de prueba debe satisfacer la restricion
(4.18.19), por lo tanto

/f

_ 1 (n) / 0P (42)g3
- alV [ 18P (%2)a%
np; P

C)c%d%¢
1 (n) —¢2 §/p 2\er243
- - al / ¢ ?d3E
2
= _i i a(pn) /00 e*%’Zép) (%2)%4d%
m/2 & Jo

2 n .
- e Zoapn)/ &S8P (0
p=0

2 n

(n
= - ap
7-[1/2 pr

3 ()

(5/2)dp tomando v = 3/2

Por tanto la restriccion (4.18.19) es equivalente a

exigir aé”) = 0. Incorporando esta restriccion directa-
mente en la funcién de prueba se obtiene

2
Y 2kBT Z ap 87 (47)

Para un namero de parametros dado, la fun-
cion a maximizar respecto al conjunto de paramet-

(4.21.6)

ros {a b1 €S
g = [ad
n n
-~ —7525 ATaalY  (4.21.7)
g=1r=

con
8m

AT 5T (SL(627.8),62)%]  (4.218)
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Veamos ahora en qué se traduce la restriccion se encuentra que
[3,d = [é A] en términos de {ap

bt g = [bb]
Como A satisface (4.18.10),

R /a| R)d%e

7kBT z Sr=0" IR0 (4.21.15)

5 con
- ——Za /f P () (%2—5)%%36 . .
HY = sV (46-2¢%1),9) (69254
2kgT 3 3
- ap / 10SP) (62)s)(62) 6 d% (4.21.16)
y que
_ 1_5an
41 b,B] = /b 1(B)dd¢
la restricion se traduce a 1n-1 i 1
_ = (n [0}3(}3) GE_ —¢?1) -
756 & < g 15 m = n2Pe / : ( '
== AF - = 4.21. N - 3
N 16 quer e 431 ( ¥ " 1
(% = é%zl) d3¢
Usando el método de los multiplicadores de La- 5 1
grange = 3 > b(p”)/f[o]s(,p)(fgz)%“d%
W{Q-F/\W}:O (4.21.10) p=0
ap 2 < [gp -
_ b / P 2\ A3
con p=1,...,nse obtiene 3m3/2 pZO P 87(#?) |
75kB 15 _ 2 A 2 ) [P P52
2(1+7) Zqu :ZAépl (4.21.11) = mezobp /0 §/ (X)x>/ “dx
_ 8 &m _
Multiplicando la expresion anterior por a(pn) y - 3mt2 pzbbp Opol (7/2) tomando v = 5/2
sumando sobre p se llega a que £p(
= (o
758 & o« par () (0 A 15 m
8 ATa{Val = — 2 =230 (4.21.12)
16 q;r; 2(1+A) 471 Entonces la restriccion sobre b es
n—1n-1
Comparando con (4.21.9) se desprende que W —kBT ; z o bén) b _ 5b(()n) (4.21.17)
A 1 =0
2(1+A)

Utilizando nuevamente el método de los multipli-

y por tanto . Sustituyendo este resultado en cadores de Lagrange
(4 21 11) se concluye finalmente que los parametros
{ap -1 estan determinados por la ecuacion lineal ~ (@+Aw) =0
obp
Z quaq 6p1 (4.21.13) B . )

se llega a que la ecuacion que satisface el conjunto

4 (Myn-1
conp=1,...,n de parametros {by"}_; es
n—1

ViscosIbAD. Tomando para b la funcién de prueba ZoH qué”) = %@,0 (4.21.18)
= B

n .1
b=S bVslP (42 <<g<g—<521> 4.21.14
pZO P §’ (%) 3 ( ) conp=0,....,n—1.
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LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE La expresion
para los coeficientes de transporte en términos de
los parametros es muy simple. Para la conductividad
térmica

1

ékB

1

~ :_))kB [av a]
5

- Zkaa(ln)

%

(a orden n)

y para la viscosidad

n = ikBT[B B]

~ 1_OkBT [b,b] (a orden n)

_ E|<BT by

Con esto vemos que los coeficientes de trans-
porte se pueden evaluar a orden n (donde n es el
nimero de parametros) resolviendo los sistemas de
ecuaciones (4.21.13) y (4.21.18). Tomando distin-
tos valores para n se genera una sucesion de co-
eficientes aproximados que converjen a los valores
exactos, dentro del marco de la ecuacion de Boltz-
mann, pues el conjunto de polinomios de Sonine for-
man un conjunto completo de funciones.

Para llegar a evaluar explicitamente los coefi-
cientes de transporte es necesario entonces evaluar
los elementos de matriz Apq y HP% introducidos méas
arriba.

4.22. Evaluaci 6n de los elemen-
tos de matriz

El trabajo ahora consiste en reducir las integrales
definidas en (4.21.8) y (4.21.16). Antes de consider-
ar el caso general determinemos el siguiente par de
integrales:

EACER- AL

{%ﬁ - %%21,%?%7 - %%21} (4.22.2)

Iy (4.22.1)
l, =

que estan presentes en las aproximaciones de mas
bajo orden.

INTEGRAL I7.

l1

JEAGE g};@d%
- 4n2/f

_ lz(ch)cgf

- 413 e~ 6% G282 + Sy

1) 12 1)
~85,(6%)% - 8y

1 [ ey ;
— 4 [ [ 67,

N 512 N
g2 %ffgl] gbdbde 37 3%,

(€28 + S5, (¢) e
2(%12)%] gbdbded3ed3e;
(gl

(€261 gbdbded3<5d3<51
1

Haciendo ahora el cambio de variables a coor-
denadas velocidad del centro de masas y velocidad
relativa (convenientemente adimensionalizadas)

5 (7+4)

—G

Y% =

g

Il
sgl I\)I

se obtiene

1 —292 —G2/2 [a2/a 72

= H/e B /2 |g2(g-%)

+07(§ %) ~2(6-6)(@- %)@ - %)|
gbdbde d®%d3g

Integremos el tercero de estos términos con re-
specto a %

[e2% (8-90@ %)) &%

_ /'eﬂf?@@' | 9% d*%p

— of: [ e didd D

= 613 [e 2 h g,

= @05 [ e aias
gs—\//;(@@’)
Reemplazando este resultado en |1 se obtiene

V2

A2
6473/2 )

= [ (g + g~ 2

Universidad de Chile

Escuela de Ingenieria y Ciencias



48 Pa’[riCiO Cordero S version de 16 de noviembre de 2011
xgbdbde d>§ es la funcion generatriz de los paréntesis
V2 @2
_ —§2/254
= 327-[3/2/8 /2g* (1-coy) (S9(63)%.55),(¢%)7] (4.22.4)
xgb',dbde d3g
En forma mas explicita, la integral 15 se expande
_ 1 JkeT / " e F/2g7 o
o A —9)5/2(1—1)5/2 42 1
{271/ (1—co§x)bdb} dg (1—-5)%/2 (1—t)3/24n?.
0 gbdbde d3cd3c; x
25 o “2s 2 ¢2s
[e/_s%JreTlE A = L = l’] X
I S S 72t =
INTEGRAL |,. Esta integral es completamente ana- {e e i e e —e i (51]
loga a la anterior y es posible usar el mismo cambio
de variables con
1 7(/27(/2 - = — — - = - m —
- 6 6y 101 / . _
2 = g5 e (¢2'+@1¢1-7¢ G ST
- 2\2 E— =
—‘61‘61) gbdbded37d3%; o _ oo M5
2kgT T

1 [ og2 _a2/2 /m4
= g [ Fe (@ -

gbdbde d*%d3g
- 64:7/12/2/(3@2/2@42(1_0052)()
gbdbd£d3A

_ / kBT / 792/2 ~7

{271/0 (1—coy) bdb] dg

El calculo para polinomios de orden superior es
un poco mas complicado pero es esencialmente el
mismo desarrollo.

ELEMENTOSAP. La funcion generatriz de los poli-
nomios de Sonine es

,& l
i SV+1 = % (4.22.3)
por tanto la funcion
1 %2 - 1
AN = |77——25¢ ¢, =5
A {<1—s>5/2 IR
xefztl%?]

Cambiando coordenadas ¢ — C — ¢, la integral
se reduce a

| _ 1 1 i/ —g2-?
N A eB (1152 4m
gbdbded®*4d4; [.. .. ]

y usando coordenadas velocidad del centro de
masas Yy velocidad relativa adimensionalizadas se
llega a

I = 1 1 1 / o 295672
(1—9)5/2(1—t)524m8
gbdbde d®%d3g][.. .. ]

La integral anterior corresponde a la suma de 16
términos de la forma genérica

1 11 [ o .
(1—9)572 (1-1)572 R/e ¥/%1(6.) gbdode d°%
(4.22.5)
donde
o2
16.9)= [e e 13
2 =

Determinemos entonces esta Ultima integral. Los
productos internos entre las distintas velocidades en

4.22. EVALUACION DE LOS ELEMENTOS DE MATRIZ
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términos de las nuevas coordenadas son definido
— —, - 1 4 1 n Fay n A
€€ = (go-f——@)'(go-f'—@/) _(B_39 B_¢
12 21 0= a2 a7 2 (4.22.7)
= %+5% @+9)+30-¢
. 1 Realizando la integracion se obtiene finalmente
¢* = %ZJr%@JngZ que
~ 1
2 _ 2 A —/2 2
LA R CR 1(6.§) = 4me V" (13(a) + 8lp(a))  (4.22.8)
Reemplazado en las (ltimas dos relaciones en el con
argumento de las exponenciales se obtiene 3
I, = éﬁ075/2
2, S 2 7 A, L _ 1 -3/2
exponente = 295+ — |9 +% -6+-§ o = ZVma
1-s 4 4
_,_L (%2_,_520.@/_,_ EQIZ) debido a que § = §?, la integral | es funcion de s,
1-t 4 t, §° y cosy. Reemplazando en cada uno de los 16
_ (24 1 n 1 %2 términos de la integral original se obtiene
l1-s 1-t 1 1 4
. [ = 2 [ 6/2
*<I§§+I§ﬁ)'% A u—$wzu—wWhﬂ/e
1 S 2 t 2 [l(S,t,g2,1)+|(S,t,g2,*1)
+Z< 9 1Y > ~1(st,6% cosy) - I(st,§% — cosx)]
gbdbded3§
Sean
a - <2+L+i> ! 1 16 [2kgT
1-s 1-t - (1-95)52(1—-t)52 m m
- S t © w2 o ~
B = (1_3 +1_tg,) /O € g/2[I(S7tagz7l)+l(s5t7gz7_l)
y = } ( 1 Q2+ 1 gl2> —I (S,t,gZ,COSX) -1 (Satvgzvicosx)} Qsdgbdbd:‘:
4\1-s" 1-t (4.22.9)

(4.22.6)

en la integral 1(§,§'). Entonces

16.9) =

2 .
_ e vtha / e (Y2 +5)d®Y

donde en esta Gltima expresion el término lineal en
Y desaparece al integrar por paridad y donde se ha

y por tanto los elementos de matriz A% estan deter-
minados por la expresion

g 8m 1 0d ¢

= 75T qirl 957 ot (A(sV]ls—0t—0 (4.22.10)

ELEMENTOSHPI. Estos elementos de matriz son
completamente analogos. La funcion

¢2%s g
I -1 (%%—%%21),

1
[u$vf

7%’2t = = 1 2
o o (75
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es la generatriz de las integrales

oo 1 .01
[ 9,(%?) (‘5‘5 - 5%21) 82 (%g - 5%21)]
(4.22.11)
En este caso la integral respecto de G es

2 %% _ ¢
/9*2% e Tse Tt

y <‘€‘€ %‘521> : <‘€‘€ %cgle)

16.9

Usando el mismo cambio de coordenadas de la
seccion anterior y después de un poco de algebra
es directo llegar a que

2
e Vs

[ v av e &) Y

52
= 4me VT [|o(a)

+al1(a)+ &la(a)]

donde se ha dejado como ejercicio al lector encon-
trar las expresiones para &, y &. Por tanto la funcion
Iy es

1 1

16 [2kgT
(1-9721-t72m\ m

/ e %2 [I(st,§% 18 +1(st,6% 1)
0

-1 (S,t,@Z,COSX) =1 (Svtagzv 7COSX):| dg
(4.22.12)

I =

y los elementos de matriz H¥ estan determinados
por

Le_ 2 109

FunclonesQ(") | Al desarrollar las expresiones
(4.22.10) y (4.22.13) usando (4.22.9) Y (4.22.12),
se obtiene que los elementos de matriz A% y HY
son combinaciones lineales de las funciones Q")
definidas por

1 /kgT [® _a
(1r) :_,/B_/ -6/262+30() ()dg
Q) 16V mm Jo © 6= e (g(]ldgz 1)

con

Q(g) = 271/0oo (1— coéx) bdb (4.22.15)

Las funciones Q('") se determinan entonces a
partir de la dinamica de las colisiones binarias (son
funciones del angulo de scattering) y representan
secciones eficaces efectivas para los procesos de
scattering en un gas.

En particular los elementos de matriz usados
para determinar los coeficientes de transporte al or-
den mas bajo son

32m Q22
(2.2)
HOO — g% (4.22.17)

y por tanto los coeficientes de transporte a ese or-
den de aproximacion son

25 ksT [3ke
k = 16007 [Eﬁ] (4.22.18)
B 5 kT
4.23. Potenciales moleculares

sencillos

Para poder calcular coefientes de transporte es
necesario modelar las fuerzas entre las moléculas.
Tan solo con las fuerzas explicitas se puede em-
prender la tarea de calcular las integrales Q. En to-
do este curso se ha supuesto que las interacciones
son de corto alcance y que los choques son bina-
rios en el sentido que los choques se producen en-
tre particulas libres que después del choque siguen
libres. El choque mismo tarda un tiempo 1T que es
del orden del cuociente entre el alcance del poten-
cial y la velocidad térmica. Puesto que las particu-
las que componen un gas tienen grados de liber-
tad internos, entonces se puede tener en principio
choques inelasticos cuando hay traspaso de energia
hacia o desde estos grados de libertad internos. In-
cluso, si las particulas son moléculas, podria haber
intercambio de atomos (una reaccion quimica). Pero
en lo que sigue se despreciara todos estos efectos
y, ademas, nos restringiremos a particulas esférica-
mente simétricas,
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Pero los atomos o moléculas si pueden sufrir dis-
torsion durante el choque. Es facil estimar que las
velocidades tipicas de las moléculas de un gas son
ordenes de magnitud mas chicas que la de los elec-
trones en sus orbitales, por lo que la distorsion de la
nube electronica puede calcularse en cada instante
suponiendo que las moléculas estan detenidas. Esto
permite utilizar argumentos semiclasicos.

Nos restringiremos al caso de gases monoatomi-
cos y estos, a temperatura ambiente, son tan so-
lo los gases nobles. Estos atomos tienen sus ca-
pas electronicas completas y en muchos sentidos
se comportan como esferas perfectas. Pero cuan-
do se aplica un campo eléctrico externo a uno de
estos atomos, el atomo se polariza, es decir, el cen-
tro de sus cargas negativas (el centro de gravedad
de los electrones) ya no coincide con la posicion del
nacleo. Como resultado de esto aparece un dipolo
efectivo [, el cual es proporcional al campo eléctri-
co externo aplicado

[l = aEgyt (4.23.1)
a es la polarizabilidad del atomo. A su vez el dipo-
lo genera un campo eléctrico propio, proveniente del
potencial eléctrico V que genera el dipolo,

A-(r=1)

Vo~ ———
P73

(4.23.2)

-

La energia potencial del dipolo  en un campo
eléctrico externo es

o=—p-E (4.23.3)
Cuando dos de estos atomos estan a cierta dis-
tancia se produce una induccion mutua de polariza-
ciones (la naturaleza misma del fenébmeno que gatil-
la esta induccion se puede entender en el contex-
to de electrodinamica cuantica). El efecto es atrac-
tivo y aceptando que el fenbmeno de induccion de
dipolos ocurre y que la distancia entre los atomos
es relativamente grande, entonces puede hacerse
las siguientes consideraciones. El potencial V decae
con la distancia como r—2, por tanto el campo que
produce el dipolo se comporta como E ~ r=3 y por
tanto u ~ r—3y de aqui que @ ~r=8. En resumen,

6

@(r) ~—cr- (r — o) (4.23.4)

donde la constate ¢ es proporcional al producto de
las polarizabilidades a de los atomos. Existen dis-
tintas deducciones del potencial en el contexto de

mecanica cuantica y ellas dan un comportamiento
de ¢(r) a distancias grandes dado por (4.23.4). A
distancia suficientemente cortas este resultado no
solo no es valido, sino que ademas las fuerzas son
repulsivas.

¢

Sobre la forma que deberia darse a la parte re-
pulsiva no hay un esquema tan claro y diversos au-
tores han definido potenciales diferentes con dis-
tintos grados de éxito. Estos potenciales tienen al-
gunos parametros que permiten hacer ajustes para
dar cuenta de las propiedades macroscopicas ob-
servadas. Lo ideal es tener un potencial con muy
pocos parametros que permita ajustar razonable-
mente bien no solo las propiedades de transporte
sino también los coeficientes viriales, la compresibil-
idad y otros. A continuacion se menciona algunos de
ellos.

POTENCIAL DE ESFERAS DURAS Este es un poten-
cial extremadamente sencillo,

on={

Aungue no es muy realista tiene la ventaja de per-
mitir hacer calculos analiticos exactos. Como es
tan sencillo, la dependencia en la temperatura que
tienen los coeficientes de transporte es mala.

r<o
r>o

CENTRO PUNTUAL DE REPULSON.

tencial y
o~ (7)

es bueno pero tiene una pendiente menos ex-
agerada con la distancia. Ademas como tiene dos
parametros permite ajustes algo mejores. La dureza
de las moléculas es gobernada por v y resulta Util

Tampoco el po-

(4.23.5)
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usar v =9y v = 15 para moléculas llamadas blan-
das y duras respectivamente. Nuevamente este po-
tencial no tiene parte atractiva.

Un caso muy interesante es v = 4 (moléculas
de Maxwell) porque en este caso hay varios calcu-
los que pueden hacerse en forma explicita. Esto es
asi porque los polinomios de Sonine resultan ser
en este caso autofunciones exactas del operador de
colisiones. Si se toma v — « se recupera esferas
duras.

MODELO DE SUTHERLAND. Este combina al de es-
fera dura y al que recién hemos visto,

00 r<o
(p(r):{ -e(9) r>o

Ahora se tiene tres parametros: v, € y g. Normal-
mente se lo usa con v = 6. Se puede ajustar para
que dé razonablemente bien la dependencia en T
de los coeficientes de transporte y no es dificil de
manejar computacionalmente. Pero a temperaturas
muy altas falla porque el centro se comporta como
esfera estrictamente dura lo que no es realista.

POTENCIAL DE LENNARD-JONES. Lennard-Jones
resolvié las dificultades de los potenciales anteri-
ores en 1924 proponiendo

d c
o(r)= pr R (4.23.6)
donde es necesario que o > y para que la parte
atractiva domine lejos y la parte repulsiva domine
a distancias cortas. La eleccion mas com(n de
parametros es

o= ((7)"(7)]

donde ahora o es el punto en que el potencial cam-
bia de signo, —¢ es la energia potencial minima, la
que ocurre a distancia r = 21/%g.

(4.23.7)

Este es el potencial que ha encontrado la mas
amplia gama de aplicaciones en la literatura. En
parte esto se debe a la enorme cantidad de datos
experimentales que se puede acomodar con tan so-
lo los dos parametros del potencial. La parte repul-
siva, sin embargo, no es todo lo repulsiva que se
necesita para ser realista. Algunos autores has es-
cogido 6 = 18 para tener el mejor ajuste al segundo
coeficiente virial de los gases nobles.

Pero a muy corto alcance se espera que el po-
tencial crezca realmente en forma exponencial y
ninguno de los potenciales vistos hasta ahora dan
tal comportamiento.

POTENCIAL DE BUCKINGHAM (6-EXP) MODIFICADO.
Este potencial tiene la forma

6 [geaufr/a)_(%)ﬂ I > Imax

I <I'max

T

La funcion ¢ en el rango completo 0 <r < « tiene
tanto un maximo como un minimo si a es suficien-
temente grande y ¢ se va a — para r — 0. El po-
tencial absolutamente duro que se agrega salva la
situacion. Se toma rmax en el r para el cual @ tiene
su maximo. De esta manera el potencial tiene tam-
bién tres parametros, €, a y o. Los resultados que
se obtiene con él son bastante buenos con a en el
rango 12 a 16.

POTENCIAL DE KIHARA. Otra forma de superar el
comportamiento repulsivo incorrecto del potencial
de Lennard-Jones lo di6 Kihara desplazando el pun-
to singular,

o) — de o \12 o \8
N r—a r—a

donde a es la distancia minima a la cual el poten-
cial intermolecular se hace infinito. Nuevamente se
tiene un potencial de tres parametros. Da resultados

mejor que Lennard-Jones tanto para los coeficientes
de transporte como para los coeficientes viriales.

(4.23.8)

Hasta aqui se ha presentado estos potenciales
para gases sin mezcla. Si hay mezclas y las particu-
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las siguen siendo esféricamente simétricas, sin em-
bargo, se puede usar los mismos potenciales pero
los parametros que se usa son los propios de ca-
da especie y de ellos se debe decidir los paramet-
ros en el caso en que interactuan particulas de es-
pecies distintas. Para lograr esto existen reglas de
combinacion o mezcla que, si bien no son exactas,
resultan bastante practicas.

Para esferas rigidas es obvio que la distancia gpg
entre los centros, en el momento del contacto, se
relaciona a los diametro de las particulas por
(4.23.9)

Oag = = (Oa+ OB)

NI =

Los potenciales de Lennard-Jones y de Bucking-
ham (6-exp) modificado se comportan como car—®
para distancia grandes. Esta relacion debe valer
también entre particulas de distinta especie. Y co-
mo las contantes ¢ son proporcionales al producto
de las polarizabilidades es natural esperar que

C2g = CACB (4.23.10)
Pero en esos potenciales la constante ¢ aparece co-
mo 4&0® por lo cual la exigencia es que

EAOS €508

EABOSg = (4.23.11)
y se ha comprobado que esta relacion es la que
mejor conduce a concordancia con las observa-
ciones. A menudo esto se combina con aceptar,
para estos potenciales, que (4.23.9)...(?) Pero como

a menudo op ~ og es mas sencillo utilizar

&nB = VEAEB (4.23.12)

4.24. Coeficientes de transporte
para modelos especificos

En esta seccion revisaremos algunos modelos
sencillos en los que se pueden determinan en for-
ma mas o menos explicita los coeficientes de trans-
porte.

4.24.1. Esferas duras

Para este modelo es posible obtener el angulo
de scattering x directamente de la geometria, como
lo muestra la figura 4.24.1, por tanto

S

Scattering por una
esfera dura.

cosy /2= g (4.24.1)

y de aqui

ol — 271/00 (1— coéx) bdb

_ 2n/()a(17[200§)(/271]|)bdb

= o[ (1= _1] ) b
NCE

- 27102/01(17[2x271]|)xdx

= 102 <1%%11>|>

remplazando en la expresion (4.22.14) se obtiene

2r+1\/m
hn_=z /3B 100
Q 16 nm(r+1).Q

Como todas las funciones Q son proporcionales a
VT es claro que tanto la viscosidad como la conduc-
tividad térmica para este modelo son proporcionales

a2 = T,
Asi se tiene que

(4.24.2)

2
Q2 — 2’;“ (4.24.3)
Q(2,2) = mo?y/ kT (4.24.4)
m
Por ejemplo, (4.22.19) se reduce a
5 mkg T

gue es el valor de n al mas bajo orden que arroja el
método de Chapman-Enskog.
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4.24.2. Centros puntuales de repulsi  6n
Los centros puntuales de repulsion correspon-
den a sistemas descritos por el potencial

o= (2)

: (4.24.6)

La relacion entre el angulo de scattering y el po-
tencial de interaccion entre las particulas esta dado
por (ver por ejemplo Fetter y Walecka),

o . dr/r?
A R T

con g la velocidad relativa de las particulas, u la
masa reducida y rg la distancia de acercamien-
to maximo al centro de fuerzas. Reemplazando
(4.24.6) en (4.24.7) y haciendo el cambio de vari-
ables y=b/r la expresion para el angulo de scatter-
ing queda

(4.24.7)

V.
X: 7'[_2/ OL
Jo \/1—-y2—yV/2¥

con yp solucion de 1—y? —y"/zY = 0y z definido por

2\ /v
Z:E(&)
o 2

(4.24.8)

(4.24.9)

Las variables g y b aparecen en las expresiones

s0Olo a través de z por tanto

1/V
Q) = 2ng? (%) ./0 (1— coéx(z)) zdz
(4.24.10)

1 %27102 {/Om (1 — coéx(z)) zdz]

y 2 2/v 2kgT —2/v
u m
X/O efgz/zgzwsfz/vdg

Por tanto QU ~ T(V-4/vV_ Los casos limites son
v = 4, moléculas de Maxwell. Este caso es de im-
portancia pues para este sistema las ecuaciones
(4.18.10) y (4.18.11) pueden ser resueltas en forma
exacta y los coeficientes de transportes son propor-
cionalesa T,y v — o, donde se recupera el caso de
esferas duras.

4.24. COEFICIENTES DE TRANSPORTE PARA MODELOS ESPECIFICOS
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Capitulo 5

La Ecuaci on de Enskog

5.25. Sistemas m as densos

Consideremos un gas de esferas duras de
diametro g. En (2.1.10) se dijo que el nimero es-
perado de choques por unidad de tiempo es

f(F,C1,t) f(F,C,t)gbdbded3c;d3c,d®  (5.25.1)

g

\\/ 3
-

Introduciremos el vector k gue apunta en la di-
reccion de la linea que va del centro de la esfera 2 a
la esfera 1. Se puede ver que el angulo que forman
ky la velocidad relativa inicial g es

Y= % (m—x) (5.25.2)
donde x es el angulo que caracteriza al choque y
gue forma gy @. Sabemos que la relacion entre
o y el parametro de impacto b es b = gsiny de
donde bdb = g?siny cosydy, pero -k =gcosy en-
tonces gbdbds = 02g- Rsint,udtpde. Fijando g co-
mo el ‘eje ", Y y € juegan el papel de los angu-
los de coordenadas esféricas y k es la direccion del

‘f’correspondiente, es decir,

d’k =
gbdbde

singdyde
0°g- kd%k

Pero las dos esferas no estan en el mismo punto,
como sugiere (5.25.1). Si “1” esta en T, “2” esta en
T — ok. Para gases en los cuales py no es desprecia-
ble la probabilidad de choque aumenta (ver §1.3). En
tales casos Enskog propuso modificar (5.25.1) tanto
tomando en cuenta que la dos distribuciones deben
ser evaluadas en posiciones distintas como usando
un factor x(r,t) (aun sin especificar) que modifica el
producto para considerar que existe una correlacion
entre las posiciones de las particulas que chocan.
La tasa de choques para el calculo de T~ ahora es

X(F— %R,t)f(?,él,t) f(F— ok, &,1)02g- kd2kd3cy d3c,

(5.25.3)
Notese que x es evaluado en el punto de contacto
entrely 2.

Pero por cada choque existe uno inverso (para el
calculo de T), para el cual & y & son las veloci-
dades finales, las posiciones de 1y 2 son intercam-
biadas y por tanto k— —ky §— —g. Designando T la

posicion de 2 la tasa se escribe
X(F+ %R,t)f(?, &.t) f(F+ ok &',t)02g- kd2kd3cy dicpdlr
(5.25.4)

Se llega entonces a una generalizacion de la
ecuacion de Boltzmann debida a Enskog

7t = /{x(r+ SROTrETr+ok e

—X(F= SROFFELY -0k e} x
02g-kd?kd3c, (5.25.5)

que difiere de la de Boltzmann en el operador coli-
sional de la derecha y que llamaremos Jg para dis-
tinguirlo del operador J de Boltzmann.

A continuacion se expande la funcion x y las
funcciones f del lado derecho en torno at (es decir,
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estas funciones y sus gradientes ahora son evalua-
dos en F) obteniéndose
J=+th+ (5.25.6)

Jo es el operador J de Boltzmann multiplicado por ¥,

los otros son

n o= 02/ Xk (B0 5+ hOf) + (5.25.7)

(k-Orx) (f15+ f1f2) ¢ §-kd?kd3c,

NI =

o3 an
?/ XKK: (£20,0, 65— 0,0, f) +

(k-Orx) k- (f10, 5 — f100 ) +

1 -n
Z(kk:DrDrx)(f{fé—flfz) X
g- kd’kd3c, (5.25.8)
y la ecuacion de Enskog entonces es
D =J[ff]+N[ff]+Ip[ff] (5.25.9)

Si el sistema es uniforme, la distribucion f no
depende de la posicion y los términos J; y J, se
anulan, lo que conduce a una ecuacion casi igual
a la de Boltzmann, con la Unica diferencia que Jy
tiene ahora un factor x. En este caso puede volver a
deducirse el teorema H concluyéndose nuevamente
gue en estado de régimen uniforme la distribucion
es maxweliana.

5.26. Flujos en sistemas m as
densos

Se estudiaron flujos a través de un elemento de
superficie d2.% en §1.2. En esa ocasion se Supuso
que las particulas eran puntuales y debido a ello
los flujos eran de naturaleza puramente cinematica.
Ahora, con particulas de diametro g, se debe agre-
gar flujo debido a los choques que pueden ocurrir

a través de d°.#, es decir, choque entre particulas
cuyos centros estan a distinto lado de d2.7.

Sea fi la normal a d°.. La condicion de que las
particulas choquen (se estan acercando) es G- k>
0. Convencionalmente la particula 1 sera la que
esta en el lado positivo de d2.7, es decir, k-A > 0.
Si T es el punto de contacto, los centros de las dos
esferas estan en r+ %R.

El niGmero promedio de choques por unidad de
tiempo entornoacy, G y kes

X(F) fa(F+ gk) T — gk)&g. kd2kd3c; d3cok- Ad2.

(5.26.1)
donde los subindices en los f indican si el argumen-
to es ¢ 0 &. Cada uno de estos choques provoca
una transferencia (¢; — ¢1) de la cantidad ¢ a través
de d2.#, por lo que la transferencia total de esta can-
tidad (debida a choques) por unidad de tiempo y de
area es

a3 () / (81— 90) fa(F+ 2 K) Fo(r— 2 k) g-Kk-Adkees dc;

A _ (5.26.2)
La integracion es en el dominio §-k >0y k-A> 0. El
vector

& = %M [(@1- 900+ ZR (T - 2K
g- kkd?kd3c; d°c, (5.26.3)

es el vector de flujo asociado a la transferencia de ¢
debida a los choques.

Un caso particularmente interesante es aquel en
gue la cantidad trasferida es alguno de los invari-
ates aditivos ¢ de los choques: @1 + (b = Yy + 5.
En tal caso al vector de flujo colisional se le de-
nominara CP¢ y el flujo se puede escribir en forma
algo distinta. Intercambiese la poAsici()nAy velocidad
de las dos particulas, entonces k — —k, §— —g y
Y] — Y1 — Py — yp, que es igual a — (1 — yn) por lo
que el integrando en (5.26.3) permanece el mismo,
pero la region de integracion esta vez es k-fi < 0.
Entonces % se puede expresar como la semisuma
de ambas formas,

o _ X R NP
Vo = T [ Wi SR b 2R
xg-kkd?kd3c, d3c, (5.26.4)
El flujo completo es
P =0+ @, (5.26.5)
donde
@K:/wféd?’c (5.26.6)
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Suponiendo que el sistema es tal que las f prima, lo que permite reducir la expresion anterior a
varian suavemente con respecto a la posicion, se
puede expandir en torno a ry % toma la forma

aproximada Iy = 03/(%7[{4) xk- f10f;
3 a’x T A2l 43m. 43
¥, = T/(wifwl)fl f,9- kkd2kd3c, dc,
a* < i 1 . <
+TX/(w1—wl) (flfzk-DrIn f—;) +§(k-Dx) f1fo| g-kd?kd3cid3c,  (5.27.4)
xg- kkd?kd3c; d3c, (5.26.7)

Si la cantidad ¢ depende de la posicion se ha Si Seé intercambia los rotulos 1 y 2, k cambia de

supuesto que es evaluada en la misma posicion ¥ signo,. 'fl =y (-9 = (G- T) = — (P — P)
en toda partes. obteniéndose

_ 3 A .
5.27. Leyes de conservaci 6n =0 [ (92— ) | xk 201,

macrosc opicas

1~ -
Al multiplicar la ecuacion de Enskog (5.25.9) por +5 (k-Ox) 2| G- kd’kd®cyd’c,  (5.27.5)
{ e integrar con d3c; se obtiene
dt'/ gnfrdor + D"/ & 1 gador — Combinando las dos Gltimas expresiones se llega a
F. (O, Pn) f1d3cs = lo+11 412 (5.27.1) o3
= — — ) [xk-O(f,f
donde 1= (P1— @) [xk-O(f1f2)
g L  d2kd3e. 43
lg = /‘I’Ja d3cl (5.27.2) + (k DX) flfz} 0-kd<kd°cid°c; (5.27.6)
Es inmediato que lp = 0 porque, como ya se ex- Dentro del paréntesis cuadrado hay una derivada

plico al obtener las leyes de balance para sistemas total, la que se puede escribir fuera de la integral,
diluidos, el término colisional no participa a nivel de .
la ecuacion de Boltzmann. 9n. <X / (@1 @) 11128 Rdzkd3c1d3c2>

En el calculo de I la expresion integral tiene i, 2
pero como un choque y el inverso son equivalentes, (5.27.7)
se obtiene una integral donde primas y no primas se El calculo de I, es entéramente analogo aunque
intercambian, lo que da una integral igual a la an- algo mas largo. Se obtiene
terior pero con signo cambiado y que contiene ;.

. . 1 Y 0-4 .
Ahora se tiene una integral con un factor 5 (1 — @y), Iy = TD' (X / (AT RS

1=

f A
a3 N 1) 5. 2143 43
I, = 5 (1111— wi) [Xk (finé‘f’ f1Df2) Oln (fz) g kkd<kd Cld Cz) (5278)

1. A En resumen, el lado derecho de (5.27.1) es de la
+5 (k-Ox) (f{f5+ f1fp) | g-kd*kd3cid3c, (5.27.3) forma —0- W,y se tiene

f,d3% D-/e f, e
Cada una de las dos integrales que contienen a los dt/l’ul 1t 1 hd e

f/ es, por la equivalencia entre un choque y su inver- _E. / (Oe, ) f2 dBc = 0.y (5.27.9)
so, igual a la correspondiente integral con los f; sin . ' ¢
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5.28. El meéetodo de Chapman- perocomo’=¢;+g-kkentonces

1 A 3
Enskog sobre la ecuaci 0n Pl — m‘;X/fP] 90 (g-R)2kk ke, s
de Enskog (5.28.7)

Para poder continuar primero se debe saber que

La ecuacion de Enskog puede abordarse uti-

lizando nuevamente el método de Chapman-Enskog / (@-K)" d% 21 o
usando, en particular, una expansion formal de la n+1 ,
distribucion donde los parametros pequefios son los / I 2mg™
gradientes, esto es, la desviacion del sistema uni- (g k) kak = n+1 g (5.28.8)
forme A N_D ~n n—4
[@R Rk = 220 [(n- 29+ 1]
f=fl04eflllye2f@4 (5.28.1) L

porque ahora (5.28.7) se integra facilmente sobre
La ecuacion de Enskog escrita en forma expandi-  d’k quedando
daes

3
(0)7mGX/27T [0] ¢[0] 24\ 43~ 43
P/ = fi'fy (209+9°1) d°cid°cy
(0) (1) _ (100 510, 101 0,0 ® 2 151 2
s((@f) +e(2f) +) (JO +3 4+ )+J1 +... (5.28.9)

(5.28.2) . ., . .
A continuacion se hace el cambio de variables
C1=G+ %Q yto=G- %g y se escribe explicitamente
0=J0° = xJ[£ O£ 0] (5.28.3) las funciones f[° quedando

A orden cero se tiene sencillamente

3 3
que corresponde a un sistema homogéneo y a p(0) _ Mo Xn2< m > lalg (5.28.10)
primer orden poniendo ) = ¢ f[¥ se tiene ¢ 15 2rikgT

(21)0 donde

3/2
= (30+3Y) +2° e =/ e”‘Gz/kBTd3G<"'r‘TE:T>

= —xn?1[q] + N [fO£0] (5.28.4)

lg /(2@Q+gzl) e /4T g3
: . keT\ 2
5.28.1. Aproximaci 6n de orden O = 8012 (_) 1 (5.28.11)
m

Como se argument6 al final de §5.25, si el sis- con lo cual se obtiene
tema es uniforme ni x ni f dependen de la posicion

2
y el lado derecho de la ecuacion de Enskog tiene el Pg)) = §7T03xn2kBT 1 (5.28.12)
factor colisional de Boltzmann multiplicado por x y _
19 es una maxwelliana. y finalmente

Se calcula P y § en esta aproximacion. Las
partes cinéticas son las que se obtuvo con la
ecuacion de Boltzmann,

2
p© _ (1Jr §n03xn) nkgT 1 (5.28.13)

Se deja como ejercicio demostrar que

(0)
P = nkgT1
K e dp® =0 (5.28.14)
G0 = 0 (5.28.5)

A orden cero la ecuacion de estado es
(0)
@
cion maxwelliana (9,

Para calcular P’ se usa (5.26.7) con la distribu-

p= %trP = <1+§nna3x> nksT (5.28.15)

o mody ol l0] = on Esta expresion sirve para determinar el valor de x en
PED) = /(61’ —e) 12110 kka?kdie, dc, equilibrio midiendo la presion, temperatura y densi-
(5.28.6) dad.
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5.28.2. Aproximaci 6n de orden 1

En una primera aproximacion en la cual el sis-
tema ya no es uniforme la funcion distribucion se
toma como f = 9 4+ fl) y ademas se usara f1! =

01z donde ¢ es lineal en las derivadas de primer
orden de las variables macroscopicas. La ecuacion
para { se obtiene de (5.28.4). Por tanto { satisface
(comparar con (4.18.2))

—n?x1[¢] = (21)©
donde (21)9 esta definido en (4.16.18) y el oper-
ador | fue definido por medio de (4.16.24).

De (4.18.6) y reemplazando la forma explicita de
£00]
(@f)(o)
_ [1Don (mc? 3
N n Dt 2keT 2
mc? 3
+C-Oinn+ <2kBT >
m = Dov = [ ]
kT <F Dt ) -C+ kBTCC Dv}f
donde las derivadas Dy/Dt se obtienen de la aprox-
imacion 0, (comparar con (4.18.7))

— J[fO00] (5.28.16)

1 DoT
T Dt

>é. OInT (5.28.17)

Don
ﬁ _— _nD'v
p%otv = pF-0O.p@ (5.28.18)
% — —0-g(0)-P9:0v (5.28.19)
pero §(0) =0, u= =ksT y P¥ esta dado por

(5.28.13) lo que permite reducir las ecuaciones an-
teriores a

Dgn

= = _nO-v

Dt :

DoV . 1 2 3

Dt m( +3nna x)ns

— = —(1+= TO-vV (5.28.2
D 3( +37max) (5.28.20)

La integral J;[f[% f9] debe ser calculada a partir

(5.25.7),
Jy[fl@ 0 (5.28.21)

+f”Df2[°])+

/{(

(k- o) (£ 65+ £08) )}g kd%kd3c;

NI Q

Pero, debido a que fl[o]’fz[o]/ = fl[o] fz[o] es facil de-
mostrar que se cumple la identidad
12 20m (12 47) = 20"+ (01 (5.28.22)

De esto J; se escribe

n o= 03f1[0]/f2[0]{XDIn(fZ[O]fZ[O])+Dx}-R

g- kd’kd3c, (5.28.23)

Utilizando nuevamente la forma explicita de 9 el
paréntesis de llave en la integral anterior es

¥

— x|20nn—30InT+ - (24 CcP)OiInT +
—_—

2kgT

M &+ G)-0v | + Oy (5.28.24)
—~—

keT

La contribicion a J; que proviene de los términos
es

[1] =

a3fl[°]/f2[°] {x (20Inn—30InT) + Ox} -k
g- kd’kd3c,

_ 27';0 f”/{}-(éz—él) &3¢,

3
= _27'[20 9 {x (20Inn—30InT) + Ox}-C,

La contribucion de los términos | 2 | es bastante mas
larga de calcular. Se debe comenzar por hacer el
reemplazo C,’ = C, — - kk. De esta manera se logra
tener la dependencia explicita en Ry se puede, en-
tonces, calcular la integral d?k, la que queda expre-
sada en términos de @. A continuacion en cada uno
de los sumandos de ese resultado se debe reem-
plazar g = C, — C; y proceder con la integral d3c;.
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Algo similar se hace con las contribuciones \i} Pro- Las expresiones que resultan para las compo-
cediendo de esta manera se obtiene nentes cinéticas de los flujos son las del caso dilu-

ido (§4.18 y siguientes) multiplicadas por los fac-

_— 2 . . tores correctivos que corresponde y que aparecen
L[fOf0) = —Zmo®¢ x| 2C-Oinn+ en (5.28.27), esto es,
2 4
21\ Py = ——(1+—nn03) Os
3mC” _ N\& . omT : X 15 X))
10kgT 2 1 X
Y= = (14 Smo3x ) A0 0T5.28.2
L 2MEE . oy _me? 0-v qK X( 5T X) 162020
SkeT SkaT — 1

donde n© y k© son los coeficientes de viscosi-
dad y conductividad térmica del gas que surgen
E.0y b £ (5.28.25) de la ecuacion de Boltzmann, n(© = LkgT[B,B] y
kO = 1kg[A Al

Habiendo ya evaluado todo el lado derecho de Es largo obtener las contribuciones colisionales
la (5.28.16) esta ecuacion puede ser reescrita en la @ partir de (5.26.7). A continuacion se resume los

forma de (4.18.8) resultados finales. Definiendo
4
K = =n?0*y /mkeT (5.28.29)
2 f[o] 2 3 rcm 5\ =~ | 9
nllg] = T (1+ gmax) HeT 2 C-UInT  1os flujos totales que se obtiene son
P = (p—kO-v)1—
RE_1021) - 2
4, \m(cC-ich): v NV 3
+(1+1—5nna X) kT 2 X 1+ 15Mo n(0)+5K S
. i = 114 2mes 2k<°> oT
que difiere de la que se obtuvo en el caso diluido tan q = - X T gTmoX +GK
solo en
2 5 De aqui se puede identificar la viscosidad de
UinT  —  (1+zmox)0InT corte y la conductividad térmica,
4 4 OV 1 4 2
X 15 5
(5.28.26) (5.28.30)
2
por tanto su soluci(’)n pLiede ser escri_t,a en términos K — 1 (1+ Enna3x) KO 4 ¢k
de la funcion vectorial Ay de la funcion tensorial B 15

de la §4.18, (4.18.8
5 ( ) Puesto que se esta considerando tan solo un gas

1 2 3w de esferas duras, se tiene valores explicitos
¢ = ——{(1+—nna X)A-OInT
nx 5 5 (mkeT 2
4, n® = 10160 (—) (5.28.31)
+(1+ 15M0 X)B: 0OV (5.28.27) 160 s
kKO = 2522¢,n@ (5.28.32)
Ahora se debe calcular los coeficientes de trans- donde
porte hasta este orden de aproximacion. Se comien- 5 2
za por calcular los flujos completos a partir de K = 17002(_ ng3) xn'9 (5.28.33)
(5.26.6) y (5.26.7). Como funcion distribucion se 3
debe usar f = (1+¢)f% usando la expresion para 1,002 (2 N o)
Z recién obtenida. Gk = 2522 (§ nmho ) xK™ (5.28.34)
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Compare (5.28.31) con (4.24.5).

La teoria de Enskog entonces predice que los co-
eficientes de viscosidad y conductividad son los que
se obtiene a densidades bajas corregidos por cier-
tos factores multiplicativos,

- HH (pr)+07614(bpx)}no)
K = HH (pr)+07574(bpx)} K©)
bp = énna?’ (5.28.35)

La cantidad bp se la conoce como covolumen de las
moléculas.

Estos resultados se aplican a gases reales aju-
stando los valores de x y b. La expresion (5.28.15)
para la presion hidrostatica nos da un método para

evaluar x. De termodinamica en equilibrio se sabe

gue para un gas de esferas duras los coeficientes

viriales no dependen de T y la ecuacion de estado

es

p/nksT = 1+bp 40,6250 bp)?+0,2869bp)>+0,115bp)* + ...
(5.28.36)

por otro lado, de teoria cinética, (5.28.15) dice que

p/nksT = 1+ bpx (5.28.37)

de donde se obtiene una expresion virial para ¥,

X = 1+ 0,6250p + 0,2869bp)? + 0,115(bp)° +
(5.28.38)

Las predicciones para gases nobles que de
aqui resultan son razonablemente buenas hasta
bp ~ 0,6. Para gases como H, o N los resultados
no son tan buenos.
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Capitulo 6

Gases Enrarecidos

Disefiada por R. Soto

6.29. Divagaciones sobre la ley
de Liouville y colisiones
inversas

En §2.1 se discutio la Ley de Liouville en el caso
de la ecuacion de Boltzmann. En esa deduccion se
uso extensivamente el hecho que los choques fue-
sen binarios y que conservara energia cinética. En
este caso estudiaremos cuales son las condiciones
suficientes para que se cumpla la ley de Liouville, y
como se define sin ambigiiedad el choque inverso.

Primero recordemos qué se entiende por choque
inverso. Si en la colision directa chocan dos particu-
las con velocidades iniciales ¢; y ¢ en una ge-
ometria dada, la colisibn inversa es aquella que,
dadas algunas condiciones iniciales, el estado fi-
nal tiene las velocidades € y €. No es necesaria-
mente cierto que exista una (nica solucion al prob-
lema anterior, pero aca se presentara la solucion
que es comunmente entendida como colision inver-
sa. La condicibn extra que se exige es que el es-
tado configuracional final de la colision inversa sea
“parecido” al estado configuracional inicial (por ej.
mismo parametro de impacto). Lo anterior se con-
sigue tomando como condicion inicial de la colision
inversa a la configuracion correspondiente a aplicar
los operadores de inversion de paridad y temporal al
estado final de la colision directa.

En efecto, sea W el estado inicial de la colision
directa, y sea W el estado final luego de evolucionar
un tiempo t. Afirmamos que el estado inicial de la

colision inversa W esta dado por:

W =TpPY (6.29.1)
donde T es el operador de inversion temporal, y P el
operador de inversion espacial. Esta operacion con-
junta de T y P equivale a cambiar el signo de las
posiciones, y conservar las velocidades.

En términos del operador de evolucion temporal
e?t, definido en §3.11, se tiene que Y se puede es-

cribir como:
W =Tpe’ty

Afirmamos que al hacer evolucionar el estado
W’ un tiempo t se obtiene el estado TPW, que es
efectivamente un estado que tiene las mismas ve-
locidades que el estado inicial, y una configuracion
espacial parecida (cambia el signo de las posi-
ciones). Es decir, afrmamos que para cualquier ¥

se cumple: . .
e“'TPe”'yw = TPY

(6.29.2)

(6.29.3)

La propiedad (6.29.3) se demuestra facilmente
recordando las siguiente propiedades de T y P:

PP = 1

TT = 1

TP = PT (6.29.4)
Consideremos la siguiente expresion:

TPe?'TPe?ty (6.29.5)

Si el hamiltoniano del sistema es autbnomo (no
depende del tiempo) y simétrico en coordenadas,

entonces
TPe?t = e “'TP (6.29.6)
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Reemplazando (6.29.6) en (6.29.5) y usando las
propiedades (6.29.4) se cumple que:

TPe?'TPe?'y = e “le?'y
=y

(6.29.7)
(6.29.8)

Si la expresion anterior se multiplica por TP y se us-
an las propiedades (6.29.4) se llega directamente a
demostrar (6.29.3).

Esto prueba que para todo sistema que tenga
un Liouvilliano independiente del tiempo y simétri-
co en posiciones (basta con que exista Hamiltoni-
ano autbnomo con potenciales simétricos), existe
la colision inversa cuya condicion inicial esta dada
por (6.29.1).

Ahora estamos en condiciones de demostrar di-
rectamente la ley de Liouville. En efecto, si los es-
tados microscopicos se escriben en coordenadas
canonicas conjugadas, se satisface inmediatamente
que:

dw’ = dy (6.29.9)

esto es asi porque los jacobianos de los operadores
T y P son unitarios, y se sabe, por el Teorema
de Liouville, que el operador de evolucion temporal
preserva el volumen del espacio de fases.

Ley de Liouville

De aqui que cualquier sistema que tenga un
Liouvilliano independiente del tiempo y simétrico
en posiciones cumple una ley de Liouville, siem-
pre que los estados se escriban en coordenadas
canobnicas conjugadas. Hay que notar que nunca se
limitd el namero de particulas involucradas en esta
demostracion.

Por ejemplo, en un choque binario, si se consid-
era las variables conjugadas r1, Ci, 2 y C, se debe
cumplir que:

dri’d¢y’ drn’ déy’ = drpdcy dradcs (6.29.10)
El operador de paridad que aplicamos en este caso
es con respecto a la particula 1, entonces dr;’ = dry.

Para que ocurra la colisibn en un tiempo dt, el
volumen que puede ocupar la particula 2 esta dado
por dr = gdtbdbde, y de forma similar para la col-
ision inversa. Entonces,

g dtb'dbde’ dcy' dey’ = gdtbdbdedc;de, (6.29.11)

Si la colision es elastica ¢ = g, ademas por conser-
vacion del momentum angular b’ =by &' = e+ mr (es-
to porque el estado de colision inversa es la apli-
cacion de paridad sobre el estado final de la col-
ision), luego

dey dey’ = de; dé, (6.29.12)

gue llamaremos Ley de Liouville de colisiones bina-
rias.

6.30. Introducci 6n a gases en-

rarecidos

En §1.3 se vio que la ecuacion de Boltzmann es
valida a bajas densidades donde las correlaciones
entre particulas se hacen despreciables. Sin embar-
go, cuando se busca soluciones a esta ecuacion se
recurrio al método de Chapman-Enskog, el cual co-
mo se vera inmediatamente, no es valido para den-
sidades muy bajas. En efecto, en §4.16 se adimen-
sionalizd la ecuacion de Boltzmann, apareciendo
naturalmente un parametro adimensional (el nUmero
de Knudsen Kn):

(6.30.1)

con

_ L (6.30.2)

donde /¢ es el camino libre medio y d es alguna dis-
tancia macroscopica donde varie la funcion distribu-
cion.

El método de Chapman-Ensokog se basa en que
Kn < 1, si el sistema es infinito d solo puede estar da-
do por la distancia caracteristica en que varian las
magnitudes macroscopicas (d ~ 3/0p), luego bas-
ta que el sistema tenga gradientes pequefios para
garantizar que Kn < 1.

Sin embargo, como el camino libre medio es
inversamente proporcional a la densidad, para
cualquier gradiente (sin importar qué tan pequiio
sea) existe una densidad bajo la cual el nimero
de Knudsen ya no es pequefio. Luego, el método
de Chapman-Enskog para la ecuacion de Boltmann
tiene un rango de validez limitado, la densidad no
puede ser muy alta para que la ecuacion de Boltz-
mann sea valida y no puede ser muy baja para que
el nimero de Knudsen sea pequefio.

Luego, bajo el titulo de gases enrarecidos, se
entiende que se trata de gases para los cuales la
ecuacion de Boltzmann es valida, pero el método
de Chapman-Enskog no. Ademas vamos a eliminar
de esta clasificacion a los llamados flujos molecu-
lares en los cuales el camino libre medio es del or-
den del tamafio del sistema, donde la evolucion del
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gas esta dada por las colisiones con las paredes y
no por las colisiones entre las particulas.

Un sistema puede tener un nimero de Knuden
grande de dos formas:

= Silos gradientes son grandes. En este caso la
distancia macroscopica esta dada por los gra-
dientes, y Kn=¢08/p.

m Si el sistema es finito y lo estudiamos cer-
ca de las paredes. En este caso la distancia
macroscopica importante es la distancia del
punto de observacion a la pared y, entonces, el
nimero de Knudsen es apreciable en la fran-
ja que esta a distancias del orden del camino
libre medio de la pared.

El primer caso es muy complicado de analizar
porgue es muy importante la estructura no lineal del
operador colisional J, y no se puede hacer una ex-
pansion perturbativa.

El segundo caso es mas abordable si se consid-
eran casos en los que en el volumen del sistema
existen gradientes no muy grandes, de tal forma que
el método de Chapman-Enskog sea aplicable en el
interior y por tanto las ecuaciones de Navier-Stokes
son aplicables también, pero en los bordes no val-
ga el método. En estas condiciones es posible lin-
ealizar la ecuacion de Boltzmann ya que el sistema
esta cerca del equilibrio termodinamico.

Entonces, el objetivo del estudio de gases en-
rarecidos sera obtener las condiciones de borde
hidrodinamicas para un sistema en el que se sabe
gue vale la ecuaciones de Navier-Stokes en el inte-
rior. Con este objetivo primero se necesita conocer
cuales son la condiciones de borde de la ecuacion
de Boltzmann.

6.31. Condiciones de borde en

la ecuaci 6n de Boltzmann

Las condiciones de borde de la ecuacion de
Bolzmann se pueden entender en base a la interac-
cion de las particulas con la pared. Pero dado que
es muy complicado tener una descripcion completa
de la dinamica de la pared, se optara por dar una
descripcion probabilistica de la interaccion de las
particulas con ésta, que estara parametrizada por

algunas propiedades macroscopicas (por ejemplo la
temperatura).

Para modelar la forma de las condiciones de bor-
de, definamos el siguiente objeto: sea

R, &F,t;1)d3cd3cdr

la densidad de probabilidad que una particula con
velocidad entre ¢’ y ¢’ +d3¢’ que choca con la pared
en el punto ' en el instante t, emerja de la pared con
una velocidad entre €y ¢+ d3c después de un tiem-
po de captura (adsorcion) entre T y T +d1. Supon-
dremos que no existen particulas que se queden
adsorvidas indefinidamente en la pared, esto es, la
probabilidad de tener un tiempo de adsorcion infinito
es nula.

Consideremos un elemento d. de area en la
pared ubicada en el punto ', y con normal fi apun-
tando hacia el interior del sistema. El nUmero de
particulas que emerge de la pared con velocidad en-
tre ¢ y ¢+ d3c del elemento de area entre t y t +dt
es:

dNoy = f(F,C,t) |- A|dtd.” dc (6.31.1)

y el nimero de particulas que incide sobre la pared
con velocidad entre ¢’y ¢’ +d3c entret — 1y t — T 4-dt
es:

dNip = f(r,¢’,t — 1) [¢- A dt d.” d3¢ (6.31.2)

De la definicion del factor de reflexion R() se
tiene directamente que si se multiplica dN;, por
R(c/,c,F,t;1)d3c y se integra sobre d3¢’ y dt se ob-
tiene dNg:. Simplificando los diferenciales comunes
se obtiene:

fret[en = A/‘ﬁ<OR(e',e;r,t;r)f(r,e',tfr)

x|¢/-Aldtd®  ©-A>0(6.31.3)

Esta es la expresion de la condicion de borde en
la ecuacion de Boltzmann: hay que indicar la forma
gue tiene la distribucion saliente en funcion de la in-
cidente. Si la densidad es baja, o el tiempo de ad-
sorcion medio es bajo, entonces las distribuciones
de probabilidad con que cada particula es reemitida
de la pared es independiente de las otras particu-
las, lo que equivale a decir que R() no depende de
la funcion distribucion de velocidades.

Dado que es muy dificil encontrar una expresion
exacta para el kernel R(), se propondran diversos
modelos para éste. Para eso primero estudiaremos
las propiedades minimas que debe cumplir:

Universidad de Chile

Escuela de Ingenieria y Ciencias



Patricio Cordero S.

version de 16 de noviembre de 2011

66
6.32. Propiedades del factor de
reflexi 6n

= R() > 0. Por ser una distribucion de probabili-
dad tiene que ser definida positiva.

= [R(¢,GT,t;1)drd3c= 1. La normalizacion de R
es tal que para cualquier estado inicial la prob-
abilidad que tome algin estado final es 1.

= Balance detallado. Si el sistema esta en equi-
librio y existe simetria de paridad, el nmero de
transiciones ¢’ — € debe ser igual al namero de
transiciones —¢ — —¢’. Esto es,

R, gr.t;1)fu (T, T) |6’ . ﬁ\
= R(-¢ -¢;rt;1)fu(7,0)|C A[(6.32.1)
m donde fy es la distribucion de Maxwell y se ha

usado que ésta no depende del tiempo y que
es simétrica en velocidades.

= Preservacion de una distribucion de equilibrio.
Al integrar la ecuacion anterior con respecto a
¢’y 1, y usando la normalizacion de R, se ob-

tiene:
R, g1, t;1)fu(F,T) |6’-ﬁ\ =|¢-A| fm (F,C)
(6.32.2)
Esto es, si la distribucion incidente es

maxwelliana, la distribucion que sale también
lo es. Esto no implica que la pared tienda a
producir distribuciones de Maxwell, s6lo las
mantiene.

6.33. Modelos sencillos del fac-
tor de reflexi 6n

En esta seccion presentaremos los dos modelos
mas sencillos que se pueden dar para el kernel que
cumplan con las propiedades anteriores:

PARED TOTALMENTE TERMALIZANTE. La pared ter-
malizante es aquella que, sin importar cual sea
la distribucion incidente, la distribuciobn emergente
es una maxwelliana a la temperatura de la pared.
Ademas se supone que el tiempo de adsorcion es
nulo. Usando la ecuacion (6.31.3) se tiene:

fu (7, & 1) |c-Al = /R(é’,é;?,t;r)f(?,é’,tf 7)
x |¢’-Aldrd® (6.33.1)

Para que el tiempo de aAdsorci(’)n sea nulo basta
con tomar R(¢/,G;T,t;7) = R(¢',ET,t)5(1). Ademas,
como la velocidad de salida de la particula es inde-
pendiente de la velocidad incidente, R() no depende
de @'y, entonces, puede salir de la integral:

fm(F,C,t)[C- Al = RE,&F,1)dn (6.33.2)
donde Ji, es el flujo de nimero incidente. De la
ecuacion anterior se puede despejar R(). Si el gas
cerca de la pared esta en equilibrio con ésta, se

puede calcular J, y, entonces, se puede obtener una
expresion simplificada para R():

— 3/2 2
Vit (20r) /2 g-mc? /2T
x |&-A]3(T)
Rierma (€', CT,1;T) = (en general)

S e /2T |8 5 (1)

(si el gas esta termalizado)

(6.33.3)
donde T es la temperatura de la pared y vi, es la
velocidad normal promedio de las particulas que
chocan con la pared.

PARED ELASTICA. La pared elastica es aquella en
gue la particula que choca con la pared es reemiti-
da instantaneamente conservando energia cinética
y momentum tangencial. En ese caso la velocidad
final esta determinada absolutamente por la veloci-
dad inicial €= ¢’ — 2|¢’ - A|A. Luego, el kernel es:

Rel/astico(é/vé; ?;t; T) - 5(6_ 6/ + 2 ‘é/ . ﬁ’ ﬁ)é(T)
(6.33.4)

6.34. Ecuaci 6n de Boltzmann li-
nealizada y modelo BGK

Como dijimos anteriormente, nuestro objeti-
vo serd encontrar las condiciones de borde
hidrodinamicas en un sistema en que en el interi-
or valen las ecuaciones de Navier-Stokes. Debido a
esto es valido linealizar la ecuacion de Boltzmann.

La linealizacion que vamos a llevar a cabo es
distinta a que se hizo en el método de Chapman-
Enskog en el sentido que en este caso la funcion

6.32. PROPIEDADES DEL FACTOR DE REFLEXION
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distribucion de equilibrio sera una maxwelliana glob-
al (en vez de local), con una temperatura igual a la
de la pared. Es decir,

f(r,C) = fm(C;no, To, Vo = 0)(1+ ¢ (7,C)) (6.34.1)
Al reemplazar esta solucion en la ecuacion de

Boltzmann, y guardando términos lineales en ¢ que-

da:
¢

e

(I[fm, fml] +3I[fmd, Tm])/ fm
—n?1[Z]/ fm (6.34.2)

Como vimos en el capitulo del método de
Chapman-Enskog, la solucion de la ecuacion inte-
gral necesita conocer la seccion eficaz diferencial
del potencial entre particulas. Ya que so6lo nos intere-
sa encontrar la forma general que tienen las condi-
ciones de borde para gases enrarecidos, y ademas
porque estos fenbmenos no dependen tanto de la
forma del potencial, vamos a tomar un modelo sim-
plificado de operador colisional. El modelo escogido
es el modelo BGK (Bhatnagar, Gross y Krook). El
término colisional de BGK es:

JBGK[f] = vn(fM[f] — f)

donde n es la densidad del gas y v es la frecuen-
cia de colisiones que se supone independiente de la
temperatura.

(6.34.3)

Este modelo presenta la caracteristica mas im-
portante del término colisional, que es la tendencia
del sistema a llegar a una distribucion maxwelliana,
y que la rapidez con que se acerca a ésta esta dada
por la taza de colisiones en el sistema. Este mod-
elo, que ingenuamente parece muy simple, es alta-
mente no lineal porque la expresion fy[f] significa
una distribucion maxwelliana donde los parametros
de densidad, velocidad hidrodinamica y temperatura
se calculan a partir de f.

Si linealizamos este término colisional en torno a
una maxwelliana global con velocidad hidrodinami-
ca nula, y hacemos un cambio de variables a ve-
locidades adimensionales % = /m/2T¢ llegamos al
modelo BGK lineal:

(JBek [fm, Tm{] + Ieek [ M, Tm])/ Tm
— / K(E,2)(€)P% (6.34.4)

= e (11247 +2/3% 3/2)(¢° - 3/2)]

v =

vm/2Tv =1/¢
con ¢ igual al camino libre medio del gas.

Este modelo también se puede obtener si se es-
tudia el caso de las moléculas maxwellianas (ver
§4.24.2). En ese caso se pueden obtener en forma
exacta las autofunciones del operador de Boltzmann
linealizado, entonces si se expande este operador
en esa base y se trunca la serie se obtiene el mode-
lo lineal de BGK. El truncamiento de la serie se hace
con tal de guardar el minimo de términos pero que,
a la vez, se garantice que se anule al actuar sobre
los invariantes colisionales.

Luego, la ecuacion de Boltzmann linealizada con
el modelo BGK es:

dza(tcg) +Cg'DZ((g):*\7((‘g)+/K(Cg,f’)z(f')d&g'
(6.34.6)
6.35. Ejemplo:  deslizamiento

por flujo

En esta seccion veremos un ejemplo tipico del
calculo de condiciones de borde hidrodinamicas a
partir de la ecuacion de Boltzmann.

Consideremos un gas viscoso en un canal en el
gue uno de los bordes se mueve paralelo al otro con
una velocidad relativa vp. En este flujo de Couette
se crea un gradiente de velocidad en la direccion
perpendicular al flujo. Si se usa la hidrodinamica de
Navier-Stokes este gradiente es lineal y las condi-
ciones de borde usuales para este problema con-
siste en imponer que la velocidad hidrodinamica en
las paredes es igual a la velocidad de las paredes.

En este caso deduciremos cual es la condicion
de borde real para este flujo y veremos que, para el
caso de gases enrarecidos, el gas desliza con re-
specto a la pared con lo que el gradiente real del
sistema es menor.

Para resolver la condicion de borde vamos a con-
siderar que el gradiente de velocidad no es muy
grande por lo que vale la hidrodinamica de Navier-
Stokes en el interior. Ademas es valido linealizar la
ecuacion de Boltzmann. La linealizacion se hace, a
diferencia que en el método de Chapman-Enskog,
en torno a una maxwelliana global y por tanto se per-
mite que la correccion { aporte a los momentos. El
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modelo de kernel de linealizacion sera el BGK y se
considerara que las paredes son totalmente térmi-
cas.

Dada la simetria del problema, podemos estudiar
la condicion de borde en cualquiera de las dos pare-
des. Por simplicidad estudiemos al gas cerca de la
pared quieta. Luego, la distribucion de orden cero
se tomara como una maxwelliana a la temperatura
de la pared y con velocidad hidrodinamica nula y la
velocidad hidrodinamica del gas vendra sélo de (.

La ecuacion que describe al gas es la ecuacion
linalizada de Boltzmann con kernel BGK:

-,

9¢(%)
ot

+F.00(F) = —07(F) + / 327"

[1+ 26 -G +2/3(62—3/2)(4"72 - 3/2)] {(¢")d%6!35.

Esta ecuacion se puede simplificar si notamos
que el primer y tercer término de la integral cor-
responden a las correcciones de densidad y tem-
peratura debido a {; la geometria del sistema hace
gue la densidad y temperatura sean homogéneas y
luego esos términos son nulos, también el segundo
término de la integral corresponde a la correccion a
la velocidad hidrodinamica, la cual es s6lo segln la
direccion del flujo. Si escogemos la geometria de tal
forma que el eje x vaya en la direccion creciente del
gradiente y zen la direccion del flujo se tiene:

-,

G200 iy a5
/ e P66 (x E ) (6.35.2)
A z
V4\
ﬁ
X
X
La linea diagonal

representa el perfil de velocidad visto a gran escala

Las condiciones de borde para { son: la dis-
tribucion de velocidad saliente de la pared debe
ser maxwelliana y lejos de la pared la solucion
debe ser hidrodinamica. La primera condicion se im-
pone facilmente dada la forma de la funcion distribu-
cion (6.34.1), basta con exigir que { sea nula si las
velocidades son salientes. La segunda condicion ex-
ige que la velocidad hidrodinamica lejos de la pared
crezca linealmente con la distancia. Conociendo la
forma que deben tener los momentos, se puede con-
struir una funcion distribucion con el método de Grad
(la solucion polinbmica mas sencillo que reproduzca
los momentos). En resumen las condiciones de bor-
de para (x,%) son:

1

0,4) = 0 si % >0 (6.35.3)

) 2
(X~ @) ~ Dv\/?mx%

La expresion x ~ o« quiere decir x > ¢ de tal for-
ma que valga Chapman-Enskog, pero x0Ov/w, < 1
para que todavia sea valida la aproximacion lineal
de la ecuacion de Boltzmann. Combinando estas ex-
presiones, la condicion de borde anterior solo tiene
sentido si /0v/vip < 1.

(6.35.4)

Esta ecuacion integral resolver

definiendo la siguiente funcion:

se puede

g(x, %) = / d6,d6,e 5 %4, (xE)  (6.35.5)

. ., - 22

si la ecuacion (6.35.2) se multiplica por €, v ™z

y se integra respecto a 6, y ¢, entonces se ob-

tiene una ecuacion cerrada para g(x, %x). Lo mismo

sucede con las condiciones de borde. Si, ademas,
se hace el cambio de variable x — X = Ux se tiene:

@20 g+ 2 [ Fy e
(6.35.6)
con
90,%) = 0 si %>0 (6.35.7)
gX~ %) ~ BX (6.35.8)
nv /2m
B = =T (6.35.9)

La ecuacion (6.35.6) es lineal en g y por la de-
pendencia gque tiene en x se propone una solucion
en separacion de variables del tipo:

9% %) = e gy (%) (6.35.10)

6.35. EJEMPLO: DESLIZAMIENTO POR FLUJO
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Sustituyendo en (6.35.6) se obtiene la siguiente Esto implica que:
ecuacion para g .
a = f (6.35.21)
(A — GG () = AT 12 / e g, (€)d %, AM) = 0 si A<O0  (6.35.22)

(6.35.11)

Como esta es una ecuacion de valores propios
homogenea se puede escoger cualquier normal-
izacion para g, . Se escoge por simplicidad

/ e g, (€)dE, = Vi (6.35.12)
y, luego, la solucion para g, es:
o) (%x) = 3 +p(A)o(6x—A) (6.35.13)

— %

Para que la anterior sea solucion a la ecuacion,
se sebe imponer la normalizacion (6.35.12). Si A es
real, la normalizacion se lee

[5ze

de donde se puede despejar p(A) para cualquier val-
orde A. Si A es complejo, en la integral de la hormal-
izacion no aporta la delta de Dirac y se tiene

/ A
A — %

que tiene como Unica solucion A infinito complejo.
Se puede demostrar, o simplemente se puede ver-
ificar, que las dos soluciones reales linealmente in-
dependientes asociadas al autovalor infinito son:

+()chx) =1
—(X,6X) X— 6x

e %ds+pMe? =y (6.35.14)

R (6.35.15)

(6.35.16)
(6.35.17)

g

g

Luego, la solucion mas general para g(X, 6x) es

una superposicion de las autofunciones de valores

propios reales y las dos autofunciones de valores
propios infinto. Esto es,

9(X G =a, +a (X—%) + /‘m AN g (Gx)e ™ dA
o (6.35.18)

Los valores de los coeficientes a;,a_ y A(A) se
determinan de las condiciones de borde. Primero
impongamos la condicién en X ~ co:

gx, %) = ar+a (Xx—%) (6.35.19)
+ / Moy (G )e ¥ dA
g~ (6.35.20)

La condicion de borde en la pared es

a+—[§<5x+/ ANG (G)dA =0 si % >0
0

(6.35.23)
donde se han usado los resultados de la otra condi-
cion de borde. Esta ecuacion permite determinar
a; y A(A). Para resolverla notamos que es una
ecuacion lineal en las incognitas e inhomogenea.
La ecuacion homogenea tiene solucion nula porque
las autofunciones g, son base, luego las incognitas
tienen que ser proporcionales a 3. Es decir,

(6.35.24)
(6.35.25)

a.p
AA)B

donde 4, y A(A) son soluciones de la ecuacion pu-
ramente numérica

A(X)

E§+7‘€x+/ AMG (G)dA =0 si % >0
0
(6.35.26)

Esta ecuacion se puede resolver numéricamente
entregando

a, = 10161 (6.35.27)
AN < & (6.35.28)

Entonces, la funcion g(X, %) es:
g(X, %) = (1,0161+X— %) (6.35.29)

Ahora estamos en condiciones de calcular la ve-
locidad hidrodinamica cerca de la pared. La veloci-
dad v,(x) esta dada por:

1w

Cambiando de variables a velocidades adimen-
sionales y usando la definicion de g(x, %), se tiene:

T .
— s [ & Fax 6%,

Reemplazando la solucion (6.35.29) y en valor
de By V en (6.35.9) y (6.34.5) se obtiene:

Vz(X) =

(x,C)c.dC (6.35.30)

(6.35.31)

[v(1,0161¢ + x) (6.35.32)
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Luego, la condicion de borde hidrodinamica es:

vy
v;(0) = 1’0161€W

Es decir, el gas desliza en la pared con una ve-
locidad proporcional al gradiente de velocidad y al
camino libre medio. Este gradiente es el que se gen-
era en el sistema lejos de la pared, en forma au-

toconsistente con las condiciones de borde y no

es el gradiente impuesto. El gradiente resultante

(6.35.33) sera siempre menor al gradiente impuesto.

La condicion de borde general para cualquier ve-
locidad de la pared vj es:

Vz(0) = Vo +1,0161¢ Ov; - Al (6.35.34)

6.35. EJEMPLO: DESLIZAMIENTO POR FLUJO
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Capitulo 7

La Distribuci 6n de Grad

Con la colaboracion de D. Risso

La distribuci 6n en 3D de 13
momentos

7.45.

A continuacion se presenta el método de mo-
mentos de Grad para aproximar la funcién distribu-
cion. La idea es definir una distorsion de la distribu-
cion Maxwelliana fu(C) usando polinomios Hy(C)
ortogonales en el sentido que las integrales

/ He(C ) Hi (€

se anulan salvo que k= k. Con estos polinomios se
define una funcién

fm(C)d3C (7.45.1)

o= H(C)Re (7.45.2)
de modo que la distribucion deformada es
fs(C) = ®(C) fu(C) (7.45.3)

El método seria exacto si la suma se extendiera so-
bre infinitos momentos, pero el método se describe
tomando en cuenta tan solo los primeros 13 momen-
tos.

Los polinomios que se usan (el conjunto no es
anico) son

Ho =1
Hi =G
Hay GG+ <I _ _c2> & (7.45.4)
Hs; (Cz ST) G
m

Esta Hp, mas 3 polinomios Hi, mas 6 polinomios H,
y mas 3 polinomios Hs, total 13.

Los coeficientes Ry se definen de modo que

/ fod®C=n (7.45.5)
y los promedios
1 : 3
(Ale=— /Ade c (7.45.6)
sean los correctos:
G (G)
1 1
C 0
mC? 3T
mnCiCl nT &j + pij
mnC2C 24
gue son 13 condiciones.
De esta manera se obtiene que
m <
d=1+ TZQCJ P+ (STC ~1)C-q
(7.45.7)

7.46. Ecuaciones de balance

Puesto que fg es una solucion de la ecuacion de
Boltzmann, las ecuaciones de balance asociadas a
invariantes aditivos son las mismas vistas en §2.4.

Pero ahora que se ha incorporado a la fun-
cion distribucion los momentos superiores pjj y ¢
interesa también estudiar ecuaciones de balance
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asociadas a estas cantidades. Para poder estudi-
ar tal balance se debe comenzar por una ecuacion
de balance genérica semejante a (2.4.4) solo que
con un lado derecho no nulo ya que no se traba-
jara con invariantes aditivos. En lo que sigue se tra-
bajara solo el caso de esferas duras aun cuando
Grad desarrolld lo que sigue para potenciales cen-
trales cualquiera

& (n®) — néd + O, - (N@T) — nc- 0 — nF - T
/ (@) (15— f1f2) 029 kdkdc; dcy
| (7.46.1)

7.47. Adimensionalizaci 6n

En lo que sigue se trabajara adimensionalizando
las velocidades en la forma

c— /el
m

Ademas se define las cantidades adimensionales f;
y G por medio de

(7.47.1)

i —nial B (7.47.2)
3/2 TS
a —m(%) g

el factor @ que aparece en la distribucion de Grad
(7.45.3) es

%2 o1,
d=1+ ?—1 ‘gquJrEpij%%j (7.47.3)
Si ademas se define la distribucion maxwelliana

adimensionalizada f% por medio de

Flol _ (2:)3/2 o2/ (7.47.4)
ella satisface
/‘ gy = 1
/%fgj fogey — g (7.47.5)
/%Zf[o] By = 3
(7.47.6)
y la relacion con la distribucion usual es
£0 _ (kBﬂT)s/Z fl0] (7.47.7)

Ademas se define la distribucion

fo =@ {0 (7.47.8)

Con esta distribucion se puede calcular los sigu-
ientes momentos

(g = 1
(¢)g = O
(G%))e = &j+0j (7.47.9)
2 7Y ~ ~
<<gi(gj<gk>é = g(dJQk+akQJ+5jkqi)

La relacion entre los promedios calculados con
fec y aquellos con fg es
()G:n<)é (7.47.10)

Por ejemplo

<CiCJ'>G =

1
= (nkeT & + pij) (7.47.11)

7.48. Los balances superiores

7.48.1.

Balance para pjj: el lado izquier-
do

Para obtener el balance asociado a p;; conviene
tomar

¢ = (%%j — %%%) (7.48.1)

y examinamos el valor que toma cada término de
(7.46.1). De lo visto antes es claro que

n(¢) = pj (7.48.2)
entonces el primer término es
Ipij
— 7.48.
ot (7.48.3)

7.47. ADIMENSIONALIZACION
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El segundo término es nulo porque se debe calcular 7.48.2. Balance para pjj: el término co-

promedios de cantidades lineales en C. lisional
Para calcular el tercer término primero vemos
que Al comenzar a calcular el término colisional de
(7.48.5) con ¢ dado por (7.48.1) se puede borrar
n{ck¢) Czaj porque este es un término asociado a un in-

1, variante aditivo y ya se sabe que su contribucion es
= nm{ { GCj (Gt W) — 5C(Ctvid nula lo que nos deja con un ¢ efectivo mCC;.

2 Definamos los polinomios de Hermite
= g(deKJdequFéjkqi) P

> a0 = 1
+(NT 3 + pij) i — 308 — NV #Y = ¢
que facilmente se simplifica a jﬁj(z) = %% — Gj (7.48.6)
<m<ch - %Czaj) ck> Ayl = GE G (GOt 60+ Gid))
, X A = CGEEE +
=z (quj' +0Ojkj — gdjqk) + PijVk — (4%} 0a + Cik0) + C 61 Ok +

+C6kd + €€ O + 66 &) +
, p +(8j 0 + Gk0;) + &1 Ojk)
£ (@i +050) — 7560+ 0- (Vpij) (7.48.4) Ellos tiene la propiedad

Entonces el tercer término es

El cuarto término es / {r} fOd3% = &/ 8ey 11y (7.48.7)
1
—nm<(Ck+Vk) Ok (QC; - gczaj) > y se observa que
2
= —mn<(0k + Vi) (_Vi,kcj —Givjk+ §Cm,k6n) > > A = (6% —5) G (7.48.8)
I

2
= mn |:Vi,k (CCj) +Vjk <CkCi>—§<OkC£>V€ﬁk6ij:| L, s -
La distribucion fg se puede escribir expresando
2 ® como
=P (Vi,j +Viji— *Vk.,kaj> + VikPkj + Vi kPxi . (n) (N
\ 3 b= z a{n}jﬁn} (7.48.9)
—3 PreVk,e B j

donde los Unicos coeficientes a{n)} no nulos son
El quinto término, que se acopla a F, es lineal en C

y por tanto se anula. a® = 1
En resumen, hasta el momento lo que se ha al? = Prs (7.48.10)
obtenido es q2
3 |
al(rr) -
opj 0 . En §5.25 se vio que el elemento de integracion
ot (9Xk gue va junto a las integraciones de velocidad es
2(0qg 0 0
+ g<d—)(j;+a—?(:—dj qk> dA = gbdbde
v v, 0v5 = go? sing cosy dyrde
o Prigy TPigk 51 Prs g = 025 kd% (7.48.11)
" <% + g—\)/(j - gd, dvr> — term. colis. donde se ha identificado d’k = singdyde y ¢ =
j 0..11/2.
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Puesto que se ha escrito f = ®% el término col-
isional en (7.46.1) se puede reescribir en la forma

/ o(c1) (@)D, — Dy D) £t/ dAdc; d3c,
(7.48.12)
En esta expresion se puede integrar sobre las
variables peculiares en lugar de ¢, €, y ademas se
puede integrar sobre las velocidades peculiares adi-
mensionales agregando el factor que indica (7.47.1).
También las maxwellianas son reemplazadas por
las maxwellianas adimensionales usando (7.47.7) y
asi la Gltima expresion queda

n? /4’(01) (@) @ — 1 Dy) f1% fI0 dAd % 0P,
' (7.48.13)

Para estudiar la ecuacion de balance para el ten-

. 2
sor de presiones se va a escoger ¢ = jfjj( ) y para
estudiar el balance asociado al flujo de calor se us-

ara ¢ = zk%?éf). Ya se vio que cada factor ® es com-
binacion de polinomios de Hermite.

Pero antes notemos que
£(0] (0] 1

_ G2+d?/4
e T iR (7.48.14)
donde

) L1 L1

@ = G- 2 g 62=G+ Eg

- - 1 5 = 1

! _ _ =z /: -

(7.48.15)

d3cyd%c; = d*Gdg

Y las variables de integracion ahora son éstas y las
que estan en dA.

En el integrando se tendra entonces un factor

r S n 1,
aaG i | (DA () -

(7.48.16)
y n es fijo pero hay suma sobre r y s que toman
los valores 0, 2 y 3 como ya dijo en (7.48.10). Grad

dice que la contribucion mas importante proviene de
r +s=n. Entonces, debido a que ai(l) =0,sin=2
solo se puede tener (r=2,s=0)y (r=0,s=2)y
si n= 3 solo se puede tener (r =3, s=0)y (r =0,
s=3), es decir, se tiene

2 27(2) (2 (2 2 2, o
A2 60) [ 8 + A 6) ~ A 6) - (6]

3 v 0(3) 12 w(3) 12 w(3) 12 3) /2
(1) [0 G + A () — A ()~ A ()|

(7.48.17)

jﬁ(r} (%l) {s}) (%2)}

Se puede transformar el corchete que se debe a
la combinacion de dos productos de funciones dis-
tribucion de las expresiones anteriores usando las
velocidades Gy g se tiene

1
Hq? (12) = GG F 5 (Gu + Gig) + 49.91 &
(7.48.18)
y entonces al sumar %’jd(z) (¢1) +%(f2) (¢2) se can-

celan los términos bilineales. Al hacer ahora la op-
eracion completa

2,2 (%)

(7.48.19)
se cancelan los términos cuadraticos en Gy el térmi-
no con ¢ quedando tan solo

AP () + A7 (6p) - AP (%) -

(7.48.20)

1
> (okgl — 9ka1)

pero|g’ = g— 2g- kk
tor anterior como

[2(9-k)?keki — G-k (gki +gike)]

lo que permite reescribir el fac-

(7.48.21)

_Para hacer la integracion sobre d?k hay un factor
§- k extra que proviene del elemento diferencial mis-

mo, mientras que el factor jﬁﬂ? que proviene de ¢

no depende de k. Integremos separadamente cada
sumando utilizando (5.28.8)

/‘2(@ k)%idkd®k = ? (399+9°1) (7.48.22)
d / (g k)?kd?k = gQQ (7.48.23)
y por tanto
_ g g
/[ ] d?k = —5 (g -3 1) (7.48.24)
Puede verse que
/(QQg—Zl) Qg — 0
3 g
/G (QQ%Zl) dQy = 0 (7.48.25)
. R 2 8 4
./gigjp:(gg—%l) dQy = Zg Bij

y entonces al integrar sobre Qg el Gnico término de
jfjj(z) que contribuye es gigj/4y la integral completa

7.48. LOS BALANCES SUPERIORES
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gue quiere hacerse es

n2 gig; 7Tg87'[g4 2 qu 7]
- 99 Mgory” - -G*-¢?/42 god3 — + 5 (W)
Y= np) T4 2 15 MI° g°dgd™G ot gxr v . .
(7.48.26) +4 0V Vr Vr
vl ¢ e el ¢ e ai il o
Las integrales que quedan son triviales y resulta D+2 0% D+2 0 D+2 9%
Oopwy D+4 d(kBT/m)
+ (keT/m) + Pkr
te = -—ono? /el (7.48.27) % 2 0%
. . — 5 m le . . B & aPrS
p OXs
D+2 d(kgT/m
7.48.3. Balance para + (ke /m)
2 0Xk
La ley de balance del flujo de calor se obtiene en _ 32 2 [TKeT " (7.48.28)
forma enteramente semejante a la anterior y arroja 15 m
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