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Índice general

1. Primeros Conceptos 7

1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Flujos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3. Tasa de colisiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4. Mezclas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.5. Programa en C que ilustra la densidad de un lı́quido 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.6. Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Capı́tulo 1

Primeros Conceptos

1.1. Introducci ón

Mecánica de fluidos es un área de la fı́sica que
no parece poder ser reducida a una teorı́a válida en
un amplio dominio de densidades y temperaturas.
Es muy diferente el comportamiento de un fluido
denso, como lo son los lı́quidos, al comportamien-
to de un gas. También son muy diferenentes los flu-
idos que admiten una descripción clásica a los flui-
dos que necesariamente deben ser descritos cuánti-
camente.

Un fluidos temperatura T , compuesto de molécu-
las sencillas de masa m, puede ser descrito clásica-
mente si la longitud de onda Λ de de Broglie

Λ =
h√

2π mkB T

es mucho que menor que la distancia promedio r0

entre átomos vecinos, Λ ≪ r0.

Puede tenerse tanto gases como lı́quidos
clásicos. En tales casos la energı́a del sistema
puede ser expresada como la suma de todas las en-
ergı́as cinéticas, K, más todas las energı́as poten-
ciales, V . El caso de gases es bastante más sencillo
porque K ≫ V . En cambio para lı́quidos K y V son
comparables.

Por otro lado, para muchos efectos prácticos
un lı́quido clásico es mucho más fácilmente aprox-
imable a un medio continuo, precisamente porque
las distancias a nivel atómico son muy pequeñas.
En efecto, ası́ como en el caso de fluidos en del
equilibrio un conjunto de variables macroscópicas
perfectamente satisfactorias en {volumen, presión,
temperatura}, en el caso de lı́quidos clásicos bas-
ta con agregar el campo de velocidad hidrodinámi-
ca ~v(~r,t) para tener un conjunto de campos
hidrodinámicos comunmente usados.

Para un gas a temperatura y presión normal la
densidad de número es

n ∼ 1025 partı́culas/m3

y como el diámetro atómico es

σ ∼ 10−10 m

entonces el camino libre es unos dos órdenes de
magnitud mayor que σ ,

ℓ ∼ 10−8m

Por otro lado, si se hace un arreglo cúbico de
partı́culas caracterizado por la arista elemental de
largo r0, el volumen del cubo total es V = (r0N )3 si
la arista del gran cubo es L = r0N . Como la den-
sidad de número es n = N/V y N = N 3 se deduce
que n∼ r−3

0 lo que da que la distancia tı́pica entre las
moléculas es

r0 ∼ 10−9m

En un gas la distancia intermolecular es claramente
menor que el camino libre. En el caso de Xenon a
presión normal ℓ es diez veces r0 como puede verse
en la tabla 1.1.

Para describir la dinámica un fluido compuesto
por muchas partı́culas serı́a necesario trabajar con
las ecuaciones de movimiento de cada una de el-
las. Sabemos, por otro lado, que bajo condiciones
de equilibrio se ha logrado describir con bastante
éxito este tipo de sistema con unas pocas variables
macroscópicas: densidad, temperatura y presión. La
idea entonces es poder tener una descripción que
no sea tan fina como considerar en forma explı́cita
cada grado de libertad del sistema, ni tan parco co-
mo la descripción termoestática.

7
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σ [m] ℓ [m] n [m−3] Λ[m] m r0 [m]

He 2,1810−10 18,610−8 2,541025 8,010−11 4.002 3,410−9

Ar 3,6410−10 6,6610−8 2,551025 2,610−11 39.94 3,410−9

Xe 4,8510−10 3,7610−8 2,541025 1,110−11 130.2 3,410−9

Cuadro 1.1: En esta tablaσ es el diámetro atómico de la esfera equivalente,ℓ es el camino libre medio,n es el número
de átomos en un metro cúbico,Λ es la longitud de onda de DeBroglie,m es el peso molecular, yr0 es la distancia
media entre partı́culasvecinas. Datos a 1 atmósfera y 15oC tomados de Kennard, pág. 149

Supongamos que el volumen en el cual se en-
cuentra el fluido es dividido en pequeñas celdas,
todas iguales de volumen ∆r y coordenadas carte-
sianas enteras (i, j,k). En lugar de describir la posi-
ción~r de cada partı́cula se puede optar por consider-
ar el número Ni jk que hay en cada una de estas cel-
das. También es necesario describir las velocidades
~c de las partı́culas, para lo cual se divide al espa-
cio de velocidades en celdas (ℓ,m,n) de volumen ∆c.
Si bien este espacio no es acotado, la probabilidad
de tener velocidades más y más grandes decrece
exponencialmente. En cada instante el sistema es
descrito con bastante detalle dando los números de
ocupación N(i, j,k;ℓ,m,n; t) de partı́culas en las cel-
da (i, j,k) con velocidad que está en la celda (ℓ,m,n)
en el instante t. Se define

f (i, j,k;ℓ,m,n; t) =
N(i, j,k;ℓ,m,n; t)

∆r∆c
(1.1.1)

En el lı́mite de celdas muy chicas ésta es una fun-
ción de distribución f (~r,~c,t) normalizada a la densi-
dad de número n(~r,t) (el número de partı́culas por
unidad de volumen),

∫

f (~r,~c,t)d3c = n(~r,t) (1.1.2)

y
∫

n(~r,t)d3r = N es el número total de partı́culas.

Si se considera un volumen ∆r de un cubo
de arista de ∼ 10−6 m, (volumen = 10−16m3) en-
tonces en ese elemento de volumen hay más de 109

partı́culas, más que suficiente para que la definición
“local” de f tenga sentido. Más de esto en Resibois pp 75-76

El número de partı́culas que hay por unidad de
volumen con velocidad en torno a ~c es

f (~r,~c,t)d~c (1.1.3)

La idea detrás de la función f (~r,~c,t) es más del-
icado y será discutido más adelante. Esta función
nada dice sobre la interacción entre las partı́culas

y no da una descripción completa del sistema. Tan
solo para sistemas muy poco densos y temperatura
suficientemente alta para que no haya cúmulos, se
le puede considerar como apropiada para describir
en forma muy completa al sistema. En 1860 Maxwell
argumento que la distribución para un gas en equi-
librio es de la forma

fM(~r,~c,t) = n

(
m

2πkBT

)3/2

e−mC2/2kBT (1.1.4)

Maxwell no dió sino la forma general de la dis-
tribución. En 1872 Boltzmann analizó el caso fuera
de equilibrio y obtuvo una ecuación de evolución
para ella, ecuación que ocupará buena parte de
nuestra atención en estas notas. Boltzmann además
logró demostrar lo que se conoce como el teorema
H, que establece, a partir de la ecuación de 1872,
que un gas aislado evoluciona hacia el equilibrio y su
función distribución alcanza asintóticamente la for-
ma (1.1.4). Aquı́ y en lo sucesivo, tanto n como T
en la expresión 1.1.4 deben entenderse como los
valores locales de la densidad de número y de la
temperatura.

Formalmente se define f (~r,~c,t)d3r d3c como el
número esperado de partı́culas en torno al punto
(~r,~c) del espacio de fase ϒ1 en el instante t. (el
subı́ndice 1 en ϒ1 indica que es el espacio de las
variables de fase de una sola partı́cula). La distribu-
ción f (~r,~c,t) se utiliza para calcular promedios. En
general el promedio de una cantidad ϕ(~c) es

〈ϕ〉 (~r,t) =
1

n(~r,t)

∫

ϕ(~c) f (~r,~c,t)d3c (1.1.5)

La densidad de masa es ρ(~r,t) = mn(~r,t) . La ve-

locidad hidrodinámica es

~v(~r,t) =
1

n(~r,t)

∫

~c f (~r,~c,t)d3c (1.1.6)

1.1. INTRODUCCIÓN Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Un gas en un recipiente debiera normalmente tener
~v = 0, pero en situaciones dinámicas esta velocidad
macroscópica debe ser tomada en cuenta y con-
viene, considerar la velocidad peculiar

~C(~r,t) =~c−~v(~r,t) (1.1.7)

La energı́a cinética del gas debe resultar de un
promedio de 1

2mc2, pero más interesante es la en-
ergı́a cinética calculada en el sistema de referencia
que se mueve con el flujo macroscópico. La energı́a
cinética por unidad de masa en ese sistema es

uK =
1

n(~r,t)

∫
1
2

C2 f (~r,~c,t)d3c (1.1.8)

La temperatura de un gas se define en teorı́a
cinética a partir de uK ,

ρ(~r,t)uK =
3
2

nkB T (1.1.9)

donde 3
2 debe entenderse como d

2 , con d = dimen-
sión del espacio. La constante de Boltzmann es
kB = 1,38×10−16erg/K.

1.2. Flujos

Sea d2S un elemento de superfice con ori-
entación n̂ que se mueve con la velocidad
hidrodinámica local, ~v(~r,t). Una partı́cula con veloci-
dad peculiar ~C cruzará d2S , en el mismo sentido
que n̂ en el pequeño intervalo (t,t + dt) con esa ve-
locidad si, al comienzo del intervalo, se encontraba
dentro del cilindro con base d2S y generatriz −~C dt.
El intervalo debe ser chico que para durante él no
puedan ocurrir choques. El volumen de este cilindro
es n̂ ·~C d2S dt. Puesto que hay f (~r,~c,t)d3C partı́cu-
las por unidad de volumen en torno a esa velocidad
peculiar, el número de estas partı́culas en el cilindro
en el instante t es

n̂ ·~C f d2S d3C dt

Cada partı́cula que cruza d2S acarrea consi-
go su propia masa, momentum, energı́a y cualquier
otra propiedad que posea. Si se designa por ϕ(~C)
cualquiera de estas propiedades, se ve que la can-
tidad de ϕ que cruza el elemento de superficie du-
rante dt por las partı́culas con velocidad peculiar en
torno de ~C es

n̂ ·~Cϕ f d2S d3C dt

Entonces el flujo neto de ϕ por d2S durante dt es

d2S dt n̂ ·
∫

~C ϕ f d3C

Puesto que localmente ~v es fijo al integrar sobre
~C es igual a integrar sobre ~c, por tanto el flujo por
unidad de área y tiempo en la posición ~r y tiempo t
es,

~J(K)
ϕ (~r,t) =

∫

ϕ(~c) f (~r,~c,t)~C d3c (1.2.1)

Este es el flujo cinético asociado a ϕ(~c).

TRANSPORTE DE MASA. Si se escoge ϕ = m se ob-
tiene trivialmente que ~Jm = 0 por la definición misma
de la velocidad hidrodinámica.

TRANSPORTE DE MOMENTUM. Se toma ϕ = mC j y
se calcula la componente i del vector de flujo

(~JPj)i = m
∫

C j f (~r,~c,t)Ci d3c (1.2.2)

que lleva a definir al tensor simétrico PK

(PK)i j = m
∫

Ci C j f (~r,~c,t)d3c (1.2.3)

llamado el tensor de presión.

Al analizar con cuidado su significado se puede
ver que (PK)ii es la fuerza por unidad de área en
la dirección i ejercida sobre un plano perpendicu-
lar a la dirección i (se habla de las presiones nor-
males). Las componentes no diagonales (PK)i j son
tensiones de corte, es decir, representa la fuerza
por unidad de área en la dirección i ejercida so-
bre un plano perpendicular a la dirección j. El vec-
tor de componentes ((PK)i1,(PK)i2,(PK)i3) represen-
ta la fuerza por unidad de área sobre un área per-
pendicular a la dirección i. Todas estas fuerzas son
las que se detectan en el sistema que acompaña al
flujo hidrodinámico.

En la aproximación en que el trasporte de mo-
mentum se debe solo a trasporte cinético la presión
hidrostática es

p =
1
3

Tr(PK) (1.2.4)

Combinando las distintas definiciones que se ha
dado se obtiene la ecuación de estado de un gas
ideal

p = nkBT (1.2.5)

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Se ha obtenido tan solo una ecuación de esta-
do de gas ideal porque se ha despresiado el trans-
porte de momentum por efecto de choques entre
las partı́culas. En (1.2.1) solo se ha considerado el
transporte que ocurre por traslado de las partı́culas
o flujo cinemático. Para gases éste es el transporte
dominante.

TRANSPORTE DE ENERǴIA CIN ÉTICA. Se define el
vector de flujo cinético de calor ~qK para el caso que
se toma ϕ = 1

2mC2,

~qK =
m
2

∫

C2 f (~r,~c,t)~C d3c (1.2.6)

Los flujos cinéticos que aquı́ se han descrito
pueden ser calculados tan solo una vez que se
conoce la función distribución y para lograr esto últi-
mo se debe tener un esquema de resolución de la
ecuación de Boltzmann. Esta tarea involucra un es-
fuerzo no despreciable.

EJERCICIO : En forma similar a (1.2.1) calcule el flu-
jo a través de una superficie fija.

1.3. Tasa de colisiones

La cantidad de choques que una partı́cula sufre
por unidad de tiempo se denomina tasa de coli-
siones. Sea Nab el número de choques por unidad
de volumen y de tiempo entre partı́culas de tipos a y
b. Se define la tasa de choques νa como

νa =
1
na

∑
b

Nab (1.3.1)

El tiempo medio entre choques τa es

τa = ν−1
a (1.3.2)

y el camino libre medio que alcanza a recorrer a es

ℓa = τa 〈ca〉 =
〈ca〉
νa

(1.3.3)

Para calcular estas cantidades supongamos que
las partı́culas son esferas de diámetro σ . Un choque
ocurre cuando los centros de las dos esferas están
a distancia σ .

Sean a (b) las partı́culas con velocidad en torno
a ~ca (~cb) y se denota por ~g ≡~cb −~ca la velocidad rel-
ativa. Si b va a chocar con a en el intervalo (t,t +dt),
el centro de b debe estar en el cilindro de radio σ
y largo gdt. El número de partı́culas b en ese cilin-
dro es dt πσ2 fb gd3cb, pero el número de partı́culas
a por unidad de volumen con velocidad en torno a
~ca es fa d3ca. Por tanto el número de encuentros que
cabe esperar durante este dt es

fa fb gπσ2d3ca d3cb dt

de donde el número Nab es

Nab(~r,t) = πσ2
∫

f (~r,~ca,t) f (~r,~cb,t)gd3ca d3cb

(1.3.4)
y se obtiene

ν =
πσ2

n(~r,t)

∫

f (~r,ca,t) f (~r,cb,t) |~cb −~ca|d3ca d3cb

(1.3.5)

En la deducción anterior se hizo dos hipótesis
simplificatorias importantes. Por un lado se
evaluó ambas distribuciones en el mismo punto ~r,
con lo cual se ha despreciado cualquier efecto que
el tamaño de las partı́culas pudiese tener y, por
otro lado, se ha supuesto que el número de en-
cuentros se puede calcular multiplicando el número
de partı́culas incidentes con el número departı́cu-
las blanco despreciando que pueda existir alguna
correlación entre ambos números.

Si se usa la distribución obtenida por Maxwell
(1.1.4) se obtiene, tomando ~v = 0,

ν = 4nσ2

√

πkBT
m

(1.3.6)

ℓ =
1√

2nπσ2

A veces es conveniente usar una cantidad adi-
mensional como medida de la densidad. En 3D ésta
es la fracción de volumen ocupado,

ρV =
N
V

πσ3

6
=

nπ σ3

6
(1.3.7)

(nótese que nσ2 = 6ρV /π σ ) con la cual se puede
escribir,

ν =
24ρV

πσ

√

πkBT
m

(1.3.8)

ℓ =
σ

6
√

2ρV

1.3. TASA DE COLISIONES Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas



Teorı́a Cinética de Gases 11

Consideremos fijos M = mN la masa de un gas,
V su volumen, ℓ ∼ σ/ρV , el camino libre medio
recién descrito y, para asegurar que la exponen-
cial de la distribución sea finita, se fija m/T . Bajo
estas condiciones se hace el lı́mite N → ∞. Se
desprende que m → 0, σ → 0, ρV → 0. Este lı́mite,
que llamaremos el lı́mite de Boltzmann-Grad es
el que está implı́cito en buena parte de la teorı́a
cinética para la cual la ecuación de Boltzmann
es válida. Nótese que tanto la tasa de colisiones
como el camino libre medio son finitos, pero la
densidad adimensional ρV es nula.

En 1[cm3] de gas a 1[at] y temperatura ambiente
hay alrededor de 2,7×1019 moléculas y puesto que
el diámetro tı́pico de una molécula sencilla es de un-
os pocos Å (1Å = 10−8[cm]), entonces ρV ≈ 10−5.
Además ℓ ≈ 5×10−6[cm].

EJERCICIO : Demuestre que en dimensión d el
camino libre medio es

ℓ =
1√

2nσd−1π (d−1)/2
Γ(

d +1
2

) (1.3.9)

Encuentre la tasa de colisiones en dimensión d y
compruebe que el lı́mite de Boltzmann-Grad tam-
bién tiene sentido en otras dimensiones. Demuestre
que promedio es

c̄ =

√

2kBT
m

Γ( d+1
2 )

Γ( d
2)

〈
c2〉 =

kBT d
m

(1.3.10)

1.4. Mezclas

Si se tiene un gas que es mezcla de K especies
diferentes de partı́culas, se define una función fA

para cada especie, una densidad de número nA por
especie, etc. La densidad de número total es

n(~r,t) =
K

∑
A=1

nA(~r,t) (1.4.1)

y la densidad de masa es

ρ(~r,t) =
K

∑
A=1

mA nA(~r,t) (1.4.2)

las cuales, en general son funciones de (~r,t). Sim-
ilarmente se puede tener cantidades ϕA para las
cuales se calcula su promedio en forma obvia,
nA 〈ϕA〉 =

∫

fAϕAd3c y el promedio de la cantidad ϕ
de la mezcla completa es

n 〈ϕ〉 =
K

∑
A=1

nA 〈ϕ〉A (1.4.3)

En particular la velocidad molecular promedio 〈~c〉 es

n 〈~c〉 =
K

∑
A=1

nA 〈~cA〉 (1.4.4)

Esta cantidad 〈~c〉 no debe ser confundida con la ve-
locidad hidrodinámica ~v(~r,t) que es el momentum
promedio dividido por la masa promedio,

ρ~v(~r,t) =
K

∑
A=1

mA

∫

fA~cA d3cA (1.4.5)

Puesto que esta velocidad difiere en general de la
velocidad promedio de cada especie en un punto,
se define las siguientes velocidades de difusión de
cada especie:

~VA(~r,t) = 〈~cA〉(~r,t)−~v(~r,t) c/r a ~v ,

(1.4.6)
~WA(~r,t) = 〈~cA〉(~r,t)−〈~c〉(~r,t) c/r a 〈~c〉

Similarmente se define los flujos.

1.5. Programa en C que ilustra la
densidad de un lı́quido 1D

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>
#define N 16
#define L 22.0

double X[N+2];
int histo[1000];
int ii,jj,kk;
FILE *arcH;

double azarS()
{ return (double) rand()/RAND_MAX - 0.5;
}
void Inic()
{ for(ii=1; ii<=N; ii++) X[ii] = ii*L/N;
X[0] = 0.0; X[N+1] = L; /* intocables */
for(ii=0; ii<1000; ii++) histo[ii]=0;

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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}

void iteracion(int j)
{ double old, rNd;

int que1,que2,coor;
old = X[j];
rNd = azarS();
X[j] = old + rNd;
if(fabs(X[j+1]-X[j])<1) que1 = 0;else que1=1;
if(fabs(X[j-1]-X[j])<1) que2 = 0;else que2=1;
if(que1*que2==0) X[j] = old;
coor = (int)(1000.0*X[j]/L);
histo[coor]++;

}

void Guarda()
{ arcH = fopen("densL","wt");

for(jj=0;jj<1000;jj++) fprintf(arcH,
"%8d %8d\n",jj,histo[jj]);
fclose(arcH);
printf("ok\n");

}

main()
{ Inic();

for(kk=0;kk<100000000;kk++)
{ jj = 1 + kk%N;

iteracion(jj);
if(kk%100000==0) Guarda();

}
}

El archivo densL contiene la densidad del sis-
tema como función de la posición.

1.6. Resumen

La función distribución de una partı́cula f (~r,~c,t)
está normalizada a la densidad de número

n(~r,t) =

∫

f (~r,~c,t)d3c (1.6.1)

Los promedios se calculan en la forma

〈A〉 =
1
n

∫

A(..) f (~r,~c,t)d~c

y los primeros momentos de f (~r,~c,t) en 3D son

〈~c〉 = ~v
〈
C2〉 = 2uK =

3kBT
m

〈
CiC j

〉
=

1
ρ

(PK)i j (1.6.2)

〈
C2Ci

〉
=

2
ρ

~qK

∆ ℓ2dt−d

f ℓ−2dtd

n ℓ−d

uK ℓ2t−2

T mℓ2t−2

PK mℓ2−dt−2

qK mℓ3−dt−3

η mℓ2−dt−1

k ℓ2−dt−1

cv m−1

Dimensiones de algunos de las cantidades
que aparecen en el texto.

1.6. RESUMEN Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas



Capı́tulo 2

La Ecuaci ón de Boltzman

2.1. La ecuaci ón de Boltzmann

2.1.1. El problema

La meta es encontrar una ecuación para f (~r,~c,t).
Consideremos nuevamente un gas mezcla de K es-
pecies. Supongamos además que las partı́culas de
tipo A están sometidas a una fuerza por unidad de
masa ~FA. El número esperado de partı́culas en un
instante t en torno a (~rA,~cA) es

fA(~r,~cA,t)d3r d3cA

Si en el siguiente intervalo dt no ocurren choques,
las mismas partı́culas se encontrarán en torno a
(~r +~cA dt,~cA +~FA dt) y el número esperado

fA(~r +~cA dt,~cA +~FA dt,t + dt)d3r′ d3c′A

debe ser el mismo. Además, puesto que las fuerzas
se suponen independiente de las velocidades, se
debe tener d3r′ d3c′A = d3r d3cA + O(dt2).

N+

N-

r

c

La igualdad entre las dos expresiones no se
cumple debido a que en el intervalo dt ocurren
choques. Algunas partı́culas que estaban en el el-
emento de espacio de fase ϒ1 inicial se pierden
debido a estos choques y algunas que provienen
de otra parte de ϒ1 terminan formando parte de
d3r′ d3c′A debido a choques. En otras palabras, en el
volumen inicial ∆ = d3r d3c se tenı́a N +N − partı́cu-
las de las cuales N llegan a ∆′ = d3r′ d3c′ y N − se
pierden debido a choques; mientras que en el vol-
umen final ∆′ se tiene N + N + que correponde a
N de las iniciales más las que se agregaron por
choque. Obviamente N es proporcional a ∆, mien-
tras que los N ± son proporcionales a ∆dt ya que
un intervalo mayor da oportunidad de más cambios
debido a choques. Lo que se espera entonces es
que

fA(~r +~cA dt,~cA +~FA dt,t + dt) =

fA(~r,~cA,t)+ (T+
A −T−

A )dt

que se puede también escribir como

D fA(~r,~cA,t) = T +
A −T−

A (2.1.1)

donde se ha definido

D ≡ ∂
∂ t

+~cA ·∇r +~FA ·∇cA (2.1.2)

T+
A d3r d3cA dt representa el número esperado de

choques que ocurren en (t,t + dt) en los cuales el
estado final de las partı́culas está en torno a (~r,~cA)
y T−

A d3r d3cA dt representa al número esperado de
choques en (t,t +dt) tales que el estado inicial esta-
ba en torno a (~r,~cA). Se descarta los casos en que
estados inicial y final están en torno a esta misma
vecindad a pesar de que las partı́culas choquen.

13
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Al suponer que el gas es diluido solo ocur-
ren choques binarios, despreciándose la posibilidad
que tres o más partı́culas estén interactuando si-
multáneamente. El problema consiste en obtener ex-
presiones para estos factores T±

A . Para simplificar la
notación nos restringiremos al caso de gases de una
sola componente.

2.1.2. Cinem ática de dos partı́culas

En el choque de dos partı́culas de igual masa la
expresión para la conservación de momentum es

~c1 +~c2 =~c1
′ +~c2

′ (2.1.3)

Definiendo la velocidad del centro de masa y las ve-
locidades relativas inicial y final,

~G =
1
2
(~c1 +~c2) =

1
2
(~c1

′ +~c2
′)

~g = ~c2−~c1 (2.1.4)

~g ′ = ~c2
′−~c1

′

se comprueba que

~c1 = ~G− 1
2
~g

~c2 = ~G+
1
2
~g

~c1
′ = ~G− 1

2
~g ′

~c1
′ = ~G+

1
2
~g ′

c

c

g

g’

c’

c’

k

1

1

2

2

La información cinemática mı́nima necesaria
para determinar en forma única a~c1

′ y~c2
′ no es solo

~c1 y ~c2. Se necesita conocer además ~g ′. Y la forma
de escribir el resultado cinemático del choque es

~c1
′ =

1
2
(~c1 +~c2−~g ′)

~c2
′ =

1
2
(~c1 +~c2 +~g ′) (2.1.5)

~g = ~c2−~c1

Es fácil comprobar que el Jacobiano de esta trans-
formación es la unidad, es decir,

d3c1 d3c2 d3g′ = d3c′1 d3c′2 d3g (2.1.6)

Pero si hay conservación de energı́a,

~c1
2 +~c2

2 =~c1
′2 +~c2

′2 (2.1.7)

se demuestra que las magnitudes de ~g y ~g ′ son
iguales

g′ = g (2.1.8)

y entonces d3g debe ser reemplazado por una inte-
gral angular que denotaremos d2g

d3c1 d3c2 d2g′ = d3c′1 d3c′2 d2g (2.1.9)

Este resultado se conoce como la ley de Liouville
para choque elástico y se basa, como hemos visto,
en que el resultado del choque totalmente conser-
vativo está dado por ~c1,~c2 y ĝ.

Arriba se pudo suponer conservación de energı́a
cinética porque en ausencia de choques trinarios o
superiores no es posible tener choques en los que
se forme un estado ligado.

2.1.3. Expresiones para las tasas T±

Se hará las siguientes hipótesis: (a) solo ocur-
ren choques binarios, (b) el efecto de las fuerzas
externas durante el choque es despreciable, (c) el
tamaño de las partı́culas es despreciable, (d) el
número esperado de choques en un cierto elemento
de volumen se puede calcular en forma estadı́stica
(suposición de caos molecular).

Consideremos como blanco a partı́culas “1” en
torno a (~r,~c1). A ellas se acerca un haz de partı́cu-
las “2” con velocidad en torno a ~c2, con parámetro
de impacto entre b y b + db y ángulo azimutal en el
rango (ε,ε + dε). Para que choquen al blanco en el
intervalo (t,t +dt) deben estar en t dentro del cilindro
con base bdbdε y largo gdt. Entonces el número de
partı́culas del haz que van a participar del choque
en este intervalo es

f (~r,~c2,t)gbdbdε d3c2 dt

y el blanco tiene f (~r,~c1,t)d3c1 d3r partı́culas. En-
tonces el número esperado de choques en d3r
alrededor de~r durante dt es

f (~r,~c1,t) f (~r,~c2,t)gbdbdε d3c1 d3c2 d3r dt (2.1.10)

2.1. LA ECUACIÓN DE BOLTZMANN Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Al hacer este simple producto de probabilidades
se está suponiendo que se trata de probabili-
dades independientes, es decir, se está desprecian-
do la existencia de correlaciones entre las partı́cu-
las que participan en los choques. Es aquı́ donde
se ha hecho la hipótesis (caos molecular) que intro-
duce irreversibilidad en la ecuación de Boltzmann.
Además se despreció el tamaño de las partı́culas al
evaluar a ambas distribuciones en el mismo punto~r.

El número de choques T−d3r d3c1dt que implican
pérdidas de partı́culas que inicialmente estaban en
torno a (~r,~c1) se obtiene integrando (2.1.10) con res-
pecto a ~c2 para todo b y ε. La tasa T− es

T−(~r,~c1,t) =
∫

f (~r,~c1,t) f (~r,~c2,t)gbdbdε d3c2

(2.1.11)

Por la definición de T + la velocidad~c1 debe ser la
velocidad final de “1”. Entonces se debe estudiar un
proceso semejante al anterior pero donde (~c1

′,~c2
′)

denotan las velocidades iniciales y (~c1,~c2) las veloci-
dades finales. Esto se consigue haciendo la sigu-
iente transformación sobre la evolución microscópi-
ca de lleva produce el choque~c1 +~c2 →~c1

′ +~c2
′. Se

hace una inversión temporal y además una inversión
de coordenadas con respecto al punto~r del choque.
El efecto neto es que las velocidades quedan con el
mismo signo, pero aquellas que eran iniciales ahora
son finales y vice versa. En base a este nuevo proce-
so se puede volver a hacer el mismo razonamiento
de antes y se llega a (2.1.10) pero donde las veloci-
dades tienen primas, es decir, el número esperado
de choques con partı́culas que inicialmente tienen
velocidades en torno a (~c1

′,~c′2) es

f (~r,~c1
′,t) f (~r,~c2

′,t)g′ b′ db′dε d3c′1 d3c′2 d3r dt
(2.1.12)

Pero ya se vió que g′ = g. Además el momento an-
gular inicial es bg y el final es b′g′, por lo que b′ = b.
El teorema de Liouville dice que durante una evolu-
ción hamiltoniana el volumen del espacio de fase
permanece invariante, es decir,

g′b′ db′ dε d3c′1 d3c′2 d3r dt = gbdbdε d3c1 d3c2 d3r dt
(2.1.13)

Cancelando los factores comunes se obtiene que

d3c′1 d3c′2 = d3c1 d3c2 (2.1.14)

y entonces (2.1.12) se puede escribir

f (~r,~c1
′,t) f (~r,~c2

′,t)gbdbdε d3c1 d3c2 d3r dt (2.1.15)

y la tasa T + se obtiene integrando con respecto a
~c2, b y ε

T +(~r,~c1,t) =
∫

f (~r,~c1
′,t) f (~r,~c′2,t)gbdbdε d3c2

(2.1.16)

En lo sucesivo, dado un choque regido por
leyes hamiltonianas, se denominará choque inverso
a aquel que se obtiene después de hacer una inver-
sión temporal seguida de una inversión espacial.

2.1.4. La ecuaci ón de Boltzmann

De todo lo anterior se desprende la ecuación de
Boltzmann

D f (~r,~c1,t) =

∫
(

f ′1 f ′2− f1 f2
)

gbdbdε d3c2 (2.1.17)

donde

f1 = f (~r,~c1,t) f ′1 = f (~r,~c1
′,t)

f2 = f (~r,~c2,t) f ′2 = f (~r,~c2
′,t) (2.1.18)

A menudo el lado derecho en (2.1.17) se abre-
viará como J[ f f ]

J[ f f ] ≡
∫
(

f ′1 f ′2− f1 f2
)

gbdbdε d3c2 (2.1.19)

En mecánica clásica existe una relación entre el
parámetro de impacto b, el ángulo χ de desviación
(el ángulo entre ~g y ~g ′) y la sección eficaz diferencial

dσ(g,χ)

dΩ
= − b

sinχ
db
dχ

(2.1.20)

por lo cual la ecuación de Boltzmann se escribe

D f (~r,~c1,t) =

∫
(

f ′1 f ′2− f1 f2
)

g
dσ(g,χ)

dΩ
d2Ωd3c2

(2.1.21)
donde d2Ω = sinχ dχ dε.

En el caso de mezclas, cada fA satisface una
ecuación de Boltzmann,

DA f (~r,~cA,t) = ∑
B

∫
(

f ′A f ′B − fA fB
)

gbdbdε d3cB

(2.1.22)
donde

fA = fA(~r,~cA,t) f ′A = fA(~r,~cA
′,t)

(2.1.23)

fB = fB(~r,~cB,t) f ′B = fB(~r,~cB
′,t)

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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En este caso se debe usar una relación como
(2.1.20) pero con secciones eficaces diferenciales
dσAB/dΩ.

2.2. Simetrı́a del operador de co-
lisi ón e invariantes aditivos

El operador de colisiones que aparece en el la-
do derecho de la ecuación de Boltzmann, J[ f h] tiene
una propiedad que es satisfecha aun cuando a J se
le da como argumento dos funciones diferentes (co-
mo es en el caso de mezclas)
∫

ϕ(c1)J[ f h]d3c1 =
1
4

∫
(
ϕ1 + ϕ2−ϕ ′

1−ϕ ′
2

)

×
(

f ′1 h′2− f1h2
)

gbdbdε d3c1 d3c2 (2.2.1)

La importancia de esta expresión proviene del
papel especial que juegan los invariantes aditivos
en el choque de dos partı́culas. Se llama invariantes
aditivos a aquellas cantidades ϕa acarreadas por ca-
da una de las partı́culas ‘a’ que participan en un
choque y que representan una cantidad que se con-
serva aditivamente:

ϕ1 + ϕ2 = ϕ ′
1 + ϕ ′

2 (2.2.2)

Para estas cantidades
∫

ϕ(c1)J[ f h]d3c1 se anula.

En lo sucesivo se supondrá que: masa, momen-
tum lineal y energı́a son los invariantes aditivos in-
dependientes en la dinámica microscópica. Es decir,
cualquier otro invariante aditivo puede ser expresa-
do como combinación lineal de éstos.

Demostrar (2.2.1) es sencillo. El lado izquierdo
con el que se parte es

∫

ϕ1
(

f ′1 h′2− f1 h2
)

gbdbdε d3c1d3c2 (2.2.3)

Pero existe equivalencia entre un choque y su inver-
so, por lo que es igual a la integral donde cantidades
con prima y sin ella se intercambian,

∫

ϕ ′
1

(
f1 h2− f ′1 h′2

)
gbdbdε d3c1d3c2 (2.2.4)

Entonces la integral original es equivalente a la
semisuma de ambas

∫

ϕ(c1)J[ f h]d3c1 =
1
2

∫
(
ϕ1−ϕ ′

1

)

×
(

f ′1 h′2− f1 h2
)

gbdbdε d3c1 d3c2 (2.2.5)

Pero como los ı́ndices 1 y 2 son variables de inte-
gración que juegan el mismo papel, esta expresión
es igual a otra donde se hace el intercambio de los
nombres de estos dos ı́ndices, obteniéndose final-
mente (2.2.1).

2.3. El teorema H de Boltzmann

Teniendo un gas de N partı́culas dividimos el es-
pacio de fase ϒ1 en celdas de volumen ∆ rotuladas
con un ı́ndice k. Supongamos que la celda k tiene Nk

partı́culas (número de ocupación). Esperamos que
Nk ≈ f (~rk,~ck,t)∆.

Otra forma de mirar al sistema es razonando en
el espacio ϒ donde el estado de todo el gas está da-
do por un solo punto en ϒ. El conjunto de esta-
dos que tienen los mismos números de ocupación
(N1,N2, ..) ocupan un cierto volumen γ en ϒ. Sin en-
trar en detalles técnicos se aceptará que la proba-
bilidad de encontrar al sistema con un conjunto par-
ticular de números de ocupación es proporcional al
volumen γ.

Si el sistema es movido continuamente por es-
tados cercanos de tal manera que cada partı́cula
quede dentro de su mismo volumen ∆ que ocupa-
ba inicialmente, entonces en ϒ el sistema se mueve
dentro de un volumen γ0 = ∆N .

Pero además las partı́culas que pertenecen a
distintos trozos ∆ de γ0 pueden ser intercambiadas.
Si se intercambian uno o más pares el sistema en
ϒ queda representado por un punto que está fuera
de este γ0 y al variar en torno a este nuevo pun-
to vuelve a cubrirse un volumen de magnitud γ0 =
∆N . Se puede razonar que se logra N!/(N1!N2!..)
volúmenes γ0 diferentes por este procedimiento. En-
tonces la probabilidad (el volumen total de ϒ) asoci-
ado a (N1,N2..) es proporcional a

PN =
N!

N1!N2!...
γ0 (2.3.1)

y por tanto

lnPN = lnN! + N ln∆−∑
k

lnNk!

≈ N lnN −N + N ln∆
−∑

k

Nk lnNk +∑
k

Nk (2.3.2)

y puesto que ∑k Nk = N entonces

lnPN ≈−∑
k

Nk ln
Nk

N ∆
(2.3.3)
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Puesto que Nk/∆ → f se desprende que

lnPN = −
∫

f ln
f
N

d3r d3c (2.3.4)

Entonces, a cada estado f se le puede asignar un
número real H,

H[ f ] =
1
V

∫

f ln(α f ) d3r d3c (2.3.5)

que mide el negativo de la probabilidad de tal esta-
do (V es el volumen del sistema). A H se la llama la
función H de Boltzmann (realmente es un funcional).
Se ha puesto α en lugar de 1

N porque se verá que
no depende de este coeficiente y es más cómodo
tomar α = 1.

Se verá que H representa una generalización del
concepto de entropı́a de sistemas en equilibrio y da
una forma de ver, usando la ecuación de Boltzmann,
cómo un sistema se acerca al equilibrio cuando no
está muy lejos de él. Consideremos un sistema ho-
mogémeo ( f no depende de~r) sobre el cual no actu-
an fuerzas ~F. La ecuación de Boltzmann se reduce
a ∂ f

∂ t = J[ f f ] y (2.3.5) se puede escribir habiendo ya
integrado sobre las coordenadas,

H[ f ] =
∫

f1 ln(α f1)d3c1 (2.3.6)

cuya derivada temporal, es

dH
dt

=
∫

J[ f f ] (1+ ln(α f1)) d3c1

= −1
4

∫
(

f ′1 f ′2− f1 f2
)(

ln f ′1 f ′2− ln f1 f2
)

×gbdbdε d3c1d3c2

En el último paso se hizo uso de (2.2.1) y se observa
que α ha desaparecido. Se observa que el integran-
do tiene la forma (x− y)(lnx− lny) que es positivo
salvo cuando x = y. Esto implica que H disminuye
salvo que sea constante.

Para un sistema que consta de una mezcla de-
scrita por distribuciones fA independientes de~r y sin
fuerzas externas se define

H = ∑
B

∫

fB ln fB d3cB (2.3.7)

Las ecuaciones de Boltzmann que ellas obedecen
son

∂ fA

∂ t
= ∑

B

∫
(

f ′A f ′B − fA fB
)

gbdbdε d3cB

= ∑
B

J[ fA fB] (2.3.8)

entonces

dH
dt

= ∑
A

∫

(ln fA +1)
∂ fA

∂ t
d3cA

= ∑
A,B

∫

(ln fA +1) J[ fA fB]d3cA

= −1
4 ∑

A,B

∫
(
ln f ′A + ln f ′B − ln fA − ln fB

)

×
(

f ′A f ′B − fA fB
)

gbdbdε d3cBd3cA

= −1
4 ∑

A,B

∫
(
ln f ′A f ′B − ln fA fB

)

×
(

f ′A f ′B − fA fB
)

gbdbdε d3cBd3cA (2.3.9)

En el integrando nuevamente se puede ver un factor
de la forma (x−y)(lnx− lny) que es siempre positivo
salvo cuando x = y en que se anula. Por tanto

dH
dt

< 0 (2.3.10)

salvo que fA fB = f ′A f ′B para todo par A,B. Se puede
afirmar que H no aumenta y por tanto disminuye
indefinidamente (H → −∞) o bien converge H →
Hmin.

Supongamos que H tiende a −∞. En tal caso
tiene que haber al menos una integral

∫
f ln f d3c que

diverge. Tal divergencia tiene que provenir del lı́mite
c → ∞ de la integral de tal modo que en él f → 0 y
ln f →−∞. Pero como las energı́as son siempre fini-
tas se debe tener que

∫

c2 f d3c converge, lo cual ex-
ige que f → 0 en infinito más rápico que c−2. Y como
f ln f →−∞ en ese lı́mite, se requiere que ln f →−∞
más rápido que −c2. Pero esto último implica que
f → 0 en infinito más rápido que exp[−c2] lo que hace
que

∫

f ln f d3c converja, lo que contradice lo que se
supuso al comienzo. Por tanto H disminuye y con-
verge a un mı́nimo H0.

Cuando dH/dt = 0 se cumple que

fA fB = f ′A f ′B (2.3.11)

esto es

ln fA + ln fB = ln f ′A + ln f ′B (2.3.12)

y por tanto ln fA es un invariante aditivo. Pero como
ya se sabe cuáles son los invariantes aditivos so-
lo queda concluir que ln fA puede ser escrito como
combinación lineal de ellos,

ln fA = mA α(1)
A + mA~cA ·~α(2)

A +
1
2

mAc2
Aα(3)

A (2.3.13)
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Los coeficientes α son independientes de (~r,t) ya
que el sistema es uniforme y está en régimen. Pero
de (2.3.12) y (2.3.13) para el caso en que solo los
α(2) son no nulos se obtiene

mA (~cA −~cA
′) ·~α(2)

A + mB (~cB −~cB
′) ·~α(2)

B = 0 (2.3.14)

que implica conservación de momentum solo si los
~α(2)

A no dependen del ı́ndice A. Lo mismo puede de-
cirse de los otros α ’s.

Finalmente al exigir que la normalización sea la
correcta se obtiene la distribución de Maxwell

fA(~cA) = nA

(
mA

2πkBT

) 3
2

e−mAC2
A/2kBT (2.3.15)

En más de una ocasión en el futuro se afir-
mará que la única solución de la ecuación

J[ f , f ] = 0 =⇒ f = fM (2.3.16)

es la distribución de Maxwell fM definida con fun-
ciones arbitrarias n(~r,t), ~v(~r,t) y T (~r,t). La razón
es la siguiente. Si J[ f f ] = 0 entonces D f = 0, es
decir, se está en equilibrio y entonces dH/dt = 0.
Y acabamos de demostrar que la solución asocia-
da a dH/dt = 0 es precisamente la distribución de
Maxwell.

2.4. Leyes de balance: sistemas
diluidos

Se deducirá, a partir de la ecuación de Boltz-
mann, las leyes macroscópicas de conservación o
balance asociadas a masa, momentum lineal y en-
ergı́a.

Para comenzar se multiplica la ecuación de
Boltzmann (2.1.17) por una cantidad ϕ(~r,~c) y se in-
tegra sobre ~c. El lado izquierdo tiene tres términos
que trabajamos separadamente,

∫

ϕ∂t f d3c = ∂t

∫

ϕ f d3c−
∫

f ∂t ϕ d3c

= ∂t (n 〈ϕ〉)−n 〈∂tϕ〉 (2.4.1)

∫

ϕ~c ·∇r f d3c =

∫

[∇ · (~cϕ f )− f ∇ · (~cϕ)]d3c

= ∇r · (n〈~cϕ〉)−n〈~c ·∇ϕ〉 (2.4.2)

∫

ϕ~F ·∇c f d3c =
∫ [

∇c · (ϕ~F f )− f ∇c · (ϕ~F)
]

d3c

= −n~F · 〈∇cϕ〉 (2.4.3)

La suma de estas contribuciones del lado izquier-
do debe ser igual a la integral que surge del término
colisional de la derecha. Pero si se cumple (2.2.1) y
ϕ es una cantidad que se conserva aditivamente en
los choques, entonces la contribución del lado dere-
cho es nula y podemos escribir,

∂t(n〈ϕ〉)−n〈∂tϕ〉+ ∇r · (n〈ϕ~c〉)
−n〈~c ·∇ϕ〉−n~F · 〈∇cϕ〉 = 0 (2.4.4)

Si ϕ no depende explı́citamente del tiempo (pero 〈ϕ〉
sı́ depende del tiempo) ni de las coordenadas, de
estos cinco términos desaparecen el segundo y el
cuarto quedando

∂t(n〈ϕ〉)+ ∇r · (n〈ϕ~c〉)−n~F · 〈∇cϕ〉 = 0 (2.4.5)

EL CASO ϕ = m. En este caso la expresión anterior
se reduce a

∂tρ + ∇ · (ρ~v) = 0 (2.4.6)

donde ρ(~r,t) = mn(~r,t) y que es equivalente a

∂tn + ∇ · (n~v) = 0 (2.4.7)

o incluso
Dρ
Dt

= −ρ∇ ·~v (2.4.8)

donde definimos de una vez para siempre

D
Dt

=
∂
∂ t

+~v ·∇ (2.4.9)

BALANCE DE MOMENTUM . Al hacer el reemplazo
ϕ = mck en (2.4.5) se obtiene

∂t(ρvk)+ ∇ · (ρ 〈ck~c〉)−ρ Fk = 0 (2.4.10)

Interesa tomar en cuenta la descomposición (1.1.7):
~c =~v+~C y como

〈
ck c j

〉
= vk v j +

〈
CkC j

〉
(2.4.11)

y, tal como en (1.2.3), defininendo

(PK)k j = ρ
〈
Ck C j

〉
(2.4.12)

2.4. LEYES DE BALANCE: SISTEMAS DILUIDOS Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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se obtiene que

∂t(ρ~v)+ ∇ · (PK + ρ~v~v) = ρ~F (2.4.13)

que también se puede escribir como

ρ
D~v
Dt

= ρ ~F −∇ ·PK (2.4.14)

⋄ ¿Qué se obtiene al utilizar ϕ = m~C?

BALANCE DE ENERǴIA . Esta vez se reemplaza ϕ =
1
2mc2 y se hace uso de las definiciones

uK =
1

2ρ
m
〈
C2〉

~qK =
1
2

ρ
〈

C2~C
〉

(2.4.15)

entonces con cuidado, prolojidad y algo de pacien-
cia se obtiene que

ρ∂tuK + ρ~v ·∇uK + ∇ ·~qK +PK : ∇~v = 0 (2.4.16)

que también tiene la forma

ρ
DuK

Dt
= −(∇ ·~qK +PK : ∇~v) (2.4.17)

Las tres ecuaciones, (2.4.8), (2.4.14) y (2.4.17)
tienen la forma de las ecuaciones que rigen la
dinámica de fluidos para las incógnitas: ρ , ~v y uK .
Pero se debe tener presente que en estas ecua-
ciones (a) los únicos flujos que intervienen son
los cinemáticos (PK y ~qK), solo aparece la energı́a
cinética uK y además (b) no se ha dado forma al-
guna para los flujos. Por lo dicho hasta ahora, para
conocer los flujos es necesario conocer la función
distribución, es decir, debe resolverse la ecuación
de Boltzmann misma. Se tiene hidrodinámica cuan-
do las ecuaciones de balance son cerradas con ex-
presiones adicionales para PK y ~qK en términos de

ρ , ~v y uK tales como la ley de Newton para flujo vis-
coso y de Fourier para el trasporte de calor. Además
es necesario entregar una ecuación de estado.

Debido a que en la deducción de estas leyes
de balance el término colisional de la ecuación de
Boltzmann no intervino los flujos que aparecen son
puramente cinéticos. Estas leyes contienen informa-
ción debida al choque entre las partı́culas tan solo
porque los flujos cinemáticos se deben calcular con
una solución f de la ecuación de Boltzmann.

EJERCICIO : La distribución de equilibrio feq ∼
exp[−mC2/2T ] (unidades tales que kB = 1) es lige-
ramente distorsionada si el sistema está algo fuera
del equilibrio. Suponga que la distribución fuerza
del equilibrio de un gas muy poco denso (lı́mite
de Boltzmann-Grad) puede escribirse aproximada-
mente como una expresión lineal en los momen-
tos superiores de la distribución: la parte sin traza
y simétrica del tensor de presiones, pi j y el flujo de
calor, ~q, como sigue

fneq =
(

1+
(
αC2− γ

)
~C ·~q+ δ pi jCiC j

)

feq (2.4.18)

de modo que 〈A〉 = (1/n)
∫

A fneqd3c. Arriba se debe
usar que Pi j = nT δi j + pi j.

a) Exija que fneq tenga la normalización correcta
y que se obtenga en forma autoconsistente los mo-
mentos n,~v, T , pi j y qi. Determine ası́ las constantes
α, δ y γ.

b) Aceptando las propiedades de simetrı́a del op-
erador de colisión J de la ecuación de Boltzmann se
puede volver a obtener las leyes de balance usando
ϕ = m, ϕ = m~c, ϕ = 1

2mc2. Hágalo sin olvidar que J
no interviene en este caso.

c) Ahora tome ϕ = m(CiC j − 1
3C2δi j) y obtenga

una ecuación de balance para pi j y usando ϕ =
m
2 C2Ci obtenga una ecuación de balance para ~q. Es-
ta vez J importa. (Esta parte es bastante difı́cil)
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Capı́tulo 3

De la Ecuaci ón de Liouville a la
Jerarquı́a BBGKY

La ecuación de Liouville describe un sis-
tema de N partı́culas por medio de una
función distribución que toma en cuenta
todos los grados de libertad del sistema.
Esta ecuación es exacta.

3.11. La ecuaci ón de Liouville

En esta sección se hablará de una función dis-
tribución F (N) en el espacio de fase ϒ de todos los
grados de libertad. Para un sistema de N partı́cu-
las sin estructura ni grados de libertad interno este
espacio es de dimensión 6N (o más en general
2dN) y es (~r1, . . . ,~rN ;~p1, . . . ,~pN). Se designará Γ =
(z1, . . . ,zN) un punto cualquiera de ϒ.1

Si se tiene una agregado de sistemas seme-
jantes, F(N)(Γ,t)dΓ es la probabilidad de presencia
asignada al punto Γ de ϒ en el instante t, es decir, la
fracción de puntos del agregado que en el instante
t están en torno a Γ es δN

N = F (N)(Γ,t)dΓ. Natural-
mente que

∫

F (N)(Γ,t)dΓ = 1 (3.11.1)

Si se considera el número de sistemas dentro de un
volumen arbitrario γ de ϒ, el número de sistemas en
γ cambia en un intervalo dt tan solo porque algunos
cruzan la superficie ∂γ, es decir, F(N) debe satisfacer

una ley de continuidad,

∂F (N)

∂ t
+ ∇Γ · ~J = 0 (3.11.2)

donde ~J es el flujo Γ̇F (N) de modo que la ley de con-
tinuidad anterior se puede escribir,

∂F (N)

∂ t
+ Γ̇ ·∇ΓF (N) + F(N)∇Γ · Γ̇ = 0 (3.11.3)

Puesto que los dos primeros términos definen la
derivada total de F (N) con respecto al tiempo, se ob-
tiene la ecuación de Liouville

dF(N)

dt
= −ΛF(N) (3.11.4)

donde
Λ ≡ ∇Γ · Γ̇ (3.11.5)

Si el sistema en estudio es hamiltoniano

Λ =
N

∑
a=1

(
∇ra ·~̇ra + ∇pa · ~̇pa

)

=
N

∑
a=1

(∇ra ·∇paH + ∇pa · (−∇raH))

= 0 (3.11.6)

Entonces para sistemas hamiltonianos

dF (N)

dt
= 0 sistemas hamiltonianos (3.11.7)

1En estas notas siempre se supondrá que las partı́culas tienen tan solo los tres grados de libertad traslacionales. La extensión a otros casos es
directa.
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La solución formal de la ecuación de Liouville se
obtiene reescribiendo (3.11.3) en la forma

∂F (N)

∂ t
= −L F (N)

L ≡ Γ̇ ·∇Γ + ∇Γ · Γ̇ (3.11.8)

porque entonces, suponiendo que el Liouvilliano L
es independiente del tiempo

F (N)(Γ,t) = e−t L F (N)(Γ,0) (3.11.9)

En el caso hamiltoniano la ecuación (3.11.3)
toma la forma

∂F (N)

∂ t
=
{

H,F (N)
}

(3.11.10)

donde el paréntesis de Poisson es

{A,B} ≡ ∑
a

(∇raA ·∇paB−∇paA ·∇raB) (3.11.11)

Si se tiene una cantidad ϕ que depende de las
variables de una sola partı́cula z = (~r,~p) , se de-

mostrará que
∫
{

ϕ ,F (N)
}

dz = 0. Comencemos con

∫

∇rϕ ·∇pF (N)dz =
∫

∇r ·
(

ϕ∇pF(N)
)

dz−
∫

ϕ ∇r ·
(

∇pF (N)
)

dz

El primer término de la derecha, visto como una in-
tegral en d3r es la integral de volumen de una diver-
gencia y por tanto es equivalente a la integral de su-
perfice de ϕ ·∇pF(N), que para nuestros efectos se
anula (involucra distribuciones). En el último térmi-
no se puede intercambiar el orden de derivación y
volver a integrar por partes. Vuelve a tenerse la inte-
gral de una divergencia ∇p · (ϕ ·∇rF (N)) (y por tanto
se anula) y otro término, de lo cual se concluye que

∫

∇rϕ ·∇pF (N)dz =
∫

∇pϕ ·∇rF
(N)dz (3.11.12)

es decir
∫ {

ϕ(z),F (N)
}

dz = 0 (3.11.13)

Similarmente se puede demostrar (¡EJERCIO!)
que

∫ {

ϕab,F
(N)
}

dza dzb = 0 (3.11.14)

donde ϕab = ϕ(za,zb).

* * *

En lo que sigue se ayudará a comprender la
relación entre la variación del volumen de espacio
de fase

d3NΓ(t) (3.11.15)

y la cantidad Λ definida en (3.11.5).

Este elemento de volumen cambia según lo que
dicten las ecuaciones de movimiento

Γ̇α = Fα(Γ(t),t) (3.11.16)

La solución de ellas un pequeño tiempo τ después
del tiempo t en que se define las condiciones ini-
ciales es

~Γ(t + τ) =~Γ(t)+ τ ~F(t)+O(τ2) (3.11.17)

donde en 3D, α = 1, .,3N. Se usa la notación

~F(t) ≡ ~F
(

~Γ(t),t
)

(3.11.18)

Los elementos de volumen d3NΓ evaluados en t
y en t + τ se conectan por un jacobiano J (t,t + τ)
que se define en la forma estándar, como el módu-
lo de la matriz de las derivadas de las variables del
espacio de fase a tiempo t + τ con respecto a estas
mismas variables en el tiempo t, las que se calculan
fácilmente de (3.11.17)

J (t,t + τ) =

∥
∥
∥
∥

∂Γα(t + τ)

∂Γβ (t)

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

δab + τ
∂Fa(t)
∂Γb(t)

∥
∥
∥
∥

(3.11.19)

Calculando J a primer orden en τ se ve que

J (t,t + τ) = 1+ τ ∇~Γ(t) ·~F(t)+O(τ2) (3.11.20)

pero de (3.11.5) y (3.11.16) esta expresión se puede
escribir

J (t,t + τ) = 1+ τ Λ(t)+O(τ2) (3.11.21)

esto es,

Λ(t) =

(
∂J (t,t + τ)

∂τ

)

τ=0
(3.11.22)

Equivalentemente

J (t,t + τ) = exp

[∫ t+τ

t
Λ(t ′)dt ′

]

(3.11.23)
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y esta vez τ tiene cualquier valor finito.

Ası́ resulta que Λ = 0 es condición necesaria y
suficiente para que la evolución conserve el elemen-
to de volumen del espacio de fase.

3.12. Promedios y distribu-
ciones parciales

El promedio de cualquier cantidad A(Γ,t) se cal-
cula como

〈〈A〉〉 (t) =

∫

A(Γ,t)F (N) dΓ (3.12.1)

Se define las distribuciones parciales

F (n)(z1, . . . ,zn,t) = (3.12.2)
N!

(N −n)!

∫

F (N)(z1..zN ,t)dzn+1 . . .dzN

En particular F (n=N) = F (N). La normalización con-
sistente para estas funciones es

∫

F (n)(z1..zn,t)dz1..dzn =
N!

(N −n)!
(3.12.3)

y su significado es F(n) dz1..dzn es la probabilidad de
encontrar a un conjunto (cualquiera) de n partı́culas
del sistema en el elemento dz1..dzn en el instante t
sin importar dónde esté el resto de las partı́culas.

Motivación: Si F(N) dz1..dzN es la probabilidad de encon-
trar al sistema de N partı́culas en el elemento de volumen
dz1..dzN del espacio de fase del sistema de N partı́cu-
las (dimensión 6N), entonces la probabilidad de encon-
trar N−1 de ellas en un elemento de volumen infinitesimal
de dimensión 6(N −1) es F(N−1) dz1..dzN−1 = N

∫
F(N) dzN ;

la probabilidad de encontrar a (N − 2) de las partı́cu-
las en un volumen infinitesimal de dimensión 6(N −2) es

F(N−2) dz1..dzN−2 =
N (N−1)

2
∫

F(N) dzN−1dzN , etc.

Para calcular el promedio (3.12.1) de una canti-

dad del tipo Φ = ∑a ϕ(za) (por ejemplo ∑a
p2

a
2m ) se pro-

cede a calcular

〈〈Φ〉〉 (t) =
∫ N

∑
a=1

ϕaF(N) dz1..dzN

= N
∫

ϕ(z1)F (N)dz1..dzN

=

∫

ϕ(z1)F
(1)(z1,t)dz1 (3.12.4)

En el futuro será bastante más común trabajar
en el espacio de los ya = (~ra,~ca) que en el espacio

de los za. Se define entonces las distribuciones f (n)

tal que

F (n)dz1..dzn = f (n)dy1..dyn (3.12.5)

Puesto que la normalización definida arriba im-
plica

∫
F (1)(z1)dz1 = N entonces

∫

f (1)(~r,~c,t)d3c = n(~r,t) (3.12.6)

y por tanto f (1) se identifica con la distribución f
definida en §1.1.

Si se debe promediar una cantidad que depende
de dos variable, tipo Φ = ∑a<b ϕ(za,zb) (e.g., la en-
ergı́a potencial del sistema) entonces

〈〈Φ〉〉(t) =

∫ N

∑
a<b

φabF(N) dz1..dzN

=
N(N −1)

2

∫

φ(z1,z2)F (N)dz1..dzN

=
1
2

∫

φ(z1,z2)F (2)(z1,z2)dz1 dz2

(3.12.7)

3.13. La jerarquı́a BBGKY

Consideremos la ecuación de Liouville para el
caso hamiltoniano (3.11.10) y apliquemos sobre el-
la el operador (N!/(N − n)!)

∫
dzn+1..dzN . El primer

término arroja ∂F(n)

∂ t . Para trabajar el segundo térmi-
no conviene separar al hamiltoniano HN en dos
partes, la parte que es suma de operadores de una
sola partı́cula y la parte que es suma de operadores
que involucran a dos partı́culas:

HN =
N

∑
a=1

ϕa +
N

∑
a<b

φab (3.13.1)

Los φab son los potenciales de interacción entre las
partı́culas del sistema y se supondrá que solo de-
penden de las coordenadas, mientras que ϕa com-
prende tanto la energı́a cinética como la energı́a po-
tencial debida a campos externos que actuan sobre
cada partı́cula. El lado derecho de (3.11.10) es de la
forma

N

∑
a=1

{

ϕa,F
(N)
}

+
N

∑
a<b

{

φab,F
(N)
}

(3.13.2)
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Al aplicar el operador integral sobre el primer
término se ve (gracias a (3.11.13)) que los términos
con a ≥ n +1 se anulan y la contribución que se ob-
tiene de aquı́ es

N!
(N −n)!

n

∑
a=1

∫ {

ϕa,F
(N)
}

dzn+1..dzN =

n

∑
a=1

{

ϕa,F
(n)
}

. (3.13.3)

La contribución del término con φab nuevamente
es nula si a ≥ n + 1 y b ≥ n + 1 (debido a (3.11.14)).
Solo sobreviven dos tipos de términos, aquellos en
que a,b≤ n y aquellos en que solo el ı́ndice a está en
este rango (recordar que a < b),

N!
(N −n)!

n

∑
a<b

∫ {

φab,F
(N)
}

dzn+1..dzN +

N!
(N −n)!

n

∑
a=1

N

∑
b=n+1

∫ {

φab,F
(N)
}

dzn+1..dzN

De éstos el primer término se reduce a

n

∑
a<b

{

φab,F
(n)
}

(3.13.4)

Para simplificar la segunda contribución se observa
que todos los sumandos en b producen la misma in-
tegral, por lo que se obtiene N−n veces una integral
en que aparece ϕa,n+1, pero ahora se puede integrar
todas las variables zn+2..zN y se llega a

n

∑
a=1

∫ {

φa,n+1,F
(n+1)

}

dzn+1 (3.13.5)

Juntándolo todo se llega al conjunto de ecua-
ciones para los F (n) conocida como la jerarquı́a
BBGKY

∂F(n)

∂ t
=
{

Hn,F
(n)
}

+
n

∑
a=1

∫ {

φa,n+1,F
(n+1)

}

dzn+1 (3.13.6)

pero
{

Hn,F
(n)
}

=
n

∑
a=1

(

∇ra Hn ·∇pa F(n) −∇pa Hn ·∇ra F(n)
)

= −∑
a

(

~Fa ·∇ca F(n) +~ca ·∇ra

)

F(n) (3.13.7)

donde ~Fa es la fuerza total por unidad de masa
que actua sobre a en el sistema de n partı́culas.
Esta fuerza involucra tanto fuerzas externas como
fuerzas entre partı́culas.

En el término integral de (3.13.6) aparece el

paréntesis de Poisson
{

φa,n+1,F (n+1)
}

que es una

suma de términos con derivadas, (3.11.11), pero
como φa,n+1 tiene solo dos argumentos hay pocos
sumandos y como los argumentos de φa,n+1 son
tan solo coordenadas hay tan solo dos términos:
∇raφa,n+1 · ∇paF (n+1) y ∇rn+aφa,n+1 · ∇pn+1F (n+1). Se
puede ver que el segundo da contribución nula al
hacer por partes la integral con respecto a ~pn+1.
Queda entonces

n

∑
a=1

∫

∇raφa,n+1 ·∇paF(n+1)dzn+1 (3.13.8)

El primer factor en esta integral es la fuerza entre
las partı́culas a y n + 1, y no depende de fuerza ex-
terna alguna. A las fuerzas interpartı́cula por unidad
de masa se las denotará ~Fab,

~Fa,b ≡− 1
m

∇raφa,b (3.13.9)

Con todo lo anterior las ecuaciones de la jerar-
quı́a BBGKY se pueden escribir

∂tF
(n) +

n

∑
a=1

(

~ca ·∇ra +~Fa ·∇ca

)

F (n) =

−
n

∑
a=1

∫

~Fa,n+1 ·∇ca F(n+1)dzn+1 (3.13.10)

o equivalentemente

∂t f (n) +
n

∑
a=1

(

~ca ·∇ra +~Fa ·∇ca

)

f (n) =

−
n

∑
a=1

∫

~Fa,n+1 ·∇ca f (n+1)dyn+1

(3.13.11)

Este es un sistema de ecuaciones para las N dis-
tribuciones f (n), o jerarquı́a de BBGKY, describe
tan fielmente toda la dinámica del sistema como la
ecuación de Liouville misma. Mientras ~Fa es la suma
de todas las fuerzas (internas y externas) sobre a
de parte del sistema de n partı́culas, ~Fa,n+1 agrega
el resto de las fuerzas que actuan sobre a.

En particular para n = 1 se obtiene una generali-
zación de la ecuación de Boltzmann donde el térmi-
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no colisional de la derecha ahora contiene a la fun-
ción f (2),

∂t f (1) +
(

~c1 ·∇r1 +~F1 ·∇c1

)

f (1) =

= −
∫

~F12 ·∇c1 f (2)(y1,y2,t)dy2 (3.13.12)

y ~F1 representa tan solo la fuerza externa total so-
bre ‘1’.

3.14. Leyes de balance

En un sección §2.4 se obtuvo leyes de balance
para sistemas diluidos. Ahora se va a generalizar
esas leyes directamente a partir de las ecuaciones
de la jerrarquı́a de BBGKY sin hacer aproxima-
ciones. Esto significa que las leyes de balance que
se va a obtener son válidas para todo sistema de
N partı́culas sin importar si se trata de un gas, un
lı́quido o un sólido.

Se requerirá de algunas definiciones nuevas.
Una función de correlaciones de pares

n2(~r1,~r2,t) ≡
∫

f (2)(y1,y2,t)d3c1 d3c2 (3.14.1)

y un promedio local de la energı́a potencial (por
unidad de masa) de a pares

uφ (~r1,t) =
1

2ρ

∫

φ12n2(~r1,~r2,t)d3r2 (3.14.2)

Toda la deducción surgirá a partir de las dos
primeras ecuaciones de la jerarquı́a BBGKY, la
primera

(

∂t +~c1 ·∇r1 +~F1 ·∇c1

)

f (1)(y1,t) =

−
∫

~F12 ·∇c1 f (2)(y1,y2,t)dy2 (3.14.3)

y la segunda
(

∂t +~c1 ·∇r1 +~F1 ·∇c1

+~c2 ·∇r2 +~F2 ·∇c2

)

f (2)(y1,y2,t) (3.14.4)

= −
∫ (

~F1,3 ·∇c1 + ~F2,3 ·∇c2

)

f (3)(y1,y2,y3,t)dy3

CONSERVACIÓN DE LA MASA . Al integrar (3.14.3)
con respecto a ~c1 se puede aplicar el teorema de
Gauss al lado derecho conviertiéndolo en un térmi-
no de superficie (con |~c1| → ∞) que se anula. Por
tanto se deduce, tal como antes, (2.4.8),

Dρ
Dt

= −ρ∇ ·~v (3.14.5)

BALANCE DE MOMENTUM Esta vez se multiplica
(3.14.3) por mc1k y se integra sobre ~c1. El lado
izquierdo da lo que ya se obtuvo antes:

ρ
D~v
Dt

−ρ ~F + ∇ ·PK (3.14.6)

Debe trabajarse el lado derecho,

der = −
∫

~F12 ·
(

∇c1 f (2)
)

mc1k d3c1 dy2 (3.14.7)

El operador (∇c1) j en esta intergral puede utilizarse
para integrar por partes dando dos términos: en el
primero (∇c1) j actua sobre todo el integrando, que
es una integral nula, y en el segundo actua efectiva-
mente solo sobre c1k, lo que da δ jk

der = m
∫

~F12

[

f (2)d3c1d3c2

]

d3r2

= m
∫

~F12n2(~r1,~r2,t)d3r2 (3.14.8)

donde se ha usado (3.13.9)

Se supondrá que el potencial φab es central, es
decir,

m ~F12 = −∇r1φ12 = − ~r1−~r2

|~r1−~r2|
φ ′

12 = r̂12φ ′
12 (3.14.9)

donde~r12 se ha definido con la relación

~r2 =~r1 +~r12 (3.14.10)

y desde ahora y hasta el final de esta deducción se
considerará que las variables independientes son~r1

y ~r12. La relación anterior permite trivialmente hac-
er el reemplazo d2r2 = d3r12. Con todo esto se tiene
ahora

der =
∫

r̂12φ ′
12n2(~r1,~r1 +~r12,t)d3r12

=

∫

r̂12φ ′
12n2(~r1 +~r12,~r1,t)d3r12

porque n2 es simétrico en sus argumentos de posi-
ción. Si ahora se cambia ~r12 → −~r12 hay un cambio
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global de signo aparte de que cambia uno de los ar-
gumentos en n2

der = −
∫

r̂12φ ′
12n2(~r1−~r12,~r1,t)d

3r12 (3.14.11)

y ası́ der se puede escribir como la semisuma de
ambas expresiones

der =
1
2

∫

r̂12φ ′
12 [n2(~r1,~r1 +~r12,t)

−n2(~r1−~r12,~r1,t)] d3r12 (3.14.12)

Pero el corchete de la expresión anterior se puede
escribir

[. . .] =
∫ 1

0

d
dµ

n2(~r1− (1− µ)~r12,~r1 + µ~r12,t)dµ

(3.14.13)

Para dar el próximo paso es necesario observar
lo siguiente:

• Si por estas lı́neas denotamos ~A1 y ~A2 los dos ar-
gumentos de n2, ~A1 =~r1− (1− µ)~r12 y ~B =~r1 + µ~r12

entonces

dn2

dµ
=

2

∑
α=1

∂~Aα
∂ µ

· ∂n2

∂~Aα

= ~r12 ·
2

∑
α=1

∂n2

∂~Aα

• y por otro lado

∂n2

∂~r1
= ∑

α

∂~Aα
∂~r1

· ∂n2

∂~Aα

y en ambos sumandos, α = 1,2, el primer factor es
la matriz 1, y por tanto,

∂n2

∂~r1
= ∑

α

∂n2

∂~Aα

lo que permite ver que

dn2

dµ
=~r12 ·∇r1n2 (3.14.14)

En resumen, puesto que las variables independi-
entes son~r1 y~r12 entonces la acción de~r12 ·∇r1 so-
bre n2(~r1− (1− µ)~r12,~r1 + µ~r12,t) es idéntica a la ac-
ción de d/dµ y (3.14.13) también se puede escribir

[. . .] =
∫ 1

0
~r12 ·∇r1n2(~r1− (1− µ)~r12,~r1 + µ~r12,t)dµ

(3.14.15)

y de aquı́

der = ∇r1 ·
1
2

∫

~r12r̂12φ ′
12× (3.14.16)

∫

n2(~r1− (1− µ)~r12,~r1 + µ~r12,t)dµ d3r12

que es un vector escrito en la forma de la divergen-
cia de un tensor que se denotará Pφ y ası́ se ha
obtenido

ρ
D~v
Dt

= ρ ~F −∇ ·P (3.14.17)

donde
P = PK +Pφ (3.14.18)

Pφ = −1
2

∫

~r12r̂12φ ′
12

∫

(3.14.19)

n2(~r1− (1− µ)~r12,~r1 + µ~r12,t)dµ d3r12

El flujo de momentum tiene dos contribuciones.
La contribución cinética PK se debe al momentum
que acarrean las partı́culas porque se trasladan. En
un gas este flujo de momentum domina, en cambio
en un sólido su contribución es mı́nima. La otra con-
tribución, Pφ se debe al momentum que se propaga
debido a la interacción (choques) entre las partı́cu-
las. Como puede verse, depende del potencial de
interacción y de la densidad de pares.

BALANCE DE ENERǴIA . En el caso del balance de
energı́a se deberá considerar tanto la energı́a
cinética uK como la energı́a potencial uφ . Comence-
mos multiplicando (3.14.3) por 1

2mC2
1 e integrando

sobre ~c1. El lado izquierdo es igual a lo que ya se
obtuvo en el caso diluido

ρ
DuK

Dt
+ ∇ ·~qK +PK : ∇~v (3.14.20)

El lado derecho es

−1
2

∫

r̂12φ ′
12 ·
(

∇c1 f (2)(y1,y2,t)
)

C2
1dy2d3c1 (3.14.21)

Al integrar por partes el término que es divergen-
cia de todo se anula y sobrevive el término en que
aparece ∇c1C2

1 por lo cual el actual lado derecho de-
viene

der =

∫

d3r2 r̂12φ ′
12 ·~C1 f (2)(y1,y2,t)d3c2 d3c1

(3.14.22)
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* * *

A esta ecuación se le debe agregar una para
ρDuφ/Dt. Con este fin se multiplica (3.14.4) por 1

2φ12

y se integra con respecto a ~c1, ~r2, ~c2. El término del
lado derecho se anula puesto que es equivalente a
la integral de volumen de una divergencia. Al lado
izquierdo hay seis términos que se analizan de a
uno.

El primer término es

∂t

∫

d3r2d3c1d3c2
1
2

φ12 f (2)

= ∂t(ρ uφ )

= −∇1 ·
(
ρ~vuφ

)
+ ρ~v ·∇1uφ + ρ∂tuφ

= −∇1 ·
(
ρ~vuφ

)
+ ρ

Duφ

Dt
(3.14.23)

El segundo término:

1
2

∫

d3r2d3c1d3c2φ12~c1 ·∇r1 f (2) =

1
2

∫

d3c1d3c2

∫

d3r2

[

∇r1 ·
(

~c1φ12 f (2)
)

− f (2)∇r1 · (~c1φ12)
]

= ∇ · 1
2

∫ (

~v +~C1

)

φ12 f (2)d3r2d3c1d3c2

−1
2

∫ (

~C1 +~v
)

· (∇r1φ12) f (2)d2r2d3c1d3c2

(3.14.24)

El cuarto término tiene un análisis semejante
sólo que ahora la derivada espacial es respecto a
una variable sobre la cual se está integrando. Al in-
tegrar por partes el primer término (divergencia de
todo) es nula y solo sobrevive

1
2

∫

d3r2d3c1d3c2φ12~c2 ·∇r2 f (2)

= −1
2

∫

d3c1d3c2

∫

d3r2 f (2) ∇r2 (~c2φ12)

=
1
2

∫

d3c1d3c2 f (2)
(

~v +~C2

)

·∇r1φ12

(3.14.25)

Sumando los resultados de (3.14.24) y (3.14.25)
se cancelan dos términos que contienen a ~v pero
sobrevive el primer término con ~v en (3.14.24) y
es 1

2∇r1 ·
∫
~vφ12n2d3r2 que se puede simplificar a

∇r1 ·
(
ρ~vuφ

)
. Este término va a cancelarse con un

término igual que se obtuvo en (3.14.23). La suma
de las dos últimas contribuciones entonces es

∇r1 ·
(
ρ~vuφ

)

−1
2

∫ (

~C1−~C2

)

·∇r1φ12 f (2)d3r2d3c1d3c2

+
1
2

∇r1

∫

~C1φ12 f (2)d3r2d3c1d3c2 (3.14.26)

Los términos en que aparecen ~F1 y ~F2 se anulan
porque son equivalentes a integrales de divergen-
cias en velocidad de todo el integrando. Aquı́ es es-
encial suponer que las fuerzas no dependen de las
velocidades.

Finalmente se obtiene

ρ
Duφ

Dt
= −∇r1 ·

1
2

∫

~C1φ12 f (2)d3r2d3c1d3c2

+
1
2

∫

(∇r1φ12) ·
(

~C1−~C2

)

f (2) d3r2d3c1d3c2

(3.14.27)

Se debe recordar de (3.14.9) que ∇r1φ12 = −r̂12φ ′
12.

Debe sumarse ahora esta expresión con
(3.14.20) para obtener la ecuación de balance de
energı́a total.

ρ
Du
Dt

= −∇ ·~qK −PK : ∇~v−∇r1 ·~qφ1 (3.14.28)

1
2

∫

φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

f (2) d3r2d3c1d3c2

donde se ha usado (3.14.9) y ~qφ1 es

~qφ1 =
1
2

∫

φ12~C1 f (2)d3r2d3c1d3c2 (3.14.29)

Esta expresión es claramente interpretable como un
flujo de energı́a potencial. Depende de la función
f (2) porque la energı́a potencial se refiere a dos
partı́culas interactuando.

Para analizar el último término nuevamente se
eliminará la variable ~r2 en favor de ~r12 y ası́ es-
ta última y ~r1 serán las variables espaciales inde-
pendientes. El elemento de integración desde ahora
será dY ≡ d3r12d3c1 d3c2

1
2

∫

φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

f (2)(~r1,~c1,~r1 +~r12,c2; t)dY

=
1
2

∫

φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

f (2)(~r1 +~r12,~c1,~r1,c2; t)dY

= −1
2

∫

φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

f (2)(~r1−~r12,~c1,~r1,c2; t)dY

=
1
4

∫

dY φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

×
∫ 1

0

∂
∂ µ

f (2)(~r1− (1−µ)~r12,~c1,~r1 + µ~r12,c2; t)dµ
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=
1
4

∫

dY φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

~r12 ·∇r1

∫ 1

0
f (2) dµ

= −∇r1 ·~qφ2

−1
4

∫

dY dµ f (2) φ ′
12(r̂12)i

(

∇r1 j(~C1 +~C2)
)

i
︸ ︷︷ ︸

−2(∇r1 vi) j

(~r12) j

para dar el último paso se ha integrado por partes
definiendo

~qφ2 = −1
4

∫

φ ′
12r̂12 ·

(

~C1 +~C2

)

~r12

∫

f (2)dµ d3r2d3c1d3c2

(3.14.30)
y también se ha usado que~c1+~c2−2~v = ~C1+~C2, que
los ~ca son independientes de los ~ra y que por tan-

to ∇r (~c1 +~c2) = 0 lo que implica que ∇r1

(

~C1 +~C2

)

=

−2∇~v.

En el término final de arriba se puede intergrar
sobre las velocidades obteniendo un factor n2 lo que
da a este término completo la forma

Pφ : ∇~v (3.14.31)

donde Pφ es aquel ya definido en (3.14.19).

Al juntar todo se obtiene que la ecuación de bal-
ance de energı́a es

ρ
Du
Dt

= −(∇ ·~q+ P : ∇~v) (3.14.32)

El calor tiene tres formas de propagarse. La
propagación cinética la describe ~qK , la propagación
por choques la describe ~qφ2 y la propagación de en-
ergı́a potencial la describe ~qφ1.

Es interesante observar que las leyes exactas de
balance que aquı́ se ha obtenido tienen la misma for-
ma que las que se obtuvo en forma aproximada para
el caso diluido en la §2.4. Estas ecuaciones dan, por
ejemplo, una forma genérica para la hidrodinámi-
ca, pero no constituyen un sistema cerrado para las
incógnitas: ρ(~r,t), ~v(~r,t) y u(~r,t) porque los flujos P
y ~q no se conocen. Además se desea sustituir a la
incógnita u por una variable macroscópicamente ob-
servable, normalmente la temperatura T (~r,t).

Una primera forma de abordar este problema
consiste en regresar al caso diluido y buscar for-
mas de resolver en forma aproximada la ecuación
de Boltzmann.

3.15. Deducci ón de la ecuaci ón
de Boltzmann a partir de la
jerarquı́a BBGKY

3.15.1. Deducci ón de Grad

Durante la dedcción se necesitará dos expre-
siones del teorema de Gauss. El primero se refiere
a la integral fuera de una esfera de radio ∆ (hasta in-
finito) que es igual (signo menos) a la integral sobre
la superficie de tal esfera,
∫

‖~r−~r ′‖>∆
∇r′ ·~A(~r,~r ′)d~r ′ = −

∮

‖~r−~r ′‖=∆
~A(~r,~r ′) ·d~S′

(3.15.1)
y el segundo considera la acción de n operador de
derivación que importa la definición de la superficie
que limita al volumen sobre el cual se está integran-
do,

∇r ·
∫

‖~r−~r ′‖>∆
~A(~r,~r ′)d~r ′ =

∫

‖~r−~r ′‖>∆
∇r ·~A(~r,~r ′)d~r ′

−
∮

‖~r−~r ′‖=∆
~A(~r,~r ′) ·d~S′ (3.15.2)

La deducción que sigue utiliza distribuciones
truncadas. Se define la distribución f (1)

∆ (z1) que de-
scribe a la partı́cula ‘1én z1 = ~r1,~c1 y las demás
partı́culas en cualquier ubicación fuera de la esfera
de radio ∆ alrededir de~r1,

f (1)
∆ (z1) =

∫

D
f (N)(z1..zN)dz2..dzN (3.15.3)

donde

D = {‖~r1−~r2‖ > ∆, ..,‖~r1−~rN‖ > ∆}

y también se define Dk = {~rk tal que ‖~r1−~rk‖ > ∆} .
Se ve que D = D2×D3× ..×DN . Hay que subrayar
que el borde de D es la unión de todas las superfi-
cies ∂Dk.

Se tomará la versión n = N de (3.13.11) como
la ecuación de Liouville para intergrala sobre el do-
minio D recordando que al tomar n = N el lado dere-
cho es nulo. El primer término da sencillamente

∂ f (1)
∆

∂ t

El segundo término es

3.15. DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DE BOLTZMANN A PARTIR DE LA JERARQUÍA BBGKY Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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3.15.2. Deducci ón de ...

En esta sección2 se deducirá la ecuación de
Boltzmann a partir de las ecuaciones de la jerar-
quı́a BBGKY (3.13.6). Como estas ecuaciones son
exactas, y la ecuación de Boltzmann es una aproxi-
mación, esta deducción permite identificar en forma
más clara y rigurosa las partes donde se introducen
las distintas aproximaciones.

Las dos grandes diferencias entre la ecuación
de Boltzmann y la jerarquı́a es que la primera es
válida sólo a bajas densidades y altas temperat-
uras, y es irreversible temporalmente. Además la
ecuación de Boltzmann es cerrada en f (1)(~r,~v).
Luego habrá que encontrar una relación entre f (2)

y f (1) (ver (3.14.3)) que sea válida a densidades ba-
jas y además habrá que introducir irreversibilidad en
la ecuación.

Ecuaci ón BBGKY para F(1)

Utilizaremos una notación levemente más gener-
al que en las secciones anteriores. Denotaremos por
F (N,N) la función distribución de N partı́culas en un
sistema de N partı́culas, y por F (n,N) la función dis-
tribución de n partı́culas en un sistema de N partı́cu-
las (las funciones definidas en (3.12.2)). Por ejem-
plo, F (1,N) tiene información reducida de un sistema
grande, pero F (1,1) tiene la solución completa de la
ecuación de Liouville para un sistema de una sola
partı́cula.

La ecuación para F (1,N) obtenida de la jerarquı́a
se puede escribir como:

(
∂
∂ t

+
~p1

m
·∇r +~F ·∇p

)

F(1,N)(~r1, ~p1,t) =

∫

dz2

{

φ(z1,z2),F
(2,N)(z1,z2,t)

}

(3.15.4)

donde φ(z1,z2) es el potencial de interacción y {,} es
el paréntesis de Poisson.

Relaci ón funcional entre F (2,N) y F(1,N)

Lo primero que hay que hacer para poder obten-
er la ecuación de Boltzmann, es encontrar una forma
de escribir la función distribución de dos partı́culas
en función de la de una sola y ası́ cerrar la ecuación
(3.15.4).

Para llevar a cabo esto, se definen las fun-
ciones de correlación como combinaciones de las
funciones distribución:

U1 ≡ V−1F (1,1)

U2 ≡ V−2
(

F(2,2)−F(1,1)F (1,1)
)

Us ≡ V−s ∑
particiones

(−1)k−1(k−1)! ∏
grupos

F(ℓ,ℓ)(3.15.5)

donde la suma es sobre todos las posibles parti-
ciones de s partı́culas en k grupos, y ℓ es el número
de partı́culas de un grupo. Estas funciones U valen
cero si las distribuciones son descorrelacionadas.

El tiempo se ha omitido como argumento ya
que todas las funciones están evaluadas en t. Se
incluirá el tiempo solo cuando alguna función se
evalúe en otro instante.

Es posible invertir las expresiones anteriores
para despejar F (N,N) en función de funciones Us. En
efecto,

F(N,N)(z1, . . .zN) = V−1U1(z1)F
(N−1,N−1)(z2, . . .zN)

+V−2 ∑
26=1

U2(z1,z2)F
(N−2,N−2)(z3, . . .zN)

+V−3 ∑
2,36=1

U3(z1,z2,z3)F
(N−3,N−3)(z4, . . .zN)+ . . .

si la expresión anterior es integrada en todas las co-
ordenadas salvo la de la primera partı́cula, y usando
la normalización (3.12.3), se obtiene

F (1,N)(z1) =
N
V

U1(z1)+
N(N −1)

V 2

∫

dz2U2(z1,z2)+ . . .

(3.15.6)

Esta forma para F(1,N)(z1), que es una serie en
potencias de la densidad, se puede interpretar co-
mo que la función distribución de una partı́cula en un
sistema grande. F(1,N)(z1) viene dada por una suma
de la función de correlación de un sistema de una,
dos, etc. partı́culas, es decir, el problema de un sis-
tema grande se reduce a considerar sistemas chicos
cada vez más grandes. Una propiedad importante
es que, como la función a integrar es una función de
correlación, esta integral no es del orden del volu-
men del sistema sino del volumen donde la partı́cu-
la 2 está efectivamente correlacionada a la 1. Este
volumen suele ser, salvo para fenómenos crı́ticos o
fases sólidas, del orden del volumen atómico. Luego
el segundo término es O(nρV ), donde ρV es la frac-
ción de volumen ocupado. En un gas esta fracción
es muy pequeña y por tanto los siguientes términos
de la serie son cada vez más pequeños.

2
Diseñada por R. Soto
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La expresión (3.15.5) también se puede invertir
para despejar F (N,N) de otra forma, esta vez aislando
a las partı́culas 1 y 2:

F(N,N)(z1, . . .zN) =







V−2U2(z1,z2)F
(N−2,N−2)(z3, . . .zN)

+V−3 ∑
36=1,2

U3(z1,z2,z3)F
(N−3,N−3)(z4, . . .zN)+ . . .







+U1(z1)







V−2U1(z2)F
(N−2,N−2)(z3, . . .zN)

+V−3 ∑
36=1,2

U2(z2,z3)F
(N−3,N−3)(z4, . . .zN)+ . . .







+ ∑
36=1,2

U2(z1,z3)







V−3U1(z2)F
(N−3,N−3)(z4,zN)

+V−4 ∑
46=1,2,3

U2(z2,z4)F
(N−4,N−4)(z5, . . .zN)+ . . .

]

+ . . .

integrando la expresión anterior en todas las coorde-
nadas salvo las de la primera y segunda partı́cula,
se obtiene

F(2,N)(z1,z2) =
N(N −1)

V 2



U2(z1,z2)

+ U1(z1)U1(z2)



+
N(N −1)(N −2)

V 3 (. . .)+ . . .(3.15.7)

Nuevamente se obtiene que la función distribu-
ción de dos partı́culas se puede expresar en térmi-
nos de la función distribución de sistemas de una,
dos, etc. partı́culas.

En el lı́mite termodinámico (3.15.6), (3.15.7) se
escriben:

F (1,N)(z1) = nU1(z1)+ n2
∫

U2(z1,z2)dz2 + . . .

= nV−1F (1,1)(z1)+ n2 . . .

F(2,N)(z1,z2) = n2 (U2(z1,z2)+U1(z1)U1(z2))+ . . .

= n2V−2F (2,2)(z1,z2)+ . . . (3.15.8)

En el lı́mite de densidades bajas, basta con
quedarse con el primer término de cada expresión.

Una vez introducido el lı́mite de bajas densi-
dades, hay que incluir la dinámica para obtener la
relación funcional entre F (2,N) y F (1,N).

Definimos el operador de evolución temporal de
un sistema aislado de s partı́culas como

T (s)
t = eLst (3.15.9)

donde Ls es el operador Liouvilliano de s partı́cu-
las definido por: Ls = −{Hs, ·}. Con este operador,
la función distribución de un sistema de s partı́culas
evoluciona de la siguiente forma

F(s,s)(z1, . . . zs,t) = T (s)
−t F(s,s)(z1, . . . zs,0)

= F (s,s)(T (s)
−t z1, . . .T (s)

−t zs,0)

Definimos la correlación inicial de un sistema de
s partı́culas as(z1, . . . zs) de la siguiente forma

F (s,s)(z1, . . . zs,0) = as(z1, . . . zs)∏
i

F(1,1)(zi,0)

(3.15.10)
es decir, as() vale uno si la distribución inicial del sis-
tema es descorrelacionada. Usando la definición del
operador de evolución temporal, se puede escribir

F(s,s)(z1, . . . zs,t) = C(s)
t ∏

i
F(1,1)(zi,t) (3.15.11)

con

C(s)
t = T (s)

−t as(z1, . . .zs)∏
i

T (1)
t (zi) (3.15.12)

Estas dos expresiones se pueden interpretar de
la siguiente forma: para obtener la distribución en
un instante t, se toma una distribución descorrela-
cionada y se retrocede en el tiempo a t = 0, luego se
correlaciona multiplicando por as() y nuevamente se
avanza en el tiempo. Toda esta acción es llevada a
cabo por el operador C(s)

t .

Tomando (3.15.8) y (3.15.11) se tiene:

F(2,N) = n2(U2 +U1U1)

= n2V−2F (2,2)

= n2V−2C(2)
t F (1,1)F (1,1)

F (2,N) = C(2)
t F (1,N)F (1,N) (3.15.13)

con lo que se llega al resultado buscado, esto es, ex-
presar funcionalmente la distribución de dos partı́cu-
las en términos de la de una partı́cula. Para llegar a
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este resultado sólo se ha usado que la fracción de
volumen ocupado sea mucho menor que uno y que
el alcance de las correlaciones sea del orden del ra-
dio atómico.

Para llegar a la ecuación de Boltmann falta aún
introducir la irreversibilidad. Para eso estudiaremos
la forma del término colisional.

El operador de colisi ón

El término colisional que se obtiene guardando
el primer orden en densidad del desarrollo anterior
es:

J[F] =

∫

dz2

{

φ(z1,z2),C
(2)
t F (1,N)(z1)F

(1,N)(z2)
}

(3.15.14)
Este término tiene una diferencia sustancial con el
de Boltzmann ya que es no-Markoviano. En efecto,
el operador de evolución-correlación C(2)

t depende
de la correlación en t = 0 y, por tanto, no depende
sólo del estado en t.

La correlación inicial se puede eliminar,
suponiendo que la evolución más probable del sis-
tema es irreversible, y que esta irreversibilidad hace
decaer las correlaciones que puede haber habido
entre partı́culas en el estado inicial. Escogemos
t = 0 después que las correlaciones hayan decaı́do
por lo que a2(z1,z2) = 1. Esto implica que la ecuación
de Boltzmann no puede ser válida muy al inicio de la
evolción del sistema, sino una vez que las correla-
ciones que pueda haber habido en el estado inicial
se hayan hecho despreciables. Luego, el operador
C(2)

t se escribe:

C(2)
t = T (2)

−t (z1,z2)T
(1)

t (z1)T
(1)

t (z2) (3.15.15)

Este operador actúa de la siguiente forma: retro-
cede al sistema un tiempo t sin interactuar (porque
el retroceso se efectúa con un operador de evolución
factorizado en dos operadores T (1)

t (z) de partı́culas
libres), y luego avanza al sistema un tiempo t con
interacción (ya que evolucionan con T (2)

−t ). Gráfica-
mente se puede ver en la figura

Acción del operador C(2)
t en la trayectoria de las

partı́culas. Con r1 y r2 se designa a las posiciones
de las partı́culas antes de hacer actuar el operador
y con R1 y R2 a las posiciones despúes de actuar.

Si el alcance del potencial es muy pequeño, en-
tonces en la acción de C(2)

t las partı́culas se mueven
libres salvo durante el tiempo de interacción tcol.
Luego, se puede tomar t → ∞ sin afectar la acción
de este operador. Esto no es válido si se forman
estados ligados o si existen colisiones de ángulos
pequeños, porque en ese caso el tiempo de colisión
es del orden del tiempo de vuelo.

Se verá después que la acción del término col-
isional es restar los estados antes y despúes del
choque. Para que la contribución no sea nula, estos
estados deben ser distintos y para que eso ocurra
deben tener posibilidad de chocar. En tres dimen-
siones esto es factible sólo si las partı́culas están ini-
cialmente en posiciones cercanas (donde el poten-
cial sea apreciable), luego sólo contribuyen al térmi-
no colisional los estados en que r12≈ σ , donde σ es
el alcance del potencial.

En este momento se han hecho todas las aproxi-
maciones necesarias para obtener una ecuación de
Boltzmann generalizada que sea cerrada en F (1,N),
sin correlaciones y markoviana. Sin embargo para
obtener la ecuación de Boltzmann es necesario ree-
scribir el término colisional para poder identificar la
sección eficaz.

Definimos Ri y Pi como las coordenadas y mo-
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menta de las partı́culas evolucionadas según C(2)
t .

Es decir,

Ri = C(2)
t ri

Pi = C(2)
t pi

C(2)
t F(1,N)(z1,t)F

(1,N)(z2,t) =

F (1,N)(R1,P1,t)F
(1,N)(R2,P2,t) (3.15.16)

Como r12 debe ser del orden del alcance del
potencial, las posiciones Ri están a una distancia
(con respecto a r1) del orden del alcance del po-
tencial. Esto es ası́ porque el operador C(2)

t retro-
cede y avanza a las partı́culas igual tiempo, y sólo
se desvı́an las trayectorias cuando éstas están en la
zona de interacción. Dado que se está suponiendo
que el tamaño de las partı́culas es muy pequeño, se
puede expandir en torno a la posición de la primera
partı́cula

C(2)
t F(1,N)(z1,t)F

(1,N)(z2,t) =

F(1,N)(r1,P1,t)F
(1,N)(r1,P2,t)+O

(

∇F(1,N) ·~r21

)

(3.15.17)

si los gradientes en F (1,N) no son muy grandes
(lo que equivale a gradientes pequeños en las
cantidades macroscópicas), entonces nos podemos
quedar sólo con el primer orden.

Para poder interpretar la acción de este operador
se harán algunas operaciones sobre él. Primero
veamos que {H2,Pi} = 0, en efecto:

{H2,Pi} = lı́m
t→∞

{

H2,C
(2)
t pi

}

= lı́m
t→∞

{

H2,T
(2)
−t (z1,z2)T

(1)
t (z1)T

(1)
t (z2)pi

}

= lı́m
t→∞

{

H2,T
(2)
−t (z1,z2)pi(−t)

}

donde se usó la definición del operador C(2)
t , y que la

acción de los operadores de una partı́cula sobre pi

es retrocederla en el tiempo. Pero las fuerzas exter-
nas son débiles respecto a las fuerzas intermolec-
ulares, y entonces se puede despreciar su acción,
luego pi(−t) = pi.

Además el operador de evolución de dos partı́cu-
las conmuta con el hamiltoniano:

{H2,Pi} = lı́m
t→∞

T (2)
−t (z1,z2){H2, pi}

= lı́m
t→∞

±T (2)
−t (z1,z2)φ ′(r12)

= lı́m
t→∞

±φ ′(r12(t))

donde se usó la definición del conmutador y se
reemplazó la derivada respecto a ri por una deriva-
da respecto al argumento de φ (de ahı́ surge el ±).
Pero al evolucionar al sistema un tiempo t grande,
la distancia relativa entre las partı́culas se hace muy
grande por lo que la fuerza intermolecular se hace
despreciable. En el lı́mite t → ∞ esta fuerza se anula
con lo que se demuestra que {H2,Pi} = 0.

Esta propiedad se puede entender geométrica-
mente si se identifica el conmutador del hamiltoni-
ano con la derivada temporal de Pi. Se puede no-
tar que, si t es grande, la derivada de C(2)

t pi es cero
porque retroceder y avanzar un poco más en la zona
asintótica no modifica el resultado final.

Como el conmutador del hamiltoniano con Pi

se anula, tambı́en se anula el conmutador con
cualquier función de éstos, en partı́cular con
F(1,N)(P1) × F(1,N)(P2). Luego, descomponiendo el
hamiltoniano en parte potencial y cinética, se ob-
tiene

{

φ(r12),F(1,N)(P1)F
(1,N)(P2)

}

=

−
{

p2
1 + p2

2

2m
,F (1,N)(P1)F

(1,N)(P2)

}

= −∑
i

pi

m
∂

∂ ri
F (1,N)(P1)F

(1,N)(P2) (3.15.18)

pero P1 y P2 dependen de r1 y r2 sólo a través de la
coordenada relativa entre las dos partı́culas, luego:

{

φ(r12),F (1,N)(P1)F
(1,N)(P2)

}

=

~p2− ~p1

m
· ∂

∂ r12
F (1,N)(P1)F

(1,N)(P2) (3.15.19)

al introducir esta expresión en el término colision-
al (3.15.14), se obtiene:

J [F ] =

∫
~p2− ~p1

m
· ∂

∂ r12
F (1,N)(P1)F

(1,N)(P2)d
3r2d3p2

(3.15.20)

Al escoger coordenadas cilı́ndricas para r12 con
el eje z según ~g = (~p2 − ~p1)/m, se identifica que la
coordenada radial corresponde al parámetro de im-
pacto y el ángulo polar al ángulo azimutal. Luego, al
integrar la coordenada z, se tiene:

J [F] =

∫ (

F (1,N)(P1)F
(1,N)(P2)

)∣
∣
∣

z=∞

z=−∞
gbdbdε d3p2

(3.15.21)

Los lı́mites z →±∞ requieren una interpretación
cuidadosa. En ambos casos las dos partı́culas están
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muy lejos, pero en el caso z = −∞ la partı́cula que
está adelante tiene una velocidad menor que la de
abajo (recordemos que z = ~r12 ·~g/g) luego, al hacer
actuar el operador C(2)t , las partı́culas retroceden
y se alejan más aún, por que al hacerlas avanzar
nunca llegan a chocar, luego Pi(t = −∞) = pi. En el
caso positivo, la partı́cula que está adelante tiene
una velocidad mayor que la de abajo, y entonces,
al retroceder se cruzan por lo que al volver a avan-
zar pueden interactuar entre ellas, luego el momen-
tum evolucionado Pi corresponde al momentum de-
spúes de la colisión, en la notación de Boltzmann
Pi(t = ∞) = p′i. Por tanto, el término colisional es:

J [F] =
∫
(
F ′

1F ′
2−F1F2

)
gbdbdε d3p2 (3.15.22)

por último cambiando de variable de momentum a
velocidad, y usando la normalización (3.12.5) se ob-
tiene la ecuación de Boltzmann:

D f1 =
∫
(

f ′1 f ′2− f1 f2
)

gbdbdε d3c2 (3.15.23)

En resumen, las aproximaciones hechas fueron:

Lı́mite de muchas partı́culas.

La fracción de volumen ocupada es pequeña.

El alcance de las correlaciones es del orden
del alcance del potencial, el cual es de corto
alcance.

No existen estados ligados ni colisiones de
ángulo pequeño.

La evolución más probable es irreversible con
decaimiento de correlaciones que pudieran
haber existido en el estado inicial.

Los gradientes espaciales de F (1,N) son
pequeños en las escalas atómicas.

La acción de las fuerzas externas es despre-
ciable en el tiempo de interacción.
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Capı́tulo 4

Gases No Uniformes

4.16. El método de Chapman-
Enskog

Para poder buscar en forma sistemática solu-
ciones aproximadas de la ecuación de Boltzmann
se recurrirá a un método perturbativo diseñado in-
dependientemente por Chapman y Enskog.

Nos ocuparemos de la clase de sistemas que
están cerca del lı́mite de Boltzmann-Grad y que
tienen caminos medios ℓ mucho más cortos que
cualquier escala macroscópica. En particular los
gradientes de los campos hidrodinámicos (por ejem-
plo, densidad o temperatura), X , definen longitudes
L = X/|∇X |. Gradiendes muy pequeños hacen muy
grandes estas longitudes. Para el régimen que nos
interesa estas cantidades adimensionales

Kn =
ℓ

L

=
ℓ|∇X |

X
(4.16.1)

son pequeñas. A cualquiera de estas cantidades se
las llama número de Knudsen.

En estos casos las moléculas que componen el
gas tienen oportunidad de chocar muchı́simas ve-
ces antes de difundir hacia otras zonas del gas.
La dinámica está dominada por un equilibrio ter-
modinámico local. Equivalentemente se puede decir
que éste régimen está caracterizado por una tasa ν
grande de colisiones.

El método de Chapman-Enskog utiliza en for-
ma ingeniosa una cantidad adimensional ε como
parámetro pequeño para hacer expansiones pertur-
bativas a partir de la ecuación de Boltzmann escrita

en la forma
ε D f = J[ f f ] (4.16.2)

El órden más bajo se debe buscar precisamente re-
solviendo J[ f f ] = 0. Se hace ası́ explı́cito que se
busca soluciones donde el término de la derecha es
un orden de magnitud más importante que el de la
izquierda. Puesto que J[ f f ] = 0 arroja una distribu-
ción maxwelliana, este esquema establece a priori
que la dinámica está dominada por un equilibrio ter-
modinámico local. Recuérdese además que el lado
izquierdo proviene del flujo libre y sin interacciones
de las partı́culas, como fue comentado en §2.1.1.
Este término izquierdo domina una evolución donde
casi no hay choques (gases muy enrarecidos), que
es lo opuesto al régimen que interesa en el método
de Chapman-Enskog.

Para formalizar la motivación anterior conviene
utilizar cantidades adimensionales. Se hace los
reemplazos f = nv−3

ter f̂ , ci = vterĉi y la sección efi-

caz diferencial se reemplaza por σ2 (σ es el tamaño
lineal efectivo de las partı́culas). En lo anterior vter
es la velocidad térmica. El lado izquierdo se escribe
entonces en la forma nv−3

terD f̂ y el lado derecho, a

partir de (2.1.21), queda como (n2 v−6
ter)σ2 v4

terĴ. En
resumen entonces que

D f̂ = nvterσ2 Ĵ (4.16.3)

pero nσ2 ∼ ℓ−1 y vter/ℓ ∼ ν (ver (1.3.6)) con lo que

se llega a
D f̂ = ν Ĵ (4.16.4)

En el contexto del lı́mite de Boltzmann-Grad ambos
lados de esta ecuación son finitos. Para caminos
medios cortos o, equivalentemente, frecuencias de
choque grandes, el término Ĵ de la derecha debe
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“tender a cero” para conseguir igualar al lado izquier-
do.

El caso opuesto, que será discutido mucho más
adelante, es aquel en el que los caminos medios ℓ
son enormes. En tales casos se habla de un gas de
Knudsen.

* * *

Se define

~β (~r,t) =

∫

~Ψ f d3c (4.16.5)

donde ~Ψ tiene por componentes a los invariantes
colisionales aditivos del caso. Más concretamente
se define

~Ψ =





1
~c

1
2 C2



 (4.16.6)

por lo que ~β es

~β =





n
n~v
nu



 (4.16.7)

Se postula que el tiempo no aparece en forma ex-
plı́cita en la distribución f ni en ∂t

~β sino que ingresa
en el formalismo a través de ~β y los gradientes de
~β en forma semejante a lo que se tiene en (1.1.4).
Esto es,

f (~r,~c,t) = f (~r,~c;~β ,∇r
~β , ...) (4.16.8)

∂
∂ t

~β(~r,t) = ~Φ(~r;~β ,∇r
~β , ...) (4.16.9)

Teniendo claro lo que significa ~β y, con la ex-
periencia de secciones anteriores, se puede adiv-
inar que (4.16.9) jugará el papel de englobar
las ecuaciones de balance. Esta ecuación impli-
ca que las derivadas temporales de los observ-
ables macroscópicos están totalmenbte determina-
dos por los observables mismos, es decir, (4.16.9)
va a definir ecuaciones hidrodinámicas cerradas. La
meta será la evaluación de ~Φ.

Se expande formalmente en potencias del
parámetro ε,

f = f [0] + ε f [1] + ε2 f [2] + ... (4.16.10)
~Φ = ~Φ0 + ε~Φ1 + ε2~Φ2 + ... (4.16.11)

NOTA: en todo este capı́tulo f [n] denota correcciones
sucesivas para obtener la función distribución de
una partı́cula y no debe ser confundida con los f (n).

Teniendo en cuanta (4.16.8) se aplica la regla de
la cadena para calcular la derivada temporal de f ,

∂ f
∂ t

=
∂~β
∂ t

·∇β f +
∂~β ,i
∂ t

·∇β ,i f . . .

= ~Φ ·∇β f + Φi, j
∂ f

∂βi, j
. . . (4.16.12)

donde se usa la notación

βi, j ≡ ∂βi

∂ r j
(4.16.13)

Φi, j ≡ ∂βi, j

∂ t
(4.16.14)

Al sustitir las expansiones (4.16.10) y (4.16.11)
en (4.16.9) se obtiene una expansión de la forma

∂ f
∂ t

= δ0 f [0]+ε
[

δ1 f [0] +δ0 f [1]
]

+ε2
[

δ2 f [0] +δ1 f [1] +δ0 f [2]
]

+...

(4.16.15)
donde

δr = Φ(r)
i

∂
∂βi

+ Φ(r)
i, j

∂
∂βi, j

+ . . . (4.16.16)

con lo cual el lado izquierdo de la ecuación de Boltz-
mann queda

D f = (D f )(0) + ε(D f )(1) + ... (4.16.17)

con

(D f )(r) =
r

∑
k=0

δr−k f [k] +~c ·∇r f [r] +~F ·∇c f [r] (4.16.18)

También el lado derecho tiene una expansión

J[ f f ] = J0,0 + ε
(
J0,1 + J1,0)+ ... (4.16.19)

donde se usa la notación Jα ,β para abreviar
J[ f [α ] f [β ]]. Lo que sigue se obtiene igualando los
términos del mismo orden en ambos lados de la
ecuación de Boltzmann.

A nivel más bajo (r = 0) se obtiene

0 = J0,0 (4.16.20)

que, como sabemos, es resuelta por la distribución
de Maxwell con funciones arbitrarias n(~r,t), ~v(~r,t) y
T (~r,t). En el esquema actual de aproximación se es-
coge que la solución f [0] esté definida de tal modo
que estos campos (n(~r,t) etc) correspondan a los
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primeros momentos de la solución exacta que se
está buscando.

Para r = 1 se obtiene

J01+ J10 = (D f )(0) (4.16.21)

en general resulta

J0,r + Jr,0 = (D f )(r−1) −
r−1

∑
k=1

Jk,r−k (4.16.22)

Nótese que a nivel r ya se debe suponer conocidas
todas las funciones que están al lado derecho y la
incógnita es f [r] que aparece en forma lineal al lado
izquierdo. La forma explı́cita del lado izquierdo de
(4.16.22) puede simplificarse definiendo ζ r tal que

f [r] = ζ r f [0],

J0,r + Jr,0 = −
∫

f [0]
1 f [0]

2

(
ζ r

1 + ζ r
2 − ζ r

1
′− ζ r

2
′)

×gbdbdε d3c2 (4.16.23)

que escribimos como un operador integral lineal que

actua sobre ζ r que se denotará, −n2I[ζ r] . La forma
explı́cita del operador integral I es

I(F) =
1
n2

∫

f [0]
1 f [0]

2 (F1+F2−F ′
1−F ′

2)gbdbdε d~c2

(4.16.24)

de donde vemos que I se anula si F es una com-
binación lineal arbitraria de invariantes colisionales.
Además se puede demostrar que el operador I es
invariante bajo rotaciones. La demostración de esta
propiedad se puede encontrar en el FK.

La ecuación (4.16.22) es de la forma de una
ecuación inhomogénea

I[ζ r] = − 1
n2

(

(D f )(r−1) −
r−1

∑
k=1

Jk,r−k

)

(4.16.25)

Una ecuación lineal como esta suele poder ser a-
similada a una ecuación matricial M~x =~a. Para poder
resolver una ecuación ası́ debe, antes que nada, de-
terminarse el autoespacio E0 de la matriz M con au-
tovalor nulo. Esto es, se debe encontrar todas las
soluciones independientes de la ecuación M~x0 = 0.
Por otro lado está el espacio E de los autovectores
de M con cualquier autovalor no nulo. Ambos es-
pacios son ortogonales. Cuando se hace actuar M
sobre una solución ~x cualquiera (con componentes

en ambos espacios), la acción de M es nula sobre
la parte en E0, por tanto M~x está en E , es decir, el
lado derecho de (4.16.25) es ortogonal a todos los
vectores en E0. Si esto no se cumple (4.16.25) no
tiene solución. Esta ortogonalidad debe exigirse co-
mo garantı́a (condición de integrabilidad) para que
exista solución. Ala solución que se obtenga siem-
pre se le puede agregar un ~x0 arbitrario.

La forma misma de (4.16.23) permite ver que si
la cantidad ζ es cualquiera de los invariantes adi-
tivos ψ de los choques se obtiene I[ψ ] = 0, ver §2.2.
Aceptemos que la solución general de

I[ζ ] = 0 (4.16.26)

es una combinación de ellos (los invariantes aditivos
de choque) y por tanto, la solución más general de
(4.16.25) es alguna solución de (4.16.25) a la cual
se le agrega una combinación arbitraria de los ψi,

ζ r = ζ r
p +~α ·~Ψ (4.16.27)

La condición de integrabilidad es,

∫

~Ψ

[

(D f )(r−1)−
r−1

∑
k=1

Jk,r−k

]

d3c = 0 (4.16.28)

Pero como las componentes de ~Ψ son invariantes
aditivos de los choques las integrales con los Ja,b,
como veremos, se anulan idénticamente y la condi-
ción se reduce a

∫

~Ψ(D f )(r−1) d3c = 0 (4.16.29)

En efecto ya que
∫

~ΨJ d3c = 0 (propiedad de
simetrı́a de J, §2.2), entonces esto es cierto a todo
orden al expandir J,

∫
~ΨJa,bd3c = 0

Si la solución existe se tiene la libertad de fijar
la expansión de f en los f [n] de modo que el térmi-
no de orden 0 dé todo ~β según (4.16.5) tal como se
mencionó bajo (4.16.20),

∫

~Ψ f [0] d3c =

∫

~Ψ f d3c = ~β (~r,t) (4.16.30)
∫

~Ψ f [r] d3c = 0 r = 1,2, ... (4.16.31)

lo que significa que las cantidades macroscópicas
siempre están determinadas tan solo por f [0]. Reit-
eramos que lo que aquı́ se ha impuesto es escoger
que la solución de (4.16.20) sea aquella para la cual
n(~r,t), ~v(~r,t) y T (~r,t) sean los momentos de la solu-
ción f completa.
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Veamos en más detalle la condicón (4.16.29). De
las definiciones para δr y (D f )(k), (4.16.29) deviene

∫

~Ψ

{
r−1

∑
k=0

δr−k−1 f [k] +~c ·∇r f [r−1]

+~F ·∇c f [r−1]

}

d3c = 0 (4.16.32)

El término con la sumatoria que hay dentro de la in-
tegral anterior tiene dos partes debido a (4.16.16),
(en realidad tiene más de dos partes, porque
(4.16.16) es una expasión)

∫

~Ψδr−k−1 f [k] =

∫

Φ(r−k−1) ·∇β f [k]~Ψd3c

+

∫

~ΨΦ(r−1−k)
i, j

∂ f [k]

∂βi, j
d3c (4.16.33)

Al primero lo llamaremos Ak y al segundo Bk.

Ak =
∫

~Ψ~Φ(r−k−1) ·∇β f [k]d3c (4.16.34)

Pero como los Φ no dependen de~c se puede aplicar
(4.16.31) para ver que estas integrales, con k 6= 0
son nulas. Si k = 0 se aplica (4.16.30) obteniéndose
que

A0 = ~Φ(r−1) ·
∫

∇β f [0]~Ψd3c (4.16.35)

y como ~β no depende de ~c, ∇β puede escribirse

fuera quedando tan solo
∫

~Ψ f [0] d3c =~β y por lo tanto
A0 termina siendo Φ(r−1). En resumen: A0 = Φ(r−1),
Ak 6=0 = 0, ó

∫

~Ψ~Φ(r−1) ·∇β f [0]d3c = Φ(r−1) (4.16.36)
∫

~Ψ~Φ(r−1−k) ·∇β f [k]d3c = 0, r = 1,2, ..

(4.16.37)

Los términos Bk son

Bk =

∫

~ΨΦ(r−1−k)
i, j

∂ f [k]

∂βi, j
d3c (4.16.38)

que son nulos si k 6= 0 y con k = 0 se puede escribir
como

B0 = Φ(r−1)
i, j

∂
∂βi, j

∫

~Ψ f [0]d3c (4.16.39)

La integral vale ~β y su deriavada respecto a las
derivadas espaciales de β es nula ya que se están

considerando como independientes (como se ex-
plicita, por ejemplo, en (4.16.8)). En conclusión,
Bk = 0 para todo k,

∫

~ΨΦ(r−1−k)
i, j

∂ f [k]

∂βi, j
d3c = 0 (4.16.40)

para k = 0,1, ... y r = 1,2.... Lo mismo se puede de-
mostrar con derivadas superiores. Por tanto la condi-
ción de integrabilidad (4.16.29) se puede escribir

~Φ(r−1) = −
∫

~Ψ
(

~c ·∇r +~F ·∇c

)

f [r−1] d3c (4.16.41)

que especifica ~Φ(r−1) a partir de los momentos de
f [r−1] de la velocidad ~c.

Para calcular f el método de Chapman-Enskog
define el siguiente procedimiento

• f [0] se obtiene de resolver J[ f [0] f [0]] = 0 con la
restricción (4.16.30).

• ~Φ(0) se obtiene de (4.16.41) con r = 1.

• f [1] se obtiene de resolver (4.16.22) para r = 1
con la restricción (4.16.31).

• ~Φ(1) se obtiene de (4.16.41) con r = 2.

• etc

Habiendo seguido el proceso anterior hasta or-
den r se calcula ~β y sus derivadas con (4.16.9),
(4.16.11) y (4.16.41). Calculemos

∂~β
∂ t

−~Φ = 0 (4.16.42)

a orden r, es decir, usando

~Φ =
r

∑
s=0

εs~Φs (4.16.43)

con Φs de (4.16.41)

~Φs = −
∫

~Ψ
(

~c ·∇r +~F ·∇c

)

f [s] d3c (4.16.44)

Analicemos por separado las dos intergrales que
contribuyen a ~Φs. La primera, integrada por partes
da

∇r ·
∫

~c f [s]~Ψd3c−
∫ (

~c ·∇r~Ψ
)

f [s] d3c (4.16.45)

Al integrar por partes la segunda contribución a ~Φs el
término que es divergencia del integrando se anula
obteniéndose

−~F ·
∫ (

∇c~Ψ
)

f [s] d3c (4.16.46)

4.16. EL MÉTODO DE CHAPMAN-ENSKOG Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Juntándolo todo se obtiene

∂~β
∂ t

+ ∇r ·
r

∑
s=0

εs
∫

~c~Ψ f [s]d3c

−
r

∑
s=0

εs
∫ (

~c ·∇r~Ψ
)

f [s]d3c (4.16.47)

−~F ·
r

∑
s=0

εs
∫ (

∇c~Ψ
)

f [s]d3c = 0

Al separar esta ecuación por componentes se
obtiene ecuaciones de balance de masa, momen-
tum y energı́a dentro de este esquema. Como un
ejercicio se deja demostrar que se obtiene

Dρ
Dt

= −ρ∇ ·~v

ρ
D~v
Dt

= ρ~F −∇ ·P (4.16.48)

ρ
Du
Dt

= −∇ ·~q−P : ∇~v

En esta aproximación P = ∑r P(r), ~q = ∑r~q
(r) y

P(r) = εr
∫

m~C~C f [r] d3c

~q (r) = εr
∫

m
2

C2~C f [r] d3c (4.16.49)

4.17. Aproximaci ón de orden
cero.

La solución a la primera ecuación del método de
Chapman-Enskog1

J( f [0] f [0]) = 0

es

f [0](~c) = n(0)

(
m

2πkBT (0)

)3/2

e
−m(~c−~v(0))

2kBT (0) (4.17.1)

La convención que se adoptó respecto a los cin-
co primeros momentos de f fijan los parámetros n(0),
~v(0) y T (0). Ellos corresponden con esta elección a
los campos macroscópicos n,~v y T respectivamente.
Es decir, la aproximación de orden cero corresponde
al equilibrio termodinámico local, la función de dis-
tribución en cada punto del espacio es una distribu-
ción de Maxwell-Boltzmann con los valores locales
de los campos n, ~v y T como parámetros.

Las correcciones al tensor de presiones P y al
flujo de calor ~q a este orden son

P(0) = p1 (4.17.2)

~q(0) = 0 (4.17.3)

con p = nkBT y por tanto es directo establecer que
las ecuaciones de movimiento para los momentos
son

1
ρ

Dρ
Dt

= −∇ ·~v

ρ
D~v
Dt

= ρ~F −∇p (4.17.4)

ρ
Du
Dt

= −p∇ ·~v

Usando la relación

ρu =
3
2

nkBT

la última de estas ecuaciones se escribe

D
Dt

(

ρT−3/2
)

= 0 (4.17.5)

Este conjunto de ecuaciones se denominan ecua-
ciones de Euler.

4.18. Aproximaci ón de primer
orden.

La ecuación integral a resolver al siguiente orden
de aproximación es

J( f [1] f [0])+ J( f [0] f [1]) = (D f )(0)

Ya se ha definido ζ mediante la relación f [1] =
f [0]ζ y el operador integral I por

−n2I(F) = J( f [0]F, f [0])+ J( f [0], f [0]F) (4.18.1)

Directamente de la expresión anterior vemos que
I es un operador lineal en F. En términos de I, la
ecuación a resolver se escribe

−n2I(ζ ) = (D f )(0) (4.18.2)

El lado derecho de esta ecuación involucra solo
términos conocidos, luego nuestro problema con-
siste en resolver una ecuación integral lineal inho-
mogénea. El operador I fue definido en (4.16.24).

1
Todo el resto de este Capı́tulo diseñada por J. Ibsen
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A partir de I se puede definir la forma bilineal

[F,G] =
∫

GI(F)d~c (4.18.3)

que satisface las siguientes propiedades:

i) [F,G] = [G,F].

ii) [F,F] ≥ 0, y se anula si F es una combinación
lineal de invariantes colisionales.

iii) [F,G]2 ≤ [F,F ][G,G]

Si se excluyen las combinaciones lineales de invari-
antes colisionales, la forma bilineal anterior intro-
duce un producto escalar en el espacio de funciones
donde estamos solucionando la ecuación de Boltz-
man.

Desarrollemos en forma explı́cita el operador
(D f )(0), (4.16.18)

(D f )(0) = δ0 f [0] +~c ·∇r f [0] +~F ·∇c f [0] (4.18.4)

Como f [0] es una función de ~C más que de ~c, es
conveniente usar como variable independiente a la
velocidad peculiar. El diferencial de f [0] se escribe:

d f [0] =
∂ f [0]

∂ t
dt +

∂ f [0]

∂~r
·d~r +

∂ f [0]

∂~c
·d~c

=

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂ t

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂ t

+
∂ f [0]

∂~v
· ∂~v

∂ t

)

dt +

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂~r

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂~r

+
∂ f [0]

∂~v
· ∂~v

∂~r

)

·d~r +

∂ f [0]

∂~c
·d~c

=

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂ t

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂ t

)

dt +

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂~r

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂~r

)

·d~r +

∂ f [0]

∂~v
· ∂~v

∂ t
dt +

∂ f [0]

∂~v
· ∂~v

∂~r
·d~r +

∂ f [0]

∂~c
·d~c

Como

~C = ~c−~v

d~C = d~c−d~v

el diferencial de f [0] se escribe entonces como

d f [0] =

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂ t

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂ t

)

dt +

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂~r

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂~r

)

·d~r +

∂ f [0]

∂~v
·d~v+

∂ f [0]

∂~C
· (d~C + d~v)

=

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂ t

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂ t

)

dt +

(

∂ f [0]

∂n
∂n
∂~r

+
∂ f [0]

∂T
∂T
∂~r

)

·d~r +

(

∂ f [0]

∂~v
+

∂ f [0]

∂~C

)

·d~v+
∂ f [0]

∂~C
·d~C

(4.18.5)

Reemplazando estas relaciones en la ecuación
(4.18.4) se obtiene

(D f )(0) =
∂0 f [0]

∂ t
+

∂0 f [0]

∂~v
· ∂~v

∂ t
+

(~C +~v) ·
(

∂
∂~r

f [0] +
∂~v
∂~r

· ∂ f [0]

∂~v

)

+

~F · ∂~C
∂~c

· ∂ f [0]

∂~C

=
∂0 f [0]

∂ t
+~v · ∂ f [0]

∂~r
+~C · ∂ f [0]

∂~r
∂~v
∂ t

· ∂0 f [0]

∂~v
+~v · ∂~v

∂~r
· ∂ f [0]

∂~v
+

~F · ∂ f [0]

∂~C
+~C · ∂~v

∂~r
· ∂ f [0]

∂~v

=
D0

Dt
f [0] +~C ·∇r f [0] +~F · ∂ f [0]

∂~C
+

∂ f [0]

∂~v
· D0

Dt
~v+~C · ∂~v

∂~r
· ∂ f [0]

∂~v

y por tanto

(D f )(0) =
D0

Dt
f [0] +~C ·∇r f [0] +

(

~F − D0

Dt
~v

)

·∇C f [0] − (∇C f [0])~C : ∇r~v

= f [0]

[

D0 ln f [0]

Dt
+~C ·∇r ln f [0]+

(

~F − D0~v
Dt

)

·∇C ln f [0] −

(∇C ln f [0])~C : ∇r~v
]

(4.18.6)

donde se ha usado la siguiente notación en la expre-
sión de arriba:
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(~a~b)i j = ai b j,

A : B = Ai jBi j,

D0/Dt = δ0 +~v ·∇r

y δ0 fue definido en (4.16.16).

El logaritmo de la solución de orden cero es

ln f [0] = lnn− 3
2

lnT − m~C2

2kBT
+ctes.

y las ecuaciones a orden cero son (ver (4.17.4))

D0n
Dt

= −n∇ ·~v
D0~v
Dt

= ~F − 1
mn

∇(nkBT )

D0T
Dt

= −2
3

T∇ ·~v (4.18.7)

Juntando estos dos ingredientes se pueden eval-
uar explı́citamente todas las derivadas que apare-
cen en la expresión para (D f )(0).

¿Porqué es posible usar las ecuaciones de Eu-
ler, encontradas en la sección anterior, para evaluar
las derivadas?

La respuesta surje directamente de la definición
del operador δ0 y la ecuación de evolución para los
momentos. A orden cero la evolución de los momen-
tos esta determinada por la ecuaciones de Euler:

∂β
∂ t

= Φ(0)

Por otro lado el operador δ0 esta definido como

δ0 = Φ(0) ·∇β + ∇rΦ(0) : ∇∇rβ + . . .

Por tanto

∂β
∂ t

= Φ(0)

= Φ(0) ·∇β
~β

= Φ(0) ·∇β
~β + ∇rΦ(0) : ∇∇rβ

~β + . . .

= δ0β

donde, para llegar a la penúltima lı́nea, se usó que
las variables β son independientes de sus gradi-
entes, es decir ∇∇rβ

~β = 0. Este resultado indica que
aplicar el operador δ0 sobre alguna de las compo-
nentes de β es equivalente a derivar esa compo-
nente parcialmente respecto al tiempo. De aquı́ es

obvio que se cumple que

D0β
Dt

=
Dβ
Dt

Ahora que sabemos cómo aplicar el operador
D0/Dt, escribamos cada ingrediente de la expresión
para (D f )(0)

D0

Dt

(

ln f [0]
)

=
1
n

D0n
Dt

+

(

m~C2

2kBT
− 3

2

)

1
T

D0T
Dt

= −∇ ·~v +

(

m~C2

2kBT
− 3

2

)(

−2
3

∇ ·~v
)

= − m~C2

3kBT
∇ ·~v

∇r ln f [0] = ∇ lnn+

(

m~C2

2kBT
− 3

2

)

∇ lnT

∇C ln f [0] = − m~C
kBT

Reemplazando en (D f )(0) y reagrupando términos
se obtiene finalmente

(D f )(0) = f [0]

[(

m~C2

2kBT
− 5

2

)

~C ·∇ lnT+

m
kBT

(

~C~C− 1
3
~C21
)

: ∇~v

]

En esta expresión no aparece la fuerza externa,
pues se ha usado la ecuación para las velocidades.
Por tanto la ecuación integral que tenemos que re-
solver es

n2I(ζ ) = − f [0]

[(

m~C2

2kBT
− 5

2

)

~C ·∇ lnT+

m
kBT

(

~C~C− 1
3
~C21
)

: ∇~v

]

(4.18.8)

La función ζ no está únicamente determinada.
A alguna solución particular de la ecuación (4.18.8)
se le puede sumar una combinación arbitraria de
invariantes colisionales, pues ellos son solución de
la ecuación homogénea. La unicidad se establece
cuando se exige que los cinco primeros momentos
de la corrección de primer orden sean nulos. Con
este requisito se obtiene un conjunto de 5 ecua-
ciones con 5 incógnitas.

Como las componentes de β y sus gradientes
son variables independientes, la solución debe ten-
er la forma

ζ = −1
n
~A ·∇ lnT − 1

n
B : ∇~v+~α ·ψ (4.18.9)
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El vector ~A y el tensor B dependen de ~C, ~r y t;
las “constantes” ~α dependen solo de la posición y
del tiempo. Al sustituir esta solución en la ecuación
(4.18.8) se obtienen las siguientes dos ecuaciones
desacopladas para las cantidades ~A y B:

nI(~A) = f [0]

(

m~C
2kBT

− 5
2

)

~C (4.18.10)

nI(B) = f [0] m
kBT

(

~C~C− 1
3
~C21
)

(4.18.11)

Las relaciones de ortogonalidad se satisfacen
idénticamente para estas dos ecuaciones integrales,
por lo que está garantizado que ellas tienen solu-
ción. Las variables involucradas en este par de
ecuaciones integrales son n, T y ~C. Las coorde-
nadas espaciales y las derivadas de los momentos
no aparecen explı́citamente, por tanto las soluciones
dependen implı́citamente en las coordenadas a
través de n y T .

El operador I es un operador lineal e invari-
ante bajo rotaciones, como consecuencia de esto se
tiene que

1. Como el lado derecho de la ecuación (4.18.10)
es un vector en la dirección ~C, ~A es un vector
en la dirección ~C

~A = A(C)~C (4.18.12)

2. Como el lado derecho de la ecuación (4.18.11)
es un tensor simétrico de traza nula, la parte
antisimétrica de B, (B −BT )/2, y la traza de
B, B : 1, satisfacen la ecuación homogénea
I(φ) = 0 y pueden por tanto ser absorvidos en
el término homogéneo. Los únicos tensores
simétricos de traza nula que se pueden fab-
ricar con las variables n, T y ~C son múltiplos
del tensor

~C~C− 1
3
~C21

y por tanto el tensor B tiene la forma

B = B(C)

(

~C~C− 1
3
~C21

)

(4.18.13)

La unicidad de la función ζ se obtiene al usar
la elección de que los cinco primeros momentos de
f [1] son nulos. En términos de las expresiones en-
contradas para ~A y B estas condiciones son:

−1
n

∫

ψ f [0]A(C)~C ·∇ lnT d3~c

−1
n

∫

ψ f [0]B(C)

(

~C~C− 1
3

1
)

: ∇~vd3~c

+

∫

ψ f [0](α ·ψ)d3~c = 0

Las expresiones explı́citas para el primer y último
momento de f [1] son

∫

f [0]
(

α(1) + m~α(2) ·~v+
m
2

α(3)~C2
)

d3~c = 0
∫

f [0]~C2
(

α(1) + m~α(2) ·~v+
m
2

α(3)~C2
)

d3~c = 0

donde los términos que no aparecen se hacen cero
por paridad. Este sistema corresponde a un sistema
de ecuaciones homogéneo para en las variables
α(1) + m~α(2) ·~v y α(3):

∫

f [0]d3~c
(

α(1) + mα(2) ·~v
)

+
∫

m
2

~C2d3~cα(3) = 0
∫

f [0] m
2

~C2d3~c
(

α(1) + mα(2) ·~v
)

+

∫ (m
2

~C2
)2

d3~cα(3) = 0

Como el determinante de este sistema de ecua-
ciones es distinto de cero, la única solución posible
es la solución trivial

α(1) + m~α2 ·~v = 0 (4.18.14)

α(3) = 0 (4.18.15)

Por otro lado la forma explı́cita para los momen-
tos faltantes es

1
n

∫

f [0]A(C)~C~C ·∇ lnT d3~c =
∫

f [0]~C
(

m~α2 ·~C
)

d3~c

(4.18.16)
Como se cumple que

∫

F(C)~C~Cd3~C =
1
3

∫

F(C)C2d3~C

con F(C) una función par que depende sólo del
módulo de ~C, en la expresión (4.18.16) es posible
despejar ~α2, resultando:

~α(2) =
1
n

∫

f [0]A(C)C2d3~c

m
∫

f [0]C2d3~c
∇ lnT (4.18.17)

Por tanto en ζ el único término que sobrevive de-
spués de aplicar las condiciones sobre los momen-
tos de f [1] es m~α2 ·~C. El vector ~α(2) es proporcional
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al gradiente del logaritmo de T y puede ser absorvi-
do en la solución ~A fijando sin perder generalidad
~α(2) = 0. En resumen la solución a nuestra ecuación
integral es

ζ = −1
n

(

~A ·∇ lnT +B : ∇~v
)

(4.18.18)

con ~A y B soluciones de las ecuaciones integrales
(4.18.10) y (4.18.11) sujeto a la restrición

∫

f [0]A(C)C2d3~c = 0 (4.18.19)

4.19. Correcciones a las ecua-
ciones de movimiento

Para determinar cómo se modifican las
ecuaciones de movimiento para las cantidades
macroscópicas al incorporar las correcciones a
primer orden en la función de distribución es nece-
sario determinar en primer lugar las correcciones a
primer orden para el tensor de presiones y el flujo
de calor.

TENSOR DE PRESÍON.

P(1) =
∫

m~C~C f [1]d3~c

= −m
n

∫

f [0]~C~C
(

A(C)~C ·∇ lnT

+B(C)

(

~C~C− 1
3
~C21

)

: ∇~v

)

d3~c

= −m
n

∫

f [0]~C~CB(C)

(

~C~C− 1
3

C21
)

: ∇~vd3~c

= −m
n

∫

f [0]

(

~C~C− 1
3

C21
)

B(C)

[(

~C~C− 1
3

C21
)]

: ∇~vd3~c

= − m
5n

∫

f [0]B(C)

(

~C~C− 1
3

C21
)

:
(

~C~C− 1
3

C21
)

d3~c S

con

Si j =
1
2

(
∂v j

∂xi
+

∂vi

∂x j

)

− 1
3

∇ ·~vδi j

Para llegar a la última lı́nea en la expresión para
P(1) se ha hecho uso de la identidad integral
∫

F(C)

(

~C~C− 1
3

C2 1
)[(

~C~C− 1
3

C21
)

: W
]

d3~C =

1
5

∫

F(C)

(

~C~C− 1
3

C21
)

:

(

~C~C− 1
3

C21
)

S

con

S =
1
2

(
W+WT )− 1

3
(W : 1)1

Por tanto

P(1) = − m
5n

∫

f [0]B :

(

~C~C− 1
3

C21
)

d3~c S

= −1
5

kBT
∫

B : I(B)d3~c S

= −1
5

kBT [B,B]S

Definiendo

η =
1
10

kBT [B,B] (4.19.1)

resulta que el tensor de presiones corregido hasta
primer orden en los gradientes es

P = P(0) +P(1)

= p1−2ηS (4.19.2)

FLUJO DE CALOR. La correción para el flujo de calor
se obtiene análogamente

~q (1) =
∫

m
2

C2~C f [1]d3~c

= − m
2n

∫

f [0]C2~CA(C)~C ·∇ lnT d3~c

= − m
6n

∫

f [0]A(C)C4d3~c∇ lnT

donde se usó la identidad
∫

F(C)~C~C ·~ad3~c =
1
3

∫

F(C)C2d3~c~a

para llegar a la última lı́nea. Como se cumple la res-
tricción (4.18.19), es posible reemplazar C4 por

C4− 5kBT
m

C2 =

(
2kBT

m

)

C2
(

mC2

2kBT
− 5

2

)

e identificar el término que aparece al lado derecho
de la ecuación (4.18.10).

Al hacer esto resulta

~q (1) = −1
3

kBT [~A,~A]∇ lnT
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con

[~A,~A] =

∫

~A · I(~A)d3~c

Si se define

k =
1
3

kB[~A,~A] (4.19.3)

se obtiene finalmente que el flujo de calor a este or-
den de aproximación es

~q = −k∇T (4.19.4)

que corresponde a la ley de Fourier.

ECUACIONES DE MOVIMIENTO. Usando las expre-
siones para P y ~q se llega a que las ecuaciones de
movimiento para los momentos son

1
ρ

D
Dt

ρ = −∇ ·~v (4.19.5)

ρ
D
Dt

~v = ρ~F −∇p +2η∇ ·S (4.19.6)

ρ
D
Dt

T =
2m
3kB

(−∇ · (k∇T )+ p∇ ·~v−2ηS : ∇~v)

(4.19.7)

En conclusión el desarrollo a primer orden en
los gradientes entrega ecuaciones de Navier-Stokes
para las cantidades macroscópicas y además una
fórmula explı́cita que permite, al menos en principio,
evaluar los coeficientes de transporte si se conoce
la dinámica microscópica de las partı́culas que com-
ponen el fluido.

4.20. Principio variacional para
los coeficientes de trans-
porte.

El kernel del operador I depende del potencial
intermolecular, por lo tanto no podemos resolver la
ecuación en el caso general. Existe un solo caso
en el que se conoce una solución exacta, el de las
moléculas de Maxwell que se definirá al final de
§4.24. En general se tiene que usar algún méto-
do aproximado para abordar el sistema (4.18.10)
(4.18.11).

Para el cálculo de los coeficientes de transporte,
más que las soluciones completas al sistema de

ecuaciones integrales, estamos interesados en de-
terminados funcionales de esas soluciones. Esto in-
dica que serı́a de utilidad contar con un principio
variacional.

Consideremos la densidad de entropı́a local del
gas determinada por

s = −kB

∫

f ln f d3~c (4.20.1)

La tasa de cambio de s debido a colisiones es
(

∂ s
∂ t

)

cols

=
1
4

kB

∫

( f ′ f ′1− f f1) ln( f ′ f ′1/ f f1)gbdbdε d3~cd3~c1

(4.20.2)

Si f = (1 + ζ ) f [0], con ζ ≪ 1 y se desprecian
términos de orden superior en (4.20.2) se obtiene

(
∂ s
∂ t

)

cols

= n2kB

∫

ζ I(ζ )d3~c

= n2[ζ ,ζ ]

y sustituyendo la solución ζ en esta expresión se
llega, después de un poco de algebra, a
(

∂ s
∂ t

)

cols

= kB

(
1
3
[~A,~A]|∇ lnT |2 +

1
5
[B,B]S : S

)

= k|∇ lnT |2 +
2η
T

S : S (4.20.3)

es decir, la conductividad térmica y la viscosidad
están directamente relacionados con la tasa de
cambio debida a colisiones de la ...

Supongamos ahora que un vector ~a = a(C)~C sat-
isface la condición

[~a,~a] = [~a,~A] (4.20.4)

Entonces
[

~a−~A,~a−~A
]

≥ 0

[~a,~a]−2
[

~a,~A
]

+
[

~A,~A
]

≥ 0
[

~A,~A
]

≥ [~a,~a]

y la igualdad se cumple si ~a = ~A pues estamos ex-
cluyendo las soluciones homogéneas.

Similarmente si un tensor b = b(C)
(

~C~C− 1
3
~C21

)

satisface
[b,b] = [b,B] (4.20.5)

entonces similarmente a lo anterior se llega a que

[b −B,b−B] ≥ 0

[B,B] ≥ [b,b]
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y la igualdad se cumple si b = B. Por lo tnato
se puede formular el siguiente principio de maxi-
mización: En un sistema fuera del equilibrio la dis-
tribución de velocidades moleculares es tal que para
unos gradiente de T y~v dados, la tasa de cambio de
la densidad de entropia debido a colisiones es tan
grande como sea posible.

Una vez que se tiene este principio variacional
podemos usar el método de Rayleigh-Ritz para de-
terminar la conductividad térmica y la viscosidad.
Se eligen funciones ~a y b que satisfacen las restric-
ciones impuestas. Estas funciones dependen de un
conjunto de parámetros y la mejor aproximación se
encuentra maximizando

[~a,~a] s.a. [~a,~a] =
[

~a,~A
]

(4.20.6)

[b,b] s.a. [b,b] = [b,B] (4.20.7)

4.21. Evaluaci ón de los coefi-
cientes de transporte

Para construir las funciones de prueba se us-
ará una expansión en serie de potencias. De en-
tre todas las posibles bases que se pueden elegir
para expandir ~a y b Kuxmar (1966) demostró que la
base elegida por Burnett (1935) es la que involucra
la menor cantidad de operaciones algebraicas.

Burnet introdujo una base de polinomios llama-
dos polinomios de Sonine. Estos poliniomios están
definidos a través de la siguiente función generatriz

1
(1− s)ν+1 e−

xs
1−s =

∞

∑
n=0

S(n)
ν (x)sn (4.21.1)

donde S(n)
ν es el polinomio de Sonine de or-

den n e ı́ndice ν. Ellos satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Ortogonalidad.

∫ ∞

0
e−xS(p)

ν (x)S(q)
ν (x)xνdx = δpq

Γ(ν + p +1)

p!
(4.21.2)

2. Primeros polinomios.

S(0)
ν (x) = 1 (4.21.3)

S(1)
ν (x) = ν +1− x (4.21.4)

3. Los polinomios forman un conjunto completo
de polinomios ortogonales.

CONDUCTIVIDAD T ÉRMICA. Consideremos un vector
~a de la forma

~a = −
√

m
2kBT

n

∑
p=0

a(n)
p S(p)

ν (C 2) ~C (4.21.5)

donde se ha introducido por conveniencia la veloci-
dad adimensional

~C =

√
m

2kBT
~C

La función de prueba debe satisfacer la restrición
(4.18.19), por lo tanto

1
n

∫

f [0]a(C)C2d3~c

= −1
n

n

∑
p=0

a(n)
p

∫

f [0]S(p)
ν (C 2)d3~c

= − 1

π3/2

n

∑
p=0

a(n)
p

∫

e−C 2
S(p)

ν (C 2)C 2d3 ~C

= − 4

π1/2

n

∑
p=0

a(n)
p

∫ ∞

0
e−C 2

S(p)
ν (C 2)C 4dC

= − 2

π1/2

n

∑
p=0

a(n)
p

∫ ∞

0
e−xSνS(p)

ν (x)x3/2dx

= − 2

π1/2

n

∑
p=0

a(n)
p Γ(5/2)δp0 tomando ν = 3/2

= −3
2

a(n)
0

Por tanto la restricción (4.18.19) es equivalente a
exigir a(n)

0 = 0. Incorporando esta restricción directa-
mente en la función de prueba se obtiene

~a = −
√

m
2kBT

n

∑
p=1

a(n)
p S(p)

ν (C 2) ~C (4.21.6)

Para un número de parámetros dado, la fun-
ción a maximizar respecto al conjunto de parámet-
ros {a(n)

p }n
p=1 es

g = [~a,~a]

=
75kB

16

n

∑
q=1

n

∑
r=1

Λqra(n)
q a(n)

r (4.21.7)

con

Λqr =
8m

75k2
BT

[

S(q)
3/2(C

2) ~C ,S(r)
3/2(C

2) ~C
]

(4.21.8)
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Veamos ahora en qué se traduce la restricción

[~a,~a] =
[

~a,~A
]

en términos de {a(n)
p }n

p=1

Como ~A satisface (4.18.10),
[

~a,~A
]

=
∫

~a · I(~A)d3~c

= −1
n

n

∑
p=1

a(n)
p

∫

f [0]S(p)
3/2(C

2)

(

C 2− 5
2

)

C 2d3~c

=
1
n

n

∑
p=1

a(n)
p

∫

f [0]S(p)
3/2(C

2)S(1)
3/2(C

2)C 2d3~c

=
15
4

an
1

la restrición se traduce a

w =
75kB

16

n

∑
q=1

n

∑
r=1

Λqra(n)
q a(n)

r − 15
4

a(n)
1 (4.21.9)

Usando el método de los multiplicadores de La-
grange

∂
∂a(n)

p

{g + λ w}= 0 (4.21.10)

con p = 1, . . . ,n se obtiene

2(1+ λ )
75kB

16

n

∑
q=1

Λpqa(n)
q =

15
4

λ δp1 (4.21.11)

Multiplicando la expresión anterior por a(n)
p y

sumando sobre p se llega a que

75kB

16

n

∑
q=1

n

∑
r=1

Λqra(n)
q a(n)

r =
λ

2(1+ λ )

15
4

a(n)
1 (4.21.12)

Comparando con (4.21.9) se desprende que

λ
2(1+ λ )

= 1

y por tanto λ = −2 . Sustituyendo este resultado en
(4.21.11) se concluye finalmente que los parámetros
{a(n)

p }n
p=1 están determinados por la ecuación lineal

n

∑
q=1

Λpqa(n)
q =

4
5kB

δp1 (4.21.13)

con p = 1, . . . ,n.

V ISCOSIDAD. Tomando para b la función de prueba

b =
n

∑
p=0

b(n)
p S(p)

ν (C 2)

(

~C ~C − 1
3
C 21

)

(4.21.14)

se encuentra que

g = [b,b]

=
5
2

kBT
n−1

∑
q=0

∑r = 0n−1Hqrb(n)
q b(n)

r (4.21.15)

con

Hqr =
2

2kBT

[

S(q)
ν

(

~C ~C − 1
3
C 21

)

,S(r)
ν

(

~C ~C − 1
3
C 21

)]

(4.21.16)
y que

[b,B] =

∫

b : I(B)d3~c

=
1
n

n−1

∑
p=0

b(n)
p

∫

f [0]S(p)
ν

(

~C ~C − 1
3
C 21

)

:

(

~C ~C − 1
3
C 21

)

d3~c

=
2
3n

n

∑
p=0

b(n)
p

∫

f [0]S(p)
ν (C 2)C 4d3~c

=
2

3π3/2

n

∑
p=0

b(n)
p

∫

S(p)
ν (C 2)C 4d3~⌋

=
2

3π3/2

4π
π3/2

n

∑
p=0

b(n)
p

∫ ∞

0
S(p)

ν (x)x5/2dx

=
8

3π1/2

n

∑
p=0

b(n)
p δp0Γ(7/2) tomando ν = 5/2

= 5b(n)
0

Entonces la restricción sobre b es

w =
5
2

kBT
n−1

∑
q=0

n−1

∑
p=0

Hqrb(n)
q b(n)

r −5b(n)
0 (4.21.17)

Utilizando nuevamente el método de los multipli-
cadores de Lagrange

∂
∂b(n)

p

(g + λ w) = 0

se llega a que la ecuación que satisface el conjunto
de parámetros {b(n)

p }n−1
p=0 es

n−1

∑
q=0

H pqb(n)
q =

2
kBT

δp0 (4.21.18)

con p = 0, . . . ,n−1.
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LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE. La expresión
para los coeficientes de transporte en términos de
los parámetros es muy simple. Para la conductividad
térmica

k =
1
3

kB

[

~A,~A
]

∼ 1
3

kB [~a,~a] (a orden n)

=
5
4

kBa(n)
1

y para la viscosidad

η =
1
10

kBT [B,B]

∼ 1
10

kBT [b,b] (a orden n)

=
1
2

kBT b(n)
0

Con esto vemos que los coeficientes de trans-
porte se pueden evaluar a orden n (donde n es el
número de parámetros) resolviendo los sistemas de
ecuaciones (4.21.13) y (4.21.18). Tomando distin-
tos valores para n se genera una sucesión de co-
eficientes aproximados que converjen a los valores
exactos, dentro del marco de la ecuación de Boltz-
mann, pues el conjunto de polinomios de Sonine for-
man un conjunto completo de funciones.

Para llegar a evaluar explı́citamente los coefi-
cientes de transporte es necesario entonces evaluar
los elementos de matriz Λpq y H pq introducidos más
arriba.

4.22. Evaluaci ón de los elemen-
tos de matriz

El trabajo ahora consiste en reducir las integrales
definidas en (4.21.8) y (4.21.16). Antes de consider-
ar el caso general determinemos el siguiente par de
integrales:

I1 =
[

S(1)
3/2(C

2) ~C ,S(1)
3/2(C

2) ~C
]

(4.22.1)

I2 =

[

~C ~C − 1
3
C 21, ~C ~C − 1

3
C 21

]

(4.22.2)

que están presentes en las aproximaciones de más
bajo orden.

INTEGRAL I1.

I1 =

∫

S(1)
3/2(C

2) ~C · I(S(1)
3/2

~C )d3~c

=
1

4n2

∫

f [0] f [0]
1

[

S(1)
3/2(C

′2)~C ′ + S(1)
3/2(C

′2
1 )~C ′

1

−S(1)
3/2(C

2) ~C −S(1)
3/2(C

2
1 )~C1

]2
gbdbdε d3~cd3~c1

=
1

4π3

∫

e−C 2−C 2
1

[

S(1)
3/2(C

′2)~C ′ + S(1)
3/2(C

′2
1 )~C ′

1

−S(1)
3/2(C

2) ~C −S(1)
3/2(C

2
1 )~C1

]2
gbdbdε d3 ~C d3 ~C1

=
1

4π3

∫

e−C 2−C 2
1

[

C ′2~C ′ +C ′2
1

~C ′
1

−C 2 ~C −C 2
1

~C1

]2
gbdbdε d3 ~C d3 ~C1

Haciendo ahora el cambio de variables a coor-
denadas velocidad del centro de masas y velocidad
relativa (convenientemente adimensionalizadas)

G0 ≡ 1
2

(

~C + ~C1

)

ĝ ≡ ~C − ~C1

se obtiene

I1 =
1

4π3

∫

e−2G 2
0 e−ĝ2/2

[

ĝ2(ĝ · ~G0)
2

+ĝ′2(ĝ′ · ~G0)
2−2(ĝ · ĝ′)(ĝ ·G0)(ĝ

′ ·G0)
]

gbdbdε d3 ~G0d3ĝ

Integremos el tercero de estos términos con re-
specto a ~G0

∫

e−2G 2
0

(

ĝ · ~G0)(ĝ
′ · ~G0)

)

d3 ~G0

=

∫

e−2G 2
0 ĝĝ′ : ~G0

~G0d3 ~G0

= ĝĝ′ :
∫

e−2G 2
0 ~G0

~G0d3 ~G0

= ĝĝ′ : 1
1
3

∫

e−2G 2
0 G 2

0 d3 ~G0

= (ĝ · ĝ′)4π
3

∫ ∞

0
e−2G 2

0 G 4
0 dG0

=
π3/2

8
√

2
(ĝ · ĝ′)

Reemplazando este resultado en I1 se obtiene

I1 =

√
2

64π3/2

∫

e−ĝ2/2(ĝ4 + ĝ′4−2(ĝ · ĝ′2)
)
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×gbdbdε d3ĝ

=

√
2

32π3/2

∫

e−ĝ2/2ĝ4(1−cos2 χ
)

×gb′,dbdε d3ĝ

=
1
4

√

kBT
mπ

∫ ∞

0
e−ĝ2/2ĝ7

[

2π
∫ ∞

0
(1−cos2 χ)bdb

]

dĝ

INTEGRAL I2. Esta integral es completamente aná-
loga a la anterior y es posible usar el mismo cambio
de variables

I2 =
1

4π3

∫

e−C 2−C 2
1

(

~C ′ ~C ′ + ~C ′
1~C ′

1− ~C ~C

− ~C1 ~C1

)2
gbdbdεd3 ~C d3 ~C1

=
1

16π3

∫

e−2G 2
0 e−ĝ2/2(ĝ′ĝ′− ĝĝ

)2

gbdbdε d3 ~G0d3ĝ

=

√
2

64π3/2

∫

e−ĝ2/2ĝ42(1−cos2 χ)

gbdbdε d3ĝ

=
1
4

√

kBT
πm

∫ ∞

0
e−ĝ2/2ĝ7

[

2π
∫ ∞

0
(1−cos2 χ)bdb

]

dĝ

El cálculo para polinomios de orden superior es
un poco más complicado pero es esencialmente el
mismo desarrollo.

ELEMENTOS Λpq. La función generatriz de los poli-
nomios de Sonine es

1
(1− s)ν+1e−

xs
1−s =

∞

∑
0

sqS(q)
ν (x) (4.22.3)

por tanto la función

IΛ =

[
1

(1− s)5/2
e−

C 2s
1−s ~C ,

1

(1− t)5/2

×e−
C2t
1−t ~C

]

es la función generatriz de los paréntesis
[

S(q)
3/2(C

2) ~C ,S(r)
3/2(C

2) ~C
]

(4.22.4)

En forma más explı́cita, la integral IΛ se expande
en

IΛ =
1

(1− s)5/2

1

(1− t)5/2

1
4n2

∫

f [0] f [0]
1

gbdbdε d3~cd3~c1×
[

e−
C 2s
1−s ~C + e−

C2
1 s

1−s ~C1− e−
C ′2s
1−s ~C ′− e−

C ′2
1 s

1−s ~C ′
1

]

×
[

e−
C 2t
1−t ~C + e−

C2
1 t

1−t ~C1− e−
C ′2t
1−t ~C ′− e−

C ′2
1 t

1−t ~C ′
1

]

con

~C =

√
m

2kBT
~C

f [0] = n

√
m

2kBT π
e
− m~C2

2kBT

Cambiando coordenadas ~c → ~C → ~C , la integral
se reduce a

IΛ =
1

(1− s)5/2

1

(1− t)5/2

1
4π3

∫

e−C 2−C 2
1

gbdbdεd3 ~C d3 ~C1 [. . .] [. . .]

y usando coordenadas velocidad del centro de
masas y velocidad relativa adimensionalizadas se
llega a

IΛ =
1

(1− s)5/2

1

(1− t)5/2

1
4π3

∫

e−2G 2
0 −ĝ2/2

gbdbdε d3 ~G0d3ĝ [. . .] [. . .]

La integral anterior corresponde a la suma de 16
términos de la forma genérica

1

(1− s)5/2

1

(1− t)5/2

1
4π3

∫

e−ĝ2/2I(ĝ, ĝ′)gbdbdε d3 ~G0

(4.22.5)
donde

I(ĝ, ĝ′) =

∫

e−22
0e−

C 2s
1−s

×e−
C ′2t
1−t ~C · ~C ′ d3 ~G0

Determinemos entonces esta última integral. Los
productos internos entre las distintas velocidades en
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términos de las nuevas coordenadas son

~C · ~C ′ =

(

~G0 +
1
2

ĝ

)

·
(

~G0 +
1
2

ĝ′
)

= G 2
0 +

1
2

~G0 · (ĝ+ ĝ′)+
1
4

ĝ · ĝ′

C 2 = G 2
0 + ~G0 · ĝ+

1
4

ĝ2

C ′2 = G 2
0 + ~G0 · ĝ′ +

1
4

ĝ′2

Reemplazado en las últimas dos relaciones en el
argumento de las exponenciales se obtiene

exponente = 2G 2
0 +

s
1− s

(

G 2
0 + ~G0 · ĝ+

1
4

ĝ2
)

+
t

1− t

(

G 2
0 + ~G0 · ĝ′+

1
4

ĝ′2
)

=

(

2+
1

1− s
+

1
1− t

)

G 2
0

+

(
s

1− s
ĝ+

t
1− t

ĝ′
)

· ~G0

+
1
4

(
s

1− s
ĝ2 +

t
1− t

ĝ′2
)

Sean

α =

(

2+
1

1− s
+

1
1− t

)

~β =

(
s

1− s
ĝ+

t
1− t

ĝ′
)

γ =
1
4

(
1

1− s
ĝ2 +

1
1− t

ĝ′2
)

e introduzcamos la variable

~ϒ =

(

~G0 +
~β
α

)

(4.22.6)

en la integral I(ĝ, ĝ′). Entonces

I(ĝ, ĝ′) =

∫

e−αϒ2−γ+ β2

4α

(

ϒ2 +

(
~β
α
− ĝ

2

)

·
(

~β
α
− ĝ′

2

))

d3~ϒ

= e−γ+
β2

4α

∫

e−αϒ2 (
ϒ2 + δ

)
d3~ϒ

donde en esta última expresión el término lineal en
~ϒ desaparece al integrar por paridad y donde se ha

definido

δ =

(
~β
α
− ĝ

2

)

·
(

~β
α
− ĝ′

2

)

(4.22.7)

Realizando la integración se obtiene finalmente
que

I(ĝ, ĝ′) = 4πe−γ+ β2

4α (I1(α)+ δ I2(α)) (4.22.8)

con

I1 =
3
8

√
πα−5/2

I2 =
1
4

√
πα−3/2

debido a que ĝ2 = ĝ′2, la integral I es función de s,
t, ĝ2 y cosχ . Reemplazando en cada uno de los 16
términos de la integral original se obtiene

IΛ =
1

(1− s)5/2

1

(1− t)5/2

4
π2

∫

e−ĝ2/2

[
I(s,t, ĝ2,1)+ I(s,t, ĝ2,−1)

−I(s,t, ĝ2,cosχ)− I(s,t, ĝ2,−cosχ)
]

gbdbdε d3ĝ

=
1

(1− s)5/2

1

(1− t)5/2

16
π

√

2kBT
m

∫ ∞

0
e−ĝ2/2[I(s,t, ĝ2,1)+ I(s,t, ĝ2,−1)

−I(s,t, ĝ2,cosχ)− I(s,t, ĝ2,−cosχ)
]

ĝ3dĝbdbdε
(4.22.9)

y por tanto los elementos de matriz Λqr están deter-
minados por la expresión

Λqr =
8m

75k2
BT

1
q!r!

∂
∂ sq

∂
∂ tr [Iλ (s,t)]s=0,t=0 (4.22.10)

ELEMENTOS H pq. Estos elementos de matriz son
completamente análogos. La función

IH =

[
1

(1− s)7/2
e−

C 2s
1−s

(

~C ~C − 1
3
C 21

)

,

1

(1− t)7/2
e−

C 2t
1−t

(

~C ~C − 1
3
C 21

)]
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es la generatriz de las integrales
[

S(q)
5/2(C

2)

(

~C ~C − 1
3
C 21

)

,S(r)
5/2(C

2)

(

~C ~C − 1
3
C 21

)]

(4.22.11)

En este caso la integral respecto de ~G0 es

I(ĝ, ĝ′ =

∫

e−2G 2
0 e−

C 2s
1−s e−

C ′2t
1−t

×
(

~C ~C − 1
3
C 21

)

:

(

~C ′ ~C ′− 1
3
C ′21

)

Usando el mismo cambio de coordenadas de la
sección anterior y después de un poco de álgebra
es directo llegar a que

I(s,t, ĝ2,cosχ) = e−γ+
β2

4α
∫

e−αϒ2 [
ϒ4 + δ1ϒ2 + δ2

]
d3~ϒ

= 4πe−γ+
β2

4α [I0(α)

+δ1I1(α)+ δ2I2(α)]

donde se ha dejado como ejercicio al lector encon-
trar las expresiones para δ1 y δ2. Por tanto la función
IH es

IH =
1

(1− s)7/2

1

(1− t)7/2

16
π

√

2kBT
m

∫ ∞

0
e−ĝ2/2[I(s,t, ĝ2,1)ĝ3 + I(s,t, ĝ2,−1)

−I(s,t, ĝ2,cosχ)− I(s,t, ĝ2,−cosχ)
]

dĝ

(4.22.12)

y los elementos de matriz Hqr están determinados
por

Hqr =
2

5kBT
1

q!r!
∂

∂ sq

∂
∂ tr [IH |s=0,t=0 (4.22.13)

FUNCIONESΩ(l,r) . Al desarrollar las expresiones
(4.22.10) y (4.22.13) usando (4.22.9) Y (4.22.12),
se obtiene que los elementos de matriz Λqr y Hqr

son combinaciones lineales de las funciones Ω(l,r)

definidas por

Ω(l,r)(T ) =
1
16

√

kBT
πm

∫ ∞

0
e−ĝ2/2ĝ2r+3Q(l)(ĝ)dĝ

(4.22.14)

con

Q(l)(ĝ) = 2π
∫ ∞

0

(

1−cosl χ
)

bdb (4.22.15)

Las funciones Ω(l,r) se determinan entonces a
partir de la dinámica de las colisiones binarias (son
funciones del ángulo de scattering) y representan
secciones eficaces efectivas para los procesos de
scattering en un gas.

En particular los elementos de matriz usados
para determinar los coeficientes de transporte al or-
den más bajo son

Λ1,1 =
32m
75

Ω(2,2)

k2
BT

(4.22.16)

H0,0 =
8
5

Ω(2,2)

kBT
(4.22.17)

y por tanto los coeficientes de transporte a ese or-
den de aproximación son

k =
25
16

kBT

Ω(2,2)

[
3
2

kB

m

]

(4.22.18)

η =
5
8

kBT

Ω(2,2)
(4.22.19)

4.23. Potenciales moleculares
sencillos

Para poder calcular coefientes de transporte es
necesario modelar las fuerzas entre las moléculas.
Tan solo con las fuerzas explı́citas se puede em-
prender la tarea de calcular las integrales Ω. En to-
do este curso se ha supuesto que las interacciones
son de corto alcance y que los choques son bina-
rios en el sentido que los choques se producen en-
tre partı́culas libres que después del choque siguen
libres. El choque mismo tarda un tiempo τ que es
del orden del cuociente entre el alcance del poten-
cial y la velocidad térmica. Puesto que las partı́cu-
las que componen un gas tienen grados de liber-
tad internos, entonces se puede tener en principio
choques inelásticos cuando hay traspaso de energı́a
hacia o desde estos grados de libertad internos. In-
cluso, si las partı́culas son moléculas, podrı́a haber
intercambio de átomos (una reacción quı́mica). Pero
en lo que sigue se despreciará todos estos efectos
y, además, nos restringiremos a partı́culas esférica-
mente simétricas,
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Pero los átomos o moléculas sı́ pueden sufrir dis-

torsión durante el choque. Es fácil estimar que las
velocidades tı́picas de las moléculas de un gas son
órdenes de magnitud más chicas que la de los elec-
trones en sus orbitales, por lo que la distorsión de la
nube electrónica puede calcularse en cada instante
suponiendo que las moléculas están detenidas. Esto
permite utilizar argumentos semiclásicos.

Nos restringiremos al caso de gases monoatómi-
cos y estos, a temperatura ambiente, son tan so-
lo los gases nobles. Estos átomos tienen sus ca-
pas electrónicas completas y en muchos sentidos
se comportan como esferas perfectas. Pero cuan-
do se aplica un campo eléctrico externo a uno de
estos átomos, el átomo se polariza, es decir, el cen-
tro de sus cargas negativas (el centro de gravedad
de los electrones) ya no coincide con la posición del
núcleo. Como resultado de esto aparece un dipolo
efectivo ~µ , el cual es proporcional al campo eléctri-
co externo aplicado

~µ = α~Eext (4.23.1)

α es la polarizabilidad del átomo. A su vez el dipo-
lo genera un campo eléctrico propio, proveniente del
potencial eléctrico V que genera el dipolo,

V ∼ ~µ · (~r−~r ′)
‖~r−~r ′‖3 (4.23.2)

La energı́a potencial del dipolo ~µ en un campo
eléctrico externo es

φ = −~µ ·~E (4.23.3)

Cuando dos de estos átomos están a cierta dis-
tancia se produce una inducción mutua de polariza-
ciones (la naturaleza misma del fenómeno que gatil-
la esta inducción se puede entender en el contex-
to de electrodinámica cuántica). El efecto es atrac-
tivo y aceptando que el fenómeno de inducción de
dipolos ocurre y que la distancia entre los átomos
es relativamente grande, entonces puede hacerse
las siguientes consideraciones. El potencial V decae
con la distancia como r−2, por tanto el campo que
produce el dipolo se comporta como E ∼ r−3 y por
tanto µ ∼ r−3 y de aquı́ que φ ∼ r−6. En resumen,

φ(r) ∼−cr−6 (r → ∞) (4.23.4)

donde la constate c es proporcional al producto de
las polarizabilidades α de los átomos. Existen dis-
tintas deducciones del potencial en el contexto de

mecánica cuántica y ellas dan un comportamiento
de φ(r) a distancias grandes dado por (4.23.4). A
distancia suficientemente cortas este resultado no
solo no es válido, sino que además las fuerzas son
repulsivas.

r

φ

Sobre la forma que deberı́a darse a la parte re-
pulsiva no hay un esquema tan claro y diversos au-
tores han definido potenciales diferentes con dis-
tintos grados de éxito. Estos potenciales tienen al-
gunos parámetros que permiten hacer ajustes para
dar cuenta de las propiedades macroscópicas ob-
servadas. Lo ideal es tener un potencial con muy
pocos parámetros que permita ajustar razonable-
mente bien no solo las propiedades de transporte
sino también los coeficientes viriales, la compresibil-
idad y otros. A continuación se menciona algunos de
ellos.

POTENCIAL DE ESFERAS DURAS. Este es un poten-
cial extremadamente sencillo,

φ(r) =

{
∞ r < σ
0 r > σ

Aunque no es muy realista tiene la ventaja de per-
mitir hacer cálculos analı́ticos exactos. Como es
tan sencillo, la dependencia en la temperatura que
tienen los coeficientes de transporte es mala.

CENTRO PUNTUAL DE REPULSÍON. Tampoco el po-
tencial

φ(r) = ε
(σ

r

)ν
(4.23.5)

es bueno pero tiene una pendiente menos ex-
agerada con la distancia. Además como tiene dos
parámetros permite ajustes algo mejores. La dureza
de las moléculas es gobernada por ν y resulta útil
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usar ν = 9 y ν = 15 para moléculas llamadas blan-
das y duras respectivamente. Nuevamente este po-
tencial no tiene parte atractiva.

Un caso muy interesante es ν = 4 (moléculas
de Maxwell) porque en este caso hay varios cálcu-
los que pueden hacerse en forma explı́cita. Esto es
ası́ porque los polinomios de Sonine resultan ser
en este caso autofunciones exactas del operador de
colisiones. Si se toma ν → ∞ se recupera esferas
duras.

MODELO DE SUTHERLAND. Este combina al de es-
fera dura y al que recién hemos visto,

φ(r) =

{
∞ r < σ
−ε
(σ

r

)ν
r > σ

Ahora se tiene tres parámetros: ν, ε y σ . Normal-
mente se lo usa con ν = 6. Se puede ajustar para
que dé razonablemente bien la dependencia en T
de los coeficientes de transporte y no es difı́cil de
manejar computacionalmente. Pero a temperaturas
muy altas falla porque el centro se comporta como
esfera estrictamente dura lo que no es realista.

POTENCIAL DE LENNARD-JONES. Lennard-Jones
resolvió las dificultades de los potenciales anteri-
ores en 1924 proponiendo

φ(r) =
d

rδ − c
rγ (4.23.6)

donde es necesario que δ > γ para que la parte
atractiva domine lejos y la parte repulsiva domine
a distancias cortas. La elección más común de
parámetros es

φ(r) = 4ε
[(σ

r

)12
−
(σ

r

)6
]

(4.23.7)

donde ahora σ es el punto en que el potencial cam-
bia de signo, −ε es la energı́a potencial mı́nima, la
que ocurre a distancia r = 21/6σ .

Este es el potencial que ha encontrado la más
amplia gama de aplicaciones en la literatura. En
parte esto se debe a la enorme cantidad de datos
experimentales que se puede acomodar con tan so-
lo los dos parámetros del potencial. La parte repul-
siva, sin embargo, no es todo lo repulsiva que se
necesita para ser realista. Algunos autores has es-
cogido δ = 18 para tener el mejor ajuste al segundo
coeficiente virial de los gases nobles.

Pero a muy corto alcance se espera que el po-
tencial crezca realmente en forma exponencial y
ninguno de los potenciales vistos hasta ahora dan
tal comportamiento.

POTENCIAL DE BUCKINGHAM (6-EXP) MODIFICADO.
Este potencial tiene la forma

φ(r) =

{

φ1(r) = ε
1−6/α

[
6
α eα(1−r/σ)−

( σ
r

)6
]

r > rmax
∞ r < rmax

r

φ

La función φ1 en el rango completo 0≤ r < ∞ tiene
tanto un máximo como un mı́nimo si α es suficien-
temente grande y φ1 se va a −∞ para r → 0. El po-
tencial absolutamente duro que se agrega salva la
situación. Se toma rmax en el r para el cual φ1 tiene
su máximo. De esta manera el potencial tiene tam-
bién tres parámetros, ε, α y σ . Los resultados que
se obtiene con él son bastante buenos con α en el
rango 12 a 16.

POTENCIAL DE K IHARA . Otra forma de superar el
comportamiento repulsivo incorrecto del potencial
de Lennard-Jones lo dió Kihara desplazando el pun-
to singular,

φ(r) = 4ε

[(
σ

r−a

)12

−
(

σ
r−a

)6
]

(4.23.8)

donde a es la distancia mı́nima a la cual el poten-
cial intermolecular se hace infinito. Nuevamente se
tiene un potencial de tres parámetros. Da resultados
mejor que Lennard-Jones tanto para los coeficientes
de transporte como para los coeficientes viriales.

* * *

Hasta aquı́ se ha presentado estos potenciales
para gases sin mezcla. Si hay mezclas y las partı́cu-
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las siguen siendo esféricamente simétricas, sin em-
bargo, se puede usar los mismos potenciales pero
los parámetros que se usa son los propios de ca-
da especie y de ellos se debe decidir los parámet-
ros en el caso en que interactuan partı́culas de es-
pecies distintas. Para lograr esto existen reglas de
combinación o mezcla que, si bien no son exactas,
resultan bastante prácticas.

Para esferas rı́gidas es obvio que la distancia σAB

entre los centros, en el momento del contacto, se
relaciona a los diámetro de las partı́culas por

σAB =
1
2

(σA + σB) (4.23.9)

Los potenciales de Lennard-Jones y de Bucking-
ham (6-exp) modificado se comportan como cA r−6

para distancia grandes. Esta relación debe valer
también entre partı́culas de distinta especie. Y co-
mo las contantes c son proporcionales al producto
de las polarizabilidades es natural esperar que

c2
AB = cA cB (4.23.10)

Pero en esos potenciales la constante c aparece co-
mo 4εσ6 por lo cual la exigencia es que

εABσ6
AB =

√

εAσ6
A εBσ6

B (4.23.11)

y se ha comprobado que esta relación es la que
mejor conduce a concordancia con las observa-
ciones. A menudo esto se combina con aceptar,
para estos potenciales, que (4.23.9)...(?) Pero como
a menudo σA ≈ σB es más sencillo utilizar

εAB =
√

εA εB (4.23.12)

4.24. Coeficientes de transporte
para modelos especı́ficos

En esta sección revisaremos algunos modelos
sencillos en los que se pueden determinan en for-
ma más o menos explı́cita los coeficientes de trans-
porte.

4.24.1. Esferas duras

Para este modelo es posible obtener el ángulo
de scattering χ directamente de la geometrı́a, como
lo muestra la figura 4.24.1, por tanto

b

σ

χ

Scattering por una
esfera dura.

cosχ/2 =
b
σ

(4.24.1)

y de aquı́

Q(l) = 2π
∫ σ

0

(

1−cosl χ
)

bdb

= 2π
∫ σ

0

(

1−
[
2cos2 χ/2−1

]l
)

bdb

= 2π
∫ σ

0

(

1−
[

b2

σ2 −1

]l
)

bdb

= 2πσ2
∫ 1

0

(

1−
[
2x2−1

]l
)

xdx

= πσ2
(

1− 1
2

1+(−1)l

l +1

)

remplazando en la expresión (4.22.14) se obtiene

Ω(l,r) =
2r+1

16

√

kBT
πm

(r +1)!Q(l) (4.24.2)

Como todas las funciones Ω son proporcionales a√
T es claro que tanto la viscosidad como la conduc-

tividad térmica para este modelo son proporcionales
a T 1−1/2 =

√
T .

Ası́ se tiene que

Q(2) =
2πσ2

3
(4.24.3)

Ω(2,2) = πσ2

√

kBT
πm

(4.24.4)

Por ejemplo, (4.22.19) se reduce a

η =
5

16σ2

√

mkBT
π

(4.24.5)

que es el valor de η al más bajo orden que arroja el
método de Chapman-Enskog.
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4.24.2. Centros puntuales de repulsi ón

Los centros puntuales de repulsión correspon-
den a sistemas descritos por el potencial

V (r) =
(σ

r

)ν
(4.24.6)

La relación entre el ángulo de scattering y el po-
tencial de interacción entre las partı́culas está dado
por (ver por ejemplo Fetter y Walecka),

χ = π −2b
∫ ∞

r0

dr/r2
√

1− (b/r)2−2V(r)/µg2
(4.24.7)

con g la velocidad relativa de las partı́culas, µ la
masa reducida y r0 la distancia de acercamien-
to máximo al centro de fuerzas. Reemplazando
(4.24.6) en (4.24.7) y haciendo el cambio de vari-
ables y = b/r la expresión para el ángulo de scatter-
ing queda

χ = π −2
∫ y0

0

dy
√

1− y2− yν/zν
(4.24.8)

con y0 solución de 1− y2− yν/zν = 0 y z definido por

z =
b
σ

(
µg2

2

)1/ν

(4.24.9)

Las variables g y b aparecen en las expresiones
sólo a través de z, por tanto

Q(l) = 2πσ2
(

2
µg2

)1/ν ∫ ∞

0

(

1−cosl χ(z)
)

zdz

(4.24.10)
y

Ω(l,r) =
1
16

√

kBT
πm

2πσ2
[∫ ∞

0

(

1−cosl χ(z)
)

zdz

]

×
(

2
µ

)2/ν(2kBT
m

)−2/ν

×
∫ ∞

0
e−ĝ2/2ĝ2r+3−2/νdĝ

Por tanto Ω(l,r) ∼ T (ν−4)/ν . Los casos lı́mites son
ν = 4, moléculas de Maxwell. Este caso es de im-
portancia pues para este sistema las ecuaciones
(4.18.10) y (4.18.11) pueden ser resueltas en forma
exacta y los coeficientes de transportes son propor-
cionales a T , y ν → ∞, donde se recupera el caso de
esferas duras.
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Capı́tulo 5

La Ecuaci ón de Enskog

5.25. Sistemas m ás densos

Consideremos un gas de esferas duras de
diámetro σ . En (2.1.10) se dijo que el número es-
perado de choques por unidad de tiempo es

f (~r,~c1,t) f (~r,~c2,t)gbdbdε d3c1 d3c2 d3r (5.25.1)

b k
2

1

g’

gχ

Introduciremos el vector k̂ que apunta en la di-
rección de la lı́nea que va del centro de la esfera 2 a
la esfera 1. Se puede ver que el ángulo que forman
k̂ y la velocidad relativa inicial ~g es

ψ =
1
2

(π − χ) (5.25.2)

donde χ es el ángulo que caracteriza al choque y
que forma ~g y ~g′. Sabemos que la relación entre
σ y el parámetro de impacto b es b = σ sinψ de
donde bdb = σ2sinψ cosψ dψ , pero ~g · k̂ = gcosψ en-
tonces gbdbdε = σ2~g · k̂ sinψ dψ dε. Fijando ~g co-
mo el ‘eje Γ’, ψ y ε juegan el papel de los ángu-
los de coordenadas esféricas y k̂ es la dirección del
‘r̂’correspondiente, es decir,

d2k = sinψ dψ dε
gbdbdε = σ2~g · k̂ d2k

Pero las dos esferas no están en el mismo punto,
como sugiere (5.25.1). Si “1” está en ~r, “2” está en
~r−σ k̂. Para gases en los cuales ρV no es desprecia-
ble la probabilidad de choque aumenta (ver §1.3). En
tales casos Enskog propuso modificar (5.25.1) tanto
tomando en cuenta que la dos distribuciones deben
ser evaluadas en posiciones distintas como usando
un factor χ(~r,t) (aun sin especificar) que modifica el
producto para considerar que existe una correlación
entre las posiciones de las partı́culas que chocan.
La tasa de choques para el cálculo de T− ahora es

χ(~r− σ
2

k̂,t) f (~r,~c1,t) f (~r−σ k̂,~c2,t)σ2~g · k̂ d2k d3c1 d3c2 d3r

(5.25.3)
Nótese que χ es evaluado en el punto de contacto

entre 1 y 2.

Pero por cada choque existe uno inverso (para el
cálculo de T +), para el cual ~c1 y ~c2 son las veloci-
dades finales, las posiciones de 1 y 2 son intercam-
biadas y por tanto k̂ →−k̂ y ~g →−~g. Designando~r la
posición de 2 la tasa se escribe

χ(~r +
σ
2

k̂,t) f (~r,~c′1,t) f (~r +σ k̂,~c2
′,t)σ2~g · k̂ d2k d3c1 d3c2 d3r

(5.25.4)

Se llega entonces a una generalización de la
ecuación de Boltzmann debida a Enskog

D f =

∫ {

χ(~r +
σ
2

k̂,t) f (~r,~c′1,t) f (~r +σ k̂,~c2
′,t)

−χ(~r− σ
2

k̂,t) f (~r,~c1,t) f (~r−σ k̂,~c2,t)
}

×

σ2~g · k̂ d2k d3c2 (5.25.5)

que difiere de la de Boltzmann en el operador coli-
sional de la derecha y que llamaremos JE para dis-
tinguirlo del operador J de Boltzmann.

A continuación se expande la función χ y las
funcciones f del lado derecho en torno a~r (es decir,
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estas funciones y sus gradientes ahora son evalua-
dos en~r ) obteniéndose

JE = J0 + J1+ J2 (5.25.6)

J0 es el operador J de Boltzmann multiplicado por χ ,
J0 = χ J los otros son

J1 = σ2
∫






χ k̂ ·

(
f ′1∇r f ′2 + f1∇r f2

)
+ (5.25.7)

1
2

(
k̂ ·∇rχ

)(
f ′1 f ′2 + f1 f2

)






~g · k̂ d2k d3c2

J2 =
σ3

2

∫






χ k̂k̂ :

(
f ′1∇r∇r f ′2− f1∇r∇r f2

)
+

(
k̂ ·∇rχ

)
k̂ ·
(

f ′1∇r f ′2− f1∇r f2
)
+

1
4

(
k̂k̂ : ∇r∇rχ

)(
f ′1 f ′2− f1 f2

)






×

~g · k̂ d2k d3c2 (5.25.8)

y la ecuación de Enskog entonces es

D f = J0[ f f ]+ J1[ f f ]+ J2[ f f ] (5.25.9)

Si el sistema es uniforme, la distribución f no
depende de la posición y los términos J1 y J2 se
anulan, lo que conduce a una ecuación casi igual
a la de Boltzmann, con la única diferencia que J0

tiene ahora un factor χ . En este caso puede volver a
deducirse el teorema H concluyéndose nuevamente
que en estado de régimen uniforme la distribución
es maxweliana.

5.26. Flujos en sistemas m ás
densos

Se estudiaron flujos a través de un elemento de
superficie d2S en §1.2. En esa ocasión se supuso
que las partı́culas eran puntuales y debido a ello
los flujos eran de naturaleza puramente cinemática.
Ahora, con partı́culas de diámetro σ , se debe agre-
gar flujo debido a los choques que pueden ocurrir

a través de d2S , es decir, choque entre partı́culas
cuyos centros están a distinto lado de d2S .

Sea n̂ la normal a d2S . La condición de que las
partı́culas choquen (se están acercando) es ~g · k̂ >
0. Convencionalmente la partı́cula 1 será la que
está en el lado positivo de d2S , es decir, k̂ · n̂ > 0.
Si ~r es el punto de contacto, los centros de las dos
esferas están en~r± σ

2 k̂.

El número promedio de choques por unidad de
tiempo en torno a ~c1, ~c2 y k̂ es

χ(~r) f1(~r +
σ
2

k̂) f2(~r−
σ
2

k̂)σ3~g · k̂ d2k d3c1 d3c2 k̂ · n̂ d2S

(5.26.1)
donde los subı́ndices en los f indican si el argumen-
to es ~c1 ó ~c2. Cada uno de estos choques provoca
una transferencia (ϕ ′

1−ϕ1) de la cantidad ϕ a través
de d2S , por lo que la transferencia total de esta can-
tidad (debida a choques) por unidad de tiempo y de
área es

σ3χ(~r)
∫

(ϕ ′
1−ϕ1) f1(~r+

σ
2

k̂) f2(~r−
σ
2

k̂)~g · k̂ k̂ · n̂d2k d3c1 d3c2

(5.26.2)
La integración es en el dominio ~g · k̂ > 0 y k̂ · n̂ > 0. El
vector

~Φ = σ3χ(~r)
∫

(ϕ ′
1−ϕ1) f1(~r +

σ
2

k̂) f2(~r−
σ
2

k̂)

~g · k̂ k̂ d2k d3c1 d3c2 (5.26.3)

es el vector de flujo asociado a la transferencia de ϕ
debida a los choques.

Un caso particularmente interesante es aquel en
que la cantidad trasferida es alguno de los invari-
ates aditivos ψ de los choques: ψ1 + ψ2 = ψ ′

1 + ψ ′
2.

En tal caso al vector de flujo colisional se le de-
nominará ~Ψφ y el flujo se puede escribir en forma
algo distinta. Intercámbiese la posición y velocidad
de las dos partı́culas, entonces k̂ → −k̂, ~g → −~g y
ψ ′

1−ψ1 → ψ ′
2−ψ2, que es igual a −(ψ ′

1−ψ1) por lo
que el integrando en (5.26.3) permanece el mismo,
pero la región de integración esta vez es k̂ · n̂ < 0.
Entonces ~Ψφ se puede expresar como la semisuma
de ambas formas,

~Ψφ =
σ3χ(~r)

2

∫

~g·k̂>0
(ψ ′

1−ψ1) f1(~r +
σ
2

k̂) f2(~r−
σ
2

k̂)

×~g · k̂ k̂ d2k d3c1 d3c2 (5.26.4)

El flujo completo es

~Ψ = ~ΨK +~Ψφ (5.26.5)

donde
~ΨK =

∫

ψ f~C d3c (5.26.6)
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Suponiendo que el sistema es tal que las f

varı́an suavemente con respecto a la posición, se
puede expandir en torno a ~r y ~Ψφ toma la forma
aproximada

~Ψφ =
σ2χ

2

∫

(ψ ′
1−ψ1) f1 f2~g · k̂ k̂ d2k d3c1 d3c2

+
σ4χ

4

∫

(ψ ′
1−ψ1)

(

f1 f2 k̂ ·∇r ln
f1
f2

)

×~g · k̂ k̂ d2k d3c1 d3c2 (5.26.7)

Si la cantidad ψ depende de la posición se ha
supuesto que es evaluada en la misma posición ~r
en toda partes.

5.27. Leyes de conservaci ón
macrosc ópicas

Al multiplicar la ecuación de Enskog (5.25.9) por
~ψ e integrar con d3c1 se obtiene

∂t

∫

ψ1 f1d3c1 +∇ ·
∫

~c1 f1 ~ψ1d3c1−

~F · (∇c1
~ψ1) f1d3c1 = I0 + I1 + I2 (5.27.1)

donde

Iα =

∫

~ψ Jα d3c1 (5.27.2)

Es inmediato que I0 = 0 porque, como ya se ex-
plicó al obtener las leyes de balance para sistemas
diluidos, el término colisional no participa a nivel de
la ecuación de Boltzmann.

En el cálculo de I1 la expresión integral tiene ~ψ1,
pero como un choque y el inverso son equivalentes,
se obtiene una integral donde primas y no primas se
intercambian, lo que da una integral igual a la an-
terior pero con signo cambiado y que contiene ~ψ ′

1.
Ahora se tiene una integral con un factor 1

2 (~ψ1−~ψ ′
1),

I1 =
σ3

2

∫
(
~ψ1−~ψ ′

1

)



χ k̂ ·
(

f ′1∇ f ′2 + f1∇ f2
)

+
1
2

(
k̂ ·∇χ

)(
f ′1 f ′2 + f1 f2

)



~g · k̂ d2kd3c1d3c2 (5.27.3)

Cada una de las dos integrales que contienen a los
f ′i es, por la equivalencia entre un choque y su inver-
so, igual a la correspondiente integral con los fi sin

prima, lo que permite reducir la expresión anterior a

I1 = σ3
∫
(
~ψ1−~ψ ′

1

)







χ k̂ · f1∇ f2

+
1
2

(
k̂ ·∇χ

)
f1 f2







~g · k̂ d2kd3c1d3c2 (5.27.4)

Si se intercambia los rótulos 1 y 2, k̂ cambia de
signo, f1 ↔ f2 y (~ψ1−~ψ ′

1) → (~ψ2−~ψ ′
2) = −(~ψ1−~ψ ′

1)
obteniéndose

I1 = σ3
∫
(
~ψ1−~ψ ′

1

)







χ k̂ · f2∇ f1

+
1
2

(
k̂ ·∇χ

)
f1 f2







~g · k̂ d2kd3c1d3c2 (5.27.5)

Combinando las dos últimas expresiones se llega a

I1 =
σ3

2

∫
(
~ψ1−~ψ ′

1

)[
χ k̂ ·∇( f1 f2)

+
(
k̂ ·∇χ

)
f1 f2

]
~g · k̂ d2kd3c1d3c2 (5.27.6)

Dentro del paréntesis cuadrado hay una derivada
total, la que se puede escribir fuera de la integral,

I1 =
σ3

2
∇ ·
(

χ
∫
(
~ψ1−~ψ ′

1

)
f1 f2~g · k̂ d2kd3c1d3c2

)

(5.27.7)

El cálculo de I2 es entéramente análogo aunque
algo más largo. Se obtiene

I2 =
σ4

4
∇ ·
(

χ
∫
(
~ψ1−~ψ ′

1

)
k̂ · f1 f2

∇ ln

(
f1
f2

)

~g · k̂ k̂ d2kd3c1d3c2

)

(5.27.8)

En resumen, el lado derecho de (5.27.1) es de la
forma −∇ ·Ψφ y se tiene

∂t

∫

ψ1 f1 d3c1 + ∇ ·
∫

~c1 f1 ~ψ1d3c1

−~F ·
∫

(∇c1
~ψ1) f1 d3c1 = −∇ ·Ψφ (5.27.9)
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5.28. El método de Chapman-
Enskog sobre la ecuaci ón
de Enskog

La ecuación de Enskog puede abordarse uti-
lizando nuevamente el método de Chapman-Enskog
usando, en particular, una expansión formal de la
distribución donde los parámetros pequeños son los
gradientes, esto es, la desviación del sistema uni-
forme

f = f [0] + ε f [1] + ε2 f [2] + . . . (5.28.1)

La ecuación de Enskog escrita en forma expandi-
da es

ε
(

(D f )(0) + ε(D f )(1) + . . .
)

=
(

J0,0
0 + J1,0

0 + J0,1
0

)

+J0,0
1 + . . .

(5.28.2)

A orden cero se tiene sencillamente

0 = J0,0
0 = χ J[ f [0] f [0]] (5.28.3)

que corresponde a un sistema homogéneo y a
primer orden poniendo f [1] = ζ f [0] se tiene

(D f )(0)

=
(

J1,0
0 + J0,1

0

)

+ J0,0
1

= −χ n2 I[ζ ]+ J1[ f [0] f [0]] (5.28.4)

5.28.1. Aproximaci ón de orden 0

Como se argumentó al final de §5.25, si el sis-
tema es uniforme ni χ ni f dependen de la posición
y el lado derecho de la ecuación de Enskog tiene el
factor colisional de Boltzmann multiplicado por χ y
f [0] es una maxwelliana.

Se calcula P y ~q en esta aproximación. Las
partes cinéticas son las que se obtuvo con la
ecuación de Boltzmann,

P(0)
K = nkBT 1

~qK
(0) = 0 (5.28.5)

Para calcular P(0)
φ se usa (5.26.7) con la distribu-

ción maxwelliana f [0],

P(0)
φ =

mσ3χ
2

∫

(~c1
′−~c1) f [0]

1 f [0]
2 ~g · k̂ k̂ d2k d3c1 d3c2

(5.28.6)

pero como~c1
′ =~c1 +~g · k̂ k̂ entonces

P(0)
φ =

mσ3χ
2

∫

f [0]
1 f [0]

2

(
~g · k̂

)2
k̂ k̂ d2k d3c1 d3c2

(5.28.7)

Para poder continuar primero se debe saber que
∫
(
~g · k̂

)n
d2k =

2π
n +1

gn

∫
(
~g · k̂

)n−1
k̂ d2k =

2π gn−2

n +1
~g (5.28.8)

∫
(
~g · k̂

)n−2
k̂k̂ d2k =

2π gn−4

n2−1

[
(n−2)~g~g+ g21

]

porque ahora (5.28.7) se integra fácilmente sobre
d2k quedando

P(0)
φ =

mσ3χ
2

∫
2π
15

f [0]
1 f [0]

2

(
2~g~g+ g21

)
d3c1 d3c2

(5.28.9)

A continuación se hace el cambio de variables
~c1 = ~G+ 1

2~g y~c2 = ~G− 1
2~g y se escribe explı́citamente

las funciones f [0] quedando

P(0)
φ =

mπσ3χ
15

n2
(

m
2πkBT

)3

IG Ig (5.28.10)

donde

IG =

∫

e−mG2/kBT d3G =

(
π kBT

m

)3/2

Ig =
∫
(
2~g~g+ g21

)
e−mg2/4kBT d3g

= 80π3/2
(

kBT
m

)5/2

1 (5.28.11)

con lo cual se obtiene

P(0)
φ =

2
3

πσ3χn2kBT 1 (5.28.12)

y finalmente

P(0) =

(

1+
2
3

πσ3χn

)

nkBT 1 (5.28.13)

Se deja como ejercicio demostrar que

~qφ
(0) = 0 (5.28.14)

A orden cero la ecuación de estado es

p =
1
3

trP =

(

1+
2
3

π nσ3χ
)

nkBT (5.28.15)

Esta expresión sirve para determinar el valor de χ en
equilibrio midiendo la presión, temperatura y densi-
dad.
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5.28.2. Aproximaci ón de orden 1

En una primera aproximación en la cual el sis-
tema ya no es uniforme la función distribución se
toma como f = f [0] + f [1] y además se usará f [1] =
f [0] ζ donde ζ es lineal en las derivadas de primer
orden de las variables macroscópicas. La ecuación
para ζ se obtiene de (5.28.4). Por tanto ζ satisface
(comparar con (4.18.2))

−n2 χ I[ζ ] = (D f )(0) − J1[ f [0] f [0]] (5.28.16)

donde (D f )(0) está definido en (4.16.18) y el oper-
ador I fue definido por medio de (4.16.24).

De (4.18.6) y reemplazando la forma explı́cita de
f [0]

(D f )(0)

=

{
1
n

D0n
Dt

+

(
mC2

2kBT
− 3

2

)
1
T

D0T
Dt

+~C ·∇ lnn +

(
mC2

2kBT
− 3

2

)

~C ·∇ lnT (5.28.17)

− m
kBT

(

~F − D0~v
Dt

)

·~C +
m

kBT
~C~C : ∇~v

}

f [0]

donde las derivadas D0/Dt se obtienen de la aprox-
imación 0, (comparar con (4.18.7))

D0n
Dt

= −n∇ ·~v

ρ
D0~v
Dt

= ρ~F −∇ ·P(0) (5.28.18)

ρ
D0u
Dt

= −∇ ·~q(0)−P(0) : ∇~v (5.28.19)

pero ~q(0) = 0, u = 3
2m kBT y P(0) está dado por

(5.28.13) lo que permite reducir las ecuaciones an-
teriores a

D0n
Dt

= −n∇ ·~v
D0~v
Dt

= ~F − 1
m

(

1+
2
3

πnσ3χ
)

nkBT

D0T
Dt

= −2
3

(

1+
2
3

πnσ3χ
)

T ∇ ·~v (5.28.20)

La integral J1[ f [0] f [0]] debe ser calculada a partir
(5.25.7),

J1[ f [0] f [0]] (5.28.21)

= σ3
∫ {

χ k̂ ·
(

f [0]
1

′
∇ f [0]

2

′
+ f [0]

1 ∇ f [0]
2

)

+

1
2

(
k̂ ·∇χ

)(

f [0]
1

′
f [0]
2

′
+ f [0]

1 f [0]
2

)}

~g · k̂ d2k d3c2

Pero, debido a que f [0]
1

′
f [0]
2

′
= f [0]

1 f [0]
2 es fácil de-

mostrar que se cumple la identidad

f [0]
1 f [0]

2 ∇ ln
(

f [0]
2 f [0]

2

)

≡ f [0]
1

′
∇ f [0]

2

′
+ f [0]

1 ∇ f [0]
2 (5.28.22)

De esto J1 se escribe

J1 = σ3 f [0]
1

∫

f [0]
2






χ∇ ln

(

f [0]
2 f [0]

2

)

+ ∇χ






· k̂

~g · k̂d2k d3c2 (5.28.23)

Utilizando nuevamente la forma explı́cita de f [0] el
paréntesis de llave en la integral anterior es













= χ










2∇ lnn−3∇ lnT
︸ ︷︷ ︸

1

+
m

2kBT
(C2

2 +C′2
2 )∇ lnT

︸ ︷︷ ︸

2

+

m
kBT

(~C2 +~C2
′) ·∇~v

︸ ︷︷ ︸

3










+ ∇χ
︸︷︷︸

1

(5.28.24)

La contribición a J1 que proviene de los términos 1
es

1 = σ3 f [0]
1

∫

f [0]
2 {χ (2∇ lnn−3∇ lnT )+ ∇χ} · k̂

~g · k̂d2k d3c2

=
2πσ3

3
f [0]
1

∫ {}

·
(

~C2−~C1

)

d3c2

= −2πnσ3

3
f [0]
1 {χ (2∇ lnn−3∇ lnT )+ ∇χ}·~C1

La contribución de los términos 2 es bastante más
larga de calcular. Se debe comenzar por hacer el
reemplazo ~C2

′ = ~C2−~g · k̂ k̂. De esta manera se logra
tener la dependencia explı́cita en k̂ y se puede, en-
tonces, calcular la integral d2k, la que queda expre-
sada en términos de ~g. A continuación en cada uno
de los sumandos de ese resultado se debe reem-
plazar ~g = ~C2 − ~C1 y proceder con la integral d3c2.
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Algo similar se hace con las contribuciones 3 . Pro-
cediendo de esta manera se obtiene

J1[ f [0] f [0]] = −2
3

πnσ3






χ



2~C ·∇ lnn+

(
3mC2

10kBT
− 1

2

)

~C ·∇ lnT

+
2m

5kBT
~C~C : ∇~v+

(
mC2

5kBT −1

)

∇ ·~v





~C ·∇χ






f [0] (5.28.25)

Habiendo ya evaluado todo el lado derecho de
la (5.28.16) esta ecuación puede ser reescrita en la
forma de (4.18.8)

n2I[φ ] = − f [0]

χ







(1+
2
5

πnσ3χ)

(
mC2

2kBT
− 5

2

)

~C ·∇ lnT

+

(

1+
4
15

πnσ3χ
) m

(

~C~C− 1
3C21

)

: ∇~v

kBT







que difiere de la que se obtuvo en el caso diluido tan
solo en

∇ lnT → (1+
2
5

πnσ3χ)∇ lnT

∇~v → (1+
4
15

πnσ3χ)
∇~v
χ

(5.28.26)

por tanto su solución puede ser escrita en términos
de la función vectorial ~A y de la función tensorial B
de la §4.18, (4.18.8)

ζ = − 1
nχ

{

(1+
2
5

πnσ3χ)~A ·∇ lnT

+(1+
4
15

πnσ3χ)B : ∇~v

}

(5.28.27)

Ahora se debe calcular los coeficientes de trans-
porte hasta este orden de aproximación. Se comien-
za por calcular los flujos completos a partir de
(5.26.6) y (5.26.7). Como función distribución se
debe usar f = (1+ ζ ) f [0] usando la expresión para
ζ recién obtenida.

Las expresiones que resultan para las compo-
nentes cinéticas de los flujos son las del caso dilu-
ido (§4.18 y siguientes) multiplicadas por los fac-
tores correctivos que corresponde y que aparecen
en (5.28.27), esto es,

P(1)
K = − 2

χ

(

1+
4
15

πnσ3χ
)

η(0) S

~q(1)
K = − 1

χ

(

1+
2
5

πnσ3χ
)

λ (0) ∇T(5.28.28)

donde η(0) y k(0) son los coeficientes de viscosi-
dad y conductividad térmica del gas que surgen
de la ecuación de Boltzmann, η(0) = 1

10kBT [B,B] y
k(0) = 1

3kB[A,A].

Es largo obtener las contribuciones colisionales
a partir de (5.26.7). A continuación se resume los
resultados finales. Definiendo

κ =
4
9

n2σ4χ
√

πmkBT (5.28.29)

los flujos totales que se obtiene son

P = (p−κ∇ · v)1−

−2

[

1
χ

(

1+
4
15

πnσ3
)2

η(0)+
3
5

κ

]

S

~q = −
[

1
χ

(

1+
4
5

πnσ3χ
)2

k(0) + cvκ

]

∇T

De aquı́ se puede identificar la viscosidad de
corte y la conductividad térmica,

η =
1
χ

(

1+
4
15

πnσ3χ
)2

η(0) +
3
5

κ

(5.28.30)

k =
1
χ

(

1+
2
15

πnσ3χ
)2

k(0) + cvκ

Puesto que se está considerando tan solo un gas
de esferas duras, se tiene valores explı́citos

η(0) = 1,0160
5

16σ2

(
mkBT

π

) 1
2

(5.28.31)

k(0) = 2,522cv η(0) (5.28.32)

donde

κ = 1,002

(
2
3

π nσ3
)2

χ η(0) (5.28.33)

cvκ =
1,002
2,522

(
2
3

π nσ3
)2

χ k(0) (5.28.34)
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Compare (5.28.31) con (4.24.5).

La teorı́a de Enskog entonces predice que los co-
eficientes de viscosidad y conductividad son los que
se obtiene a densidades bajas corregidos por cier-
tos factores multiplicativos,

η =
1
χ

[

1+
4(bρ χ)

5
+0,7614(bρ χ)2

]

η(0)

k =
1
χ

[

1+
6(bρ χ)

5
+0,7574(bρ χ)2

]

k(0)

bρ ≡ 2
3

π nσ3 (5.28.35)

La cantidad bρ se la conoce como covolumen de las
moléculas.

Estos resultados se aplican a gases reales aju-
stando los valores de χ y b. La expresión (5.28.15)
para la presión hidrostática nos da un método para

evaluar χ . De termodinámica en equilibrio se sabe
que para un gas de esferas duras los coeficientes
viriales no dependen de T y la ecuación de estado
es

p/nkBT = 1+bρ +0,6250(bρ)2+0,2869(bρ)3+0,115(bρ)4+. . .
(5.28.36)

por otro lado, de teorı́a cinética, (5.28.15) dice que

p/nkBT = 1+ bρχ (5.28.37)

de donde se obtiene una expresión virial para χ ,

χ = 1+0,6250bρ +0,2869(bρ)2+0,115(bρ)3+ . . .
(5.28.38)

Las predicciones para gases nobles que de
aquı́ resultan son razonablemente buenas hasta
bρ ≈ 0,6. Para gases como H2 o N2 los resultados
no son tan buenos.
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Capı́tulo 6

Gases Enrarecidos

Diseñada por R. Soto

6.29. Divagaciones sobre la ley
de Liouville y colisiones
inversas

En §2.1 se discutió la Ley de Liouville en el caso
de la ecuación de Boltzmann. En esa deducción se
usó extensivamente el hecho que los choques fue-
sen binarios y que conservara energı́a cinética. En
este caso estudiaremos cuáles son las condiciones
suficientes para que se cumpla la ley de Liouville, y
cómo se define sin ambigüedad el choque inverso.

Primero recordemos qué se entiende por choque
inverso. Si en la colisión directa chocan dos partı́cu-
las con velocidades iniciales ~c1 y ~c2 en una ge-
ometrı́a dada, la colisión inversa es aquella que,
dadas algunas condiciones iniciales, el estado fi-
nal tiene las velocidades ~c1 y ~c2. No es necesaria-
mente cierto que exista una única solución al prob-
lema anterior, pero acá se presentará la solución
que es comunmente entendida como colisión inver-
sa. La condición extra que se exige es que el es-
tado configuracional final de la colisión inversa sea
“parecido” al estado configuracional inicial (por ej.
mismo parámetro de impacto). Lo anterior se con-
sigue tomando como condición inicial de la colisión
inversa a la configuración correspondiente a aplicar
los operadores de inversión de paridad y temporal al
estado final de la colisión directa.

En efecto, sea Ψ el estado inicial de la colisión
directa, y sea Ψ′ el estado final luego de evolucionar
un tiempo t. Afirmamos que el estado inicial de la

colisión inversa Ψ′′ está dado por:

Ψ′′ = T PΨ′ (6.29.1)

donde T es el operador de inversión temporal, y P el
operador de inversión espacial. Esta operación con-
junta de T y P equivale a cambiar el signo de las
posiciones, y conservar las velocidades.

En términos del operador de evolución temporal
eL t , definido en §3.11, se tiene que Ψ′′ se puede es-
cribir como:

Ψ′′ = T PeL tΨ (6.29.2)

Afirmamos que al hacer evolucionar el estado
Ψ′′ un tiempo t se obtiene el estado T PΨ, que es
efectivamente un estado que tiene las mismas ve-
locidades que el estado inicial, y una configuración
espacial parecida (cambia el signo de las posi-
ciones). Es decir, afirmamos que para cualquier Ψ
se cumple:

eL tT PeL tΨ = T PΨ (6.29.3)

La propiedad (6.29.3) se demuestra fácilmente
recordando las siguiente propiedades de T y P:

PP = 1

T T = 1

T P = PT (6.29.4)

Consideremos la siguiente expresión:

T PeL tTPeL tΨ (6.29.5)

Si el hamiltoniano del sistema es autónomo (no
depende del tiempo) y simétrico en coordenadas,
entonces

T PeL t = e−L tT P (6.29.6)
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Reemplazando (6.29.6) en (6.29.5) y usando las
propiedades (6.29.4) se cumple que:

T PeL tT PeL tΨ = e−L teL tΨ (6.29.7)

= Ψ (6.29.8)

Si la expresión anterior se multiplica por T P y se us-
an las propiedades (6.29.4) se llega directamente a
demostrar (6.29.3).

Esto prueba que para todo sistema que tenga
un Liouvilliano independiente del tiempo y simétri-
co en posiciones (basta con que exista Hamiltoni-
ano autónomo con potenciales simétricos), existe
la colisión inversa cuya condición inicial está dada
por (6.29.1).

Ahora estamos en condiciones de demostrar di-
rectamente la ley de Liouville. En efecto, si los es-
tados microscópicos se escriben en coordenadas
canónicas conjugadas, se satisface inmediatamente
que:

dΨ′′ = dΨ Ley de Liouville (6.29.9)

esto es ası́ porque los jacobianos de los operadores
T y P son unitarios, y se sabe, por el Teorema
de Liouville, que el operador de evolución temporal
preserva el volumen del espacio de fases.

De aquı́ que cualquier sistema que tenga un
Liouvilliano independiente del tiempo y simétrico
en posiciones cumple una ley de Liouville, siem-
pre que los estados se escriban en coordenadas
canónicas conjugadas. Hay que notar que nunca se
limitó el número de partı́culas involucradas en esta
demostración.

Por ejemplo, en un choque binario, si se consid-
era las variables conjugadas ~r1, ~c1, ~r2 y ~c2, se debe
cumplir que:

d~r1
′ d~c1

′ d~r2
′ d~c2

′ = d~r1 d~c1 d~r2 d~c2 (6.29.10)

El operador de paridad que aplicamos en este caso
es con respecto a la partı́cula 1, entonces d~r1

′ = d~r1.

Para que ocurra la colisión en un tiempo dt, el
volumen que puede ocupar la partı́cula 2 está dado
por d~r = gdt bdbdε, y de forma similar para la col-
isión inversa. Entonces,

g′ dt b′ db′ dε ′ d~c1
′ d~c2

′ = gdt bdbdε d~c1 d~c2 (6.29.11)

Si la colisión es elástica g′ = g, además por conser-
vación del momentum angular b′ = b y ε ′ = ε +π (es-
to porque el estado de colisión inversa es la apli-
cación de paridad sobre el estado final de la col-
isión), luego

d~c1
′ d~c2

′ = d~c1 d~c2 (6.29.12)

que llamaremos Ley de Liouville de colisiones bina-
rias.

6.30. Introducci ón a gases en-
rarecidos

En §1.3 se vio que la ecuación de Boltzmann es
válida a bajas densidades donde las correlaciones
entre partı́culas se hacen despreciables. Sin embar-
go, cuando se busca soluciones a esta ecuación se
recurrió al método de Chapman-Enskog, el cual co-
mo se verá inmediatamente, no es válido para den-
sidades muy bajas. En efecto, en §4.16 se adimen-
sionalizó la ecuación de Boltzmann, apareciendo
naturalmente un parámetro adimensional (el número
de Knudsen Kn):

KnD̂ f̂ = Ĵ (6.30.1)

con

Kn =
ℓ

d
(6.30.2)

donde ℓ es el camino libre medio y d es alguna dis-
tancia macroscópica donde varie la función distribu-
ción.

El método de Chapman-Ensokog se basa en que
Kn≪ 1, si el sistema es infinito d sólo puede estar da-
do por la distancia caracterı́stica en que varı́an las
magnitudes macroscópicas (d ∼ β/∇β ), luego bas-
ta que el sistema tenga gradientes pequeños para
garantizar que Kn ≪ 1.

Sin embargo, como el camino libre medio es
inversamente proporcional a la densidad, para
cualquier gradiente (sin importar qué tan pequño
sea) existe una densidad bajo la cual el número
de Knudsen ya no es pequeño. Luego, el método
de Chapman-Enskog para la ecuación de Boltmann
tiene un rango de validez limitado, la densidad no
puede ser muy alta para que la ecuación de Boltz-
mann sea válida y no puede ser muy baja para que
el número de Knudsen sea pequeño.

Luego, bajo el tı́tulo de gases enrarecidos, se
entiende que se trata de gases para los cuales la
ecuación de Boltzmann es válida, pero el método
de Chapman-Enskog no. Además vamos a eliminar
de esta clasificación a los llamados flujos molecu-
lares en los cuales el camino libre medio es del or-
den del tamaño del sistema, donde la evolución del
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gas está dada por las colisiones con las paredes y
no por las colisiones entre las partı́culas.

Un sistema puede tener un número de Knuden
grande de dos formas:

Si los gradientes son grandes. En este caso la
distancia macroscópica está dada por los gra-
dientes, y Kn = ℓ∇β/β .

Si el sistema es finito y lo estudiamos cer-
ca de las paredes. En este caso la distancia
macroscópica importante es la distancia del
punto de observación a la pared y, entonces, el
número de Knudsen es apreciable en la fran-
ja que está a distancias del orden del camino
libre medio de la pared.

El primer caso es muy complicado de analizar
porque es muy importante la estructura no lineal del
operador colisional J, y no se puede hacer una ex-
pansión perturbativa.

El segundo caso es más abordable si se consid-
eran casos en los que en el volumen del sistema
existen gradientes no muy grandes, de tal forma que
el método de Chapman-Enskog sea aplicable en el
interior y por tanto las ecuaciones de Navier-Stokes
son aplicables también, pero en los bordes no val-
ga el método. En estas condiciones es posible lin-
ealizar la ecuación de Boltzmann ya que el sistema
está cerca del equilibrio termodinámico.

Entonces, el objetivo del estudio de gases en-
rarecidos será obtener las condiciones de borde
hidrodinámicas para un sistema en el que se sabe
que vale la ecuaciones de Navier-Stokes en el inte-
rior. Con este objetivo primero se necesita conocer
cuáles son la condiciones de borde de la ecuación
de Boltzmann.

6.31. Condiciones de borde en
la ecuaci ón de Boltzmann

Las condiciones de borde de la ecuación de
Bolzmann se pueden entender en base a la interac-
ción de las partı́culas con la pared. Pero dado que
es muy complicado tener una descripción completa
de la dinámica de la pared, se optará por dar una
descripción probabilı́stica de la interacción de las
partı́culas con ésta, que estará parametrizada por

algunas propiedades macroscópicas (por ejemplo la
temperatura).

Para modelar la forma de las condiciones de bor-
de, definamos el siguiente objeto: sea

R(~c ′,~c;~r,t;τ)d3c′d3cdτ

la densidad de probabilidad que una partı́cula con
velocidad entre~c ′ y~c ′ +d3c′ que choca con la pared
en el punto~r en el instante t, emerja de la pared con
una velocidad entre ~c y ~c + d3c después de un tiem-
po de captura (adsorción) entre τ y τ + dτ. Supon-
dremos que no existen partı́culas que se queden
adsorvidas indefinidamente en la pared, esto es, la
probabilidad de tener un tiempo de adsorción infinito
es nula.

Consideremos un elemento dS de área en la
pared ubicada en el punto ~r, y con normal n̂ apun-
tando hacia el interior del sistema. El número de
partı́culas que emerge de la pared con velocidad en-
tre ~c y ~c + d3c del elemento de área entre t y t + dt
es:

dNout = f (~r,~c,t) |~c · n̂|dt dS d3c (6.31.1)

y el número de partı́culas que incide sobre la pared
con velocidad entre~c ′ y~c ′+d3c′ entre t−τ y t−τ +dt
es:

dNin = f (~r,~c ′,t − τ)
∣
∣~c ′ · n̂

∣
∣dt dS d3c′ (6.31.2)

De la definición del factor de reflexión R() se
tiene directamente que si se multiplica dNin por
R(~c ′,~c;~r,t;τ)d3c y se integra sobre d3c′ y dτ se ob-
tiene dNout . Simplificando los diferenciales comunes
se obtiene:

f (~r,~c,t) |~c · n̂| =

∫

~c ′·n̂<0
R(~c ′,~c;~r,t;τ) f (~r,~c ′,t − τ)

×
∣
∣~c ′ · n̂

∣
∣dτd3c′ ~c · n̂ > 0(6.31.3)

Esta es la expresión de la condición de borde en
la ecuación de Boltzmann: hay que indicar la forma
que tiene la distribución saliente en función de la in-
cidente. Si la densidad es baja, o el tiempo de ad-
sorción medio es bajo, entonces las distribuciones
de probabilidad con que cada partı́cula es reemitida
de la pared es independiente de las otras partı́cu-
las, lo que equivale a decir que R() no depende de
la función distribución de velocidades.

Dado que es muy dificil encontrar una expresión
exacta para el kernel R(), se propondrán diversos
modelos para éste. Para eso primero estudiaremos
las propiedades mı́nimas que debe cumplir:
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6.32. Propiedades del factor de
reflexi ón

R() ≥ 0. Por ser una distribución de probabili-
dad tiene que ser definida positiva.
∫

R(~c ′,~c;~r,t;τ)dτd3c = 1. La normalización de R
es tal que para cualquier estado inicial la prob-
abilidad que tome algún estado final es 1.

Balance detallado. Si el sistema está en equi-
librio y existe simetrı́a de paridad, el número de
transiciones~c ′ →~c debe ser igual al número de
transiciones −~c →−~c ′. Esto es,

R(~c ′,~c;~r,t;τ) fM(~r,~c ′)
∣
∣~c ′ · n̂

∣
∣

= R(−~c,−~c ′;~r,t;τ) fM(~r,~c) |~c · n̂|(6.32.1)

donde fM es la distribución de Maxwell y se ha
usado que ésta no depende del tiempo y que
es simétrica en velocidades.

Preservación de una distribución de equilibrio.
Al integrar la ecuación anterior con respecto a
~c ′ y τ, y usando la normalización de R, se ob-
tiene:

R(~c ′,~c;~r,t;τ) fM(~r,~c ′)
∣
∣~c ′ · n̂

∣
∣= |~c · n̂| fM(~r,~c)

(6.32.2)
Esto es, si la distribución incidente es
maxwelliana, la distribución que sale también
lo es. Esto no implica que la pared tienda a
producir distribuciones de Maxwell, sólo las
mantiene.

6.33. Modelos sencillos del fac-
tor de reflexi ón

En esta sección presentaremos los dos modelos
más sencillos que se pueden dar para el kernel que
cumplan con las propiedades anteriores:

PARED TOTALMENTE TERMALIZANTE . La pared ter-
malizante es aquella que, sin importar cuál sea
la distribución incidente, la distribución emergente
es una maxwelliana a la temperatura de la pared.
Además se supone que el tiempo de adsorción es
nulo. Usando la ecuación (6.31.3) se tiene:

fM(~r,~c,t) |~c · n̂| =
∫

R(~c ′,~c;~r,t;τ) f (~r,~c ′,t − τ)

×
∣
∣~c ′ · n̂

∣
∣dτd3c′ (6.33.1)

Para que el tiempo de adsorción sea nulo basta
con tomar R(~c ′,~c;~r,t;τ) = R̂(~c ′,~c;~r,t)δ (τ). Además,
como la velocidad de salida de la partı́cula es inde-
pendiente de la velocidad incidente, R() no depende
de~c ′ y, entonces, puede salir de la integral:

fM(~r,~c,t) |~c · n̂| = R̂(~c ′,~c;~r,t)Jin (6.33.2)

donde Jin es el flujo de número incidente. De la
ecuación anterior se puede despejar R(). Si el gas
cerca de la pared está en equilibrio con ésta, se
puede calcular Jin y, entonces, se puede obtener una
expresión simplificada para R():

Rterma(~c
′,~c;~r,t;τ) =







•v−1
in

(
m

2πT

)3/2
e−mc2/2T

×|~c · n̂|δ (τ)
(en general)

• m2

2πT2 e−mc2/2T |~c · n̂|δ (τ)

(si el gas está termalizado)
(6.33.3)

donde T es la temperatura de la pared y vin es la
velocidad normal promedio de las partı́culas que
chocan con la pared.

PARED ELÁSTICA. La pared elástica es aquella en
que la partı́cula que choca con la pared es reemiti-
da instantáneamente conservando energı́a cinética
y momentum tangencial. En ese caso la velocidad
final está determinada absolutamente por la veloci-
dad inicial ~c =~c ′−2|~c ′ · n̂| n̂. Luego, el kernel es:

Rel′astico(~c
′,~c;~r,t;τ) = δ (~c−~c ′ +2

∣
∣~c ′ · n̂

∣
∣ n̂)δ (τ)

(6.33.4)

6.34. Ecuaci ón de Boltzmann li-
nealizada y modelo BGK

Como dijimos anteriormente, nuestro objeti-
vo será encontrar las condiciones de borde
hidrodinámicas en un sistema en que en el interi-
or valen las ecuaciones de Navier-Stokes. Debido a
esto es válido linealizar la ecuación de Boltzmann.

La linealización que vamos a llevar a cabo es
distinta a que se hizo en el método de Chapman-
Enskog en el sentido que en este caso la función
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distribución de equilibrio será una maxwelliana glob-
al (en vez de local), con una temperatura igual a la
de la pared. Es decir,

f (~r,~c) = fM(~c;n0,T0, ~v0 = 0)(1+ ζ (~r,~c)) (6.34.1)

Al reemplazar esta solución en la ecuación de
Boltzmann, y guardando términos lineales en ζ que-
da:

∂ζ
∂ t

+~c ·∇ζ = (J[ fM , fMζ ]+ J[ fMζ , fM ])/ fM

= −n2I[ζ ]/ fM (6.34.2)

Como vimos en el capı́tulo del método de
Chapman-Enskog, la solución de la ecuación inte-
gral necesita conocer la sección eficaz diferencial
del potencial entre partı́culas. Ya que sólo nos intere-
sa encontrar la forma general que tienen las condi-
ciones de borde para gases enrarecidos, y además
porque estos fenómenos no dependen tanto de la
forma del potencial, vamos a tomar un modelo sim-
plificado de operador colisional. El modelo escogido
es el modelo BGK (Bhatnagar, Gross y Krook). El
término colisional de BGK es:

JBGK [ f ] = νn( fM [ f ]− f ) (6.34.3)

donde n es la densidad del gas y ν es la frecuen-
cia de colisiones que se supone independiente de la
temperatura.

Este modelo presenta la caracteristica más im-
portante del término colisional, que es la tendencia
del sistema a llegar a una distribución maxwelliana,
y que la rapidez con que se acerca a ésta esta dada
por la taza de colisiones en el sistema. Este mod-
elo, que ingenuamente parece muy simple, es alta-
mente no lineal porque la expresión fM [ f ] significa
una distribución maxwelliana donde los parámetros
de densidad, velocidad hidrodinámica y temperatura
se calculan a partir de f .

Si linealizamos este término colisional en torno a
una maxwelliana global con velocidad hidrodinámi-
ca nula, y hacemos un cambio de variables a ve-
locidades adimensionales ~C =

√

m/2T~c llegamos al
modelo BGK lineal:

(JBGK [ fM , fMζ ]+ JBGK [ fMζ , fM ])/ fM

= −ν̂ζ +

∫

K( ~C , ~C ′)ζ ( ~C ′)d3C (6.34.4)

con

K( ~C , ~C ′)

= π−3/2ν̂e−
~C ′2 [

1+2 ~C · ~C ′ +2/3( ~C 2−3/2)( ~C ′2−3/2)
]

ν̂ =
√

m/2Tν = 1/ℓ (6.34.5)

con ℓ igual al camino libre medio del gas.

Este modelo también se puede obtener si se es-
tudia el caso de las moléculas maxwellianas (ver
§4.24.2). En ese caso se pueden obtener en forma
exacta las autofunciones del operador de Boltzmann
linealizado, entonces si se expande este operador
en esa base y se trunca la serie se obtiene el mode-
lo lineal de BGK. El truncamiento de la serie se hace
con tal de guardar el mı́nimo de términos pero que,
a la vez, se garantice que se anule al actuar sobre
los invariantes colisionales.

Luego, la ecuación de Boltzmann linealizada con
el modelo BGK es:

∂ζ ( ~C )

∂ t
+ ~C ·∇ζ ( ~C )=−ν̂ζ ( ~C )+

∫

K( ~C , ~C ′)ζ ( ~C ′)d3C ′

(6.34.6)

6.35. Ejemplo: deslizamiento
por flujo

En esta sección veremos un ejemplo tı́pico del
cálculo de condiciones de borde hidrodinámicas a
partir de la ecuación de Boltzmann.

Consideremos un gas viscoso en un canal en el
que uno de los bordes se mueve paralelo al otro con
una velocidad relativa v0. En este flujo de Couette
se crea un gradiente de velocidad en la dirección
perpendicular al flujo. Si se usa la hidrodinámica de
Navier-Stokes este gradiente es lineal y las condi-
ciones de borde usuales para este problema con-
siste en imponer que la velocidad hidrodinámica en
las paredes es igual a la velocidad de las paredes.

En este caso deduciremos cuál es la condición
de borde real para este flujo y veremos que, para el
caso de gases enrarecidos, el gas desliza con re-
specto a la pared con lo que el gradiente real del
sistema es menor.

Para resolver la condición de borde vamos a con-
siderar que el gradiente de velocidad no es muy
grande por lo que vale la hidrodinámica de Navier-
Stokes en el interior. Además es válido linealizar la
ecuación de Boltzmann. La linealización se hace, a
diferencia que en el método de Chapman-Enskog,
en torno a una maxwelliana global y por tanto se per-
mite que la corrección ζ aporte a los momentos. El
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modelo de kernel de linealización será el BGK y se
considerará que las paredes son totalmente térmi-
cas.

Dada la simetrı́a del problema, podemos estudiar
la condición de borde en cualquiera de las dos pare-
des. Por simplicidad estudiemos al gas cerca de la
pared quieta. Luego, la distribución de orden cero
se tomará como una maxwelliana a la temperatura
de la pared y con velocidad hidrodinámica nula y la
velocidad hidrodinámica del gas vendrá sólo de ζ .

La ecuación que describe al gas es la ecuación
linalizada de Boltzmann con kernel BGK:

∂ζ ( ~C )

∂ t
+ ~C ·∇ζ ( ~C ) = −ν̂ζ ( ~C )+

∫

π−3/2ν̂e−
~C ′2 ×

[

1+2 ~C · ~C ′ +2/3( ~C 2−3/2)( ~C ′2−3/2)
]

ζ ( ~C ′)d3C ′(6.35.1)

Esta ecuación se puede simplificar si notamos
que el primer y tercer término de la integral cor-
responden a las correcciones de densidad y tem-
peratura debido a ζ ; la geometria del sistema hace
que la densidad y temperatura sean homogéneas y
luego esos términos son nulos, también el segundo
término de la integral corresponde a la corrección a
la velocidad hidrodinámica, la cual es sólo según la
dirección del flujo. Si escogemos la geometrı́a de tal
forma que el eje x vaya en la dirección creciente del
gradiente y z en la dirección del flujo se tiene:

Cx
∂ζ (x, ~C )

∂x
= −ν̂ζ (x, ~C )+2π−3/2ν̂ ×
∫

e−
~C ′2

CzC
′
z ζ (x, ~C ′)d3C ′ (6.35.2)

Z

X

x

vo

La lı́nea diagonal

representa el perfil de velocidad visto a gran escala

Las condiciones de borde para ζ son: la dis-
tribución de velocidad saliente de la pared debe
ser maxwelliana y lejos de la pared la solución
debe ser hidrodinámica. La primera condición se im-
pone fácilmente dada la forma de la función distribu-
ción (6.34.1), basta con exigir que ζ sea nula si las
velocidades son salientes. La segunda condición ex-
ige que la velocidad hidrodinámica lejos de la pared
crezca linealmente con la distancia. Conociendo la
forma que deben tener los momentos, se puede con-
struir una función distribución con el método de Grad
(la solución polinómica más sencillo que reproduzca
los momentos). En resumen las condiciones de bor-
de para ζ (x, ~C ) son:

ζ (0, ~C ) = 0 si Cx > 0 (6.35.3)

ζ (x ∼ ∞, ~C ) ∼ ∇v

√

2m
T

xCz (6.35.4)

La expresión x ∼ ∞ quiere decir x ≫ ℓ de tal for-
ma que valga Chapman-Enskog, pero x∇v/vth ≪ 1
para que todavı́a sea válida la aproximación lineal
de la ecuación de Boltzmann. Combinando estas ex-
presiones, la condición de borde anterior sólo tiene
sentido si ℓ∇v/vth ≪ 1.

Esta ecuación integral se puede resolver
definiendo la siguiente función:

g(x,Cx) =
∫

dCydCze
−C 2

y +C 2
z Czζ (x, ~C ) (6.35.5)

si la ecuación (6.35.2) se multiplica por Cze
−C 2

y +C 2
z

y se integra respecto a Cy y Cz, entonces se ob-
tiene una ecuación cerrada para g(x,Cx). Lo mismo
sucede con las condiciones de borde. Si, además,
se hace el cambio de variable x → x̄ = ν̂x se tiene:

Cx
∂g(x̄,Cx)

∂ x̄
= −g(x̄,Cx)+ π−1/2

∫

e−C ′2
x g(x̄,C ′

x)dC ′
x

(6.35.6)
con

g(0,Cx) = 0 si Cx > 0 (6.35.7)

g(x̄ ∼ ∞,Cx) ∼ β x̄ (6.35.8)

β =
π∇v
2ν̂

√

2m
T

(6.35.9)

La ecuación (6.35.6) es lineal en g y por la de-
pendencia que tiene en x̄ se propone una solución
en separación de variables del tipo:

g(x̄,Cx) = e−x̄/λ gλ (Cx) (6.35.10)
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Sustituyendo en (6.35.6) se obtiene la siguiente

ecuación para gλ .

(λ −Cx)gλ (Cx) = λ π−1/2
∫

e−C ′2
x gλ (C ′

x)dC ′
x

(6.35.11)

Como esta es una ecuación de valores propios
homogenea se puede escoger cualquier normal-
ización para gλ . Se escoge por simplicidad

∫

e−C ′2
x gλ (C ′

x)dC ′
x =

√
π (6.35.12)

y, luego, la solución para gλ es:

gλ (Cx) =
λ

λ −Cx
+ p(λ )δ (Cx −λ ) (6.35.13)

Para que la anterior sea solución a la ecuación,
se sebe imponer la normalización (6.35.12). Si λ es
real, la normalización se lee

∫ λ
λ −Cx

e−C 2
x dCx + p(λ )e−λ 2

=
√

π (6.35.14)

de donde se puede despejar p(λ ) para cualquier val-
or de λ . Si λ es complejo, en la integral de la normal-
ización no aporta la delta de Dirac y se tiene

∫ λ
λ −Cx

e−C 2
x dCx =

√
π (6.35.15)

que tiene como única solución λ infinito complejo.
Se puede demostrar, o simplemente se puede ver-
ificar, que las dos soluciones reales linealmente in-
dependientes asociadas al autovalor infinito son:

g+(x̄,Cx) = 1 (6.35.16)

g−(x̄,Cx) = x̄−Cx (6.35.17)

Luego, la solución más general para g(x̄,Cx) es
una superposición de las autofunciones de valores
propios reales y las dos autofunciones de valores
propios infinto. Esto es,

g(x̄,Cx) = a+ + a−(x̄−Cx)+
∫ ∞

−∞
A(λ )gλ (Cx)e

−x̄/λ dλ
(6.35.18)

Los valores de los coeficientes a+,a− y A(λ ) se
determinan de las condiciones de borde. Primero
impongamos la condición en x̄ ∼ ∞:

g(x̄,Cx) = a+ + a−(x̄−Cx) (6.35.19)

+

∫ ∞

−∞
A(λ )gλ (Cx)e

−x̄/λ dλ

x̄∼∞∼ β x̄ (6.35.20)

Esto implica que:

a− = β (6.35.21)

A(λ ) = 0 si λ < 0 (6.35.22)

La condición de borde en la pared es

a+−βCx +

∫ ∞

0
A(λ )gλ (Cx)dλ = 0 si Cx > 0

(6.35.23)
donde se han usado los resultados de la otra condi-
ción de borde. Esta ecuación permite determinar
a+ y A(λ ). Para resolverla notamos que es una
ecuación lineal en las incógnitas e inhomogenea.
La ecuación homogenea tiene solución nula porque
las autofunciones gλ son base, luego las incógnitas
tienen que ser proporcionales a β . Es decir,

a+ = â+β (6.35.24)

A(λ ) = Â(λ )β (6.35.25)

donde â+ y Â(λ ) son soluciones de la ecuación pu-
ramente numérica

â+−Cx +

∫ ∞

0
Â(λ )gλ (Cx)dλ = 0 si Cx > 0

(6.35.26)

Esta ecuación se puede resolver numéricamente
entregando

â+ = 1,0161 (6.35.27)

Â(λ ) ≪ â+ (6.35.28)

Entonces, la función g(x̄,Cx) es:

g(x̄,Cx) = (1,0161+ x̄−Cx)β (6.35.29)

Ahora estamos en condiciones de calcular la ve-
locidad hidrodinámica cerca de la pared. La veloci-
dad vz(x) está dada por:

vz(x) =
1
n

∫

fM(~c)ζ (x,~c)czd~c (6.35.30)

Cambiando de variables a velocidades adimen-
sionales y usando la definición de g(x, ~C ), se tiene:

vz(x) =

√

2T
mπ3

∫

e−C 2
x g(x,Cx)dCx (6.35.31)

Reemplazando la solución (6.35.29) y en valor
de β y ν̂ en (6.35.9) y (6.34.5) se obtiene:

vz(x) = ∇v(1,0161ℓ+ x) (6.35.32)
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Luego, la condición de borde hidrodinámica es:

vz(0) = 1,0161ℓ
∂vz

∂x
(6.35.33)

Es decir, el gas desliza en la pared con una ve-
locidad proporcional al gradiente de velocidad y al
camino libre medio. Este gradiente es el que se gen-
era en el sistema lejos de la pared, en forma au-

toconsistente con las condiciones de borde y no
es el gradiente impuesto. El gradiente resultante
será siempre menor al gradiente impuesto.

La condición de borde general para cualquier ve-
locidad de la pared v0 es:

vz(0) = v0 +1,0161ℓ ∇vz · n̂|x≫ℓ (6.35.34)
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Capı́tulo 7

La Distribuci ón de Grad

Con la colaboración de D. Risso

7.45. La distribuci ón en 3D de 13
momentos

A continuación se presenta el método de mo-
mentos de Grad para aproximar la función distribu-
ción. La idea es definir una distorsión de la distribu-
ción Maxwelliana fM(~C ) usando polinomios Hk(~C)
ortogonales en el sentido que las integrales

∫

Hk(~C )Hk′(~C ) fM(~C )d3C (7.45.1)

se anulan salvo que k = k′. Con estos polinomios se
define una función

Φ = ∑Hk(~C )Rk (7.45.2)

de modo que la distribución deformada es

fG(~C ) = Φ(~C ) fM(~C ) (7.45.3)

El método serı́a exacto si la suma se extendiera so-
bre infinitos momentos, pero el método se describe
tomando en cuenta tan solo los primeros 13 momen-
tos.

Los polinomios que se usan (el conjunto no es
único) son

H0 = 1
H1i = Ci

H2i j = CiC j +

(
T
m
− 2

3
C2
)

δi j

H3i =

(

C2− 5T
m

)

Ci

(7.45.4)

Está H0, más 3 polinomios H1, más 6 polinomios H2

y más 3 polinomios H3, total 13.

Los coeficientes Rk se definen de modo que
∫

fG d3C = n (7.45.5)

y los promedios

〈A〉G ≡ 1
n

∫

A fG d3C (7.45.6)

sean los correctos:

G 〈G〉
1 1
~C 0

mC2 3T
mnCiC j nT δi j + pi j

mnC2~C 2~q

que son 13 condiciones.

De esta manera se obtiene que

Φ = 1+
m

2nT 2 CiC j pi j +
m

nT 2

( m
5T

C2−1
)

~C ·~q
(7.45.7)

7.46. Ecuaciones de balance

Puesto que fG es una solución de la ecuación de
Boltzmann, las ecuaciones de balance asociadas a
invariantes aditivos son las mismas vistas en §2.4.

Pero ahora que se ha incorporado a la fun-
ción distribución los momentos superiores pi j y qi

interesa también estudiar ecuaciones de balance
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asociadas a estas cantidades. Para poder estudi-
ar tal balance se debe comenzar por una ecuación
de balance genérica semejante a (2.4.4) solo que
con un lado derecho no nulo ya que no se traba-
jará con invariantes aditivos. En lo que sigue se tra-
bajará solo el caso de esferas duras aun cuando
Grad desarrolló lo que sigue para potenciales cen-
trales cualquiera

∂t(nϕ)−n∂tϕ + ∇r · (nϕ~c)−n~c ·∇ϕ −n~F ·∇cϕ
∫

φ(~c1)
(

f ′1 f ′2− f1 f2
)

σ2~g · k̂ d2k d3c1 d3c2

(7.46.1)

7.47. Adimensionalizaci ón

En lo que sigue se trabajará adimensionalizando
las velocidades en la forma

~C =

√

kBT
m

~C (7.47.1)

Además se define las cantidades adimensionales p̂i j

y q̂i por medio de

pi j = nkBT p̂i j

qi = mn
(

kBT
m

)3/2
q̂i

(7.47.2)

el factor Φ que aparece en la distribución de Grad
(7.45.3) es

Φ = 1+

(
C 2

5
−1

)

Ckq̂k +
1
2

p̂i jCiC j (7.47.3)

Si además se define la distribución maxwelliana
adimensionalizada f̂ [0] por medio de

f̂ [0] =
1

(2π)3/2
e−C 2/2 (7.47.4)

ella satisface
∫

f̂ [0]d3C = 1
∫

CiC j f̂ [0] d3C = δi j (7.47.5)
∫

C 2 f̂ [0] d3C = 3

(7.47.6)

y la relación con la distribución usual es

f [0] = n

(
m

kBT

)3/2

f̂ [0] (7.47.7)

Además se define la distribución

f̂G = Φ f̂ [0] (7.47.8)

Con esta distribución se puede calcular los sigu-
ientes momentos

〈1〉Ĝ = 1

〈Ci〉Ĝ = 0
〈
CiC j

〉

Ĝ = δi j + p̂i j (7.47.9)
〈
CiC jCk

〉

Ĝ =
2
5

(
δi jq̂k + δikq̂ j + δ jkq̂i

)

La relación entre los promedios calculados con
fG y aquellos con f̂G es

〈 〉G = n 〈 〉Ĝ (7.47.10)

Por ejemplo

〈
CiC j

〉

G =
kBT
m

〈
CiC j

〉

G

=
nkBT

m

〈
CiC j

〉

Ĝ

=
nkBT

m
(δi j + p̂i j)

=
nkBT

m

(

δi j +
pi j

nkBT

)

=
1
m

(nkBTδi j + pi j) (7.47.11)

7.48. Los balances superiores

7.48.1. Balance para pi j: el lado izquier-
do

Para obtener el balance asociado a pi j conviene
tomar

ϕ =

(

CiC j −
1
3
C 2δi j

)

(7.48.1)

y examinamos el valor que toma cada término de
(7.46.1). De lo visto antes es claro que

n 〈ϕ〉 = pi j (7.48.2)

entonces el primer término es

∂ pi j

∂ t
(7.48.3)
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El segundo término es nulo porque se debe calcular
promedios de cantidades lineales en ~C.

Para calcular el tercer término primero vemos
que

n〈ckϕ〉

= nm

〈(

CiC j(Ck + vk)−
1
3

C2(Ck + vk)

)〉

=
2
5

(
δi jqk + δikq j + δ jkqi

)

+(nTδi j + pi j)vk −
2
3

qkδi j −nTvkδi j

que fácilmente se simplifica a
〈

m

(

CiC j −
1
3

C2δi j

)

ck

〉

=
2
5

(

δikq j + δ jkq j −
2
3

δi jqk

)

+ pi jvk

Entonces el tercer término es

2
5

(qi, j + q j,i)−
4
15

δi j∇ ·~q+ ∇ · (~vpi j) (7.48.4)

El cuarto término es

−nm

〈

(Ck +vk)∂k

(

CiC j −
1
3

C2δi j

)〉

= −mn

〈

(Ck +vk)

(

−vi,kC j −Civ j,k +
2
3

Cℓvℓ,kδi j

)〉

= mn

[

vi,k
〈
CkC j

〉
+v j,k 〈CkCi〉−

2
3
〈CkCℓ〉vℓ,kδi j

]

= p

(

vi, j +v j,i −
2
3

vk,kδi j

)

+vi,k pk j +v j,k pki

−2
3

pkℓvk,ℓδi j

El quinto término, que se acopla a Fk, es lineal en ~C
y por tanto se anula.

En resumen, hasta el momento lo que se ha
obtenido es

∂ pi j

∂ t
+

∂
∂xk

(vk pi j) (7.48.5)

+
2
5

(
∂qi

∂x j
+

∂q j

∂xi
− 2

3
δi j

∂qk

∂xk

)

+

+ pr j
∂vi

∂xr
+ pri

∂v j

∂xr
− 2

3
δi j prs

∂vs

∂xr
+

+ p

(
∂vi

∂x j
+

∂v j

∂xi
− 2

3
δi j

∂vr

∂xr

)

= term. colis.

7.48.2. Balance para pi j: el t érmino co-
lisional

Al comenzar a calcular el término colisional de
(7.48.5) con ϕ dado por (7.48.1) se puede borrar
C2δi j porque este es un término asociado a un in-
variante aditivo y ya se sabe que su contribución es
nula lo que nos deja con un ϕ efectivo mCiC j.

Definamos los polinomios de Hermite

H (0) = 1

H
(1)

i = Ci

H
(2)

i j = CiC j − δi j (7.48.6)

H
(3)

i jk = CiC jCk − (Ciδ jk +C jδki +Ckδi j)

H
(4)

i jkl = CiC jCkCl +

−(CiC jδkl +CiCkδ jl +CiClδ jk +

+C jCkδil +C jClδik +CkClδi j)+

+(δi jδkl + δikδ jl + δilδ jk)

Ellos tiene la propiedad
∫

H
(r)
{r} H

(r′)
{r′} f̂ [0] d3C = δrr′δ{r}{r′} (7.48.7)

y se observa que

∑
i

H
(3)

iik =
(
C 2−5

)
Ck (7.48.8)

La distribución f̂G se puede escribir expresando
Φ como

Φ = ∑
n

a(n)
{n}H

(n)
{n} (7.48.9)

donde los únicos coeficientes a(n)
{n} no nulos son

a(0) = 1

a(2)
rs =

p̂rs

2
(7.48.10)

a(3)
lrr =

q̂l

5

En §5.25 se vió que el elemento de integración
que va junto a las integraciones de velocidad es

dA = gbdbdε
= gσ2 sinψ cosψ dψ dε
= σ2~g · k̂ d2k (7.48.11)

donde se ha identificado d2k = sinψ dψ dε y ψ =
0..π/2.
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Puesto que se ha escrito f = Φ f [0] el término col-
isional en (7.46.1) se puede reescribir en la forma

∫

ϕ(c1)
(
Φ′

1 Φ′
2−Φ1Φ2

)
f [0]
1 f [0]

2 dAd3c1 d3c2

(7.48.12)

En esta expresión se puede integrar sobre las
variables peculiares en lugar de ~c1, ~c2, y además se
puede integrar sobre las velocidades peculiares adi-
mensionales agregando el factor que indica (7.47.1).
También las maxwellianas son reemplazadas por
las maxwellianas adimensionales usando (7.47.7) y
ası́ la última expresión queda

n2
∫

ϕ(c1)
(
Φ′

1 Φ′
2−Φ1Φ2

)
f̂ [0]
1 f̂ [0]

2 dAd3C1 d3C2

(7.48.13)

Para estudiar la ecuación de balance para el ten-
sor de presiones se va a escoger ϕ = H

(2)
i j y para

estudiar el balance asociado al flujo de calor se us-
ará ϕ = ∑k H

(3)
ikk . Ya se vió que cada factor Φ es com-

binación de polinomios de Hermite.

Pero antes notemos que

f̂ [0]
1 f̂ [0]

2 =
1

(2π)3 eG2+g2/4 (7.48.14)

donde

~C1 = ~G− 1
2
~g ~C2 = ~G+

1
2
~g

~C ′
1 = ~G− 1

2
~g′ ~C ′

2 = ~G+
1
2
~g′

(7.48.15)

d3c1 d3c2 = d3Gd3g

Y las variables de integración ahora son éstas y las
que están en dA.

En el integrando se tendrá entonces un factor

a(r)
{r}a(s)

{s}H
(n)
{n}

[

H
(r)
{r} ( ~C ′

1)H
(s)
{s} ( ~C ′

2)−H
(r)
{r} ( ~C1)H

(s)
{s} ( ~C2)

]

(7.48.16)
y n es fijo pero hay suma sobre r y s que toman
los valores 0, 2 y 3 como ya dijo en (7.48.10). Grad
dice que la contribución más importante proviene de
r + s = n. Entonces, debido a que a(1)

i = 0, si n = 2
solo se puede tener (r = 2, s = 0) y (r = 0, s = 2) y
si n = 3 solo se puede tener (r = 3, s = 0) y (r = 0,
s = 3), es decir, se tiene

H
(2)

i j (C1)
[

H
(2)

kl ( ~C ′
1)+H

(2)
kl ( ~C ′

2)−H
(2)

kl ( ~C1)−H
(2)

kl ( ~C2)
]

H
(3)

iik (C1)
[

H
(3)

iik ( ~C ′
1)+H

(3)
iik ( ~C ′

2)−H
(3)

iik ( ~C1)−H
(3)

iik ( ~C2)
]

(7.48.17)

Se puede transformar el corchete que se debe a
la combinación de dos productos de funciones dis-
tribución de las expresiones anteriores usando las
velocidades ~G y ~g se tiene

H
(2)

kl (C1/2) = GkGl ∓
1
2

(Gkgl + Glgk)+
1
4

gig j − δkl

(7.48.18)
y entonces al sumar H

(2)
kl (C1) + H

(2)
kl (C2) se can-

celan los términos bilineales. Al hacer ahora la op-
eración completa

H
(2)

kl (C ′
1)+H

(2)
kl (C ′

2)−H
(2)

kl (C1)−H
(2)

kl (C2)
(7.48.19)

se cancelan los términos cuadráticos en G y el térmi-
no con δkl quedando tan solo

1
2

(
g′kg′l −gkgl

)
(7.48.20)

pero ~g ′ =~g−2~g · k̂ k̂ lo que permite reescribir el fac-
tor anterior como

[
2(~g · k̂)2 kkkl −~g · k̂ (gkkl + glkk)

]
(7.48.21)

Para hacer la integración sobre d2k hay un factor
~g · k̂ extra que proviene del elemento diferencial mis-
mo, mientras que el factor H

(n)
{n} que proviene de φ

no depende de k̂. Integremos separadamente cada
sumando utilizando (5.28.8)

∫

2(~g · k̂)3k̂k̂d2k =
π g
6

(
3~g~g+ g21

)
(7.48.22)

~g
∫

(~g · k̂)2 k̂d2k =
π g
2

~g~g (7.48.23)

y por tanto

∫

[ ] d2k = −π g
2

(

~g~g− g2

3
1
)

(7.48.24)

Puede verse que

∫ (

~g~g− g2

3
1
)

dΩg = 0

∫

~g

(

~g~g− g2

3
1
)

dΩg = 0 (7.48.25)

∫

gi g j p̂ :

(

~g~g− g2

3
1
)

dΩg =
8π g4

15
pi j

y entonces al integrar sobre Ωg el único término de

H
(2)

i j que contribuye es gig j/4 y la integral completa
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que quiere hacerse es

t.c. =
n2

(2π)3

∫
gig j

4
πg
2

8πg4

15
pi je

−G2−g2/4g2 dgd3G

(7.48.26)

Las integrales que quedan son triviales y resulta

t.c. = −16
5

nσ2

√

π kBT
m

pi j (7.48.27)

7.48.3. Balance para qi

La ley de balance del flujo de calor se obtiene en
forma enteramente semejante a la anterior y arroja

∂qk

∂ t
+

∂
∂xr

(vrqk)

+
D+4
D+2

∂vk

∂xr
qr +

2
D+2

∂vr

∂xk
qr +

2
D+2

∂vr

∂xr
qk +

+ (kBT/m)
∂ pkr

∂xr
+

D+4
2

pkr
∂ (kBT/m)

∂xr

− pkr

ρ
∂Prs

∂xs
+

+
D+2

2
p

∂ (kBT/m)

∂xk

= −32
15

nσ2

√

πkBT
m

qk (7.48.28)
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