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Patricio Cordero S.

Departamento de Fı́sica

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Cronologı́a cuántica personal hasta 1935

Pequeña prehistoria

1884 Balmer obtiene fórmula empı́rica para las lı́neas espectrales del hidrógeno
1887 Hertz produce ondas electromagnéticas y descubre el efecto fotoeléctrico
1895 Röntgen descubre rayos x
1896 Becquerel descubre la radioactividad nuclear
1897 JJ Thomson mide e/m para rayos catódicos,

electrones son parte fundamental de los átomos

Hitos en primer tercio s. XX

1900 Planck: Radiación de cuerpo negro⇒ primera idea de cuantización,
constante h

1905 Rutherford inicia estudio de partı́culas α
1905 Einstein explica efecto fotoeléctrico usando h:

cuantización de la radiación
1907 Einstein, usando cuantización de la energı́a explica

capacidad calórica de sólidos C(T ).
1909-10 cuidadosa medición de la carga del electrón, Millikan
1911 Rutherford propone modelo nuclear de los átomos
1913 Bohr propone modelo de átomo de hidrógeno
1914 Mosley usa rayos x para relacionar modelo de Bohr con tabla periódica
1914 Franck y Hertz observan que energı́a atómica está cuantizada
1916 Wilson y Sommerfeld proponen regla de cuantización
1916 Millikan verifica efecto fotoeléctrico según Einstein
1919 Rutherford: primera detección de desintegración nuclear inducida
1922 Stern y Gerlach observan cuantización del momento angular (Ag)
1923 Compton deduce y observa choque entre fotones y electrones

1924 De Broglie propone longitud de onda del electrón h
mv

1925 Schrödinger desarrolla ecuación de onda para partı́culas
1925 Heisenberg formula mecánica cuántica matricial
1925 Pauli formula principio de exclusión
1925 Goudsmit y Uhlenbeck sugieren spin del electrón
1927 Heisenberg formula principio de incertidumbre
1927 Davisson y Gerner: difracción de ondas electrónicas en cristal
1927 GP Thompson observa difracción de electrones en lámina metálica
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1927 Dirac formula exitosa teorı́a relativista del electrón
1928 Gamow, Condon y Gurney usan mecánica cuántica para

deducir la vida media de partı́culas alfa.
1930 Pauli: predice existencia del neutrino
1931 Van de Graaff: primer acelerador electrostático
1932 Lawrence, Livingstone: primer ciclotrón
1932 Chadwick descubre el neutrón y Anderson el positrón

1932 Cockcroft, Walton: primera tramutación artificial: p+7Li→ 8Be

1933 Ochsenfel descubre efecto Meissner (superconductor expulsa a ~B)
1934 Chadwick y Goldhaber miden en forma muy precisa la masa del neutrón
1934 Chadwick y Goldhaber miden las fuerzas nucleares
1934 Perrin el neutrino tiene masa cero
1934 Fermi, teorı́a de interacciones débiles y decaimiento beta
1934 Esterman y Stern, momento magnetico del neutrón
1934 Dirac, polarización del vació y más divergencias en ED
1935 Yukawa, Stueckelberg, teorı́a de las interacciones nucleares y el pión
1935 Oppenheimer, spin y statistidı́stica
1935 Enrico Fermi, hipothesis que hay elementos transuránicos
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Capı́tulo 1

Repaso y algo más

1.1. Unidades

Normalmente usaremos unidades e.s.u.:

c 2,99781010 cm/s velocidad de la luz

h̄ 1,0545710−27 erg s h/2π
e 4,810−10 e.s.u. carga elemental

me 9,110−28 g masa electrón

mp 1,6710−24 g masa protón

α 1/137,036 e2

h̄c

a 0,52910−8 cm h̄
mecα = h̄2

mee2

Con la definición del radio de Bohr a se cumple que

h̄2

2me
=

ae2

2

1.2. Espacio de estados y proyectores

Tı́picamente veremos problemas cuántico que tienen asociado un ope-
rador hamiltoniano H y un espacio L de estados. A menudo este espacio
se puede descomponer en la forma

L = L1⊗L2

9
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Por ejemplo el problema de una partı́cula en un potencial central. Una
base de L se describe con funciones Ψ = Rnℓ(r)Yℓm(θ ,φ). El espacio L es
de la forma

L = LR⊗LY

En mecánica cuántica a los observables se les asocia operadores
hermı́ticos, A = A†, lo que implica que tienen autovalores reales,

A |as〉= a |as〉 s = 1, . . .ga

Si ga = 1 para todo autovalor a se dice que el espectro es no degenerado,
si no, s es el ı́ndice de degeneración. Dos autovectores correspondientes
a distintos autovalores son necesariamente ortogonales. Si el espectro
es degenrado, siempre es posible escoger, en cada autoespacio La, una
base ortonormal.

〈
as|a′ s′

〉
= δaa′δss′ (1.2.1)

La base {|as〉} generan un espacio LA en el cual, por definición, es
completa,

∑
a

ga

∑
s=1

|as〉〈as| = 1 (1.2.2)

y la suma parcial sobre uno de los s define un operador proyector Pa sobre
el autoespacio La asociado al autovalor a

Pa ≡
ga

∑
s=1

|as〉〈as| (1.2.3)

Estos proyectores son hermı́ticos e idempotentes,

Pa = P†
a y PaPa′ = δaa′ Pa (1.2.4)

Si el sistema está en un estado Ψ, la probabilidad, en el caso no de-
generado, de observar que A tiene el valor a es

pa = | 〈a|Ψ〉 |2 = 〈Ψ|a〉〈a|Ψ〉 (1.2.5)

En el caso degenerado tal probabilidad es

pa =
ga

∑
s=1

〈Ψ|as〉〈as|Ψ〉

= 〈Ψ|Pa|Ψ〉 (1.2.6)

1.2. ESPACIO DE ESTADOS Y PROYECTORES Universidad de Chile
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1.3. Propiedades de la ecuación de Schrödinger

1D

Se define el Wronskiano de dos funciones f1(x) y f2(x) como

W ( f1, f2) = f1 f ′2− f2 f ′1

Si W = 0 en un intervalo x, entonces f1 es proporcional a f2 en ese inter-
valo.

Se demuestra que si f1 y f2 satisfacen ecuaciones

f ′′1 +F1(x) f1 = 0

f ′′2 +F2(x) f2 = 0
(1.3.1)

donde las Fk son continuas a pedazos, entonces

W ( f1, f2)|ba =
∫ b

a
[F1(x)−F2(x)] f1 f2 dx

Demostración: La combinación (1.3.1a)× f1 - (1.3.1b)× f2 da

f1 f ′′2 − f2 f ′′1
︸ ︷︷ ︸

W ′

+(F2− f1) f1 f2 = 0

lo que lleva inmediatamente a que

∫ b

a
W ′ dx =

∫ b

a
(F1−F2) f1 f2 dx . q.e.d.

En el caso Fk(x) = Ek−V (x) se obtiene, del resultado anterior, que

W |ba = (E1−E2)
∫ b

a
f1 f2 dx (1.3.2)

Si f1 y f2 son autofunciones con el mismo E se obtiene que W (a) =W (b),
es decir, W es constante. No se me ocurre cómo demostrar que W = 0 y
que, por tanto, el espectro es nodegenerado.

Sean dos soluciones ( f1,E1) y ( f2,E2) de

f ′′+(E−V (x)) f = 0

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica
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tal que E2 > E1 y tales que las fk son reales. Se aplica (1.3.2) escogien-
do los puntos (a,b) dos ceros consecutivos de f1. En tal caso, (1.3.2) se
reduce a

f2 f ′1
∣
∣b

a
= (E2−E1)

∫ b

a
f1 f2 dx

Se supondrá que f2 no cambia de signo en (a,b). La función f1 tiene
signo fijo en el intervalo, digamos f1 < 0, lo que implica f1(a)< 0 y f1(b)> 0

y a su vez esto implica que el signo del lado izquierdo es igual al signo
de f2. Puesto que E2 > E1, el primer factor de la derecha es positivo, y
como f1 < 0, el signo del lado derecho es opuesto al de f2. Esto es una
contradicción. Se concluye que entre dos ceros de f1 siempre hay un cero
de f2.

Mientras más nodos tiene una función de onda más alta es su energı́a.

También convendrı́a agregar el comportamiendo asintótico de la fun-
ción de onda.

1.4. Repaso del problema estacionario de una partı́cu-

la en un potencial central

La ecuación de Schrödinger en este caso conviene escribirla en coor-
denadas esféricas

H Ψ =

(

− h̄2

2m
∇2 +V (r)

)

Ψ = EΨ(r,θ ,φ)

y se usa separación de variables en la forma

Ψ(r,θ ,φ) = R(r)Y (θ ,φ)

lo que permite escribir H es la forma

H =− h̄2

2m

1

r2

∂

∂ r

(

r2 ∂

∂ r

)

+
1

2m

L2

r2
+V (r)

donde el operador L2 que aparece en el término de barrera centrı́fuga es

L2 = L2
x +L2

y +L2
z

1.4. REPASO DEL PROBLEMA ESTACIONARIO DE UNA PARTÍCULA EN UN POTENCIAL CENTRAL Universidad de Chile
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y los Li son
Li = εi jk x j pk

que satisfacen las reglas de conmutación de momento angular

[Li,L j] = ih̄εi jk Lk

En MQ1 se vió que es posible diagonalizar simultáneamente L2 y Lz ≡ L3

y los respectivos espectros de autovalores son

L2 → h̄2 ℓ(ℓ+1) con ℓ= 0,1 . . .
L3 → h̄m con m =−ℓ,−ℓ+1, . . .ℓ

(1.4.1)

y las autofunciones son los esféricos armónicos

Yℓm(θ ,φ)

En la ecuación que queda para R(r) se hace el reemplazo

R(r) =
u(r)

r

con lo que la ecuación para u(r) queda

[

− h̄2

2m

d2

dr2
+

h̄2ℓ(ℓ+1)

2mr2
+V (r)

]

u(r) = E u(r) (1.4.2)

y la función u(r) debe satisfacer
∫ ∞

0
u∗udr = 1

Siempre se requiere que R(r) sea finita en el origen, lo que exige que

u(0) = 0

Si el potencial efectivo cerca del origen está dominado por la barrera
centrı́fuga, es necesario que

u(r ∼ 0) = Arℓ+1

En infinito debe comportarse en la forma

u(r ∼ ∞) = e−
√

2mE r/h̄

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica
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1.5. Soluciones sistemáticas de problemas centra-

les

La ecuación maestra

Se planteará brevemente una forma práctica de resolver la ecuación
(1.4.2) para muchos casos. En la mayorı́a de ellos sólo se podrá resolver
el caso ℓ= 0.

.

Se comienza planteando una ecuación diferencial ordinaria

d2F

dz2
+ p(z)

dF

dz
+q(z)F = 0 (1.5.1)

sobre la que se hace dos cambios. El primero es un cambio de variable,

z = h(r)

y a continuación se cambia de función:

F(h(r)) = ek(r) u(r)

Estos cambios producen una larga ecuación en la que aparecen derivadas
de u(r) y de k(r). Se desea que u satisfaga (1.4.2), por lo que se exige que
el coeficiente de du/dr sea nulo, lo que implica

k′ =
1

2

(
h′′

h′
− ph′

)

(1.5.2)

Al hacer uso de esta relación en la ecuación larga que no se ha escrito se
obtiene

u′′+

(

−3h′′2

4h′2
− p2 h′2

4
+

h′′′

2h′
− p′ h′

2
+qh′2

)

u(r) = 0

que debemos comparar con (1.4.2) reescrita en la forma

u′′+
(

2m(E−V )

h̄2
− ℓ(ℓ+1)

r2

)

u(r) = 0

1.5. SOLUCIONES SISTEMÁTICAS DE PROBLEMAS CENTRALES Universidad de Chile
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Para sacar provecho de esto se exige que los paréntresis redondos de
ambas ecuaciones sean iguales, lo que da la relación

3h′′2

4h′2
− p2 h′2

4
+

h′′′

2h′
− p′ h′

2
+qh′2

+
2m(V −E)

h̄2
+

ℓ(ℓ+1)

r2
= 0 (1.5.3)

que llamaremos la ecuación maestra.

.

Se have notar que la función u(r) se debe escribir

u(r) = ek(r) F(h(r)) (1.5.4)

El caso confluente a modo de ejemplo

Se dejará planteado el problema especı́fico en que la ecuación de
partida (1.5.1) sea la ecuación hipergeométrica confluente, es decir p =
(b− z)/z y q =−a/z

p =
b−h(r)

h(r)
, q =− a

h(r)

En tal caso la ecuación maestra se convierte en

−3h′′2

4h′2
− b2h′2

4h2
+

bh′2

2h
− h′2

4
+

h′′′

2h′
+

bh′2

2h2

−ah2

h
+

2m(V −E)

h̄2
+

ℓ(ℓ+1)

r2
= 0 (1.5.5)

Las funciones de esta ecuación son h y V , los coefientes independien-
tes de r son a, b etc. La solución general de (1.5.1) con las elección de
p(r) y q(r) que se ha hecho, da que la función F original es la función
hipergeométrica confluente

1F1(a,b,h(r))

En los problemas de nuestro interés se desea que esta función no crezca
más rápido que una potencia de h(r). La función hipergeométrica con-
fluente es un polinomio tan solo si

a =−ν , ν = 0,1,2, . . .

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica



16 Patricio Cordero S. versión de noviembre 2007

Caso Coulombiano

Si se escoge sencillamante h = C r y V = −Ze2

r
se obtiene inmediata-

mente de (1.5.2) que

ek(r) = rb/2e−Cr/2

lo que establece, ya que u debe anularse en el origen, que b > 0. La ecua-
ción (1.5.5) se convierte en

b(2− b)+ 4ℓ(ℓ+ 1)

4r2
+

1

r

(
b− 2a

2
C− 2mZe2

h̄2

)

−
(

C2

4
+

2mE

h̄2

)

= 0

Cada uno de los tres términos debe anularse independientemente. El
primero da dos raices para b, pero una de las raices es negativa y se
deshecha. El segundo término da una ecuación para C. Se obtiene

b = 2ℓ+2 , C =
2mZe2

h̄2 (ℓ+1+ν)
=

2Z

an

La última de las ecuaciones que debe anularse dice que

E =− mZ2e4

2h̄2(ℓ+1+ν)2
=−Z2 e2

2a

1

n2

El número cuántico principal es n = ν +ℓ+1 y si se deja n fijo ℓ sólo puede
tomar los valores ℓ= 0,1, . . .(n−1).

Caso Morse

Se resuelve el caso Morse para momwento anguloar nulo, ℓ = 0. Para
ello se escoge

h(r) = 2α e−β r

(con α > 0) que se reemplaza en (1.5.5) junto con colocar a =−ν y ℓ= 0.
Si se llama Z(r) a la expresión que se obtiene, y puesto que ella debe
ser nula, se exige que dZ/dr = 0, de donde se puede despejar dV/dr.
Si se exige que dV/dr no dependa de ν se obtiene que la constante b

tiene que depender en ν en la forma b = A−2ν donde A es una constante
arbitraria. Es trivial integrar dV/dr lo que define V salvo por una constante,

1.5. SOLUCIONES SISTEMÁTICAS DE PROBLEMAS CENTRALES Universidad de Chile
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la que se escoge convenientemente para conseguir que el potencial sea
asintóticamente sea nulo

V =−α h̄2β 2 e−β r

2m

(

A−α e−β r
)

Para que V pueda tomar valores negativos (condición necesaria para que
haya estados ligados) es necesario que existan valores de r para los cua-
les A/α sea mayor que e−β r, y esta última cantidad está siempre entre
cero y uno, entonces A tiene que ser positivo. Si se escoge, como es tra-
dicional, que el potencial sea repulsivo cerca del origen, se necesita que

A < α

.

Al reemplazar V en la expresión para Z se cancelan todos los términos
que dependen de r y se puede despejar que la energı́a es

E =− h̄2β 2

8m
(2ν−A+1)2

que, como función de ν, tiene su valor mı́nimo, E0 cuando ν = 0, y crece
monótonamente con ν mientras se satisfaga

ν ≤ A−1

2

1.6. Simetrı́as espaciales y leyes de conservación

Las simetrı́as en mecánica cuántica son operaciones que dejan in-
variante el hamiltomiano, en el sentido que OHO−1 = H, pero además
presenvando el producto escalar. Esto último requiere que las simentrı́as
estén descritas por operadores unitarios1

O , O
† = O

−1, entonces

OHO
† = H

y, si la simetrı́a es continua, se puede considerar un operador de simetrı́a
infinitesimalmente cercano a la unidad,

O = 1− idα1 X1

1Podrı́an ser operadores antiunitarios, pero tal posibilidad será desdeñada.

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica
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donde Xα es un operador hermı́tico que es el generador infinitesimal de
la correspondiente simetrı́a. Es sencillo ver que lo dicho implica que el
hamiltoniano conmuta con los generadores infinitesimales de simetrı́as

[H,X j] = 0

El operador O(~α ) lejos de la unidad se puede escribir

O = e−i~α ·~X

A cada simetrı́a espacial le está asociada una cantidad conservada X , un
observable que se conserva. El operador X asociado a estos observa-
bles juegan, por otro lado, el papel de generadores infinitesimales de la
operación de simetrı́a.

Ejemplo: rotación en torno a eje n̂ en ángulo α

Rn̂(α) = e−iα n̂·~L/h̄ (1.6.1)

La ecuación de Schrödinger para un sistema aislado (H independiente
del tiempo)

ih̄
∂Ψ

∂ t
= H Ψ

tiene como solución formal

Ψ(tb) = e−i(tb−ta)H/h̄ Ψ(ta)

= U(tb− ta)Ψ(ta) (1.6.2)

Esta es una ecuación en la que aparece un operador de evolución U(t). El
generador infinitesimal es el Hamiltoniano en el sentido que el operador
U(T ) satisface

∂U

∂ t
=− i

h̄
H U (1.6.3)

1.7. Evolución en el tiempo

Regla de evolución de valores medios

En lo que sigue se llamará Ψ al estado inicial del sistema y Ψ(t) al
estado evolucionado en el tiempo, con lo que (1.6.2) es

Ψ(t) =U(t)Ψ (1.7.1)
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El valor medio del observable A en el instante t es

〈A〉t = 〈Ψ(t)|A|Ψ(t)〉

= ∑
a

ga

∑
s=1

〈Ψ(t)|A|as〉〈as|Ψ(t)〉

= ∑
a

ga

∑
s=1

a 〈Ψ(t)|as〉〈as|Ψ(t)〉

= ∑
a

a 〈Ψ(t)|Pa|Ψ(t)〉= ∑
a

apa(t)

= ∑
a

a
〈

Ψ|U†(t)PaU(t)|Ψ
〉

(1.7.2)

Cuadro de Schrödinger y evolución de pE

Si se denomina |Es〉 a los estados propios de H,

H |Es〉= E |Es〉

y el estado inicial se expande en la forma

|Ψ〉= ∑
E ′,s′

cE ′s′
∣
∣E ′s′

〉
, cEs ≡ 〈Es |Ψ〉

se obtiene el estado evolucionado Ψ(t) en forma muy sencilla, gracias a
que cada autoestado de H tiene una evolución tan sencilla

|Ψ(t)〉= ∑
E ′s′

cE ′s′ e
−iE ′t/h̄

∣
∣E ′s′

〉

y la probabilidad de observar E es

pE(t) = ∑
s

〈Ψ(t)|Es〉〈Es|Ψ(t)〉= ∑
s

|cEs|2

que es independiente del tiempo. Esto ocurre precisamente porque H es
el generador de la evolución temporal.
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Cuadro de Heisenberg

En esyte cuadro se define operadores asociados a los observables
que dependen del tiempo

A(t) =U†(t)AU(t) (1.7.3)

y estados que no evolucionan

pa(t) = 〈A〉t =
〈

Ψ|U†(t)AU(t)|Ψ
〉

= 〈Ψ|A(t)|Ψ〉

De (1.7.3)
dA(t) = dU† AU +U† AU

pero dU =− i
h̄
dtU H mientras que dU† = i

h̄
HdtU lo que da

dA(t) =
i

h̄
dt
(

HU†AU−U † AUH
)

que se reescribe
dA(t)

dt
=− i

h̄
[A,H] (1.7.4)

que es la ecuación de Heisenberg para los observables.

1.8. Efecto del campo magnético en átomos

Efecto Zeeman “normal” (sin spin)

Se verá el efecto de un campo magnético uniforme sobre el espectro
atómico.

El hamiltoniano más sencillo para un átomo de Z electrones es

H0 =
Z

∑
b=1

(
p2

b

2m
− Ze2

rb

)

+ ∑
b<c

e2

rbc

Para incluir el efecto de un campo electromagnético externo se hace uso
del acoplamiento minimal

~p→ ~p+
e

c
~A(~r )
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Mecánica Cuántica 2 21

por lo cual

p2→ p2 +
e

c

(

~A ·~p+~p ·~A
)

+
e2

c2
A2

Puesto que interesa describir un campo magnético uniforme, una elección
muy conveniente es

Ai =
1

2
εi jk B j xk

donde los B j son constantes. Se puede demostrar que en efecto

~B = ∇×~A

Por cada electrón b se necesita calcular

Ai pi + pi Ai =
1

2
εi jk

(
B jxk pi + piB jxx

)

= B jεi jk xk pi

= ~B ·~L (1.8.1)

En el penúltipo paso se uso que xk conmuta con pi porque k 6= i. Lo que
se acaba de obtener es

~A ·~pb +~pb ·~A = ~B ·~Lb

Al sumar sobre todos los electrones se obtiene −~B ·~L.

Se deja como ejercicio demostrar que

∑
b

A2(~rb) =
B2

4
∑
b

r2
b⊥ (1.8.2)

donde rb⊥ es la proyección de~rb al plano perpendicular a la dirección de
~B.

De lo anterior se desprende que el efecto de un campo magnético uni-
forme sobre un átomo se logra agregando al hamiltoniano H0 dos términos

e

2mc
~B ·~L+

e2

8mc2
B2

Z

∑
b=1

r2
b⊥

El último de estos términos se desprecia porque se puede estimar que el
cuociente entre el segundo y el primer término es de orden

10−9Z B
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que es muy chico aun si el campo magnético es muy intenso B∼ 104[Gauss].

La pequeña energı́a e
2mc

~B ·~L puede ser interpretada como la suma de
las energı́as potenciales de los momentos magnéticos ~µb orbitales

~µb =−
e

2mc
~Lb (1.8.3)

En efecto, en electrodinámica se aprende que la energı́a potencial de un
momento magnético ~µ en presencia de un campo magnético ~B es −~µ ·~B
que es precisamente lo que ha aparecido como perturbación a H0.

Si se escoge el eje Z paralelo a ~B se tiene finalmente

H = H0
eB

2mc
Lz (1.8.4)

Designando |nLM〉 a los autoestados de H0, el nuevo autovalor se obtiene
fácilmente.

H |nLM〉 =

(

H0 +
eB

2mc
Lz

)

|nLM〉

=

(

E0
nL +

eB

2mc
h̄M

)

|nLM〉

=
(
E0

nL +MµB B
)
|nLM〉 (1.8.5)

donde

µB ≡
eh̄

2mc
magnetón de Bohr

Cada nivel E0
nL que es 2L+1 veces degenerado se desdobla en 2L+1

niveles no degenerados. El intervalo de energı́a entre ellos es

∆E = µBB

Acoplamiento spin-órbita

El término de spin-órbita

Como se vió en Mecánica Cuántica I, cada electrón tiene un momento
magnético ~µe intrı́nseco asociado

~µe =−ge
e

2mc
~s (1.8.6)
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donde ~s es el operador de spin del electrón. Esta expresión difiere de
(1.8.3) en el factor ge ≈ 2. Estos factores g tienen complejos orı́genes,

gelectron = 2,0023192 predicho en QED

gp = 5,59

gn = − 3,83

(1.8.7)

Aun sin campo magnético externo, el momento magnético del electrón
interactúa con el campo magnético producido por la órbita,

~B =
1

c
~v×~E =−1

c
~v×∇φ

donde φ es el potencial eléctrico y, suponiendo que se tiene un potencial
φ(r) central, trivialmente

∇φ = φ ′
~r

r

La energı́a potencial es

−~µ ·~B = − e

mc
~s ·
(

1

c
~v×~E

)

=
e

m2c2
~s ·~p×∇φ

=
e

m2c2
~s ·~p×~r φ ′

r

=
e

m2c2

φ ′

r
~s ·~L

Si este cálculo se hubiera hecho considerando efectos relativistas se habrı́a
obtenido un factor 1/2 extra. El resultado correcto es el acoplamiento spin-

órbita

ξ (r)~L ·~s =− e

2m2c2

φ ′

r
~L ·~s (1.8.8)

En el caso del átomo de hidrógeno con φ =−e/r se obtiene

ξ (r) =
e2

2m2c2

1

r3

El hamiltoniano de Pauli para un átomo de un electrón es

HP =
p2

2m
+ eφ(r)+ξ (r)~L ·~s (1.8.9)
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Estados propios del hamiltoniano de Pauli

El hamiltoniano de Pauli ya no es invariante bajo rotaciones generadas
por los operadores Li sino que lo es bajo rotaciones generadas por los
operadores de momento angular total

~J =~L+~s (1.8.10)

Los estados propios de HP pueden ahora llevar ı́ndices J y M, aparte de ℓ
y s. También ya ha sido visto que

|nℓsJM〉= ∑
M=mℓ+ms

|nℓmℓ,sms〉〈nℓmℓ,sms |nℓsJM〉

donde el último factor de cada sumando corresponde a un coeficiente de

Clebsch-Gordan. Estos estados son triviales de construir en el caso de
spin 1

2
.

Para el caso de s = 1
2

los estados |nℓsJM〉 son fáciles de construir.
Se va a construir estados propios asociados al momento angular total J

partiendo del producto directo de espacio de momento angular orbital |ℓm〉
y y de spin 1

2
, |±〉.

Se sabe que

L+ |ℓm〉 = h̄
√

(ℓ−m)(ℓ+m+1) |ℓm+1〉
L− |ℓm〉 = h̄

√

(ℓ+m)(ℓ−m+1) |ℓm−1〉

Haciendo uso que el número cuántico magnético es aditivo, se puede ob-
tener un estado con número cuántico M con la combinación

|ψ〉 = a1

∣
∣
∣
∣
ℓM− 1

2

〉

|+〉+a2

∣
∣
∣
∣
ℓM+

1

2

〉

|−〉

Se debe determinar los coeficientes ak para que |ψ〉 sea además autovalor
de J2.

De la identidad

J2 = L2 + s2 +L+s−+L−s++2Lzsz

se obtiene fácilmente la acción de J2 sobre |ψ〉, obteniéndose una mez-
cla de dos vectores linealmente independientes, la cual debe ser igual a
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h̄2J(J +1)| |ψ〉. Al exigir igualdad entre los respectivos coeficientes se ob-
tiene primero que si ℓ 6= 0,

J = ℓ± 1

2

y además, una vez que se exige que el estado esté normalizado, resulta

∣
∣
∣
∣
ℓ,

1

2
,J = ℓ± 1

2
,M

〉

=
1√

2ℓ+1

[

±
√

ℓ±M+
1

2

∣
∣
∣
∣
ℓM− 1

2

〉

|+〉

+

√

ℓ∓M+
1

2

∣
∣
∣
∣
ℓM+

1

2

〉

|−〉
]

(1.8.11)
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Capı́tulo 2

Simetrı́a

2.1. Simetrı́a y degeneración

Simetrı́a

El hamiltoniano H, que describe un sistema cuántico, es invariante a
la acción del operadores Og unitarios si

OgHOg
† = H (2.1.1)

Si H es invariante a la acción de Og1
y también a la acción de Og2

también
es trivialmente invariante a la acción de sus productos

Og1
Og2

y Og2
Og1

De aquı́ que los operadores que dejan invariante a un hamiltoniano for-
man un grupo, al que se denomina el grupo de simetrı́a de H y en forma
genérica se denotará G. Un ejemplo muy conocido es el caso de los ha-

miltonianos con potencial central H = p2

2m
+V (r) (con ~p = −ih̄∇) que son

invariantes a rotaciones espaciales y a la inversión de todas las coorde-
nadas con respecto al centro de fuerzas. El grupo que describe al conjunto
de todas esas operaciones se llama O(3), mientas que el que describe tan
solo a las rotaciones se llama SO(3). En cambio en hamiltoniano asociado
a la molécula de amonio, NH4, debiera ser invariante al grupo de transfor-
maciones discretas que dejan invariante a un tetrahedro regular.

27
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Si Ψ es una autofunción de H con autovalor E y H es invariante a la
acción de Og, entonces EΨ = HΨ =

(
HO−1

g

)
(OgΨ) que implica

H (OgΨ) = E (OgΨ) (2.1.2)

y por lo tanto Ψg ≡ OgΨ también es autofunción de H con el mismo auto-
valor.

Operadores sobre un espacio de funciones

En el contexto actual se habla de espacios de funciones (armónicos
esféricos, polinomios de algún tipo etc.) y los operadores actúan sobre es-
tos espacios. Normalmente estos operadores son de carácter geométrico.

Sea T una transformación de tipo geométrico que actúa sobr el vector
posición ~r, ~r ′ = T~r. Al operador geométrico T se le asocia un operador
lineal OT que actúa sobre funciones ψ(~r ) de modo que la acción de este
operador sobre ψ es realmente la acción sobre el argumento de la función
como se explica en lo que sigue. La acción da por resultado una nueva
función ψ ′ = OT ψ

ψ ′(~r ′)≡ OT ψ(~r ′) = ψ(~r ) si ~r ′ = T~r . (2.1.3)

es deicr, por definición, la función transformada ψ ′ toma los mismos va-
lores en el punto imagen ~r ′ que la función original ψ toma en el punto
~r

OT ψ(T~r) = ψ(~r) (2.1.4)

o equivalentemente

OT ψ(~r) = ψ(T−1~r). (2.1.5)

Aunque la forma (2.1.5) es la más usada debe tenerse mucho cuidado en
la forma de aplicarla ya que se presta fácilmente a errores.

EJERCICIO: Repita la deducción que sigue pero haciendo uso de (2.1.5)
en vez de (2.1.4)

OSψ ′(S~r ′) = ψ ′(~r ′)
OSOT ψ(S~r ′) = ψ(~r )
OSOT ψ(ST~r ) = ψ(~r )
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La primera igualdad se debe a (2.1.4), la segunda a (2.1.3) y la tercera a
la definición de x′. Esto demuestra que la acción de OSOT es igual, debido
a (2.1.4), a la acción de OST :

OSOT = OST (2.1.6)

Corolario de esto es que

OS−1 = (OS)
−1. (2.1.7)

Degeneración

Dada una autofunción Ψ de H de autovalor E, la acción del grupo de
simetrı́a sobre ella engendra un autoespacio LE de H, con autovalor E.
La dimensión nE de este espacio es la degeneración del autovalor de E.
Sean ψ1, . . . ψnE

una base ortonormal del espacio LE , esto es, el producto
escalar entre ellas da

〈
ψi|ψ j

〉
= δi j

La acción de los operadores del grupo sobre estas funciones definen ma-
trices,

Ogφi = D ji(g)φ j suma implı́cita (2.1.8)

lo que permite tener la asociación entre operadores del grupo G y matri-
ces de dimensión nE . Se puede comprobar que la operación producto se
conserva:

Og1
Og2

ψ1 = Dk j(g1)D ji(g2)ψk (2.1.9)

De esta forma las matrices D(g) definen una representación matricial del
grupo G de simetrı́a. Esta representación se llama D(G). Si g→Og→D(g)
entonces

g−1→ Og−1 = O−1
g → D(g−1) = D−1(g)

Estas matrices dependen de la base {ψi} escogida.

Algunos conceptos sobre grupos

Grupos discretos y continuos: ejemplos: Los grupos pueden ser dividi-
dos en discretos y continuos. Entre los grupos discretos están los grupos
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finitos. En los grupos continuos, como el grupo de rotaciones, es posi-
ble caracterizar sus elementos por los valores de unos pocos parámetros
reales y continuos (e.g., los ángulos de Euler en el caso de SO(3)). Si
estos parámetros tienen un rango finito de variación se dice que el gru-
po continuo es compacto. El grupo de transformaciones de Lorentz no
es compacto, porque además de ángulos de Euler tiene parámetros que
corresponden a ángulos hiperbólicos. Las transformaciones propias de
Lorentz constituyen el grupo SO(3,1).

Otro grupo de mucho interés en mecánica cuántica es el grupo O(3).
Tiene una estructura muy sencilla en términos del grupo de rotaciones
SO(3). Los elementos de O(3) son a) rotaciones puras R(n̂,α) o bien b)
son de la forma I R(n̂,α) donde I es la operación de inversión. Esta última
operación es aquella que simultáneamente cambia el signo de las tres
coordenadas: (x,y,z)→ (−x,−y,−z). La inversión I conmuta con todas las
rotaciones, por lo que O(3) es el producto directo de dos grupos,

O(3) = SO(3)×{e, I} (2.1.10)

Clases conjugadas: Dos elementos g1 y g2 de un grupo G son conjuga-

dos si existe un tercer elemento en el grupo tal que g1 = g3g2g−1
3

g1 ≃ g2 ⇐⇒ g1 = g3g2g−1
3 (2.1.11)

Puesto que ser conjugado es una relación de equivalencia, un grupo pue-
de ser descompuesto en clases conjugadas. La clase Ka de un grupo G

es el conjunto de todos los elementos gk ∈ G que son conjugados a ga.
Naturalmente que las clases conjugadas son disjuntas y cubren al grupo.
El elemento neutro constituye una clase por sı́ solo.

Para el grupo de rotaciones SO(3) dos elementos son conjugados si
y sólo si son rotaciones en un mismo ángulo α. El rótulo natural para
designar las clases conjugadas de SO(3) es α.

Las clases conjugadas de O(3) son las siguientes: a) La identidad es
una clase por sı́ sola (como en todo grupo); b) la clase R(α) de todas
las rotaciones en ángulo α sin importar la orientación del eje de rotación;
(hay un continuo de clases de este tipo); c) la clase que contine solo a la
inversión y finalmente d) la clase de todas las operaciones I R(α).
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Primeras nociones sobre representaciones lineales

Representación y fidelidad: Se tiene una representacion matricial D(G)
del grupo G con matrices de n×n si

g →D(g)
g1g2 →D(g1)D(g2) = D(g1g2)

Algunas representaciones son fieles en el sentido que g1 6= g2 implica
D(g1) 6= D(g2). En el otro extremo, la representación trivial es aquella que
asocia la unidad a cada elemento del grupo.

Espacio de representación y matrices: El espacio de vectores sobre
el que actuan las matrices se llama el espacio de la representación. Por
ejemplo, el espacio L de los armónicos esféricos Y ℓ

m(θ ,φ)=Y ℓ
m(r̂), con ℓ fijo

y m = −ℓ,−ℓ+ 1, . . . , ℓ es un espacio de representación del grupo SO(3).
Las matrices se construyen con la acción de las rotaciones sobre los Y ℓ

m,

Dℓ
mm′(θ ,φ ,α) =

〈

Y ℓ
m|R(θ0,φ0,α)|Y ℓ

m′

〉

=

∫ (

Y ℓ
m(θ ,φ)

)∗
R(θ0,φ0,α)Y ℓ

m′(θ ,φ)d cosθ dφ

Reductibilidad: Se dice que la representanción de G sobre el espacio
L es reductible si existe un subespacio L1 que es dejado invariante por la
acción del grupo. Si, por el contrario, no existe subespacio invariante, en-
tonces la representación sobre L es irreductible. Estas representaciones
se abrevian como RR y RI respectivamente. Se usará ı́ndices griegos (de
la parte central del alfabeto) para denotar en forma genérica las RI de un
grupo G: Dµ(G).

Si las matrices D(g) de una representación D(G) pueden ser lleva-
das todas a una forma diagonal en bloques, entonces D(G) es una RR
completamente reductible y el espacio L de la representación puede ser
descompuesto en la forma L=⊕ jL j, con j = 1, . . .k, en que cada subespa-
cio L j de L es invariante y L j no contiene subespacios invariantes. Estos
subespacios son espacio de RIs de G y la representación original puede
ser expresada como suma directa de representaciones sobre cada uno
de estos L j,

D(G) = D1(G)⊕ . . .⊕Dk(G) (2.1.12)
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32 Patricio Cordero S. versión de noviembre 2007

Cuando una RR de G se descompone en suma directa de RIs, suele
ocurrir que entre los sumandos haya representaciones Da y Db equivalen-
tes, en el sentido que, con una elección apropiada de las bases se haga
coincidir las matrices en ambas representaciones. La nomenclatura es tal
que se considera que tal representación aparece al menos dos veces en
la descomposición. Más en general se tiene que una representación total-
mente reductible se descompone en la forma

D(G) =
r⊕

µ=1

aµDµ(G) (2.1.13)

donde las Dµ(G) son RIs del grupo y cada aµ es el entero no negativos
que informa cuántas veces aparece Dµ(G) en la descomposición de D(G)
y r el el número de RIs no equivalentes que tiene G.

Para grupos finitos y grupos de Lie compactos (ver §2.2), todas las
representaciones reductibles son totalmente reductibles.

La representaciones irreductibles de SO(3) son las Dℓ con ℓ= 0,1, . . .. A
las representaciones irreductibles de O(3) se les debe agregar la paridad
P =±1 como segundo rótulo, Dℓ,P. Las representaciones de O(3) sobre el
espacio de los armónicos esféricos tienen paridad P = (−1)ℓ.

Representaciones unitarias: Toda representación en base a matrices
unitarias es irreductible o bien totalmente reductible. Toda representación
de un grupo finito o un grupo continuo compacto es equivalente a una
representación unitaria, es decir, una en que las matrices D(g) son todas
unitarias, D†(g) = D−1(g).

Para los grupos finitos, el número de representaciones irreductibles
no equivalentes es igual al número de clases conjugadas. No existe una
propiedad comparable para grupos continuos.

Caracteres y su ortogonalidad (producto escalar entre ellos): En ca-
da representación D(G), las matrices asociadas a dos elementos conju-
gados tienen la misma traza ya que para matrices cualquiera, Tr(ABC) =
Tr(CAB). Se llama carácter de la clase Ka a la traza

χa = Tr[D(ga)] (2.1.14)

Condición necesaria y suficiente para que dos representaciones D1(G) y
D2(G) sean equivalentes es que tengan los mismos caracteres.
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Los caracteres de RIs obedecen relaciones de ortogonormalidad con
respecto a un producto escalar que se define como suma sobre todas las
clases conjugadas.

En el caso de grupos finitos esta relación es

r

∑
a=1

γa (χ
µ
a )
∗ χν

a = γ δµν (2.1.15)

donde γa es el número de elementos en la clase Ka y γ es el número de
elementos del grupo.

En el caso de grupos continuos, se integra—usando una medida µ(α)
propia del grupo—siendo α los parámetros que rotulan a cada clase con-
jugada. La ortogonormalidad es

∫

(χρ(α))∗ χν(α)dµ(α) = δρν (2.1.16)

EJEMPLO: Los caracteres del grupo de rotaciones SO(3) son

χℓ(R(α)) =
sin(2ℓ+1)α

2

sin α
2

(2.1.17)

y satisfacen,
1

π

∫ π

0
χℓ1(α)χℓ2(α)(1− cosα)dα = δℓ1ℓ2

(2.1.18)

No hay asterisco porque los caracteres son reales.

Determinación de las componentes irreductibles: Se ha visto que una
representación reductible D de un grupo G admite una descomposición
(2.1.13). Se trata de encontrar los coefientes enteros aµ . Sean χa los ca-
racteres asociados a las clases conjugadas Ka de G. Ellos claramente
tienen que tener la forma

χa = ∑
µ

aµ χµ
a

Si se conoce el producto escalar (~χµ ,~χν) = δµν , ellas aplica trivialmente a
la igualdad anterior y se obtiene

aµ = (~χ ,~χν)

Se ha usado notación vectorial para indicar suma sobre todas las clases
conjugadas usando la medida que corresponda.
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La representación adjunta a otra: A toda representación matricial D(G)
se le puede asociar otra representación, llamada adjunta a D, constituida
por las matrices traspuestas e inversas, y se la denota D,

D(g) = D̃−1(g) (2.1.19)

Si la representación es unitaria, esto es D†(g) = D−1(g) para todo g, en-
tonces

D = D̃† = D∗ (2.1.20)

que son las matrices complejas conjugadas.

Dos lemas de Schur: (a) Si Da y Db son RIs de un grupo y existe una
matriz A no nula para la cual ADa(G) = Db(G)A necesariamente las dos
RIs son equivalentes. (b) Si D(G) es RI de G y existe matriz no nula A que
conmuta con toda la representación, A necesariamente es múltiplo de la
matriz unidad.

Antes se vió que dos autofunciones que pueden ser conectadas por
una transformación de simetrı́a, Ψa = OgΨb, necesariamente tienen aso-
ciado el mismo autovalor del hamiltoniano. El autoespacio que tales fun-
ciones engendra es un espacio de representación del grupo G de simetrı́a
y normalmente tal representación es irreductible. En los rarı́simos casos
en que esto no ocurre se habla de degeneración accidental.

2.2. Sobre grupos y álgebras de Lie

Grupo de Lie, parámetros y topologı́a

Los grupos de Lie son grupos cuyos elementos pueden ser caracteri-
zados por parámetros continuos reales, a1, . . . ,an. También puede haber
parámetros discretos. En G la ley producto

g(a)g(b) = g(c) (2.2.1)

queda totalmente definida por la dependencia de los cλ en los parámetros
a y b por medio de funciones analı́ticas,

cλ = φλ (a1, . . . ,an; b1, . . . ,bn) o bien c = φ(a;b) (2.2.2)
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El entero n designa al número estrı́ctamente necesario de parámetros pa-
ra caracterizar a los elementos del grupo, pero siempre hay una infinidad
de formas de parametrizar un grupo de Lie. Es convención que, cualquiera
sea la parametrización de un grupo de Lie, al elemento neutro se le asocie
el punto cero del espacio de parámetros, es decir, g(a1 = 0, . . . ,an = 0) es
siempre el elemento neutro del grupo. Como ya se ha dicho, un grupo de
Lie se dice compacto si sus parámetros varı́an en un rango finito, de lo
contrario es no compacto. SO(3) es compacto y SO(3,1) no es compacto.

Un grupo de Lie no enteramente trivial (es no abeliano) es el grupo
O(2) de las rotaciones en torno a un eje fijo de IR3 y las reflexiones con
respecto a planos σ que contienen al eje de rotación.

Dada una parametrización particular, se puede definir un espacio cu-
yos puntos tengan asociados los parámetros del grupo, los que juegan el
papel de coordenadas en ese espacio. A tal espacio se le llama el espacio

topológico del grupo. Diferentes parametrizaciones de un grupo pueden
conducir a espacios algo diferentes, pero las caracterı́sticas topológicas
de esos espacios es siempre la misma para un mismo grupo.

Estructura local, generadores infinitesimales y álgebra

Los grupos de Lie, a pesar de su depurada teorı́a matemática, son
definidos a partir de realizaciones muy concretas. Por ejemplo SO(N) es el
grupo de las rotaciones en IRN , SU(N) es el grupo cuya estructura definen
las matrices complejas, unitarias y determinante 1 de N×N etc. La acción
sobre un espacio particular se llama, la representación natural del grupo.
Estas son representaciones porque definen la acción del grupo sobre un
espacio de puntos x = (x1, . . . ,xN). La acción del elemento g(a) sobre el
punto x se define por las funciones

x′ j = f j(x1, . . . ,xN ;a1, . . . ,an) o x′ = f(x;a) (2.2.3)

Si en la ecuación anterior se considera un incremento de los parámetros,
a→ a+ da, en el lado izquierdo se tiene x′+ dx′. Por componentes esto
es

x′ j +dx′ j = f j(x+dx;a+da)

= f j(x;a)+

(
∂ f j

∂aσ

)

a=0

daσ
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Tomando a = 0 en la relación anterior se obtiene

dx j =

(
∂ f j

∂aσ

)

a=0

daσ (2.2.4)

La prima ha desaparecido debido a que a = 0. Esto se escribe

dx j = u jσ (x)daσ (2.2.5)

La variación de x recién obtenida induce un cambio sobre cualquier fun-
ción F(x),

dF(x) =
∂F

∂x j
dx j

=
∂F

∂x j
u jσ (x)daσ

= daσ

(

u jσ ∂

∂x j

)

F(x)

= idaσ Xσ F(x) (2.2.6)

donde los

Xσ =−iu jσ (x)
∂

∂x j
(2.2.7)

son los generadores infinitesimales asociados al grupo G en el espacio de
las funciones F . Un teorema fundamental de la teorı́a de grupos de Lie
dice que los generadores infinitesimales de un grupo G se cierran bajo la
operación de conmutación, definiendo un álgebra de Lie,

[
Xρ ,Xσ

]
= iCτ

ρσ Xτ (2.2.8)

donde los coeficientes Cτ
ρσ son números reales y se conocen como las

constantes de estructura del grupo. El álgebra se define sobre el cuerpo
de los reales.

Las constantes de estructura tiene algunas propiedades interesantes,

Cτ
ρσ =−Cτ

σρ

Cτ
ρσCν

τµ +Cτ
σ µCν

τρ +Cτ
µρCν

τσ = 0

gµν = gνµ = AC
β
µαCα

νβ

(2.2.9)
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A es una constante que se escoge. Un grupo de Lie es semisimple si y
sólo si detg 6= 0. Si G es compacto siempre se puede lograr que gµν = δµν .

Se define la matriz g.. inversa de g.. y con ella se define el operador de

Casimir C,

gµλ gλν = δ ν
µ , C = gµνXµXν (2.2.10)

que, se puede demostrar, conmuta con todos los generadores Xσ del álge-
bra. El teorema de Schur garantiza que en las RIs C es múltiplo de la
identidad.

Un operador Og(a) asociado a cualquier elemento del grupo puede re-
presentarse por

Og(a) = eiaσ Xσ (2.2.11)

Ejemplo: SO(3)

El espacio de parámetros: Se asocia a cada rotación R(θ ,φ ,α) un punto
en el interior de una esfera de radio π de la manera que sigue. Los ángulos
(θ ,φ) son ángulos esféricos de siempre y se usan para definir la rotación
de magnitud α a su alrededor,

0≤ θ ≤ π , 0≤ φ ≤ 2π , 0≤ α ≤ π

Los puntos asociados se obtienen dibujando el radio de la esfera carac-
terizado por la dirección (θ ,φ) y, en este radio, se escoge el punto que
está a distancia α del centro. De esta manera a cada punto de la esfera
sólida le corresponde una única rotación y a cada rotación le corresponde
al menos un punto de la esfera. Puesto que las rotaciones (θ ,φ ,α = π)
y (π − θ ,φ + π ,α = π) son la misma rotación, se identifica los dos pun-
tos asociados a ellas. Como a este par de rotaciones les corresponden
puntos sobre el manto de la esfera que están diametralmente opuestos
queda definida una topologı́a especial asociado a SO(3): puntos en la su-
perficie que están diametralmente opuestos se identifican. Esto hace que
el espacio topológido de SO(3) sea doblemente conexo como se pasa a
explicar.

En la figura enterior se muestra primero tres curvas que, en el espacio
topológico asociado a SO(3), son cerradas. La primera puede ser contra-
ida continuamente a un punto, la segunda no puede ser contraida a un
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Figura 2.1: El espacio de parámetros de SO(3) es una esfera sólida donde se identifica
los puntos de la superficie que aparecen diametralmente opuestos. Hay dos clases de
curvas cerradas: las que pueden ser contraidas continuamente a un punto y las que no se
puede contraer a un punto. Esto implica que SO(3) admite “representaciones bivaluadas”:
spin semientero.

punto y la tercera nuevamente sı́. Esta última deformación se ilustra en
los diagramas que de la segunda fila.

Se concluye que el espacio de parámetros de SO(3) tiene dos tipos
de curvas cerradas no equivalentes, por esto se dice que SO(3) es doble-

mente conexo.

Generadores infinitesimales de rotaciones: A las rotaciones definidas
en el plano rs,

x′r = xr cosθ − xs sinθ = f r(x;θ)
x′s = xr sinθ + xs cosθ = f s(x;θ)

se le asocia (ejercicio) el generador infinitesimal

Xrs =−i

(

xr ∂

∂xs
− xs ∂

∂xr

)

y, en el caso especial de SO(3), se definen los generadores infinitesimales
Li = εi jkX jk que satisfacen

[Li,L j] = iεi jk Lk (2.2.12)

que son, salvo por un factor h̄, los operadores de momento angular.
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El grupo cobertor

Hay grupos de Lie con cualquier grado de conexión, incluso los hay
infinitamente conexos. Los grupos de Lie para los cuales todas las curvas
cerradas son topológicamente equivalentes a un punto se llaman simple-

mente conexos. A todo grupo de Lie G múltiplemente conexo le está aso-
ciado un grupo G simplemente conexo que se llama el cobertor de G. Un
grupo multimplemente conexo y su cobertor pueden ser parametrizados
de tal manera que ambos tengan la misma álgebra, en el sentido que las
reglas de conmutación de sus generadores infinitesimales se satisfacen
con los mismos parámetros de estructura.

El cobertor de SO(3) es el grupo SU(2) de las matrices unitarias de
2×2:

U =

(
a b

−b∗ a∗

)

con |a|2+ |b2|= 1 (2.2.13)

El espacio de parámetros topológicamente es la superfice tridimensional
de una hiperesfera de radio uno en IR4 que es simplemente conexo. El
grupo cobertor del grupo propio de Lorentz SO(3,1) es el grupo SL(2,C),
(matrices complejas de determinante 1).

EJERCICIO: Considere el grupo de matrices






ei(α+γ)/2 cos
β
2
−e−i(α−γ)/2 sin

β
2

ei(α−γ)/2 sin
β
2

e−i(α+γ)/2 cos
β
2






Compruebe que son automáticamente de la forma (2.2.13). Encuentre los

generadores infinitesimales asociados a cada uno de los tres parámetros.

Descubra que dos de ellos conducen al mismo generador. Obtenga el ter-

cer generador como el conmutador de los dos obtenidos y obtenga las

relaciones de conmutación entre todos ellos comprobando que no se ob-

tiene otros.

EJERCICIO: A cada matriz U dada en (2.2.13) se le puede asociar una
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matriz de 3×3

R =
1

2





a2−b∗2−b2 +a∗2 i(a2−b∗2 +b2−a∗2) 2(ab+a∗b∗)
−i(a2+b∗2−b2−a∗2) a2 +b∗2 +b2 +a∗2 −2i(ab−a∗b∗)
−2(a∗b+ab∗) 2i(a∗b−ab∗) 2(aa∗−bb∗)





(2.2.14)

Compuebe que las matrices son reales y ortogonales. En efecto, son ma-

trices de la representación natural de SO(3). Note que a la matriz −U le

corresponde la misma matriz R, es decir, el grupo SU(2) de las matrices

U recorre dos veces al grupo SO(3) de las matrices R. Suele decirse que

las representaciones fieles de SU(2) son representaciones “bivaluadas” (o

espinoriales) de SO(3). También debiera demostrarse que la ley producto

es la misma.

2.3. Producto Kronecker y reglas de selección

Serie de Clebsch-Gordan

El producto Kronecker de dos representaciones de un grupo G define
una nueva representación de G,

D
a,b
ik, jℓ(g)≡ Da

i j(g)Db
jℓ(g) para todo g ∈ G (2.3.1)

y se denota Da,b(G) = Da(G)×Db(G). Aun si las representaciones factor
son RIs, la representación producto es, en general, reductible y su des-
composición se denomina serie de Clebsch-Gordan,

Dµ ×Dν =
⊕

λ a
µν
λ ,Dλ (2.3.2)

Las representaciones irreductibles de O(3) son las representaciones
Dℓ,P de momento angular y la serie de Clebsch-Gordan es

Dℓ1,P1×Dℓ2,P2 =
ℓ1+ℓ2⊕

ℓ=|ℓ1−ℓ2|
Dℓ,P=P1P2 (2.3.3)
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Vectores y seudovectores con respecto a O(3)

El grupo O(3) actua naturalmente sobre L = IR3. Se define matrices
Di j(g) que representan al grupo (son ortogonales) y ellas definen transfor-
maciones lineales en L. Tı́picamente se tiene transformaciones

x′i = Di j(g)x
j

y esta es la representación (ℓ= 1,P = −1) de los más comunes vectores
usados en fı́sica (posición, velocidad etc). La paridad es −1 porque los xi

cambian de signo bajo la inversión.

Consideremos el espacio de representación formado por dos réplicas
del anteror: IR3× IR3. Es un espacio de dimensión 9 y sus elementos base
pueden ser los xiy j. La acción del grupo sobre este espacio por definición
es

x′iy′m = Di j(g)Dmn(g)x
jyn , que escribimos M′im = Dim, jn(g)M jn

Claramente este espacio tiene subespacios invariares. El más trivial
es el espacio unidimensional L0 de las combinaciones x1y1 + x2y2 + x3y3

que es la traza de M. Queda un espacio de dimensión 8 de las matrices
M̄ = M−Tr(M). Cada una de estas matrices sin traza se puede separar
en una matriz simétrica y otra antisimétrica

M̄i j = Si j +Ai j

que (ejercicio) constituyen espacios invariantes. El espacio de las matrices
antisimétricas es tridimensional y el de las matrices simétricas (y sin traza)
es de dimensión 5. Todo lo anteror corresponde a

D1,−1×D1,−1 = D0,+⊕D1,+⊕D2,+ (2.3.4)

El espacio de las Si j puede ser visto como el de los objetos

Bk = εi jkS jk

que tienen tres componentes y, bajo SO(3), transforman como vectores,
pero como tienen paridad positiva (no cambian de signo bajo una inver-
sión), y en fı́sica se los llama seudovectores.

En fı́sica algunos seudovectores muy conocidos son el momento angu-
lar y el campo magnético. El rotor de una función vectorial permite definir
un seudovector.
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Reglas de selección

Si Dα y Dβ son RI de G:

1. La serie de Clebsh-Gordan de Dα ×D
α

contiene a la representación
trivial una y solo una vez.

2. La serie de Clebsch-Gordan de Dα×D
β

contiene a la representación
trivial si y solo si Dα = Dβ

Si G es un grupo de transformaciones lineales y unitarias sobre un
espacio de funciones ψ y existen operadores Tj, también sobre L, que
transforman de acuerdo a una representación DT (G),

Og TiOg
−1 = DT

jiTj

y se tiene funciones ψ
µ
j base de la representación Dµ(G), entonces las

funciones Tiψ
µ
j pertenecen a un espacio de la representación DT (G)×

Dµ(G).

Teorema de Wigner-Eckart: De lo anterior se desprende que los elemen-
tos de matriz 〈

ψν
k |Ti|ψµ

j

〉

son nulos si la descomposición de DT (G)×Dµ(G) no contiene a la repre-
sentación Dν(G).

Más adelante se verá, por ejemplo, que transiciones de un nivel a otro
de una partı́cula en un potencial central ocurren debido a operadores de

transición como los Ti anteriores. Si al estado inicial le corresponde la RI
(ℓ,(−1)ℓ) de O(3) y a la transición le corresponde (ℓ= 1,P0), entonces sólo
se podrá tener transiciones a estados

(ℓ−1,P0(−1)ℓ) , (ℓ,P0(−1)ℓ) , (ℓ+1,P0(−1)ℓ)

Si P0 =+1 entonces la primera y la tercera transiciones no ocurren porque
no existen estados con esas paridades, es decir, solo se tiene

(ℓ,(−1)ℓ)→ (ℓ,(−1)ℓ) (2.3.5)
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Pero si P0 =−1 entonces solo se puede tener transiciones del primer y la
tercer tipo

(ℓ,(−1)ℓ)→
{

(ℓ−1,−(−1)ℓ)
(ℓ+1,−(−1)ℓ)

(2.3.6)

2.4. El grupo de traslaciones 1D y bandas de energı́a

Potencial periódico

Sean Tna (a fijo y n un entero) operadores de traslación que actúan
sobre cualquier espacio de funciones de x en la forma

Tna f (x) = f (x+na)

Estos operadores constituyen un grupo abeliano y discreto,

TnaTma = T(n+m)a

Un representación natural de estos operadores es

Tna = ea d
dx

.

Si en un problema cuántico unidimensional se tiene un potencial periódico,
con perı́odo a

V (x) =V (x+na) n entero

entonces el hamiltoniano es invariante al grupo de traslaciones discretas
x→ x+na,

H(x) = H(x+na) = Tna H(x)T−1
na

y esto implica que si ψ(x) es una autofunción de H, con autovalor E, en-
tonces

ψ ′(x) = Tnaψ(x) = ψ(x+na)

también es una autofunción con la misma energı́a. Pero como el proble-
ma es unidimensional no puede haber degeneración, lo que implica que
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ambas funciones ψ ′ y ψ tienen que ser proporcionales y la constante de
proporcionalidad tiene que ser 1, esto es

Tnaψ(x) = eikna ψ(x) (2.4.1)

Por el momento k es un real arbitrario y (2.4.1) define la representación

k del grupo de traslaciones. La única forma de compatibilizar que ψ(x+
na) = eikna ψ(x) es que ψ sea una función particular que se denomina ψk:
con

ψk(x) = uk(x)eikx

donde la función uk(x) es periódica de perı́odo a,

uk(x+a) = uk(x) (2.4.2)

.

A continuación se restringe el análisis al caso en que la partı́cula descri-
ta por el hamiltoniano vive en una caja de volumen L = Na con bordes
periódicos. En tal caso la traslación en L = Na debe ser la indentidad,

TNa = TL = eikL = 1

de donde kL = 2π r o bien

k =
2πr

L
, r = 0,±1,±2, . . . (2.4.3)

Caso particular

A continuación se considera el potencial periódico definido por

V (x) =
h̄2

2m

λ

a
∑
n

δ (x−na)

Entre cada nodo xn = na la partı́cula es libre y la función de onda debe
tener una forma sinusoidal. Sea Rn el intervalo (n−1)a≤ x ≤ na y Rn+1 el
intervalo na≤ x≤ (n+1)a. Al plantear

Rn : ψ = An sinq(x− na)+Bn cosq(x− na)
Rn+1 : ψ = An+1 sin q(x− (n+ 1)a)+Bn+1cosq(x− (n+ 1)a)
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la exigencia de continuidad en x = na implica

−An+1 sinqa+Bn+1 cosqa = Bn

Este es un sistema lineal y homogéneo por lo que se debe exigir que el
determinante de los coeficientes sea nulo lo que lleva a

coska =
λ

2qa
sinqa+ cosqa (2.4.4)

Puesto que el potencial está definido con δs, la derivada de ψ debe ser

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 5 10 15 20

g(x)
1

-1
0

Figura 2.2: El lado derecho de (2.4.4), como función de q, es una g(q) función oscilante decre-

ciente que arroja solución q tan solo si |g(q)| ≤ 1. Se ve que hay “bandas” de valores de q que son

solución.

discontinua y
dψ
dx

∣
∣
∣

na+ε

na−ε
=

2m

h̄2

∫ na+ε

na−ε
dxV (x)ψ(x)

=
λ

a
Bn

Si se evalua la derivada de ψ a ambos lados del punto na

ψ ′(na+) = qAn+1 cosqa+qBsinqa

ψ ′(na−) = qAn

Con lo anterior se deducen

An+1 = An cosqa+Bn

(
λ

qa
cosqa− sinqa

)

(2.4.5)

Bn+1 = An sinqa+Bn

(
λ

qa
sinqa− cosqa

)
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Además se debe exigir que ψ(x+a) = eikaψ(x) lo que lleva a las relaciones
de recurrencia a

An+1 = eikaAn , Bn+1 = eikaBn

que, al ser reemplazadas en (2.4.5) se obtiene

eikaAn = An cosqa+Bn

(
λ
qa

cosqa− sinqa
)

eikaBn = An sinqa+Bn

(
λ
qa

sinqa− cosqa
)
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Capı́tulo 3

Métodos aproximados
independientes del tiempo

3.1. Método de perturbaciones en el caso no de-

generado

Planteamiento general

En esta sección se tratará de problemas donde el espectro de energı́a
es no degenerado.

Se tiene una ecuación de Schrödinger estacionaria

H |Ψn〉= En |Ψn〉 (3.1.1)

que no puede ser resuelta en forma analı́tica pero tal que exista un caso
más sencillo del mismo tipo que sı́ puede ser resuelto. Supongamos que
se conoce la solución de

H0 |Φn 〉= E0
n |Φn 〉 (3.1.2)

y tal que

H = H0+gV (3.1.3)

El último término es la perturbación a que es sometido H0.

47
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Una perturbación no es necesariamente una acción externa sobre el
sistema. Por ejemplo, el átomo se helio puede estudiarse con un H0 que
es la suma de dos hamiltonianos de una carga en un campo Coulombiano,
H0 = H01 +H02, y la perturbación gV puede ser la repulsión electrostática
entre los electrones. En el laboratorio no hay parámetro fı́sico alguno que
pueda ser ajustado para estudiar, por ejemplo, el lı́mite g→ 0. En cambio el
caso de un átomo sometido a, por ejemplo, un campo magnético externo
uniforme ~B, puede ser estudiado para una amplia gama de intensidades
de ~B, en particular campo externo nulo.

Bajo ciertas condiciones, algunas de las cuales estudiaremos, la solu-
ción de (3.1.1) puede ser expresada como una serie de potencias en g,
en torno a la solución conocida del problema (3.1.2). No se discutirá la
convergencia de las series y, más aun, suele ocurrir que ellas sean di-
vergentes y, sin embargo, los primeros términos de la serie describan en
forma satisfactoria al sistema perturbado.

La suposición básica es que (3.1.1) es regular en el punto g = 0, en el
sentido que el lı́mite (g→ 0) de los En(g) son los E0

n y los |Ψn(g) 〉 convergen
a los |Φn 〉:

En→ E0
n , Ψn→Φn (3.1.4)

El método

Formalismo

Puesto que los Φn forman un conjunto completo, puede hacerse la
expansión

Ψn = Ng

{

Φn + ∑
k 6=n

Cnk(g)Φk

}

(3.1.5)

De (3.1.4) se desprende que

Cnk(g = 0) = 0 , N0 = 1 (3.1.6)

La primera de estas condiciones se escribe entonces

Cnk(g) = gC1
nk +g2C2

nk + . . . (3.1.7)
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y además se escribe formalmente

En = E0
n +gE1

n +g2E2
n + . . . (3.1.8)

De lo anterior se puede escribir

Ψn = Ng

{

Φn +∑
j

g j φ j
n

}

(3.1.9)

donde,

φ 1
n = ∑

k 6=n

C1
nkΦk , φ 2

n = ∑
k 6=n

C2
nkΦk (3.1.10)

Existe libertad suficiente para que se pueda escoger que las correc-
ciones a Φn sean ortogonales a este estado no perturbado.

Primer orden

Todo lo anterior se reemplaza en (3.1.1) y se iguala los coeficientes de
gm para cada m. Para m = 0 se reobtiene (3.1.2). Para m = 1 se obtiene

∑
k 6=n

C1
nk

(
E0

k −E0
n

)
Φk +V Φn = E1

n Φn (1er orden)

Se usa dos veces esta ecuación. La primera vez se hace el producto es-
calar con 〈Φn| obteniendo

gE1
n = 〈Φn|gV |Φn〉 (3.1.11)

y luego el producto escalar con 〈Φℓ| (ℓ 6= n) lo que da

C1
nk =

〈Φk |V |Φn〉
E0

n −E0
k

(3.1.12)

Con estos coeficientes se construye la correción de primer orden (3.1.10)
a la función de onda.
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Segundo orden

La ecuación que resulta de g2 es

H0 ∑
k 6=n

C2
nk |Φk 〉+V ∑

k 6=n

C1
nk |Φk 〉

= E0
n ∑

k 6=n

C2
nk |Φk 〉

+E1
n ∑

k 6=n

C1
nk |Φk 〉+E2

n |Φn 〉 (3.1.13)

Si se hace el producto escalar con 〈Φn| resulta

∑
k 6=n

C1
nk 〈Φn|V |Φk〉= E2

n

lo que lleva a

E2
n = ∑

k 6=n

〈Φk|V |Φn〉〈Φn|V |Φk〉
E0

n −E0
k

= ∑
k 6=n

| 〈Φk|V |Φn〉 |2
E0

n −E0
k

(3.1.14)

No es tan raro que en ejemplos de interés se obtenga que E1
n sea nulo,

lo que deja, en la práctica a (3.1.14) como la primera corrección a los
autovalores de H0. En tal caso.

1. Si n = 0, es decir, se está corrigiendo la energı́a del estado fun-
damental, entonces todas las diferencias E0

0 − E0
k son negativas y

resulta E2
0 < 0, es decir, la corrección da una energı́a fundamental

corregida más baja que la de H0.

2. Suponiendo que todos los 〈k|V |n〉 son del mismo orden, se ve que
la suma en (3.1.14) los sumandos correspondientes a niveles E0

k

cercanos a E0
n tienen mayor influencia.

3. Si un nivel vecino a E0
n , es dominante en (3.1.14), entonces la correc-

ción tendrá por efecto alejar a esos dos niveles. Se habla del efecto
de “repulsión” entre niveles cercanos.

3.1. MÉTODO DE PERTURBACIONES EN EL CASO NO DEGENERADO Universidad de Chile



Mecánica Cuántica 2 51

Si (3.1.13) se contrae con 〈Φℓ| (con ℓ 6= n) y después de CHECK
!!!!!! un poco de trabajo se obtiene que

C2
nℓ = ∑

k 6=n

〈Φk|V |Φn〉〈Φℓ|V |Φk〉
(E0

n −E0
k )(E

0
n −E0

ℓ )
− 〈Φn|V |Φn〉〈Φℓ|V |Φn〉

(E0
n −E0

ℓ )
2

El coeficiente C2
nn queda indeterminado. Lo usual es determinarlo exigien-

do que |Ψn〉 esté consistentemente normalizado hasta segundo orden, lo
que lleva a que, con ℑC2

nn = 0, se debe cumplir

C2
nn =−

1

2
∑
ℓ

|C1
nℓ|2

que se deja como ejercicio.

Ejemplo: Helio

Consideremos el hamiltoniano

H =

[
p2

1

2m
− Ze2

r1
+

p2
2

2m
− Ze2

r2

]

+
e2

r12

donde el último término se toma como gV mientras que H0 es la suma de
dos átomos tipo hidrógeno con carga Z. Si EH es la energı́a fundamental
del átomo de hidrógeno, el autovalor de H0 es

E0
0 = 2Z2EH , EH =− e2

2a

Se sabe que la función de onda del estado fundamental del “átomo de
hidrógeno” de carga Z es

φ0 =
1√
π

(
Z

a

)3/2

e−Zr/a , a =
h̄2

me2

En el problema actual entonces

Φ =
1

π

(
Z

a

)3

e−Z(r1+r2)/a (3.1.15)
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y se debe calcular (cálculo hecho en E01 helio.mws)

E1
0 =

〈

Φ

∣
∣
∣
∣

e2

|~r1−~r2|

∣
∣
∣
∣
Φ

〉

=
e2Z6

π2a6

∫
e−2Z(r1+r2)/a

|~r1−~r2|
d3r1 d3r2

=
5Z

4
EH (3.1.16)

El valor de E1
0 entonces es 5×22

4
13,6 = 34,0, mientras que E0

0 = −2×
13,6×22 = −108,8. La suma de ambas cantidades da −74,8. El valor ex-
perimental es −78,975.

Usando números más finos se obtiene:

Átomo Z E0
0 E1

0 suma Eexper

He 2 -108.0 33.75 -74.25 -78.6
Li+ 3 -243.5 50.50 -193.00 -197.1
Be++ 4 -433.0 67.50 -366.50 -370.0

Detalles del cálculo Lo primero que se hace es integrar

∫ π

0

sinθ dθ

‖~r1−~r2‖
=
∫ π

0

sinθ dθ
√

r2
1 + r2

2−2r1r2 cosθ

sobre θ . Esta integral da

1

r1r2
(r1 + r2−|r1− r2|) =

{
2/r1 si r1 > r2

2/r2 si r1 < r2

El resto de las integrales son: las angulares en un integrando que ya no
tiene ángulos y sobre las magnitudes r1 y r2 que son sencillas de hacer.

Ejemplo: efecto Stark caso no Coulombiano

Es el efecto de un campo eléctrico externo uniforme sobre un átomo
hidrogenoide (H0 es una partı́cula en un potencial central que no es el
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Figura 3.1: La figura muestra el potencial Coulombiano y también la suma del potencial

Coulombiano y el término con el campo eléctrico. La lı́nea horizontal más baja señala la altu-

ra del nivel fundamental. En principio hay efecto tunel.

potencial de Coulomb). El grupo de simetrı́a del sistema no perturbado es
O(3). El término perturbativo es

V =−e~E ·~r

El campo eléctrico es tratado como una cantidad clásica, de modo que tan
solo se debe calcular elementos de matriz de~r, es decir, a V le está aso-
ciada la representación Dℓ=1,P=−1. Entonces es claro, por el teorema de
Wigner-Eckart que a primer orden el efecto es nulo,

E1
nℓ =−e 〈Φnℓm|~E ·~r |Φnℓm〉= 0 (3.1.17)

Excepto en el caso en que el potencial en H0 sea un potencial coulom-
biano, porque en tal caso los niveles tienen una degeneración más alta
(Cada nivel admite ℓ = 0, . . .n− 1). El caso coulombiano se analiza más
adelante.

La figura ilustra que V es una cantidad divergente (en la figura tiende
hacia la izquierda a −∞ y hacia la derecha a +∞). Sin embargo el efecto
tunel para campos eléctricos “normales” resulta totalmente despreciable.
En efecto, el campo eléctrico a nivel atómico es del orden

e

a
≈ 109 Volt

cm

Pero este hecho matemático implica que la serie perturbativa no sea con-
vergente. Las primeras correcciones, sin embargo, entragan un resultado
que describe lo que se observa.
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Corrección de primer orden

La determinación que en (3.1.17) se obtiene cero es tan sencillo que
hay una forma mucho más directa y fácil de argumentar que E1

nℓ. Basta
con notar que se debe calcular integrales del tipo

∫

|Φnℓm|2~r d3r. Puesto
que el integrando es impar, esta integral es nula.

El teorema de Wigner-Eckart, aplicado a este caso, dice que los ele-
mentos de matriz 〈n′ℓ′m′|V |nℓm〉 entre estados con paridad P = (−1)ℓ pue-
den ser no nulos tan solo si ℓ′− ℓ=±1 y P′ =−P.

Sin pérdida de generalidad se puede escoger que el eje Z apunte en
la dirección del campo ~E, en cuyo caso el problema se reduce a calcular
los elementos de matriz de z, pero [z,Lz] = 0, es decir, el operador Lz tam-
bién conmuta con el hamiltoniano perturbado y el número cuántico m se
conserva.

Las funciones de onda son del tipo

Φnℓ = Rnℓ(r)Yℓm(r̂) , Yℓm = Pℓm(cosθ)eimφ

Se debe calcular el valor medio de z = r cosθ . Estas auto funciones Φ tie-
nen paridad positiva o negativa, pero |Φ|2 es siempre de paridad positiva,
de modo que 〈Φ|z|Φ〉 es necesariamente nulo,

E1
n = 0

Corrección de segundo orden

La corrección de segundo orden se reduce a calcular términos no dia-
gonales

E2
n = ∑

k 6=n

|Vnk|2
E0

n −E0
k

y la parte fı́sicamente interesante del cálculo es
∫

Y ∗ℓ′m′(r̂)cosθ
︸ ︷︷ ︸

Y10(r̂)

Yℓm(r̂)dr̂

Por las reglas de suma y de ortogonalidad de los esféricos armónicos,
estas integrales sólo resultan no nulas si m = m′ y ℓ− ℓ′ =±1, por lo cual,
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esquemáticamente

E2
n = e2E2 ∑

n′( 6=n)
∑

ℓ′=ℓ±1

|..|2
E0

nℓ−E0
n′ℓ′

Ejemplo: correcciones a niveles nucleares debido a repulsión

coulombiana

Se trata de estimar el valor medio de

V =
Z

∑
a<b

e2

rab

, con
Z(Z−1)

2
sumandos

que se plantea como

〈
φ jm |V |φ jm

〉
≈ Z(Z−1)

2
E0

donde

E0 =

∫
∣
∣φ jm

∣
∣2

e2

rab

d3rad3rb

Sin entrar en detalles nucleares la densidad ρ(ra,rb) =
∣
∣φ jm

∣
∣2, que es la

densidad de probabilidad de encontrar a un protón en~ra y a otro en~rb se
puede aproximar brutalmente a suponer primero que ρ(ra,rb)ρ(ra)ρ(rb)
y además que estas densidades individuales son uniformes dentre del
núcleo y nulas afuera

ρ(r) =
3

4πR3
r < R

y nula si r ≥ R, lo que da

E0 =
3Z(Z−1)

5

e2

R

El resultado, tomando R = 1,45N1/3 e2

R
tiene el órden de magnitud correcto.
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Ejemplo: trampa para átomos ultrafrı́os

El modelo

Se logra tener átomos ultrafrı́os T < 100µK en trampas producidas por
espectro de interferencia de un laser. Se hará un modelo muy elemental
del fenómeno que, no siendo muy realista, describe cualitativamente bien
lo esencial de las frecuencias con que oscilan los átomos atrapados.

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

-2 -1 0 1 2 3 4 5
po

te
nc

ia
l V

X

Figura 3.2: Potencial periódico.

En un potencial periódico normal-
mente se tiene, debido a efecto túnel
entre un mı́nimo y el siguiente, que en
lugar de haber niveles de energı́a aisla-
dos haya bandas. Pero en nuestro ca-
so se tendrá mı́nimos muy profundos
y suficientemente separados para que
ese efecto sea despreciable. Se consi-
derará el hamiltoniano

H =
p2

2m
+U0 sin2 kx

donde la distancia entre un mı́nimo y el siguiente es

δmin =
2π

k

Adimensionalización y órdenes de magnitud

El potencial será aproximado a

U0k2x2− 1

3
U0k4x4

El coeficiente de x2 define la frecuencia caracterı́stica ω0 del sistema,

ω2
0 =

2U0k2

m

Se plantea resolver el problema de un oscilador armónico más una per-
turbación V proporcional a x4,

H0 =
p2

2m
+

m

2
ω2

0 x2 , V =−U0

3
k4x4
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A continuación se hará un análisis del órden de magnitud de cada cada
uno de los términos, para lo cual se adimensionaliza en base a h̄, ω0 y m

definiendo distancia, momento y energı́a caracterı́sticas del sistema H0,

xc =

√

h̄

mω0
, pc =

√

h̄mω0 , Ec = h̄ω0

que, como se sabe, se relacionan con las propiedades del estado funda-
mental del oscilador. Es fácil comprobar la magnitud de cada uno de los
tres términos de energı́a involucrados. Los dos términos en H0 arrojan,

p2
c

2mEc

=
1

2
,

mω2
0 x2

c

2Ec

=
1

2

mientras que la magnitud de V resulta

U0k4x4
c

3Ec

=
U0k4h̄

3m2ω3
0

==
h̄k2

6mω0
=

1

6
k2x2

c

Pero este problema se ha planteado tal que xc≪ δmin que se puede reducir
a

k2xc≪ 1

lo que hace de V una cantidad muy pequeña.

El hamiltoniano adimensional es

H̄ =
1

2

(
p̄2 + x̄2

)
−λ x̄4 (3.1.18)

con

λ =
1

6
k2x2

c

La parte de oscilador armónico se puede escribir como

H̄0 = N +
1

2

donde

p̄ =
a+a†

√
2

, x̄ = i
a−a†

√
2

, N = a†a

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica
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y los autoestados normalizados |n〉 de H̄0 se pueden definir a partir del
estado fundamental |0〉 por

|n〉= (a†)n |0〉√
n!

se cumple

a† |n〉=
√

n+1 |n+1〉 , a |n〉=
√

n |n−1〉 (3.1.19)

Cálculo de los corrimientos de las energı́as

Con lo anterior se calcula

E1
n =−λ 〈n|x4 |n〉

=−λ
4
〈n|(a−a†)4 |n〉

=−λ
4
〈n|(a2+a†2−aa†−a†a)2 |n〉

=−λ
4
〈n|(a2+a†2−N −1−N )2 |n〉

=−λ
4
〈n|(a2a†2

+a†2
a2 +(2N +1)2) |n〉

=−λ
4

(

‖a†2 |n〉‖2 +‖a2 |n〉‖2− (2n+1)2
)

=−λ
4

(
6n2 +6n+3

)

El último paso se logró usando las propiedades (3.1.19). Los niveles co-
rregidos no están igualmente espaciados.

3.2. Método perturbativo en el caso de espectro

degenerado

En este caso se tiene

H0 |Φρ
n 〉= En |Φρ

n 〉 , ρ = 1, . . . ,Nn (3.2.1)

donde ρ es el ı́ndice de degeneración. Se escoge base ortonormal

〈

Φ
ρ ′

n′ |Φ
ρ
n

〉

= δnn′ δρρ ′ (3.2.2)
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El autovalor En se expande como antes y

Ψn = Ng

{

∑
ρ

αρ Φρ
n +g ∑

k 6=n

C1
nk ∑

ρ

βρΦ
ρ
k + . . .

}

(3.2.3)

y se obtiene la ecuación

(H0+gV )
{

∑ρ αρ |Φρ
n 〉+g∑k 6=nC1

nk ∑ρ βρ |Φρ
k 〉+ . . .

}
=

(E0
n +gE1

n )
{

∑ρ αρ |Φρ
n 〉+g∑k 6=nC1

nk ∑ρ βρ |Φρ
k 〉+ . . .

}

Se aisla la ecuación con g en primer grado

H0 ∑
k 6=n

C1
nk ∑

ρ

βρ |Φρ
k 〉+V ∑

ρ

αρ |Φρ
n 〉

= E0
n ∑

k 6=n

C1
nk ∑

ρ

βρ |Φρ
k 〉+E1

n ∑
ρ

αρ |Φρ
n 〉 (3.2.4)

Al hacer con ella el producto escalar usando 〈Φσ
n | se obtiene

∑
ρ

αρ 〈Φσ
n |V |Φρ

n 〉= ασ E1
n

Usando la notación
hσρ = 〈Φσ

n |V |Φρ
n 〉

se llega a una ecuación de valores propios

h~α = E1
n~α (3.2.5)

la que se resuelve en la forma usual planteando la ecuación secular

det
[
h−E1

n1
]
= 0 (3.2.6)

Una vez que se tiene los valores propios, también se puede obtener, salvo
por su normalización, los vectores propios ~α. Lo usual es normalizarlos a

∑
ρ

|αρ |2 = 1

Un ejemplo particularmente simple resulta si h es diagonal como ocurre al
calcular el efecto Zeeman normal.
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El átomo de hidrógeno de Pauli

Regla de intervalos de Landé esto se ve en MQ1

Ya se vió que el hamiltiniano de Pauli (1.8.9) que contiene un término
de acoplamiento spin-órbita, el que acá es tomado como la perturbación
al hamiltoniano simple. En lo que sigue conviene hacer uso de la identidad
entre operadores

1

2

(
J2−L2− s2

)
=~L ·~s

La ecuación secular en este caso es trivial porque es diagonal. En
efecto, a primer orden, los únicos elementos de matriz de la perturbación
son

〈nℓsJM|ξ (r)~L ·~s |nℓsJM〉

= 〈nℓ|ξ (r) |nℓ〉〈ℓsJM| J
2−L2− s2

2
|ℓsJM〉

= ξnℓ
J(J+1)− ℓ(ℓ+1)− s(s+1)

2
(3.2.7)

Los intervalos del desdoblamiento entre los subniveles consecutivos del
desdoblamento de E0

nℓ son

∆EnℓsJ = ξnℓ J , regla de intevalos de Landé

Efecto Zeeman anómalo

Se trata del caso en que se agrega al hamiltoniano de Pauli una inter-
acción con un campo magnético externo uniforme. Se debe agregar dos
términos: el acoplamiento ~B-órbita ya visto: − e

2mc
~B ·~L y el acoplamiento

entre el spin (el momento magnético intrı́nseco del electrón) y el campo
magnético, − e

mc
~s ·~B. Tomando el eje Z en la dirección de ~B la perturbación

es

V =− eB

2mc
(Lz +2sz)

El hamiltoniano H0 es el de Pauli, que tiene autoestados
∣
∣n, ℓ,s = 1

2
,J,M

〉

definidos en (1.8.11). Puesto que M es el autovalor de Lz+ sz, la perturba-
ción se separa en (Lz + sz)+ sz. La primera parte es trivialmente diagonal,
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es decir arroja un término proporcioanl a M δMM′ . Lo que resta es calcular
la segunda parte:

〈

n, ℓ,s =
1

2
,J,M′

∣
∣
∣
∣

V

∣
∣
∣
∣
n, ℓ,s =

1

2
,J,M

〉

= − eB

2mc

(

h̄MδM′M +

〈

n, ℓ,s =
1

2
,J,M′

∣
∣
∣
∣

sz

∣
∣
∣
∣
n, ℓ,s =

1

2
,J,M

〉)

pero de (1.8.11) se ve que debe calcularse los elementos de matriz de sz

entre
〈
n, ℓ,s = 1

2
,J,M′

∣
∣ y
∣
∣n, ℓ,s = 1

2
,J,M

〉
, es decir, entre el bra

±
√

ℓ±M′+
1

2
〈+|
〈

ℓM′− 1

2

∣
∣
∣
∣
+

√

ℓ∓M′+
1

2
〈−|
〈

ℓM′
1

2

∣
∣
∣
∣

y el ket

±
√

ℓ±M+
1

2

∣
∣
∣
∣
ℓM− 1

2

〉

|+〉−
√

ℓ∓M+
1

2

∣
∣
∣
∣
ℓM

1

2

〉

|−〉

todo con un factor común h̄/
√

2(2ℓ+1). Haciendo uso que los estados de
spin son ortogonales se obtiene

〈
..M′

∣
∣sz |..M〉 =

h̄

2(2ℓ+1)

[

(ℓ±M+
1

2
)− (ℓ∓M+

1

2
)

]

= ± h̄M

2ℓ+1
δMM′ (3.2.8)

Agrupando los distintos resultados se obtiene la matriz diagonal asociada
a V ,

〈

nℓ
1

2
JM

∣
∣
∣
∣
V

∣
∣
∣
∣
nℓ

1

2
JM

〉

=−eh̄BM

2mc

(

1± 1

2ℓ+1

)

El último paréntesis es el factor de Landé g1/2 para s = 1
2
. Se puede de-

mostrar que para cualquier spin resulta

gs = 1+
J(J +1)− ℓ(ℓ+1)+ s(s+1)

2J(J+1)
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Ejemplo: efecto Stark caso Coulombiano

Se considerará el caso n = 2. En este caso se tiene estados (ℓ= 0,m =
0) y (ℓ = 1,m = 0,±1). Puesto que Lz conmuta con el hamiltoniano per-
turbado, se puede escoger autoestados simultaneos de H y Lz, es decir,
los autoestados de H tienen un valor de m bien definido. De aquı́ que los
elementos de matriz 〈nℓ′m′ |V |nℓm〉 son nulos salvo cuando m = m′. De
aquı́ que los elementos de matriz de la perturbación usando los estados
|211〉 y |21−1〉 solo dan no nulos en la diagonal. Tampoco se mezclan
con los dos estados con m = 0. Los estados |211〉 y |21−1〉 tienen m en
la forma eimφ de modo que, por ejemplo, 〈2,1,1|z|2,1,1〉 no depende de m

(las exponenciales se eliminan). Trivialmente, entonces, dos de los auto-
valores de la matriz de 4×4 de V son iguales y valen

E1
|m|=1 =−eE 〈2,1,1|z|2,1,1〉=−eE 〈2,1,−1|z|2,1,−1〉

La igualdad se produce porque los factores con m en las respectivas inte-
grales desaparecen. Es decir, hay un nivel desdoblado, asociado a |m|= 1

que es dos veces degenerado.

Tan solo se pueden mezclar los estados |nℓm〉: |200〉 y |210〉 y lo que
queda, entonces, es la ecuación secular

det





eE 〈200|z|200〉−λ eE 〈200|z|210〉

eE 〈210|z|200〉 eE 〈210|z|210〉−λ



= 0 (3.2.9)

pero los elementos diagonales son nulos. La razón en el caso 200 es por-
que violan ∆ℓ = ±1 y en el caso 210 porque viola paridad ya que tanto V

como 210 tienen paridad negativa. Todo esto conduce a dos autovalores
E1 que corresponden a m = 0, (ver Stark-Coulomb.mws)

E1
m=0± =±eE | 〈210|z|200〉|

En la práctica, entonces, solo se debe calcular un solo elemento de matriz
y se usa

Φ2,0,0 =
1√
4π

1

(2a)3/2

(

2− r

a

)

e−r/2a

Φ2,1,0 =
1√
4π

1

(2a)3/2

r cosθ

a
e−r/2a
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1

1

24
|m|=1

m=0

m=0

Figura 3.3: La figura indica las dege-
renaciones de los tres niveles en que
se desdobla el nivel atómico n = 2 de-
bido a un campo eléctrico uniforme.

y se obtiene que el par de estados m= 0

originalmente degenerados se separan
en dos con una diferencia de energı́a

E1
m=0± =±3ae‖~E‖

Partı́culas idénticas

Sea H el hamiltoniano que describe
un sistema de dos partı́culas de igual
masa, por ejemplo,

H =
p2

1

2m
+

p2
2

2m
+V (~r1,~r2 )

y que, se denotará por H(1,2). Se dice que se trata de dos partı́culas
idénticas si el hamiltoniano es invariante al intercambio de las variables
de ambas partı́culas,

H(1,2) = H(2,1)

En particular esto requiere que V (1,2) =V (2,1).

Si denotamos por P al operador que intercambia ambas partı́culas,

PH(1,2)P−1 = H(2,1) = H(1,2)

se ve que P conmuta con H; P es un operador de simetrı́a del sistema.

Sea Ψ(1,2) una función de onda del sistema en el sentido que

ih̄
∂

∂ t
Ψ(1,2) = H(1,2)Ψ(1,2)

Supongamos que Ψ′(1,2) ≡ PΨ(1,2) = Ψ(2,1) no es proporcional a
Ψ(1,2). En tal caso Ψ′ es una nueva función de onda del sistema ya que
P conmuta con H. Por lo tanto, cualquier combinación lineal de Ψ y Ψ′

también es una función de onda del sistema. En particular, las funciones

ΨS(1,2) =
Ψ+Ψ′√

2
, ΨA(1,2) =

Ψ−Ψ′√
2

que son la función simétrica y la función antisimétrica respectivamente.
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Un sistema de n partı́culas idénticas es descrito por un hamiltoniano
H(1,2, . . .n) que es invariante a cualquier permutación de sus argumentos.
(Existen n! permutaciones posibles de n objetos).

Se postula que en la naturaleza existen tan solo dos tipos de partı́culas
en relación al efecto de estas permutaciones:

Un sistema de n bosones idénticos es descrito por una función de
onda ΨB(1, . . . ,n) totalmente simétrica con respecto a permutaciones de
sus argumentos,

ΨB = PΨB para toda permutación P

Los bosones tienen spin entero.

Un sistema de n fermiones idénticos es descrito por una función de
onda ΨF(1, . . . ,n) totalmente antisimétrica con respecto a permutaciones
de sus argumentos,

ΨF = δPPΨF para toda permutación P

donde δP es la paridad de la permutación. Los fermiones tienen spin se-
mientero.

La simetrı́a de la función de onda se preserva en la evolución temporal
porque, por definición, los operadores P de permutación conmutan con
el hamiltoniano.

Una forma muy cruda de construir funciones de onda Ψ(1, . . . ,n) simétri-
cas parte de funciones individuales ψ1,. . . , ψn. Una función totamente
simétrica se construye sumando los productos de ellas con los argmentos
ordenados de todas las formas posibles. Por ejemplo,

ΨB(1,2,3) = ψ1(1)ψ2(2)ψ3(3)+ψ1(3)ψ2(1)ψ3(2)+
ψ1(2)ψ2(3)ψ3(1)+ψ1(1)ψ2(3)ψ3(2)+
ψ1(2)ψ2(1)ψ3(3)+ψ1(3)ψ2(2)ψ3(1)

Se podrı́a dar en forma similar un ejemplo de contrucción de una fun-
ción antisimétrica, pero en este caso existe la construcción en base a los
determinantes de Slater,

ΨF(1 . . . ,n) = det







ψ1(1) ψ2(1) . . . ψn(1)
ψ1(2) ψ2(2) . . . ψn(2)
.. .. . . . ..
ψ1(n) ψ2(n) . . . ψn(n)
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Los electrones son fermiones y por lo tanto un estado de n electrones
debe ser descrito por una función antisimétrica. Si se trata de construir
un determinante de Slater en que dos de las funciones individuales sea
iguales, se tendrı́a que dos de las columnas de la matriz de arriba serı́an
iguales, lo que hace automáticamente nula a la función, de aquı́ que ahora
el principio de exclusión de Pauli de 1925 sea un corolario.

El principio de Pauli dice, entonces, que un estado atómico (n, ℓ = 0)
(estado S) solo puede tener dos electrones. Por eso, por ejemplo, el car-
bono tiene una estructura

(1s)2 (2s)2(2p)2

y en sólidos resulta la nicoón de energı́a de Fermi.

En el caso de los bosones se tiene la noción de condensado de Bose

que fué observado por primera vez en 1995.

Ejemplo con efectos de spin: las valencias del átomo de nitrógeno

Algunas palabras sobre átomos

El hamiltoniano genérico que se considerará para átomos en principio
incluye dinámicamente tan solo a los electrones en las capas incompletas:

H = ∑
a

(
p2

a

2m
+φ(ra)

)

+∑
a

(

−Ze2

ra
−φ(ra)+ ∑

b(<a)

e2

rab

)

+∑
a

ξ (ra)~ℓa ·~sa

= H0 +V1 +V2 (3.2.10)

donde en H0 aparece un potencial central φ que es el efecto del núcleo
y de las capas completas interiores. El término V1 resta el potencial φ y
agrega el potencial coulombiano del electrón con el núcleo. El término V2

incorpora los acoplamienbtos spin-órbita.

En átomos liviano V1≫V2 y en átomos muy pesados ocurre lo contra-
rio. Los primeros están dominados por acoplamientos de los~ℓ individuales
para originar en~L (y al mismo tiempo, debido al principio de Pauli, se aco-
plan los spines para dar un S total). Al final se considera el acoplamiento
LS debido a V2.
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En átomos livianos el nivel fundamental se determina usando las re-
glas de Hund: (a) se escoge los niveles con mayor valor de S. (b) Para un
valor fijo de S, el nivel con máximo L está más abajo. (c) Para S y L fijos,
si la capa está menos de a medio llenar, el nivel más bajo tiene el valor
J = |L−S|, si no, tiene el valor J = L+S.

La regla (a) dice que la parte espinorial es lo más simétrica posible y
por lo tanto la parte orbital es antisimétrica, los electrones se mantienen
distantes y la repulsión coulombiana es menor. La regla (b) permite que
la parte órbital tenga el máximo de lóbulos, lo que nuevamente permite
electrones más distantes.

Los átomos pesados tienen propiedades relacionadas con que cada
electrón acopla su ℓ con su s, dando origen a un j individual, porque V2 es
dominante, y finalmente se produce un acoplamiento j j que da el J total.

El caso del nitrógeno

La valencia de un átomo corresponde al valor 2J del estado en que
está.

La configuración base del nitrógeno es de dos capas cerradas: 1s2 2s2

más una capa con tres electrones 2p3. El sistema puede verse como el de
tres electrones en estados individuales ℓ= 1 y a eso se agrega el spin. En
total se tiene 6 funciones individuales debido a los tres posibles valores
para m multiplicado por dos debido a ms = ±1

2
. Ellas se pueden denotar:

1+, 1−, 0+, 0−, −1+, −1− (en general la notación es mms). Con seis funcio-
nes para tres electrones se puede construir

20 =

(
6

3

)

determinantes de Slater lo que llevarı́a a resolver una ecuación secular de
20×20.

Se puede simplificar el problema si se sabe que en átomos livianos se
acopla primero los ℓ dando origne a un L y separadamente se acoplan
los espines dando un S. A este nivel intermedio el grupo de simetrı́a es
SO(3)L× SU(2)S. Las representaciones de este grupo son (DL,DS) y sus
dimensiones son (2L+1)(2S+1).
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Solo secundariamente—energéticamente menos importante—se da el
acoplamiento LS para dar estados con J bien definido y el grupo de si-
metrı́a es SU(2)J.

Los 20 determinantes de Slater se clasifican en la tabla que sigue:

MS = −3/2 −1/2 1/2 3/2

ML = 2 d′1 d1

1 d′2 d′3 d2 d3

0 d′7 d′4 d′5 d′6 d4 d5 d6 d7

−1 d̄′2 d̄′3 d̄2 d̄3

−2 d̄′1 d̄1

(3.2.11)

donde los determinantes dk son

d1 = (1+1− 0+)
d2 = (1+1− −1+)
d3 = (1+0+ 0−)
d4 = (1+0+ −1−)
d5 = (1+0− −1+)
d6 = (1−0+ −1+)
d7 = (1+0+ −1+)

Un d′k se obtiene del correspondiente dk invirtiendo los signos de los ms, y
un d̄k se obtiene del correspondiente dk invirtiendo los signos de los m.

2P

D
2

2P
2P

D
2
D

2

S4

2p3

4S

1/2

3/2

3/2

3/2

5/2
20

2
4

6
4

4

6

10

4

Figura 3.4: Desdoblamiento del nivel
2p3.

En el caso actual no hay determi-
nantes de Slater con L = 3. Para cons-
truir una función con L = 3 se tendrı́a
que usar dos funciones repetidas.

En (3.2.11) hay solo dos funciones
con ML = 2 (que se ha designado d1

y d′1), las que difieren en MS = ±1
2
. Se

adivina entonces que hay un subespa-
cio (L = 2,S = 1

2
), que tiene dimensión

10 = (2 · 2+ 1)(21
2
+ 1). Hay un solo de-

terminante con MS = 3/2 lo que sugiere
el espacio (L = 0,S = 3/2) de dimensión
4. Quedan aun seis funciones que se
adivina que corresponden a (L = 1,S =
1
2
) de dimensión 6.
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Esto muestra que el espacio de dimensión 20 se separa en tres espa-
cios invariantes, bajo la acción de SO(3)L×SU(2)S, de dimensiones 4, 10
y 6 como muestra la figura 3.4. Las correcciones al autovalor de energı́a
se obtienen en forma aproximada calculando

E1(
2D) = 〈1+1− 0+|V1 |1+1−0+〉

E1(
4S) = 〈1+0+ −1+|V1 |1+0+ −1+〉 (3.2.12)

Para conocer E1(
2P) se debe calcular los elementos de matriz de V1 con

las funciones (ML = 1,Ms =
1
2
). Esta matriz de 2× 2 tiene autovalores

E1(
2D) y E1(

2P), lo que garantiza que su traza es la suma de estos dos
autovalores. De aquı́ que

E1(
2P) = 〈1+1− −1+|V1 |1+1− −1+〉

+〈1+0+ 0−|V1 |1+0+0−〉−E1(
2D)

(3.2.13)

A continuación se debe hacer la segunda corrección correspondiente
al acoplamiento LS. Esto hace necesario contruir autofunciones |LSJM〉
asociados a los tres subniveles ya calculados y luego, con ellos se cons-
truye matrices

〈
LSJM′

∣
∣V2 |LSJM〉

la que se debe diagonalizar. Esto conduce finalmente a los cinco niveles
que aparecen a la derecha en la figura 3.4.

3.3. Método variacional

El método

Demostraremos que si H es un operador autoadjunto y se calcula el
promedio E[Ψ] de H con una función Ψ normalizable, entonces este pro-
medio es estacionario ante variaciones de Ψ si y solo si Ψ es una auto-
función de H y el promedio es el autovalor asociado.

Se define el promedio de H con respecto a una función de onda arbi-
traria Ψ como

E =
〈Ψ|H|Ψ 〉
〈Ψ|Ψ 〉

3.3. MÉTODO VARIACIONAL Universidad de Chile
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Puesto que H es autoadjunto, E es real. La relación anterior se puede
escribir en la forma

〈Ψ|(H−E)|Ψ 〉= 0

Si se varı́a Ψ también cambia el promedio E,

〈 δΨ|(H−E)|Ψ 〉+ 〈Ψ|(H−E)|δΨ 〉−〈Ψ|δE|Ψ 〉= 0

Exigir que E[Ψ] esté en un punto estacionaro corresponde a δE = 0 y la
ecuación queda

〈δΨ|(H−E)|Ψ〉+ 〈Ψ|(H−E)|δΨ〉= 0 (3.3.1)

Aparte de hacer la variación Ψ→Ψ+δΨ también puede hacerse la varia-
ción Ψ→Ψ+ iδΨ, la que conduce a

〈δΨ|(H−E)|Ψ〉−〈Ψ|(H−E)|δΨ〉= 0 (3.3.2)

lo que permite afirmar que

〈 δΨ|(H−E)|Ψ 〉= 0 , 〈Ψ|(H−E)|δΨ 〉= 0 (3.3.3)

y como la variación es arbiraria está garantizado que esto se satisface tan
solo si (H−E)|Ψ 〉 = 0, es decir, Ψ es una autofunción y E es un autoes-
tado.

Esta propiedad de los promedos E[Ψ] se utiliza para encontrar valo-
res aproximados para los valores propios a partir de usar un espacio de
funciones parametrizadas tan próximas al espacio de autofunciones como
sea posible.

Dado un hamiltoniano H, normalmente no se sabe bien cual es el es-
pacio L que expanden las desconocidas autofunciones Ψ, pero argumen-
tos matemáticos y fı́sicos suelen permitir construir una clase de funciones
φ que expanden un espacio L′ que, por lo general, es un subespacio de
L. Una modalidad consiste en darnos funciones φ con unos pocos pará-
metros, φ(a,b . . .) para calcular E[φ ] que ahora es una función ordinaria
de estos parámetros, E(a,b, . . .) y, en este espacio de parámetros se de-
be buscar el o los puntos estacionarios para la función E para valores
(ā, b̄, . . .). Con tales valores se tiene un φ(ā, b̄, . . .) que es una forma apro-
ximada para la función propia asociada.
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Ejemplo 1: el oscilador armónico unidimensional

Si se escoge como función de prueba sin normalizar

Ψ = xe−αx2

y se obtiene que

〈E〉(a) =
∫ ∞
−∞ ΨH Ψdx
∫ ∞
−∞ Ψ2 dx

=
3h̄2α

2m
+

3mω2

8α

Este promedio es extremo es α = mω
2h̄

lo que permite deducir

E =
3

2
h̄ω

Puesto que Ψ se anula una vez, se trata del primer estado excitado del
sistema.

EJERCICIO: Escoja

Ψ =
1

a+ x4

y demuestre que se obtiene

E0 =

√
10

6
h̄ω ≈ 0,527h̄ω

y si se toma Ψ = x
a+x4 se obtiene una solución para el primer estado exci-

tado y resulta E1 ≈ 1,558h̄ω.

Ejemplo 2: estado fundamental del He

Para el hamiltoniano ver Schiff

H =

(
p2

1

2m
− 2e2

r1

)

+

(
p2

2

2m
− 2e2

r2

)

+
e2

r12

con el último término nulo la función de onda exacta para el estado funda-
mental es (3.1.15) Se usará el método variacional usando Φ como función
de prueba con Z como parámetro que se deja libre. Al calcular

E0 ≤
〈Φ|H|Φ〉
〈Φ|Φ〉
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se obtiene

E0 ≤
e2

a

[

Z2− 27Z

8

]

cuyo mı́nimo es para Z = 27
16
≈ 1,69. La fúnción óptima toma en cuenta que

cada electrón ve un núcleo apantallado. Usando este valor de Z resulta un
E0 que se compara con el experimental

EZ=2
0 ≈−2,75 e2

a

E
Z=1,69
0 ≈−2,85 e2

a

E
experim
0 ≈−2,904 e2

a

3.4. Moléculas. Aproximación de Born-Oppenheimer

Reducción del problema

La ecuación de Schrödinger para una molécula puede esquemática-
mente escribirse en la forma



∑
a

P2
a

2Ma

+∑
b

p2
b

2m
+Vnn +Vne +Vee
︸ ︷︷ ︸

V



Ψ = EΨ (3.4.1)

donde el primer término es la energı́a cinética de los núcleos, Kn, el segun-
do el de los electrones, Ke y los términos Vi j son núcleo-núcleo, núcleo-
electrón y electrón-electrón respectivamente.

En lo que sigue se incorpora algunas suposiciones que juegan un pa-
pel central. Las escalas de tiempo de la dinámica de los núcleos y de los
electrones son muy diferentes. Para resolver la dinámica de los electro-
nes se supone que los núcleos están quietos (los ~Ra entran sólo como
parámetros en esta etapa) y para la dinámica de los núcleos se supone
que la función de onda electrónica no es muy sencible al valor de los R.

Se verá que hay tres escalas de energı́a en este problema: las energı́as
de los orbitales electrónicos, las energı́as vibracionales de la molécula y
las energı́as rotacionales de la molécula. Las dos últimas escalas son pe-
queñas comparadas con la primera.
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Como primera aproximación se supondrá que los grados de libertad de
los núcleos están congelados. El hamiltoniano de interés en esta etapa es

H0 = ∑
b

p2
b

2m
+V (~r;~R) = Ke +V (~r;~R) (3.4.2)

donde los ~R son parámetros. La ecuación de Schrödinger es

(

Ke +V (~r;~R)
)

φ σ
k (~r;~R) = εk(~R)φ σ

k (~r;~R) (3.4.3)

De los niveles energéticos que surjan tı́picamente solo interesa el más
bajo (o unos pocos más bajos). Las funciones φ σ

k (~r;~R), que son funcio-
nes de muchos electrones, se construyen ortonormales. En lo que sigue
supondremos que solo se estudia el nivel ε0(~R) más bajo.

Una vez que se resuelve esta ecuación (numéricamente), se procede
a variar los ~R para encontrar el mı́nimo de ε0(~R), es decir, se resuelve

∇Rε0(~R) = 0 ⇒ ~R = ~R0 (3.4.4)

Teniendo la solución de este problema se regresa al problema original
y las funciones Ψ se construyen en la forma

Ψ(~r,~R) = ∑
σ

Φσ (~R)φ σ
0 (~r;~R)

y se remplaza en el H original,

Kn ∑σ Φσ (~R)φ σ
0 (~r;~R)

+∑σ ε0(~R)Φσ (~R)φ σ
0 (~r;~R) = E ∑σ Φσ (~R)φ σ

0 (~r;~R)

(3.4.5)

El primer término es una suma de laplacianos con respecto a las coorde-
nadas moleculares ~Ra y se supone que los φ electrónicos son funciones
muy suaves de ellas (al menos cuando se está en el mı́nimo de ε0), por
lo que se desprecia las derivadas ∇Rφ , por lo cual el primer término se
reduce a

∑
σ

(KnΦσ )φ σ
0 = ∑

σ

φ σ
0 (KnΦσ )
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Con esto, la ecuación (3.4.5) tiene un φ σ
0 como mero factor multiplicativo.

Si se hace el producto escalar con un φ σ ′
0 se obtiene

KnΦσ (~R)+ ε0(~R)Φσ (~R) = E ∑
σ

Φσ (~R) (3.4.6)

que es una ecuación de Schrödinger para Φσ nuclear y en la cual los
ε0(~R) juegan el papel de energı́a potencial. En las vecindades del mı́nimo
(3.4.4) se puede hacer la aproximación

ε0(~R)≈ ε0(~R0)+
(R−R0)i (R−R0) j

2

(
∂ 2ε0

∂Ri∂R j

)

0

(3.4.7)

de donde se obtiene que la primera aproximación al movimiento nuclear
puede asimilarse al de un oscilador armónico 3n-dimensional con oscila-
ciones y rotaciones.

Órdenes de magnitud

Energı́as

Los εk son del mismo orden de magnitud que la energı́a cinética de los
electrones,

ε ∼ 1

2m

(
h̄

a1

)2

donde a1 = 2a. La magnitud de la energı́a vibracional es Evib ≈ h̄ω pero

Mω2 =
∂ 2εk

∂R2
=

∂ 2

∂R2

(
h̄2

2mR2

)

(R∼a1)

≈ h̄2

ma1
4

de donde

ω ≈
√

m

M

h̄

ma1
2

Ası́, finalmente

Evib

ε
∼
√

m

M
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La energı́a de rotación es del orden

Erot ∼
j( j+1) h̄2

2I
∼ h̄2

2Ma1
2
∼ m

M
ε

Puesto que ambas son energı́a pequeñas en comparación a la energı́a
electrónica, la estructura electrónica no se ve afectada en forma importan-
te por estos fenómenos.

Transiciones electrónicas

Las transiciones entre niveles vibracionales o rotacionales sı́ son obser-
vables.

La tı́pica transición electrónica es

hν =
hc

λ
∼ ε =

1

2m

(
h̄

a1

)2

Usando que a1 =
2h̄

mcα se obtiene

λ ∼ 8h

mα2
∼ 3500Å

que corresponde al ultravioleta.

Transiones vibracionales y rotacionales

Las transiciones vibracionales en moléculas chicas se caracteriza por

∆Evib ∼
√

me

mp
∼ 1

50
con lo que λvib ∼ 50λelec que implica el rango 10−3cm

que corresponde al infrarojo.

Las transiciones rotacionales son ∆Erot ∼ me

mp
∼ 1

2000
lo que implica lon-

gitudes de onda cercanas al centı́metro (microonda).
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Capı́tulo 4

Choque y desparramo

4.1. Choques

Generalidades

En lo que sigue la palabra partı́cula se refierirá a las más básicas como
son los electrores, protones, neutrones.

Se dice que se tiene un “choque de dos partı́culas”, que se denotarán
a y b, se quiere decir que ellas se mueven desde un estado inicial en el
que están tan lejos entre sı́ que se supone que no están interactuando,
luego se acercan e interactúan por un tiempo finito. Lo que ocurre como
resultado de esa colisión puede ser bastante complejo.

Si por ejemplo, dos electrones son lanzados uno contra el otro, tan
pronto se “sientan” uno al otro se producirá una aceleración la cual, clási-
camente, implica radiación electromagnética. Cuánticamente esto se des-
cribe diciendo que el estado inicial consta de dos electrones libres y el
estado final consta de dos electrones libres y algunos fotones, lo que im-
plica que la energı́a final acarreada por los dos electrones es menor que la
energı́a que traı́an los electrones iniciales: el choque, se dice, es inelásti-
co. El estudio estrictamente cuántico dice que la probabilidad de tener
choque elástico es finita.

Los choques entre dos partı́culas pueden ser mucho más complejos
que lo recién descrito. Puede ocurruir, por ejemplo, que ninguna de las
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partı́culas que emerjan de la zona del choque puedan ser identificadas
con la que incidieron. Por ejemplo, puede darse que del choque de un
protón y un electrón emerjan un neutrón y un neutrino; o del choque de
dos fotones pueden aparecer un electrón y un positrón.

En el capı́tulo que acá se inicia se estudiará únicamente choque elásti-
cos, es decir, cuando chocan a y b emergen estrictamente a y b. En tales
casos basta un hamiltoniano asociado al par (a,b) y la descripción fı́si-
ca detallada se obtiene de él. Se supondrá, además, que el potencial de
interacción se anula suficientemente rápido tal que satisfaga que

lı́m
r→∞

rV = 0 (4.1.1)

Dos cuerpos y choque elástico

Cuando dos cuerpos interactúan por medio de un potancial que tan
solo depende de la posición relativa, el hamiltoniano del sistema

H =
p2

1

2m1

+
p2

2

2m2

+V (~r1−~r2 )

puede ser reescrito haciendo el cambio de variables:

~r1 = ~R+ m2

m1+m2
~r ~p1 =

m1

m1+m2

~P+~p

~r2 = ~R− m1

m1+m2
~r ~p2 =

m2

m1+m2

~P−~p

Los dos términos de energı́a cinética se reducen a

P2

2M
+

p2

2m
donde M = m1 +m2 , m =

m1m2

M

con lo cual H se convierte en

H =
P2

2M
+

p2

2m
+V (~r)

y es fácil comprobar que los nuevos pares conjugados son (~r,~p) y (~R,~P).
De aquı́ que H es separable en la parte trivial que describe el movimiento
libre del centro de masa y el problema del movimiento relativo descrito por

H =
p2

2m
+V (~r)
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lo que lleva a utilizar la expresión, choque de una partı́cula de masa m

contra un potencial con centro en el origen.

Si bien el fenómeno de choque es intrı́nsecamente un fenómeno tem-
poral: existe un antes, un durante y un después, es posible hacer una
descripción atemporal. La razón de esto es que el problema proviene de
resolver la ecuación de Schrödinger la cual es lineal y homogénea. Esto
implica que si la solución Ψ(~r, t) se expande en modos

Ψ =

∫

e−iEt/h̄ψE(~r)dE

el problema se reduce a estudiar el comportamiento de cada componente
ψE y el tiempo desaparece del formalismo.

En lugar de usar E como ı́ndice de los modos se usa k, y la notación
es

k =

√

2mE

h̄
, U =

2mV (~r )

h̄2
(4.1.2)

y la ecuación de Schrödinger que interesa se puede escribir

(
∇2 + k2

)
ψ =U ψ (4.1.3)

La forma asintótica (r∼∞) de las soluciones a la ecuación anterior son
soluciones a la ecuación en que se desprecia la interacción U

(
∇2 + k2

)
ψ = 0 (4.1.4)

Esta ecuación admite soluciones de la forma

e±i~k·~r

que se reconocen como ondas planas. También admite soluciones (r 6= 0)
de la forma

1

r
e±ikr

que son ondas esféricas.
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Densidad de flujo, ondas planas y esféricas

La densidad de flujo (corriente de probabilidad) en mecánica cuántica
se define por

~j = Ψ∗
~p

2m
Ψ+

(
~pΨ

2m

)∗
Ψ

=
h̄

2im
(Ψ∗∇Ψ− (∇Ψ∗)Ψ)

=
1

m
ℜ

(

Ψ∗
h̄

i
∇Ψ

)

(4.1.5)

Onda plana: Una onda plana se describe simplemente por

ψplana = ei~k·~r

y su asociado densidad flujo es

~j =
h̄

m
~k

Onda esférica: En la descripción de la forma como la función de onda se
desparrama luego de chocar en un potencial de corto alcance cuyo centro
está en el origen, se logra utilizando superposición de ondas esféricas.
Una onda esférica genérica depende tan solo de la coordenada radial r y
tiene la forma

ψesf =
e±ikr

r

Es directo comprobar que la densidad de flujo que implica ψesf es

~j =± h̄k

m

r̂

r2
(4.1.6)

El factor r−2 asegura que el flujo radial total sea constante

Jrad =
∫

r2 dΩ ~j(~r ) · r̂ (4.1.7)
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Puesto que k es positivo, el signo de este flujo está dado por el signo ±
en (4.1.6) directamente indica si se trata de una onda radial emergente la
zona r chico o si es incidente.

En el tratamiento que sigue el interés estará en las ondas radiales
emergentes por lo que se utilizará ondas esféricas con signo positivo en
el exponente

eikr

r

Sección eficaz

dΩr

flujo
incidente

blanco

Figura 4.1: El haz incidente es desparramado por
el blanco. Interesa relacionar la corriente que incide
en un elemento de área dσ con la que emerge por
un ángulo sólido dΩ.

La descripción que sigue
se basa en que se tiene una
onda estacionaria de la cual
se separa la parte plana in-
cidente de la parte esférca
emergente. La parte plana
se caracteriza por un vector
de onda~ki cuya dirección se
hace coincidir con el eje Z,

ei~ki·~r = eikz. Agregando la on-
da esférica se tiene

eikz + fk(θ ,φ)
eik r

r
(4.1.8)

donde fk es lo que se llama la amplitud de scattering.

El análisis que sigue se limita a casos con fuerzas blanco-proyectil de
alcance finito. Se excluye el caso Coulombiano.

La sección eficaz diferencial se obtiene de igualar el flujo incidente que
pasa por una sección efectiva dσ ,

‖~jin‖dσ =
h̄k

m

con el flujo que emerge a una gran distancia r del blanco, en un elemento
de ángulo sólido dΩ, debido a la componente radial

‖~jrad‖r2 dΩ = | fk|2 r2 h̄k

m

1

r2
= | fk|2

h̄k

m
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de donde se obtiene que la sección eficaz diferencial es

dσ

dΩ
= | fk|2 (4.1.9)

4.2. Autoestados de colisión

Se desea encontrar soluciones con energı́a positiva del problema es-
tacionario HΨ = EΨ para un hamiltoniano

H =
p2

2m
+V (~r )

donde el potencial se anula suficientemente rápido para r grande.

El problema es encontrar las soluciones de desparramo de
(
∇2 + k2

)
Ψ =U Ψ (4.2.1)

con

k =

√

2mE

h̄
, U(~r ) =

2m

h̄2
V (~r )

Pero como se quiere resolver casos con potencial de corto alcance se su-
pondrá que en el remoto pasado (t ∼−∞) la partı́cula proyectil está libre y

puede ser descrita por una onda plana ei~k·~r. La ecuación (4.2.1) puede ser
convertida en una ecuación integral recurriendo a una función de Green
G0 tal que

(
∇2 + k2

)
G0(~r ) = δ (~r ) (4.2.2)

La ecuación integral, conocida como ecuación de Lipmann-Schwinger, es

Ψ(~r ) = Φ0(~r )+
∫

d3r′ G0(~r−~r ′)U(~r ′)Ψ(~r ′) (4.2.3)

donde Φ0 satisface la ecuación homogénea (partı́cula libre)
(
∇2 + k2

)
Φ0(~r ) = 0 (4.2.4)

La elección de Φ0 y de G0 depende de las condiciones de borde que se
imponga. Puesto que se desea que el haz incidente sea una onda plana
se comienza estableciendo que

Φ0 = ei~pini·~r/h̄ = ei~ki·~r
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La ecuación (4.2.3) es llamada ecuación de Helmholtz y puede ser
resuelta usando funciones de Green.

Determinación de G0

En lugar de hacer una integración que da con G0 se propone que hay
dos soluciones de la forma

α
e±ikr

r

y se procede a demostrar que esto es cierto y determinaremos α. Se parte
sabiendo que

∇2 1

r
=−4πδ (~r )

y se aplica el Laplaciacio a la función propuesta, que es

α

(
∇2eikr

r
+ eikr∇2 1

r
+2∇eikr ·∇1

r

)

El Laplaciano de una función f (r) que depende tan solo de r es 2 f ′/r+ f ′′.
De aquı́ que los tres términos anteriores sean

α
r

(
2
r
ikeikr− k2eikr

)

+ α eikr (−4πδ (~r ))

− 2ikα eikr 1
r2

El primer término de la primera lı́nea se cancela con la tercera lı́nea y,
sumando todo, se ha obtinido que

(
∇2 + k2

) α eikr

r
=−4πα δ (~r )

Si se escoge α =− 1
4π se obtiene la ecuación (4.2.2). Puesto que se habrı́a

obtenido lo mismo usando e−ikr se obtiene las dos soluciones indepen-
dientes que deben existir

G±0 =− 1

4π

e±ikr

r
(4.2.5)
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Onda emergente

Puesto que sólo se desea incluir tan solo y una componente de onda
esférica emergente se usa G+

0 obteniéndose

Ψ+
~ki

(~r ) = ei~ki·~r− 1

4π

∫

d3r′
eik‖~r−~r ′‖

‖~r−~r ′‖ U(~r ′)Ψ+(~r ′) (4.2.6)

r’
D

r−r’

r

Figura 4.2: Se debe considerar dis-
tancias mucho mayores que el tama no
de la zona de interacción.

Interesa estudiar la forma asintótica,
es decir, a una distancia r mucho mayor
al tamaño D de la zona de interacción
‖~r‖ ≫ D. A tales distancias se cumple
que

‖~r−~r ′‖ ≈ r− r̂ ·~r ′

que permite escribir una expresión sim-
plificada para G+,

G+
0 (~r−~r ′) =− eik‖~r−~r ′‖

4π‖~r−~r ′‖

≈ − eikr

4πr
e−i~ks·~r ′

donde se ha definido~ks ≡ k r̂. Con lo an-
terior se obtiene una solución con la forma dada en (4.1.8):

Ψ+
~ki

(~r ) = ei~ki·~r− 1

4π

∫

d3r′ e−i~ks~r
′
U(~r ′)Ψ+

~ki

(~r ′)
eikr

r

= ei~ki·~r + f (~ki,~ks)
eikr

r
(4.2.7)

Esta es la forma asintótica (r ∼ ∞) de la función de onda estacionaria, ya
que el problema es independiente del tiempo. Es decir, esta función de
onda describe un estado en que siempre hay un haz incidente y siempre
hay ondas emergentes y todo se superpone.

En la expresión anterior el primer término es exp[ikr cosθ ] y en el se-

gundo, el coeficiente f depende de la magnitud k y del ángulo entre ~ki
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y ~ks = k r̂, que es θ , lo que permite reescribir la expresión anterior en la
forma

Ψ+
k = eikr cos θ + fk(θ)

eikr

r
(4.2.8)

4.3. Aproximación de Born

Se está viendo procesos de desparramo elástico de una partı́cula con-
tra un blanco de masa infinita, representada por un potencial de alcance
finito: el potencial decrece a grandes distancias más rápido que r−2. Se
está suponiendo que incide una onda plana y que emergen ondas esféri-
cas.

Formalmente el problema es descrito en forma asintótica por (4.2.7),
que equivale a decir que la amplitud de desparramo es

f (~ki,~ks) =−
1

4π

∫

d3r′ e−i~ks·~r ′U(~r ′)Ψ+
~ki

(~r ′) (4.3.1)

Primer orden

La primera aproximación de Born consiste en reeplazar el factor Ψ+

que aparece en el integrando del lado derecho en (4.2.7) por la onda plana
incidente. Esto corresponde a suponer que el desparramo es débil, esto
es, si el potencial es pequeño en comparación con la energı́a incidente, lo
que conduce a

f1(~ki,~ks) = − 1

4π

∫

d3r′ e−i(~ks−~ki)·~r ′U(~r ′)

= − 1

4π
Ũ(~q) =− 2m

4π h̄2
Ṽ (~q)

= − m

2π h̄2
Ṽ (~q) (4.3.2)

que no es más que la transformada Ũ de Fourier de U . Se ha definido

~q =~ks−~ki (4.3.3)
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y como la magnitud de ambos vectores de onda es k, la magnitud de ~q es

q =
√

k2 + k2−2k2 cosθ = 2k sin
θ

2

La expresión (4.3.2) es conocida como la primera aproximación de
Born a la amplitud de desparramo. Establece que a primer orden la am-
plitud de desparramo es proporcional a la transformada de Fourier del po-
tencial evaluado para el vector de onda ~q que describe el intercambiado
(proporcional al momentum intercambiado).

El cálculo hecho hasta este orden es confiable para potenciales débiles
y energı́as más bien grandes.

Ejemplo: con potencial de Yukawa

El potencial de Yukawa, que puede corresponde a un caso de inter-
acciones mesónicas fuertes, o bien a un caso de potencial coulombiano
apantallado, es

V (~r ) =
Z1Z2e2

r
e−µr

De aquı́ que

Ṽ (~q) = Z1Z2e2
∫

d3 r e−i~q·~r e−µr

r

= 2πZ1Z2e2
∫ ∞

0
dr

∫ 1

−1
d cosθ r e−iqr cosθ e−µr

=
4πZ1Z2e2

q

∫ ∞

0
sinqr e−µr dr

=
4πZ1Z2e2

q2 +µ2

lo que conduce a

f1 =
2mZ1Z2e2

h̄2

1

q2 +µ2
(4.3.4)
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q

θ

k

k

s

i

Figura 4.3: Relación
entre los tres vectores
que se define.

La sección eficaz diferencial, como se vió en
(4.1.9) está dada por | f |2. Para escribir esta expre-
sión hacemos explı́cita la dependencia de f1 en el

ángulo entre ~ki y ~ks que se esconde en q2, como
muestra la figura. Lo que se tiene entonces es

dσ

dΩ
≈ | f1(θ)|2 =

(
2mZ1Z2e2

h̄2

)2
1

[2k2(1− cosθ)+µ2]2

=

(
2mZ1Z2e2

h̄2

)2
1

[
4k2 sin2 θ

2
+µ2

]2

(4.3.5)

De aquı́ es un ejercicio trivial obtener la sección
eficaz total.

El lı́mite coulombiano

Al tomar el lı́mite µ→ 0 se obtiene el potencial de Coulomb y la sección
eficaz diferencial tiende a

dσ

dΩ
=

1

16

(
Z1Z2e2

E

)2
1

sin4 θ
2

(4.3.6)

donde E = (h̄k)2/2m. Esta es exactamente la amplitud clásica dada por
Rutherford y también es la sección eficaz diferencial cuántica exacta del
caso Coulombiano. Esta expresión implica una sección eficaz total infinita.

Con potencial central

En el contexto de la primera aproximación de Born se sabe que f1 =
− m

2π h̄2Ṽ (~q) y que la sección eficaz total es

σtot =
m2

4π2h̄4

∫

dΩ |Ṽ (~q)|2

Si el potencial es central, entonces la transformada de Fourier del po-
tencial puede ser reducida y resulta ser tan solo una función del escalar
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q,

Ṽ (q) = 2π

∫ ∞

0
r2 dr

∫ 1

−1
d cosθ e−iqr cos θ V (r)

= 2π
∫ ∞

0
r2 dr

2sinqr

qr
V (r)

=
4π

q

∫ ∞

0
sinqr V (r)r dr (4.3.7)

La sección eficaz total en el caso actual es

σtot = 2π
m2

4π2h̄4

∫ 1

−1
|Ṽ (~q)|2 d cosθ

sin embargo, como q = 2k sin θ
2
, se puede demostrar que

d cosθ =
q

k2
dq

con lo cual

σtot =
m2

2π h̄4 k2

∫ 2k

0
|Ṽ (q)|2 q dq (4.3.8)

De aquı́ se puede obtener propiedades de σtot para choques de altas
energı́as. Si el alcance del potencial es a, es decir V (r) es despreciable
para distancias del origen mayores que a, entonces su transformada de
Fourier Ṽ (q) es apreciable tan solo en una región q < 1

a
que implica

sin
θ

2
≤ 1

2ka

que es la zona con ángulo θ muy chico. Es decir, el desparramo a altas
energı́as se limita a ángulos pequeños, en un cono caracterizado por

θ ∼ 1

ka

Para energı́as altas la expresión (4.3.8) puede aproximarse integrando
hasta infinito

σtot =
m2

2π h̄4 k2

∫ ∞

0
|Ṽ (~q)|2 q dq (4.3.9)
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4.4. Ondas parciales

La ecuación de partida

Cuando el potencial es central la función de onda se puede separar en
la forma

Ψ = R(r)Y (r̂ ) (4.4.1)

que conduce a la ecuación radial

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− ℓ(ℓ+1)

r2
+

2m

h̄2
(E−V (r))

)

R = 0 (4.4.2)

Ondas esféricas en el caso libre

En el remoto pasado y en el remoto futuro la partı́cula es libre. Si en
la ecuación anterior se pone V = 0 y k2 = 2mE/h̄2 y r = ρ/k, la ecuación
queda

(
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− ℓ(ℓ+1)

ρ2
+1

)

R(ρ) = 0 (4.4.3)

Por cada valor de ℓ existen dos soluciones independientes, la función
esférica de Bessel, jℓ, y la función esférica de Neumann, nℓ,

jℓ(ρ) = (−ρ)ℓ
(

1

ρ

d

dρ

)ℓ
sinρ

ρ

nℓ(ρ) =−(−ρ)ℓ
(

1

ρ

d

dρ

)ℓ
cosρ

ρ

(4.4.4)

Sus comportamientos asintóticos son

ℓ≫ ρ → 0 ℓ≪ ρ → ∞

jℓ(ρ)
ρℓ

(2ℓ+1)!!
1
ρ sin(ρ− ℓπ/2)

nℓ(ρ) − (2ℓ−1)!!
ρℓ − 1

ρ cos(ρ− ℓπ/2)

(4.4.5)
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En las vecindades del origen jℓ es regular y nℓ diverge como ρ−ℓ−1.

Dos propiedades útiles de los jℓ son

d jℓ(ρ)

dρ
=−ℓ+1

ρ
jℓ+ jℓ−1 ,

d jℓ−1(ρ)

dρ
=

ℓ−1

ρ
jℓ−1− jℓ (4.4.6)

Los jℓ forman un buen conjunto

∫ ∞

0
jℓ(kr) jℓ(kr′ )k2 dk =

π

2r2
δ (r− r′ )

∫ ∞

0
jℓ(kr) jℓ(k

′r)r2 dr =
π

2k2
δ (k− k′ )

por lo que funciones propias de H, L2 y Lz

Ψ0
Eℓm(~r )∼ jℓ(kr)Yℓm(θ ,φ) (4.4.7)

pueden ser δ -normalizadas y constituyen un conjunto completo.

Esto es, la función radial solución del caso libre es la solución regular
en el origen

Rℓ(r) = jℓ(kr)

cuya forma asintótica según (4.4.5) es

Rℓ(r)≈−
1

2ikr

[

e−i(kr−ℓπ/2)− ei(kr−ℓπ/2)
]

(4.4.8)

Si se estudia el flujo de probabilidad de estos dos sumando se puede ver
que son ondas esféricas que entran (el primer término) y que salen.

Ondas planas

Otro conjunto de funciones de onda para el caso libre son las ondas
planas

Φ~k
(~r )∼ ei~k·~r

que también satisface relaciones de conjunto completo δ -ortonormal.
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Estas funciones pueden escribirse en términos de la base anterior
(4.4.7). Lo haremos para el caso en que el vector ~k es paralelo al eje
Z, es decir, se encontrará los coeficientes cℓ en la expansión

eikz = eikr cos θ = eiρu =
∞

∑
ℓ=0

cℓ jℓ(ρ)Pℓ(u) (4.4.9)

Entran solo los Yℓm=0 porque esta función no depende de φ . Momentánea-
mente se está usando la abreviación ρ ≡ kr y u = cosθ .

En lo que sigue se determinan los coeficientes cℓ. Derivando la expan-
sión anterior con respecto a ρ y usando la propiedad

d jℓ

dρ
=

ℓ

2ℓ+1
jℓ−1−

ℓ+1

2ℓ+1
jℓ+1

que viene de (4.4.6) se obtiene

iueiρu = ∑
ℓ

cℓ
ℓ jℓ−1− (ℓ+1) jℓ+1

2ℓ+1
Pℓ(u) (4.4.10)

Por otro lado se mutiplica (4.4.9) por iu y se hace uso de la propiedad de
los Pℓ:

uPℓ(u) =
(ℓ+1)Pℓ+1+ ℓPℓ−1

2ℓ+1

que conduce a

iueiρu = i ∑
ℓ

cℓ jℓ
(ℓ+1)Pℓ+1+ ℓPℓ−1

2ℓ+1

= i∑
ℓ

(
ℓcℓ−1 jℓ−1

2ℓ−1
+

(ℓ+1)cℓ+1 jℓ+1

2ℓ+3

)

Pℓ

Comparando esta última expresión con (4.4.10) e igualando los coeficien-
tes de los jℓ−1 por un lado y de los jℓ+1 por el otro se obtiene relaciones
de recurrencia que coinciden y son

cℓ = i
2ℓ+1

2ℓ−1
cℓ−1

y cuya solución es
cℓ = (2ℓ+1) iℓc0 (4.4.11)
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Por lo cual

eikz =
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1) iℓ jℓ(kr)Pℓ(cosθ) (4.4.12)

donde se ha usado que c0 = 1 ya que en el lı́mite r→ 0 la suma se reduce
al término ℓ= 0 (porque los jℓ ∝ rℓ y P0(u) = 1) y todo el lado derecho vale
1, lo mismo que el lado izquierdo.

Será de utilidad escribir la forma asintótica (r ∼ ∞) de esta expresión.
Para lograrlo basta con reemplazar jℓ(kr) por su forma asintótica

jℓ(kr) = 1
kr

sin(kr− ℓπ/2)

= 1
−2ikr

(

e−i(kr−ℓπ/2)− ei(kr−ℓπ/2)
)

esto es

eikz ≈
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)
iℓ
(
e−iA− eiA

)

−2ikr
Pℓ(cosθ) (4.4.13)

donde A = kr− ℓπ/2. La onda plana ha quedado expresada como una
superposición de ondas esféricas que entran y que salen. El flujo total es
nulo.

Efecto del potencial

La parte radial en el caso del problema completo (V 6= 0) debe tener
asintóticamente (r ∼ ∞) una forma del tipo

R(ρ)∼ Aℓ jℓ(kr)+Bℓnℓ(kr) (4.4.14)

Si el potencial fuese nulo, la solución nℓ singular en el origen estarı́a to-
talmente excluida. Por esto, el coeficiente Bℓ, comparado con Aℓ es una
medida del efecto del potencial. Ası́ se entiende que la cantidad δℓ, deno-
minada desplazamiento de fase de desparramo, definida por

tanδℓ =−
Bℓ

Aℓ
(4.4.15)

juega un papel interesante. Se anula si el potencial es nulo. Entonces,
para r muy grande

Rℓ(kr) ∼ dℓ (cosδℓ jℓ− sinδℓ nℓ)
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∼ dℓ

kr

(

cosδℓ sin(kr− 1

2
πℓ)+ sinδℓ cos(kr− 1

2
πℓ)

)

∼ dℓ

kr

(

sin

(

kr− 1

2
ℓπ +δℓ

))

∼ dℓ

−2ikr

(

e−i(A+δℓ)− e+i(A+δℓ)
)

∼ dℓe
−iδℓ

−2ikr

(

e−iA− e2iδℓeiA
)

∼ dℓe
−iδℓ

−2ikr

(

e−iA−Sℓ(k)e
iA
)

donde se ha usado la abreviación Sℓ(k) = e2iδℓ(k).

Aclarado esto se puede escribir la forma asintótica de la función de
onda que incluye el efecto del potencial tomando como modelo el caso
sin potencial dado en (4.4.13)

Ψ =
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)
iℓ

−2ikr

(

e−iA−Sℓ(k)e
iA
)

Pℓ(cosθ) (4.4.16)

A esta expresión se le suma y resta la onda plana aprovechando la forma
asintótica (4.4.13). La condición de borde exige que los términos propor-
cionales a e−iA deben desaparacer (no hay ondas esféricas incidentes), lo
que determina que dℓ = eiδℓ. Por otro lado, se hace uso de

eiA =
1

iℓ
eikr

Con lo que da finalmente la función desparramada es

Ψ = eikz +







∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)
Sℓ(k)−1

2ik
︸ ︷︷ ︸

fℓ(k)

Pℓ(cosθ)







eikr

r
(4.4.17)

El corchete es la función fk(θ).
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Sección eficaz total y teorema óptico

Puesto que la sección eficaz diferencial es dσ
dΩ = | f (θ)|2, la sección

eficaz total se obtiene integrando sobre el ángulo sólido,

σtot =
∫

| f (θ)|2 dΩ

=

∫

dΩ

[
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1) fℓ(k)Pℓ(cosθ)

]

×
[

∞

∑
ℓ′=0

(2ℓ′+1) f ∗ℓ′(k)Pℓ′(cosθ)

]

= 4π ∑
ℓ

(2ℓ+1) | fℓ(θ)|2

=
4π

k2 ∑
ℓ

(2ℓ+1) sin2 δℓ

Esto es

σtot =
4π

k2 ∑
ℓ

(2ℓ+1) sin2 δℓ (4.4.18)

En la deducción anterior se hizo uso de
∫

Pℓ(cosθ)Pℓ′(cosθ) dΩ =
4π

2ℓ+1
δℓℓ′

Además se tiene la siguiente propiedad conocida como teorema óptico

ℑ fk(θ = 0) = ∑
ℓ

(2ℓ+1)ℑ

(

eiδℓ sinδℓ
k

)

=
1

k
∑
ℓ

(2ℓ+1) sin2 δℓ

=
k

4π
σtot (4.4.19)

Esta propiedad proviene del hecho que la sección eficaz total describe
la remoción de flujo del haz incidente. Tal remoción tan solo puede pro-
venir de la interferencia destructiva y ésta solo puede ocurrir entre el haz
incidente y el haz difundido hacia adelante (θ = 0).

4.4. ONDAS PARCIALES Universidad de Chile



Mecánica Cuántica 2 93

Suele hablarse de secciones eficaces parciales

σℓ =
4π

k2
(2ℓ+1)sin2 δℓ(k)

Choque y parámetro de impacto

La probabilidad de encontrar a la partı́cula ceca del origen en el rango
(r,r+dr), en torno a θ̄ , φ̄) en un
angulo sólido dΩ es

∣
∣Rℓ(r)Yℓm(θ̄ , φ̄)

∣
∣2 r2 dr dΩ

pero Rℓ(r ∼ 0)∼ jℓ(kr) por lo cual se debe considerar la función

r2 ( jℓ(kr))2

cuyo comportamiento para ρ = kr ∼ 0 es

jℓ(ρ)∼
ρℓ

(2ℓ+1)!!

ro

r

L

b

p

Figura 4.4: Se tiene el plano de incidencia y el
parámetro de impacto b.

Se puede demostrar que la
probabilidad es muy pequeña
desde el origen y hasta

bℓ(k)≡
√

ℓ(ℓ+1)

k
≈ h̄ℓ

h̄k
=

L

p

que, clásicamente, es el paráme-
treo de impacto. De aquı́ que la
probabilidad

r2 ( jℓ(kr))2
Y 2
ℓm(θ0,φ0)dr dΩ0

de encontrar a una partı́cula en el intervalo (r,r+ dr) y en dΩ0 sea muy
pequeña cerca del origen.

Supongamos que V (r > r0) = 0. En tal caso si bℓ(k)≫ r0 la partı́cula no
ve al potencial. El potencial tiene efecto tan solo si ℓ es menor, de modo
que se cumpla

1

k

√

ℓmax(ℓmax+1)< r0
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Si la energı́a es grande, k es grande y tı́picamente ℓmax es enorme. La
expansión en ℓ no resulta muy útil.

En resumen, si el parámetro de impacto es mucho mayor que el alcan-
ce del potencial el efecto del potencial es despreciable: no hay desparra-
mo digno de mención.

El análisis que se ha hecho en ondas parciales es útil tan solo en el
caso en que unas pocas ondas parciales contribuyen al problema.

Casos con absorción

Es normal, en experimentos de choque y desparramo en que el blanco
se excite o emerja una partı́cula adicional etc. En tales casos se dice que
el choque es inelástico y el formalismo es muy parecido solo que debe
usarse

Sℓ(k) = ηℓ(k)e2iδℓ(k)

y

0≤ ηℓ(k)≤ 1

lo que hace que el flujo saliente sea menor que el entrante. La onda parcial
fℓ ahora es

fℓ(k) =
Sℓ(k)−1

2ik
=

ηℓ(k)e2iδℓ(k)−1

2ik

=
ηℓ(k)sin 2δℓ(k)

2k
+ i

1−ηℓ cos2δℓ
2k

(4.4.20)

y la sección eficaz del choque elástico, que ahora es tan solo una parte
del fenómeno completo, es

σelast = 4π ∑
ℓ

(2ℓ+1)| fℓ(k)|2

= 4π ∑
ℓ

(2ℓ+1)
1+η2

ℓ −2ηℓ cos 2δℓ
4k2

(4.4.21)

También hay una sección eficaz del proceso inelástico. Ya que no se va a
especificar qué es el resto del proceso sólo es posible definir la sección
efical inelástica total, que es la que describe la pérdica de flujo.
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La estructura de la función de onda, tal como está escrita en (4.4.16)
indica que los flujos esféricos que entran y salen por cada valor de ℓ son

h̄k

m

4π

(2k)2
,

h̄k

m
|Sℓ(k)|2

4π

(2k)2

respectivamente, de modo que el flujo neto que se pierde por cada valor
de ℓ es

h̄k

m

π

k2

(
1− |η2

ℓ (k)|2
)

Si este flujo se divide por el flujo incidente h̄k
m

y se suma sobre ℓ se tiene
la sección eficaz inelástica,

σinel =
π

k2 ∑
ℓ

(2ℓ+1)
(
1−η2

ℓ (k)
)

(4.4.22)

La sección eficaz total resulta ser

σtot = σelast+σinel

=
π

k2 ∑
ℓ

(2ℓ+1)
(
1+η2

ℓ −2ηℓ cos2δℓ+1−η2
ℓ

)

=
2π

k2 ∑
ℓ

(2ℓ+1)
(
1−η2

ℓ cos2δℓ
)

(4.4.23)

Si, por otro lado, se calcula la parte imaginaria de f (0) dada en (4.4.20)
se obtiene

ℑ f (0) = ∑
ℓ

(2ℓ+1)
1−ηℓ cos2δℓ

2k

=
k

4π
σtot (4.4.24)
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Capı́tulo 5

Perturbaciones dependientes del
tiempo

5.1. Formalismo

Primeras consideraciones

Se va a considerar un sistema descrito por

H = H0+gV (~r, t)

donde la parte dependiente del tiempo es no nula sólo a partir de t > 0.
Se supondrá que el problema asociado a H0 se ha resuelto,

H0Φn = EnΦn

Se plantea resolver
ih̄∂tΨ = (H0 +gV )Ψ (5.1.1)

En todo este capı́tulo se supone que la perturbación es pequeña de
modo que sea apropiado trabajar tan solo hasta primer orden y que los
estados estacionarios de H0 siguen siendo los apropiados. Se supone
que V (t < 0) = 0, por lo que el estado inicial Ψ(t = 0) puede ser un estado
propio de H0, pero la evolución es comandada por H. Las preguntas cen-
trales son: (a) cuál es la probabilidad que en t el sistema se encuentre
en un estado Φm (propio de H0) si tal estado está en el discreto y (b) la

97
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probabilidad que el sistema esté en un rango de estados del continuo en
un tiempo t.

Más adelante se va a suponer que el estado incial del sistema es un
autoestado Φp de H0. La presencia de la perturbación V hace que el sis-
tema no se quede en este estado y, en principio, existe una probabilidad
no trivial de que en un tiempo t posterior el sistema se encuantre en otro
estado de H0.

Formalmente la solución buscada se expande en la base de los esta-
dos de H0,

Ψ = ∑
n

Cn(t)e−iEnt/h̄ Φn (5.1.2)

exigiendo que se cumpla que

∑
n

|Cn(t)|2 = 1

Es directo obtener que

〈Φm|Ψ〉=Cm(t)e−iEmt/h̄ (5.1.3)

Interesa estudiar la probabilidad de transición de que el sistema esté en
el estado Φm en el instante t: Pm(t),

Pm(t) = |〈Φm|Ψ(t)〉|2 = |Cm(t)|2 (5.1.4)

Reemplazando (5.1.2) en (5.1.1) se obtiene al lado izquierdo

ih̄∑
n

(

Ċn−
iEn

h̄
Cn

)

e−iEnt/h̄Φn

mientras que el lado derecho es

∑
n

CnEne−iEnt/h̄Φn +∑
n

Cn gV (t)e−iEnt/h̄Φn

El segundo término del lado izquierdo se cancela con el primer término
del lado derecho. A continuación se hace el producto escalar con 〈Φm|
obteniéndose

ih̄Ċm = g∑
n

Cn(t)ei(Em−En)t/h̄ Vmn (5.1.5)
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A partir de ahora se usará la notación

ωmn ≡
Em−En

h̄

{
> 0 absorción
< 0 emisión

Hasta aquı́ el formalismo es exacto en la medida que la suma sobre los
estados Φn se considere formal, ya que la suma sobre la parte continua
del espectro de energı́a debe expresarse como una integral.

Expansión perturbativa

Si V es realmente una perturbación, es natural esperar que exista una
expansión

Cn(t) =
∞

∑
k=0

gkCk
n(t) (5.1.6)

Para los dos órdenes más bajos se obtiene

Ċ0
n = 0 los C0

n son constantes

(5.1.7)

ih̄Ċ1
m = ∑

n

C0
neiωmnt Vmn(t)

Si se compara (5.1.5) con (5.1.7), teniendo en cuanta que C0
n es constante,

se observa que al lado derecho se ha reemplazado Cn(t) por C0
n , que cor-

responde a la más brutal de las aproximaciones y, por cierto, no puede
esperarse que ella valga para tiempos arbitrariamente grandes.

Para trabajar calculando tan sólo hasta C1
n la convergencia debe ser

muy fuerte, lo que requiere que
∣
∣Vmp

∣
∣≪ h̄ωmp (5.1.8)

Si el estado inicial es Ψ(0) = Φp se toma

Cn(t = 0) = δnp , C1
p(0) = 0

y en particular en la expansión la constante C0
n vale δnp. En resumen, si

Ψ(0) = Φp,

C0
n = δnp

ih̄Ċ1
m = eiωmpt Vmp

(5.1.9)
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La integración de la ecuación anterior da

C1
m(t) =−

i

h̄

∫ t

0
eiωmpt ′Vmp(t

′)dt ′ (5.1.10)

con lo que se puede escribir

Ψ(t)≈ e−iEpt/h̄Φp−
i

h̄
∑
n

∫ t

0
eiωnpt ′Vnp(t

′)dt ′ e−iEnt/h̄ Φn (5.1.11)

En esta aproximación hasta primer orden, en que se supone que el es-
tado final Φm es diferente al estado inicial Φp, el coeficiente Cm(t) está da-
do por la suma de C0

m +C1
m, pero C0

m = 0 por lo que

Cm(t)≈C1
m(t) , cuando m 6= p

5.2. Probabilidad de transición

Considérese que el sistema inicialmente está en un estado

Ψ(t = 0) = Ψini = Φp

y evoluciona. Independiente de cualquier esquema de cálculo, la proba-
bilidad de transición a un estado final Φm es |〈Φm|Ψ(t)〉|2 y, de (5.1.2), se
obtiene que esta probabilidad está dada por

Ppm ≡ |〈Φm|Ψ(t)〉|2 = |Cm(t)|2 (5.2.1)

En el esquema de aproximación actual, para que en el instante t el
sistema se encuentre en un estado Φm (m 6= p) está dada por

Ppm ≈
∣
∣C1

m(t)
∣
∣
2

(5.2.2)

que es

Ppm ≈
1

h̄2

∣
∣
∣
∣

∫ t

0
eiωmpt ′Vmp(t

′)dt ′
∣
∣
∣
∣

2

(5.2.3)

Nota: se habla de probabilidad de transición tan solo si se transita de
un estado discreto a otro. Si el continuo está involucrado es necesario
usar el concepto de densidad de probabilidad de transición.
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5.3. Resonancias

En lo que sigue se supone que V (t) tiene una forma muy sencilla,

V (t) = Vc cosωt + iVs sinωt

=
Vc +Vs

2
eiωt +

Vc−Vs

2
e−iωt (5.3.1)

Se ve que si ω = 0, V (t) = Vc = cte, de ahı́ que Vmp = V c
mpδmp. En lo que

sigue se tomará

Vmp =
V c

mp+V s
mp

2
eiωt +

V c
mp−V s

mp

2
e−iωt

= Ampeiωt +Bmpe−iωt

En el cálculo de (5.2.3) se debe calcular

Iω ≡
∫ t

0
eiωmpt ′Vmp(t

′)dt ′

= Amp

∫ t

0
ei(ω+ωmp)t

′
dt ′+Bmp

∫ t

0
ei(ωmp−ω)t ′ dt ′

= Amp
ei(ωmp+ω)t −1

i(ωmp +ω)
+Bmp

ei(ωmp−ω)t −1

i(ωmp−ω)

Esto permite escribir, para este caso, la expresión (5.1.10), en la forma

C1
m(t) =−

i

h̄

(

Amp
ei(ωmp+ω)t −1

i(ωmp+ω)
+Bmp

ei(ωmp−ω)t −1

i(ωmp−ω)

)

(5.3.2)

que muestra que hay resonancias para ω = ±ωmp. En cada caso (signo
ω ≈ +ωmp o el otro), un término es muy grande y el otro se hace despre-
ciable. Se verá que ellas ocurren tan solo si Φm está en el discreto.

El caso ω = 0

En el lı́mite ω = 0, la integral Iω anterior se reduce a

I0 =Vmp
eiωmpt −1

iωmp
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102 Patricio Cordero S. versión de noviembre 2007

por lo que

Pmp =
|Vmp|2

h̄2

∣
∣
∣
∣

eiωmpt −1

iωmp

∣
∣
∣
∣

2

=
|Vmp|2

h̄2

∣
∣
∣
∣
∣

e−iωmpt/2− eiωmpt/2

iωmp

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
|Vmp|2

h̄2

sin2 ωmpt

2
(ωmp

2

)2

=
|Vmp|2 t2

h̄2

sin2 ωmpt

2
(

ωmpt

2

)2
(5.3.3)

que muestra oscilaciones entre los estados Φp y Φm aun cuando en este
caso la perturbación es independiente del tiempo.

La función sinc(x) ≡ sinx
x

es muy oscilante y para |x| grande decrece
como 1/|x|. Usando la aproximación en que sinc(x) es pequeña salvo que
|x|. π se ve que Ppm es pequeña salvo que

|Ep−Em|.
2π h̄

t

En particular, para t → ∞ solo puede haber transiciones entre estados de
igual energı́a. Para t finito es posible tener cambios ∆E siempre que

∆E ∆t . h

La probabilidad de transición sin cambio de energı́a es

Ppm(t) =
|Vmp|2 t2

h̄2
(5.3.4)

donde se usó que sinc(0) = 1.
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Caso con estado final en el discreto

frecuencia

tiempo

Figura 5.1: La figura muestra Pmp co-
mo función de ω y del tiempo.El máxi-
mo central ocurre en ω = ωmp.
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Figura 5.2: La figura muestra la for-
ma de la probabilidad Pmp como fun-
ción de ω cuando no se bota el término
con la suma de las frecuencias. Hay
máximos para ω =±ωmp.

Ahora se tomará Vc = 0. Se puede
analizar separadamente

ω ≈ ωmp > 0 , ω ≈−ωmp > 0

En el primer caso hay absorción de
energı́a y el sistema se excita, en el
segundo hay emisión y el sistema se
desexcita. Se analiza el primer caso, ya
que el segundo tiene un análisis entéra-
mente análogo.

En lo que sigue se supondrá que

δ ≡ ω−ωmp≪ ωmp

En (5.3.2) se puede despreciar el
término en que las frecuencias se su-
man y se obtiene

C1
m(t) ≈

Vmp

2ih̄

e−
i
2 δ t
(

e
i
2 δ t − e−

i
2 δ t
)

δ

=
Vmp

2h̄
e−

i
2 δ t sin δ t

2
δ
2

de donde se obtiene que

Ppm =

∣
∣Vmp

∣
∣2 t2

4h̄2

(
sin(δ t/2)

δ t/2

)2

(5.3.5)

que tiene un marcado máximo en ω =
ωmp, donde la probabilidad vale

∣
∣Vmp

∣
∣2

4h̄2
t2

El valor para el máximo recién definido no tiene sentido sino cuando
este valor esté muy por debajo de la unidad, lo que pone una cota en t,

t≪ 2h̄
∣
∣Vmp

∣
∣

(5.3.6)
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El ancho de este máximo se puede estimar de considerar que Pmp tiene
sus primeros ceros vecinos a δ = 0 en δ = 4π

t
.

Si no se hubiese despreciado el término que tenı́a la suma de frecuen-
cias se habrı́a obtenido una figura con dos máximos laterales de la forma
de la figura adjunta, ellos para ω = ±ωmp. Para que la aproximación usa-
da tenga sentido, estos dos máximos tienen que estar bien separados. El
ancho es del orden de 4π/t de modo que se debe requerir que

4π

t
≪ ωmp ≈ ω =⇒ t≫ 4π

ω
(5.3.7)

Es decir, la aproximación es válida tan solo si el potencial ha actuado por
un tiempo claramente mayor a 4π/ω, es decir, la perturbación haya tenido
tiempo para oscilar muchas veces.

Al unir ambas desiguandades, (5.3.6) y (5.3.7) se obtiene la exigencia

|h̄ω| ≫
∣
∣Vmp

∣
∣

que es (5.1.8).

Numéricamente

10
8

6
t~4

0
-10

2
-5

0.2

0

0.4

5 0
w~ 10

0.6

0.8

Figura 5.3: El módulo del cuadrado
de la función C1.

En la figura adjunta se representa el
módulo cuadrado de la función

C1 = a0

(

ei(ω0+ω)t −1

ω0 +ω
+

ei(ω0−ω)t −1

ω0−ω

)

(En la figura se tomó ω0 = 5 y a0 = 1
10

)
Se aprecia que hay un lapso inicial en
el cual la función es pequeña y no da
señales de las dos resonancias.

Después de ese lapso inicial se dis-
tinguen claramente dos máximos domi-
nantes centrados en ω =±ω0

El análisis hecho en clases dice que
el ancho de cada pico es aproximada-
manete 4π

t
y la distancia entre los dos
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máximos es 2ω0. Para distinguirlos es necesario que 2π/t ≪ ω0, es de-
cir, tan solo para t≫ 2π/ω0 se logra distinguirlo en forma separada. En el
caso de la figura esto significa t≫ 2,4.

Por otro lado se debe exigir que la probabilidad sea mucho menor que
la unidad, lo que requiere t ≪ 1/a0 que en el caso de la figura significa
t≪ 10.

Caso con estado final en el continuo

p

m

Figura 5.4: Transición
de un estado del discreto
a otro en en continuo.

En el caso en que el estado Φm está en el conti-
nuo | 〈Φm|Ψ(t)〉|2 es una densidad de probabilidad.
Para definir una probabilidad se debe recurrir al
concepto de densidad de estados en torno a Φm.

Caso especial muy sencillo

Se analizará primero un caso muy particular en
que el estado final, después de la interacción con
un potencial V (~r ), sea el de una partı́cula libre (co-
mo en una ionización),

〈
~r |~p f

〉
= ψ~p f

=
1

(2π h̄)3/2
e−i~p f ·~r/h̄

y la energı́a final es E f =
p2

f

2m
. Se debe considerar la contribución de todos

los estados finales con ~p f dentro de un ángulo sólido dΩ f y con la energı́a
dentro de un estrecho rango dE.

La probabilidad de tener un estado final en el dominio descrito es

δP(~p f , t) =
∫

D f

d3p |〈~p |Ψ(t)〉|2

donde D f es el domino que restringe el momentum final a un estrecho
ángulo sólido. La suma toma la forma

∫

d3 p(..) por la normalización de los
estados |~p〉, ya que

∫ |~p〉d3p〈~p| es el operador unidad.

En lo que sigue se hará la sustitución

d3p = p2 dpdΩ
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que se quiere poner en la forma

ρ(E)dE dΩ

donde ρ(E) es la densidad de estados finales.

En el caso particular que se estudia

E =
p2

2m
⇒ dE =

pdp

m
=

√
2mE dp

m

por lo cual

p2 dp = (2mE)
mdE√
2mE

= m
√

2mE dE

viéndose que la densidad de estados finales es

ρ(E) = m
√

2mE

por lo que

δP(~p f , t) =
∫

D f

dΩdE ρ(E) |〈~p |Ψ(t)〉|2 (5.3.8)

Caso general

Genéricamente el estado final tı́pico es designado por parámetros con-
tinuos α, la energı́a final es Eα y los estados están δ -normalizados

〈
α|α ′

〉
= δαα ′

El sistema ha evolucionado desde un estado inicial a un Ψ(t) y se desea
conocer la probabilidad de encontralo en algún estado de un dominio D f

de los parámetros α. El elemento de probabilidad es

δP(α f , t) =

∫

D f

dα |〈α|Ψ(t)〉|2

Se hace un cambio de variable de integración, tal como en el caso anterior,
para singularizar a la energı́a como una de las variables

{α} −→ {E,β}
y

dα = ρ(β ,E)dβ dE

δP(α f , t) =
∫

D f

dβ dE ρ(β ,E) |〈β ,E|Ψ(t)〉|2 (5.3.9)
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Regla de oro de Fermi

En (5.3.9), Ψ(t) es la función de estado normalizada en el instante t.
Supondremos que el estado inicial Φp pertece al discreto de H0 y en lugar
de escribir δP(α f , t) usaremos la notación δP(Φp,α f , t) para subrayar que
se parte desde Φp.

Se puede usar un potencial sinusoidal como en (5.3.1) o, mejor aun,
un potencial constante, para usar (5.3.4). De esa expresión se tiene que

|〈β ,E|Ψ(t)〉|2 = 1

h̄2

∣
∣
〈
β ,E |V |Φp

〉∣
∣2

[

sin
E−Ep

2h̄
t

(E−Ep)/2h̄

]2

y la probabilidad de transición es

δP(Φp,α f , t)=
1

h̄2

∫

β∈δβ f ;E∈δE f

dβ dE ρ(β ,E)×
∣
∣
〈
β ,E |V |Φp

〉∣
∣2

[

sin
E−Ep

2h̄
t

(E−Ep)/2h̄

]2

Se hace notar que 1
aπ

∫ ∞
−∞

sin2 aω
ω2 dω = 1 lo que permite ver que

lı́m
a→∞

sin2 aω

πaω2
= δ (ω)

Si el término [ ]2 en la forma [ 1
ω sinωt]2 = 1

ω2 sin2 ωt = πt 1
πtω2 sin2 ωt ∼

πtδ (ω)= 2π h̄t δ (E−Ep). Es decir, para t suficientemente grande, el término

[ ]2 se comporta como 2π t h̄δ (E−Ep) mientras que ρ(β ,E) |〈β ,E |V |Ψ(t)〉|2
tiene una variación suave con E, lo que permite suponerla constante den-
tro del rango en que [ ]2 ≈ δ (), lo que conduce a

δP(Φp,α f , t)







= 1
h̄
δβ f 2π tρ(β f ,E f = Ep)

∣
∣
〈
β f ,E f = Ep |V |Φp

〉∣
∣2

= 0 Ep /∈ δβ f

La probabilidad por unidad de tiempo se define como

δW (Φp,α f ) =
d

dt
δP(Φp,α f , t)

y la densidad de probabilidad de transición por unidad de tiempo y de

intervalo β f es

w(Φp,α f ) =
δW

δβ f
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lo que da la regla de oro de Fermi

w(Φp,α f ) =
2π

h̄

∣
∣
〈
β f ,E f = Ep |V |Φp

〉∣
∣2 ρ(β f ,E f = Ep) (5.3.10)

Si en lugar de considerar un potencial constante se hubiese usado el
el potencial sinusoidal en el caso resonante, el resultado habrı́a sido

w(Φp,α f ) =
2π

h̄

∣
∣
〈
β f ,E f = Ep + h̄ω |V |Φp

〉∣
∣2 ρ(β f ,E f = Ep + h̄ω) (5.3.11)

de modo que ya no está la restricción a que la energı́a final coincida con
la inicial.

5.4. Interacción de un átomo con una onda elec-

tromagnética

Probabilidad de transición

Consideraremos el hamiltoniano

H =
1

2m

(

~p+
e

c
~A
)2

+V0(~r ) (5.4.1)

y se supondrá que la contribución A2 tiene efectos despreciable, por lo que
nuestra perturbación V es V = e

mc
~A ·~p. Si se escoge el gauge ∇ ·~A = 0 se

tiene que ~A ·~p = ~p ·~A. Se escribe

~A = ~A∗0(~r )eiωt +~A0(~r )e−iωt

el primer término representa emisión y el segundo absorción.

Lejos de la fuente ~A0 satisface

(

∇2 +
ω2

c2

)

~A0 = 0

de donde

~A0(~r ) = ~A0 ei~k·~r , k2 =
ω2

c2
(5.4.2)
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Por elección de gauge~k ·~A0 = 0.

Los campos son

~E = −1

c

∂~A

∂ t
=

iω

c
~A0 ei(~k·~r−ωt)

~B = ∇×~A = i~k×~A0 ei(~k·~r−ωt) (5.4.3)

y la densidad de energı́a es

1

8π

(
E2 +B2

)
=

ω2

2πc2
~A0 ·~A∗0

Si el sistema está en una caja de volumen V la energı́a en ella, y que se
identifica con la energı́a de N fotones de frecuencia ω, es

1

8π

∫

d3r
(
E2 +B2

)
=

ω2V

2πc2
‖~A0‖= Nh̄ω (5.4.4)

Si se denota por ε̂ al vector de polarización, ~A0 = A0ε̂ se tiene que ε̂ ·~k = 0.

De (5.4.2) y (5.4.4) se concluye que en el caso de absorción

~A =

√

2πc2Nh̄

ωV
ε̂ ei(~k·~r−ωt) (5.4.5)

mientras que para emisión QED dice que

~A =

√

2πc2(N +1)h̄

ωV
ε̂ e−i(~k·~r−ωt) (5.4.6)

La interacción que se agrega a H0 es V = e
mc

~A ·~p y que ahora puede
ser escrita más explı́citamente en la forma

V =
e

mc

√

2πc2h̄

ωV
e−i(~k·~r−ωt)ε̂ ·~p

Esta energı́a potencial se reemplaza en el cálculo de C1
m dando

C1
m(t) =−

ie

mch̄

√

2πc2h̄

ωV

〈

Φm

∣
∣
∣e
−i~k·~r ε̂ ·~p

∣
∣
∣Φp

〉∫ t

0
dt ′ ei∆t ′/h̄
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donde ∆ = E0
m−E0

p + h̄ω. La última integral vale 2
∆ei∆t/2 sin ∆t

2
. Al calcular

(C1
m)

2 el último factor contribuye con algo muy parecido a una delta de
Dirac:

4

∆2
sin2 ∆t

2
≈ 2π h̄tδ

(
E0

m−E0
p + h̄ω

)

por lo que la probabilidad Pp→m =
∣
∣C1

m

∣
∣2,

Pp→m =
e2

m2c2h̄2

2πc2h̄

ωV
|
〈

Φm

∣
∣
∣e
−i~k·~r ε̂ ·~p

∣
∣
∣Φp

〉

|22π h̄t δ (∆)

que conduce a la probabilidad por unidad de tiempo

Wp→m =
dPp→m

dt
= 2π h̄

2πe2

m2h̄ωV

∣
∣
∣

〈

Φm

∣
∣
∣e
−i~k·~r ε̂ ·~p

∣
∣
∣Φp

〉∣
∣
∣

2

δ (E0
m−E0

p + h̄ω)

Esta es la probabilidad de transición, por unidad de tiempo, de que un
átomo pase del estado Φp a Φm emitiendo un fotón de energı́a h̄ω. La δ
de Dirac asegura que la energı́a se conserva. Pero realmente la energı́a
del fotón no especifica en forma única el estado del fotón porque solo se
puede afirmar que al fotón se lo detecta en un intervalo (~k,~k + ∆~k) con

‖~k‖ ≈ ω
c

y la tasa de transición realmente es

Rp→m = ∑
∆~k

Wp→m

∣
∣
∣
∣
∣
‖~k‖=ω/c

Nótese que aquı́ lo que se suma son las probabilidades. A continuación se
hará esta suma, lo cual requiere de cálculos previos, porque se necesita
la densidad de estado.

En (5.4.5) y (5.4.6) se escribió parte del potencial vectorial. Más fina-
mente y sin a los detalles se puede escribir ~A en la forma

~A(~r, t) =
a√
V

ei(~k·~r−ωt)+ c.c.

donde para simplificar el cálculo se supondrá que V representa un volúmen
cúbico de arista L, V = L3 con condiciones de borde periódicas. En tal caso
de debe exigir que

eik jL = 1 j = x,y,z =⇒ k j =
2π n j

L
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donde los n j son enteros no negativos. El elemento de volumen en el
espacio de de vector de onda es

d3k =

(
2π

L

)3

dnx dny dnz

mientras que

ω =
∥
∥
∥~k
∥
∥
∥ c =

2πc

L

√

n2
x +n2

y +n2
z

De lo anterior

Rp→m =
∫

d3n Wp→m

=

(
L

2π

)3 ∫

d3k Wp→m

=
V

(2π h̄)3

∫

d3q Wp→m (5.4.7)

pero q = h̄ω/c,

d3q = dΩq2 dq = dΩ

(
h̄ω

c

)2
h̄dω

c

Al integrar sobre d(h̄ω) la delta exige que ω tome un único valor

ωkm =
E0

p−E0
m

h̄

Reemplazando la forma explı́cita de W y se obtiene

Rp→m =
∫

dΩ
α ωkm

2π

∣
∣
∣
∣

1

mc

〈

Φm

∣
∣
∣e
−i~k·~r ε̂ ·~p

∣
∣
∣Φp

〉
∣
∣
∣
∣

2

(5.4.8)

Los elementos de matriz de transición

Se desea calcular en forma aproximada

〈

Φm

∣
∣
∣e
−i~k·~r ε̂ ·~p

∣
∣
∣Φp

〉

(5.4.9)
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Si se usa una función de onda hidrogenoide

φ0 =
1√
π

(
Z

a

)3/2

e−Zr/a , a =
h̄

mcα

se obtiene que el p∼ Zmcα es decir

ε̂ · p∼ Zmcα y que r ∼ 3h̄

2mcZα

El valor medio de h̄2

2m
∇2, que tiene que ser del orden de la energı́a de

transición, h̄ω resulta ser

h̄ω ∼ 1

2
mc2 (Zα)2 =⇒ k =

ω

c
∼ mc

2h̄
(Zα)2

de donde se obtiene que

kr ∼ 3

4
Zα (5.4.10)

de modo que si Zα ≪ 1 no hay grandes oscilaciones y el elemento de
matriz (5.4.9) es del mismo orden que ε̂ ·~p es decir Zmcα. Además, de
(5.4.10) con Zα ≪ 1 es razonable usar a expansión

e−i~k·~r = ∑
n

(−i)n

n!
(~k ·~r)n (5.4.11)

Transiones dipolares y superiores

Al más bajo orden el elemento de matriz es

〈||〉 ≈
〈
Φm |ε̂ ·~p|Φp

〉

≈ m ε̂ ·
〈

Φm

∣
∣
∣
∣

d~r

dt

∣
∣
∣
∣
Φp

〉

≈ im

h̄
ε̂ ·
〈
Φm |[H,~r]|Φp

〉

≈
im(E0

m−E0
p)

h̄
ε̂ ·
〈
Φm |~r |Φp

〉

≈ imωmp ε̂ ·
〈
Φm |~r |Φp

〉
(5.4.12)
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Si este elemento de matriz es no nulo se tiene una transición dipolar

eléctrica.

La próxima contribución en la expansión (5.4.11) proviene del elemen-
to de matriz de

ε̂ ·~p~k ·~r
que puede ser reescrito restando y sumando la cantidad 1

2
ε ·~r~p ·~k

ε̂ ·~p~k ·~r = 1

2

(

ε̂ ·~p~k ·~r− ε ·~r~p ·~k
)

+
1

2

(

ε̂ ·~p~k ·~r+ ε ·~r~p ·~k
)

Conviene ver que

(

~k× ε̂
)

· (~r×~p) =~k · (ε̂× (~r×~p))

= ε̂ ·~p~k ·~r− ε̂ ·~r~k ·~p

de modo que

ε̂ ·~p~k ·~r =
(

~k× ε̂
)

· (~r×~p)+ 1

2

(

ε̂ ·~p~k ·~r+ ε ·~r~p ·~k
)

El primer término puede asociarse con ~L ·~B ya que ~k× ε̂ ∼ ∇×~A = ~B
y~r×~p ∝~L. Se denomina término dipolar magnético y se debe calcular el
elemento de matriz de un seudovector Lk ∝ εi jkx j pk.

El segundo término a la derecha es un término llamado de cuadrupolo
eléctrico. Se debe calcular elementos de matriz de un tensor simétrico:
pix j + p jxi.

De aquı́ surgen las reglas de selección propias de cada tipo de trasi-
ción.

5.5. Resonancia magnética

El problema original

Se considerará el efecto de un campo magnético uniforme y contante
más un campo magnético trasversal y oscilante sobre un dipolo magnético
~µ .
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114 Patricio Cordero S. versión de noviembre 2007

Los únicos grados de libertad que se considera son los del momento
magnético~µ = γ~J del sistema y a él se aplica primero un campo magnético
estático, ~H = H0k̂. El hamiltoniano a orden cero es sencillamente

H0 =−~µ · ~H
=−γ H0 Jz

=−h̄ΩJz

donde Ω es la frecuencia de Larmor, h̄Ω = γH0.

Se agrega el efecto de un débil campo magnético trasversal variable
de frecuenca ω

V (t) =−2gh̄ΩJx cosωt

con g≪ 1. Para atacar este problema se va a reescribir V (t) en la forma
de una suma de dos términos V1 +V2 y se atacará el problema asociado
a H1 = H0 +V1. Se argumentará que este sistema tiene una resonancia y
que el efecto de V2 cerca de la resonancia es despreciable.

Para reescribir V1 se le suma y resta un término proporcional a Jy sinωt,
lo que permite escribir a V como suma de dos términos

V = −gh̄Ω
[
(Jx cosωt− Jy sinωt)+(Jx cosωt + Jy sinωt)

]

= V1 +V2

Estos dos potenciales Va difieren tan solo en el signo de ω, es decir,
V2(ω) =V1(−ω).

Solución cerrada a parte del problema

Se verá que el problema asociado a H1 = H0 +V1 puede ser resuelto
en forma cerrada. En lugar de escribir H1 en la forma

H1 =−h̄Ω(Jz +g(Jx cosωt− Jy sinωt))

se define
R = e−iωtJz (5.5.1)

con lo cual
Jx cosωt− Jy sinωt = R† Jx R
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que reduce la ecuación de Schrödinger a la forma

i∂tΨ =−Ω
(

Jz+gR†Jx R
)

Ψ (5.5.2)

Definiendo

ΨR ≡ RΨ

se comprueba que

i∂tΨR = ωJzΨR−ΩR
(
Jz +gR†Jx R

)
Ψ

= ωJzΨR−Ω(JzΨR +gJxΨR)

= ((ω−Ω)Jz−gΩJx) ΨR

El paso de Ψ a ΨR puede ser visto como el cambio del sistema de refe-
rencia de laboratorio a us sistema de referencia que gira con velocidad
angular ω acompañando al campo magnético variable.

Se ha obtenido que el generador de evolución temporal de ΨR no de-
pende del tiempo lo que hace trivial integrar la última ecuación

ΨR = e−i[(ω−Ω)Jz−gΩJx] t Ψ0

Puesto que Ψ = R† ΨR la solución para el problema H1 es

Ψ = R† e−i[(ω−Ω)Jz−gΩJx] t Ψ0

En el exponente de la segunda exponencial hay una combinación lineal
de generadores de rotaciones, por lo tanto esta exponencial representa
una rotación en torno a algún eje n̂ y de ángulo Wt en torno a dicho eje.
Si se define n̂ = ı̂sinφ + k̂ cosφ se cumple que

W ~J · n̂ =W (Jz cosφ + Jx sinφ)

que se exige que sea (ω−Ω)Jz−gΩJx, lo que implica

tanφ =
−gΩ

ω−Ω
, W 2 = (ω−Ω)2+g2Ω2
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y

sinφ =− gΩ
√

(ω−Ω)2 +g2Ω2

cosφ =
ω−Ω

√

(ω−Ω)2 +g2Ω2

Si define el operador

T = e−iWtn̂·~J

la solución Ψ al problema H1 puede ser escrita en forma muy compacta

Ψ(t) = R†(ωt)T (Wt)Ψ0 (5.5.3)

Se deja como ejercicio introducir, a partir de este punto, la interacción
V2 como perturbación.

Probabilidades de transición en el caso de spin 1
2

En esta subsectión se identifica

~J =
~σ

2

y se supone que el estado inicial Ψ0 es un estado propio de H0, es decir,
de Jz. Este se caracteriza por la tercera compomente de spin m ( m =±1

2
).

En lo que sigue se determina la probabilidad de encontrar al sistema
en un estado m′ un tiempo t después.

En el caso actual de spin 1
2

el operador T es

T = e−
i
2Wt n̂·σ

= cos
Wt

2
− i

Wt

2
n̂ ·σ sin

Wt

2

= cos
Wt

2
− i(σz cosφ +σx sinφ)sin

Wt

2

=

(
cos Wt

2
− icosφ sin Wt

2
−isinφ sin Wt

2

−isinφ sin Wt
2

cos Wt
2
+ icosφ sin Wt

2

)
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La amplitud de probabilidad de tranción del sistema a un estado final
caracterizado por m′ es el elemento de matriz 〈m′ |Ψ(t)〉. Se supondrá que
Ψ0 es |m〉 con lo cual la amplitud de la probabilidad es

〈

m′
∣
∣
∣R

†(ωt)T (Wt)
∣
∣
∣m
〉

= eim′ω t
〈
m′ |T (Wt)|m

〉

Para calcular las probabilidades p(m′,m; t) de transición se debe tomar el
módulo cuadrado de lo anterior, lo que elimina a la exponencial como m′.
Sólo es necesario calcular los módulos cuadrados de los elementos de
matriz de la matriz asociada a T que fue escrita más arriba:

p 1
2

(

±1

2
,∓1

2
; t

)

= sin2 φ sin2

(
Wt

2

)

p 1
2

(

±1

2
,±1

2
; t

)

=

∣
∣
∣
∣
cos

(
Wt

2

)

∓ i cosφ sin

(
Wt

2

)∣
∣
∣
∣

2

Usando las expresiones para las funciones de φ

p 1
2

(

±1

2
,∓1

2
; t

)

=
g2Ω2

(Ω−ω)2 +g2Ω2
sin2

(
Wt

2

)

(5.5.4)

p 1
2

(

±1

2
,±1

2
; t

)

= 1− g2Ω2

(Ω−ω)2 +g2Ω2
sin2

(
Wt

2

)

Puesto que g es muy pequeño, cuando ω→Ω el efecto de la perturbación
WgJx llega a ser muy grande, y, en el lı́mite, con ancho gΩ (es muy angosta
con g muy chico).

Si el problema hubiese sido tratado con el formalismo de perturbacio-
nes se obtiene un resultado que, cerca de la resonancia, es muy malo.

5.6. El cuadro de interacción

Definición

Existe una forma algo más avanzada de abordar el caso de una pertur-
bación dependiente del tiempo. Se supone que se conoce las soluciones
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asociadas a un H0 independiente del tiempo y se estudia el problema aso-
ciado a

H = H0+Hint(t)

Para hacer esto se define varios operadores de evolución. Si la evolución
de la función de onda del problema asociado a H es es U(t) de modo que

ψ(t) =U(t)ψ0

y, puesto que ih̄∂tψ = Hψ es necesario que U satisfaga

∂tU =− i

h̄
HU

Se define además

U0(t) = e−iH0t/h̄ , ∂tU0 =−
i

h̄
H0U0

y se define, para todo operador A(t) del cuadro de Schrödinger , un ope-
rador en el cuadro de interacción por

AI(t) =U
†
0 (t)A(t)U0(t)

y además (ya no se escribe más la dependencia temporal)

ψ I =U
†
0 ψ =U

†
0Uψ0

La ecuación tipo Schrödinger para esta nueva función de onda es

d

dt
ψ I =

dU
†
0

dt
Uψ0 +U

†
0

dU

dt
ψ0

= − i

h̄
U

†
0 (H−H0)Uψ

= − i

h̄
H ψ I

donde se ha definido en hamiltoniano de interacción en el cuadro de in-
teracción por

H ≡ HI
int =U

†
0 HintU0

De todo esto resulta natural definir el operador de evolución en el cuadro
de interacción por

U I(t) =U
†
0 U
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ya que

ψ I(t) =U I(t)ψ0

También es fácil demostrar que

dU I

dt
=− i

h̄
H U I (5.6.1)

Conección con formalismo elemental

Si se escribe

ψS(t) = ∑
n

CS
n(t)Φn

La función de onda el enłcuadro de interacción consecuentemente es

ψ I = U
†
0 ψS(t)

= ∑
n

CS
n(t)U

†
0 Φn

= ∑
n

CS
n(t)eiEnt/h̄Φn

= ∑
n

CI
n(t)Φn

desde se ha definido CI tal que

CS
n(t) =CI

n(t)e−iEnt/h̄

y de aquı́ que

ψS(t) = ∑
n

CI
n(t)e−iEnt/h̄ Φn

que es la expresión (5.1.2) con la que se comenzó.

Serie perturbativa de Dyson

La ecuación (5.6.1) para U I es equivalente a la ecuación integral

U I = 1− i

h̄

∫ t

0
H (t ′)U I(t ′)dt ′

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica
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donde se ha usado la condición U I(0) = 1. Esta ecuación integral puede
ser vista como una ecuación telescópica que da origen a una serie

1− i

h̄

∫ t

0
H (t ′)dt ′+

(

− i

h̄

)2 ∫ t

0
H (t ′)

∫ t ′

0
H (t ′′)dt ′′ dt ′+ . . .

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
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t

t

Figura 5.5: Domi-
nios para la integra-
ción.

El término de segundo orden en la serie de arriba es
una doble integral que, en el plano (t ′′, t ′), se hace
sobre la zona achurada de la figura adjunta. Se hace
notar que siempre, en este dominio se cumple t ′ ≥ t ′′.
Dyson hace notar que las dos integrales se pueden
hacer en todo el rango desde 0 hasta t siempre que
los dos factores H estén ordenados con el factor que
tiene el mayor argumento t a la izquierda. Es lo que
se denomina el producto temporalmente ordenado de
Dyson:

T{H (t1)H (t2)}=
{

H (t1)H (t2) cuando t1 > t2
H (t2)H (t1) cuando t2 > t1

Usando este producto de Dyson el término de segundo orden puede es-
cribirte en la forma

1

2

(

− i

h̄

)2 ∫ t

0

∫ t

0
T{H (t ′)H (t ′′)}dt ′′ dt ′

y se puede demostrar que el n-ésimo término se puede escribir en la forma

1

n!

(

− i

h̄

)n ∫ t

0
. . .
∫ t

0
T{H (t1) . . .H (tn)}dt1 . . . dtn

La suma de todos estos término se llama la serie de Dyson.

Probabilidad de transición

En el contexto anterior se estudia a continuación la probabilidad de
transición desde un estado inicial Ψp que es propio de H0 a un estado
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Φm un tiempo t despues: Ppm(t). Bien se sabe que esta probabilidad se
expresa en general en la forma

Ppm =
∣
∣
〈
Φm

∣
∣ΨI(t)

〉∣
∣
2

=
∣
∣
〈
Φm

∣
∣U I(t)

∣
∣Φp

〉∣
∣
2

(5.6.2)

=
∣
∣C0

pm +C1
pm +C2

pm + . . .
∣
∣
2

donde

C0
pm =

〈
Φm |1|Φp

〉

C1
pm = − i

h̄

∫ t

0

〈
Φm

∣
∣H (t ′)

∣
∣Φp

〉
dt ′

C2
pm =

(

− i

h̄

)2 ∫ t

0
dt ′
∫ t ′

0
dt ′′
〈
Φm

∣
∣H (t ′)H (t ′′)

∣
∣Φp

〉

Se debe destacar que las probabilidades de transición (5.6.2) se calcu-
lan con dos ingredientes: los estados |Φn〉 del hamiltoniano libre y con el
operador hamiltoniano de intereacción en el cuadro de interacción: H (t).

La contribución de segundo orden

En la expresión para C2
pm se intercala un factor unidad usando que los

Φn son un conjunto completo ∑n |Φn〉〈Φn|. Además los factores H (t) se

reescriben usando su definición H =U
†
0 HintU0 lo que da

C2
pm =

(

− i

h̄

)2

∑
n

∫ t

0
dt ′
∫ t ′

0
dt ′′eiωmnt ′eiωnpt ′′×

〈
Φm

∣
∣Hint(t

′)
∣
∣Φn

〉〈
Φn

∣
∣Hint(t

′′)
∣
∣Φp

〉

La transición p→ m aparece mediada por estados n. Un ejemplo notable
es la transición, prohibida a primer orden en el átmo de hidrógen, 1s→ 2s.

Se se considera un Hint oscilante:

Hint = h1 e−iωt
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se puede hacer las integrales temporales y se obtiene dos términos

∑
n

1

ωnp−ω

{
Amnp

ωmp−2ω

(

ei(ωmp−2ω)t −1
)

+
Bmnp

ωmn−ω

(

ei(ωmn−ω)t −1
)}

(5.6.3)

El primero de los dos sumandos es resonante cuando ω = 1
2
ωmp

.
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Capı́tulo 6

Ecuaciones Relativistas

6.1. El primer paso

A partir de la ecuación de Schrödinger se demuestra que

∂ρ

∂ t
+∇ ·~j = 0

con

ρ = ψ∗ψ , ~j =− ih̄

2m
(ψ∗∇ψ−ψ∇ψ∗)

donde ρ es la densidad de probabilidad de presencia y ~j es el flujo de
densidad de probabilidad. Se destaca que

ρ > 0

Al pasar a relatividad se espera que ρ ∼ j0 de modo que jµ sea un
cuadrivector que satisfaga

∂µ jµ = 0 , con j0 > 0

pero esto no es trivial.

NOTACIÓN:
(ct,x,y,z) (x0,x1,x2,x3)
∂/∂xµ = ∂µ

∂i = ∇
−ih̄∂i → pi ¡ojo!

ih̄∂0 = (ih̄/c)∂t ∼ p0

(6.1.1)

123
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Para una partı́cula libre la notación es

p0 =
E

c
=+

√

~p2 +m2c2 (6.1.2)

En relatividad, una partı́cula libre satisface

p2 = pµ pµ = (mc)2

de donde se escribe
(
−h̄2∂ 2

0 + h̄2∇2
)

︸ ︷︷ ︸

−h̄2∂µ ∂ µ

φ = (mc)2φ

Definiendo
�≡ ∂µ ∂ µ = ∂ 2

0 −∇2

la ecuación anterior queda

(
�+µ2

)
φ = 0 , µ =

mc

h̄

µ tiene dimensión inversa de longitud.

Si se define

jµ =
ih̄

2m
(φ∗∂ µφ −φ∂ µ φ∗)

se comprueba que se satisface ∂µ jµ = 0 pero no se desprende que j0 > 0.
En efecto

j0 =
ih̄

2mc
(φ∗∂tφ −φ∂tφ

∗)

puede ser negativo. La presencia de lo que parece ser una densidad de
probabilidad que puede ser negativa inhibió el uso de la ecuación de Klein-
Gordon1.

Si dos funciones f y g satisfacen: la ecuación de Klein-Gordon
(
∂ 2

0 −∇2 +m2
)

F = 0 entonces la cantidad U

U =

∫

((∂0 f )g− f (∂0g)) d~r

es independiente del tiempo.

1Oskar Klein y Walter Gordon, ambos suecos
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6.2. Acoplamiento minimal

En el caso de partı́culas norelativistas de spin 1
2

existe una forma dife-
rente de incorporar el acoplamiento minimal. Se comienza con el término

(~σ ·~p)2

2m

(

=
p2

2m

)

y en él se hace el reemplazo minimal,
(

~σ ·
(

~p+
e~A

c

))2

=

(

~p+
e~A

c

)2

+ i~σ ·
(

~p+
e~A

c

)

×
(

~p+
e~A

c

)

=

(

~p+
e~A

c

)2

+
ie

c
~σ ·
(

~p×~A+~A×~p
)

=

(

~p+
e~A

c

)2

+
eh̄

c
~σ ·~B

donde se hizo uso de que ~p =−ih̄∇ y que

(~p×~A+~A× p) f =−ih̄∇× (~A f )− ih̄~A×∇ f

=−ih̄( f ∇×A−~A×∇ f +~A×∇ f )

=−ih̄~B f

Incorporando el factor 1/2m se obtiene que 1
2m

(

~σ ·
(

~p+ e~A
c

))2

da ori-
gen a

H =
1

2m

(

p+
e~A

c

)2

+
eh̄

2mc
~σ ·~B

que da el acoplamiento spin-órbita con el factor correcto ya que

~µ =− e

mc
~s , ~s =

h̄

2
~σ

por lo que el último término puede ser escrito

e

mc
~s ·~B
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Por otro lado la primera parte del hamiltoniano H es

1

2m

(

~p+
e

c
~A
)2

=
p2

2m
+

e

2mc

(

~p ·~A+~A ·~p
)

+O(A2)

para el caso de un campo magnético uniforme se puede escoger

Ai =
1

2
εi jk B j xk Bk =cte

con lo cual
piAi +Ai pi = 1

2
εi jk

(
B j pixk +B jxk pi

)

= 1
2
B j ε jki 2xk pi

= ~B ·~L
con lo que ahora

H =
p2

2m
+

e

2mc
~B ·
(

~L+2~s
)

El factor 2 junto a~s corresponde al factor giromagnético ya conocido.

6.3. Ecuación de Dirac

Justificación

De la relación E2/c2−~p2 = (mc)2 se puede escribir la ecuación de onda

(
E

c
−~σ ·~p

) (
E

c
+~σ ·~p

)

φ = (mc)2φ

donde φ es un objeto de dos componentes y

E → ih̄c∂0 , ~p→−ih̄∇

Se define

φ L = φ

φ R =
1

mc
(ih̄∂0− ih̄~σ ·∇) φ L
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Tomando esta definición y la ecuación de onda se obtiene

(ih̄∂0− ih̄~σ ·∇) φ L = mcφ R

(ih̄∂0 + ih̄~σ ·∇) φ R = mcφ L (6.3.1)

Si estas ecuaciones se suman y se restan y se define

ψA = φ R +φ L , ψB = φ R−φ L

se obtiene que el par de ecuaciones se puede escribir como una sola
ecuación para un objeto de cuatro componentes,

(
ih̄∂0 ih̄~σ ·∇
−ih̄~σ ·∇ −ih̄∂0

)(
ψA

ψB

)

= mc

(
ψA

ψB

)

(6.3.2)

Se define las matrices de Dirac de 4×4

γ0 ≡
(

1 0

0 −1

)

, γ i ≡
(

0 σi

−σi 0

)

con lo que la ecuación finalmente toma la forma

(
ih̄γ0∂0 + ih̄γ i∂i

)
ψ = mcψ

que es la ecuación de Dirac que se escribe

(
iγµ∂µ −µ

)
ψ = 0 (6.3.3)

Propiedades de las matrices de Dirac

El anticonmutador de las matrices γ da el gµν de relatividad

{γµ ,γν}= 2gµν

y todas estas matrices tienen traza nula

Trγµ = 0

Sobre hermiticidad
γ0†

= γ0 , γ i† =−γ i
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pero

γµ = γµ , en general: A≡ γ0A†γ0

γ02
= 1 , γ i2 =−1

(
γµ aµ

)2
= aµaµ

Se define γ5 por

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1

1 0

)

y su propiedad principal es

{γ5,γ
µ}= 0

Además

γ†
5 = γ5 , γ2

5 = 1

La cuadridensidad de corriente

La ecuación de Dirac “daga” es

0 = ψ†
(

−iγµ †←−∂ µ −µ
)

γ0

= ψ†γ0
(

−iγ0γµ †
γ0←−∂ µ −µ

)

= ψ
(

−iγµ←−∂ µ −µ
)

La cuadricorriente definida por

jµ = ψγµψ , ψ ≡ ψ†γ0

tiene diversas propiedades de interés.

jµ † = ψ†γµ †γ0ψ

= ψ†γ0γ0γµ †γ0ψ
= ψγµ ψ
= jµ
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Mecánica Cuántica 2 129

Con lo anterior se puede ver que

∂µ jµ =
(

ψγµ←−∂ µ

)

ψ +ψ
(
γµ ∂µψ

)
= 0

y además
j0 = ψ†γ0γ0ψ = ‖ψ‖2 > 0

El hamiltoniano y sus propiedades

Si la ecuación de Dirac se multiplica por la izquierda por γ0 resulta

0 =
(
i∂0 + iγ0γ i∂i− γ0µ

)
ψ

ih̄∂tψ =
(
−ih̄c~α ·∇+βmc2

)
ψ

donde se ha definido las matrices

~α = γ0~γ =

(
0 ~σ
~σ 0

)

, β = γ0

De esta notación se ve que el hamiltoniano de Dirac para una partı́cula
libre es

IH = c~α ·~p+βmc2 (6.3.4)

A continuación se demuestra que IH no es invariante a meras rotacio-
nes espaciales

[IH,L1] = [c~α ·~p+βmc2,x2p3− x3 p2] término β

= cα i[pi,x2]p3− cα i[pi,x3]p2 no contribuye

=−ih̄c
(
α2 p3−α3p2

)

=−ih̄c(~α×~p)1

Puesto que IH no conmuta con~L, el problema de separación de variables
cuando hay un potencial central requiere un estudio más cuidadoso.

Si se calcula el conmutador de IH con la matriz

Σi ≡ γ5α i =

(
σ i 0

0 σ i

)

se observa primero que

[γ0,Σi] = 0 , [γ5,Σ
i] = 0
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por lo cual
[IH,Σ j] = [c~α ·~p,Σ j]

= c[γ5
~Σ ·~p,Σ j]

= cγ5 pi [Σi,Σ j]
= cγ5 pi 2iε i jkΣk

= 2icεki jαk pi

= 2ic(~α×~p) j

esto es,

[IH,
h̄

2
~Σ] = ih̄c~α×~p

De aquı́ que
[IH, ~J] = 0

donde

~J =~L+
h̄

2
~Σ

El hamiltoniano de Dirac tiene la simetrı́a SU(2) generada por los Ji ante-
riores.

Propiedades de las soluciones

La ecuación en reposo

En reposo la ecuación de Dirac es

ih̄
∂ψ

∂ t
= γ0mc2 ψ

que admite cuatro soluciones estacionarias independientes

ψ1 =







1

0

0

0







e−imc2 t/h̄ , ψ2 =







0

1

0

0







e−imc2 t/h̄

ψ3 =







0

0

1

0







e+imc2 t/h̄ , ψ4 =







0

0

0

1







e+imc2 t/h̄
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Los signos en las exponenciales se deben a los signos en la diagonal de
γ0. Las dos últimas son soluciones de energı́a negativa. Más adelante se
las reinterpreta como estados de antipartı́culas de energı́a positiva.

Inversión de paridad

El efecto de la inversión~r→−~r en (6.3.1) es que la ecuación para φ L la
satisface φ R y viceversa. Suponiendo que estas funciones son invariantes
a inversión se obtiene que la inversión tiene por efecto

ψA → ψA

ψB →−ψB
(6.3.5)

que es equivalente a decir que el efecto de la inversión es

ψ(~r, t)→ ψ ′(~r, t) = ψ(−~r, t) = γ0 ψ(~r, t) (6.3.6)

Covariancia

Se debe exigir que la ecuación de Dirac transforme correctamente para
que sea válida en cualquier sistema de referencia. Si se denomina Λ a
la transformación de Lorentz genérica, sobre el espacio de Minkowski,
x ′ = Λx, se debe buscar las matrices S(Λ), representación del grupo de
Lorentz en el espacio de los espinores Ψ, tales que

x → x′ = Λx

ψ(x) → ψ ′(x′) = S(Λ)ψ(x)
(6.3.7)

donde la propiedad fundamental de los Λ es

Λµ
ν Λµ

σ = δ ν
σ (6.3.8)

y la ecuación de Dirac en el sistema de referencia “prima” debe tener la
misma forma:

(
iγµ∂µ

′−µ
)

ψ ′(x′) = 0

De (6.3.7)

∂µ = Λν
µ∂ν

′
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El problema de encontrar los S(Λ) se reducirá a encontrar los generadores
infinitesimales de estas transformaciones espinoriales.

Por definición, las matrices S(Λ)—representación del grupo de Lorentz
sobre el espacio de los espinores ψ—son tales que

S−1(Λ)ψ ′(Λx) = ψ(x) (6.3.9)

Lo anterior se reemplaza en (6.3.3), y se multiplica por la izquierda por
S(Λ)

0 =
(
S
(
iγµΛν

µ ∂ν
′)

S−1−µ
)

Ψ′(x′)

=

(

iSγµS−1Λν
µ

︸ ︷︷ ︸
∂ν
′−µ

)

ψ ′(x′)

y se exige que el producto marcado sea γν , es decir, los γν deben trans-
formar de acuerdo al grupo de Lorentz:

S−1γνS = Λν
µγµ (6.3.10)

El reto es encontrar estos S, pero en realidad basta con encontrarlos muy
cerca de la identidad. Formalmente se escribe que un Λν

µ muy cerca de
la identidad en de la forma

Λν
µ = δ ν

µ + εν
µ

De esto y (6.3.8) se deduce que

εν
µ =−εµ

ν ⇔ εµν =−ενµ

Estos ε son seis parámetros, y son los seis parámetros del grupo de Lo-
rentz.

S tiene que poder escribirse con estos mismos parámetros en forma
exponenciada y para el caso infinitesimal es

S = 1− i

4
σµνεµν

donde los σµν son matrices de 4×4 por determinar.

La ecuación (6.3.10) toma la forma

− i
4
εαβ (γνσαβ −σαβ γν) = εν

µγµ

= ενβ gµβ γµ

= 1
2
εαβ

(

δ ν
α gµβ γµ −δ ν

β gµαγµ
)

= 1
2
εαβ

(

δ ν
α γβ −δ ν

β γα

)
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En ambos casos se tiene un objeto antisimétrico multiplicando al ε por lo
que esos objetos pueden ser identificados. Resulta

[γν ,σαβ ] = 2i
(

δ ν
α γβ −δ ν

β γα

)

Se puede demostrar que la solución a esta exigencia es

σαβ =
i

2
[γα ,γβ ]

Esto concluye el problema, ahora se conoce los S(Λ).

Algunas propiedades:

ψ ′(x′) = Sψ(x) ⇒ ψ ′(x′) = ψ(x)S

donde S≡ γ0S†γ0.

σ αβ = σαβ

S = S−1

ψ ′γµ ψ ′ = Λµ
νψγνψ

La última propiedad dice que ψγµψ es un cuadrivector ordinario.

Del hecho que γ5 anticonmuta con todos los γµ se desprende que γ5

conmuta con los σµν y por tanto

S−1γ5S = γ5

Esto es cierto siempre que S esté generado por los σµν , lo que implica
que S es parte del grupo propio de Lorentz. Pero hasta llegar a (6.3.10) no
se supuso que la transfornmación de Lorentz tuviese que ser propia. En
particular, (6.3.10) tiene que ser válida si la transformación es una simple
inversión espacial: Λ= I y S = SI. En este caso (6.3.10) puede ser reescrita
en la forma

S−1
I

(
γ0,~γ

)
SI =

(
γ0,−~γ

)

de donde se concluye que

S−1
I γ5SI =−γ5

De aquı́ que
ψγ5ψ es un seudoescalar.
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Soluciones de la ecuación de Dirac libre

Si la ecuación de Dirac

(iγν∂ν −µ)ψ = 0

se multiplica desde la izquierda por
(

iγλ ∂λ +µ
)

se obtiene la ecuación de

Klein-Gordon
(
∂ν ∂ ν +µ2

)
ψ = 0

lo que hace esperar que haya soluciones tipo onda plana

ψ = uε(~p)e−iε pν xν/h̄ , ε =±1

con p0 = +
√

~p2 +m2c2 siempre. Para que esta función satisfaga la ecua-
ción de Dirac es necesario que el espinor u(p) satisfaga,

(γν pν − εmc) uε(p) = 0

El caso ε = −1 corresponde a las “soluciones con energı́a negativa” ya
mencionadas en §6.3 y deberán ser reinterpretadas. Puesto que p2 > 0

(tipo tiempo) los dos tipos de solución, de energı́a (positiva o negativa)
permanecen como tales bajo el grupo de Lorentz.

Para distinguir a los espinores por su signo de energı́a se define

Λε(~p) =
ε pν γν +mc

2mc

Propiedades:

Λε(~p)uε ′(~p) = δεε ′ u
ε(~p)

Λ++Λ− = 1

Λε(~p)Λε ′(~p) = Λε(~p)δεε ′

Λ
ε
(~p) = Λε(~p)

Se ve que Λε es un proyector.

Es necesario aun otro ı́ndice para caracterizar las cuatro soluciones
independientes que existen. Se define

Ξ(s) =
1− γ5γνsν

2
con sν pν = 0 , & s2 =−1

6.3. ECUACIÓN DE DIRAC Universidad de Chile



Mecánica Cuántica 2 135

El cuadrivector s tiene que ver con ms =±1
2
. Es fundamental que satisfaga

[Λε(~p),Ξ(s)] = 0

para poder tener autoespinores uε
s (p) propios de los Λ y de Ξ.

El rol de s es el de distinguir la tercera componente del spin. En el
sistema en reposo se lo define de modo que cuando p = (mc,0,0,0), s =
(0,0,0,±1). Esto es, ~s se escoge a lo largo del eje Z, tal como Lz y Sz. En
tal sistema de referencia Ξ(±1) es diagonal y

diagΞ(1) = (1,0,0,1) , diagΞ(−1) = (0,1,1,0)

Propiedades generales:

Ξ2 = Ξ , Ξ = Ξ

que muestran que Ξ es un proyector se lo usa para darle a los espinores
el ı́ndice extra que se necesita:

Ξ(s)uε
s′ = δss′u

ε
s′ aquı́ s =±

Normalización de espinores u(~p)

El hamiltoniandocde Dirac satisface H† = H lo que asegura que los
valores medios u† H u son reales. Lo natural entonces es normalizar fijando
el valor de u†(~p)u(~p), pero sabemos que u† u = uγ0 u es la componente
temporal de un cuadrivector, de modo que suele normalizarse en la forma

u†
s (ε,~p)u(ε

′,~p)s′ =
ε p0

mc
δss′δεε ′ (6.3.11)

pero acá se usará

uε ′
s′ (~p)uε

s (~p) = εδss′δεε ′ (6.3.12)

porque es una normalización propiamente escalar.
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El lı́mite norelativista de la ecuación de Dirac con campo elec-

tromagnético externo

En la ecuación de Dirac,

(iγν∂ν −µ)ψ = 0

se hace el reemplazo

ih̄∂ν −→ ih̄∂ν +
e

c
Aν

de donde
ih̄∂i =−pi −→−pi +

e

c
Ai =−pi− e

c
Ai

con lo que se obtiene



ih̄∂0 +

e
c
A0−mc −~σ ·

(

~p+ e
c
~A
)

~σ ·
(

~p+ e
c
~A
)

− −ih̄∂0− e
c
A0−mc





(
ψA

ψB

)

= 0

Se supondrá que ψ = ψ(~r )e−iEt/h̄ con lo cual ih̄∂0 = E/c. En tal caso la
segunda de las ecuaciones da

(

−E

c
− e

c
A0−mc

)

ψB +~σ ·
(

~p+
e

c
~A
)

ψA = 0 (6.3.13)

De aquı́ se despeja ψB y se reemplaza en la primera ecuación, obte-
niéndose

(
E

c
+

e

c
A0−mc

)

ψA−~σ · (~p+
e

c
~A)

c

E + eA0 +mc2
~σ · (~p+ e

c
~A)ψA = 0

Para seguir se hará el reemplazo E = Enr+mc2,

E + eA0 +mc2 = 2mc2 +Enr+ eA0 = 2mc2

(

1+
Enr+ eA0

2mc2

)

de donde se ve que

c

E + eA0 +mc2
≈ 1

2mc2

(

1− Enr+ eA0

2mc2

)

y que, en lo que sigue, se reemplaza por 1/(2mc2) con lo que se obtiene

(Enr+ eA0)ψA−

(

~σ · (~p+ e
c
~A)
)2

2m
ψA = 0
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Ya se ha visto que la fraccción en el último término se reduce a

− 1

2m

(

~p− e

c
~A
)2

− eh̄

2mc2
~σ ·~B

con lo cual finalmente la ecuación es






(

~p+ e
c
~A
)2

2m
+

eh̄

2mc
~σ ·~B+ eA0







ψA = Enr ψA

que es la ecuación de Pauli para partı́culas no relativistas de spin 1
2
.

Además, de (6.3.13) se ve que

ψB ≈
~σ · (~p+ e

c
~A)

2mc
ψA

que muestra que ψB, en el lı́mite norelativista es mucho menor que ψA.

6.4. La ecuación de Dirac con potencial central

Clasificación de las soluciones

En esta sección se abordará el problema en que se agrega al hamilto-
niano de Dirac un potencial central escalar,

IH = c~α ·~p+βmc2 +V (r)

Las soluciones deben poder separarse según si el spin del electrón es
paralelo o antriparalelo al momento angular total. En el caso norelativista
estos dos tipos de soluciones se distinguen por el autovalor de

~σ · ~J = ~σ ·
(

~L+ h̄
2
~σ
)

= ~σ ·~L+ 3h̄
2

= 1
h̄

(

J2−L2− 3h̄2

4

)

+ 3h̄
2

= 1
h̄

(

J2−L2 + 3h̄2

4

)

Se ha usado que

J2 = L2 +
3h̄2

4
+ h̄~σ ·~L
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Veremos que en este caso relativista existe otra forma de distinguir los
casos. El papel central lo va a jugar un operador

K ≡ β~Σ · ~J− h̄

2
β (6.4.1)

Se comienza con

[IH,β~Σ · ~J] = [IH,β ]~Σ · ~J+β [IH,~Σ] · ~J

pero

[IH,β ] = c[~α · p,β ]
= c(~α ·~pβ −β~α ·~p)
= −2cβ~α ·~p

Se usó que α iβ =−βα i. De este último resultado sigue que

[IH,β~Σ · ~J] = −2cβ~α ·~p~Σ · ~J+2icβ (~α×~p) ·~J
= −2cβ~α ·~p~Σ · ~J+2icβ ~α ·~p× ~J

El primer término es

−2cβ~α ·~p~Σ · ~J = −2cβγ5
~Σ ·~p~Σ · ~J

= −2cβγ5

(

~p · ~J+ i~Σ · (~p× ~J)
)

= −2cβγ5~p · ~J−2icβ~α ·~p× ~J

El último término cancela al último término que se obtuvo para [IH,β~σ · ~J]
por lo cual

[IH,β~σ · ~J] = −2cβγ5~p · ~J

= −2cβγ5~p ·
(

~L+
h̄

2
~Σ

)

= −cβ h̄~α ·~p

=
h̄

2
[IH,β ]

de donde se deduce que
[IH,K] = 0 (6.4.2)
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Mecánica Cuántica 2 139

Ahora se va a dar otra expresión al operador K. Para ello se observa que

~Σ · ~J =~Σ ·
(

~L+
h̄

2
~Σ

)

=~Σ ·~L+
3h̄

2

por lo cual

K = β
(

~Σ ·~L+ h̄
)

=

(
~σ ·~L+ h̄ 0

0 −~σ ·~L− h̄

)

(6.4.3)

En esto y lo que sigue conviene recordar que

~Σ =

(
~σ 0

0 ~σ

)

, β~Σ =

(
~σ 0

0 −~σ

)

=−~Σβ

A continuación se calcula K2

K2 =
(

~Σ ·~L+ h̄
)2

= ΣiΣ jLiL j +2h̄~Σ ·~L+ h̄2

= L2 + i~Σ ·~L×~L+2h̄~Σ ·~L+ h̄2

= L2− h̄~Σ ·~L+2h̄~Σ ·~L+ h̄2

= L2 + h̄~Σ ·~L+ h̄2

pero como

J2 = L2 + h̄~Σ ·~L+
3h̄2

4
se concluye que

K2 = J2 +
1

4
h̄2 (6.4.4)

Si se llama h̄κ a los autovalores de K la relación anterior determina que

κ2 = j( j+1)+
1

4
=

(

j+
1

2

)2

esto es

κ =±
(

j+
1

2

)

(6.4.5)

Se ha visto que IH conmuta con ~J y con K lo que permite decir que el se
puede buscar funciones de onda ψ que sean autofunciones simaltáneas
de (H,K,J2,J3).
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Forma de las autofunciones

La forma que se dió a la funcón ψ cuando se construyó la ecuación de
Dirac y el hecho que el autovalor de K sea h̄κ con duce a

Kψ =

(
~σ ·~L+ h̄ 0

0 −~σ ·~L− h̄

)(
ψA

ψB

)

= h̄κ

(
ψA

ψB

)

se ve que
(~σ ·~L+ h̄)ψA = h̄κψA

(~σ ·~L+ h̄)ψB =−h̄κψB
(6.4.6)

Además se exige
J2ψ = h̄2 j( j+1)ψ
J3ψ = h̄ j3 ψ

Observando que L2 = J2− h̄~Σ ·~L− 3h̄2

4
y que ~Σ tiene a ~σ en la diagonal, se

puede establecer a nivel de matrices de 2×2, es decir, en el espacio de
ψA y ψB, que

L2 = J2− h̄~σ ·~L− 3h̄2

4

= J2 +
h̄2

4
− h̄

(

~σ ·~L+ h̄
)

(6.4.7)

y como ψA y ψB son autovectores de ~σ ·~L+ h̄, estos espinores son auto-
vectores de L2 aun cuando ψ no lo es:

L2ψA = h̄2
((

j+ 1
2

)2−κ
)

ψA

L2ψB = h̄2
((

j+ 1
2

)2
+κ
)

ψA

Estos autovalores para los dos espinores naturalmente deben ser llama-
dos

h̄2ℓA(ℓA +1) , y h̄2ℓB(ℓB +1)

Si se reemplaza κ por sus valores (6.4.5) se obtiene

ℓA ℓB

κ =+ j+ 1
2

j− 1
2

j+ 1
2

κ =− j− 1
2

j+ 1
2

j− 1
2
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En la diagonal principal se cumple j = ℓ+ 1
2

y fuera de la diagonal j = ℓ− 1
2
.

Habiendo logrado esto se tiene todos los números cuánticos necesa-
rios para poder escribir la forma de la solución ψ. Por ejemplo, la solución
con j, j3, κ = j+ 1

2
se escribe en la forma

ψA = g(r)Y m

ℓ= j− 1
2

ψB = h(r)Y m

ℓ= j+ 1
2

El libro de Sakurai, Advanced Quantum Mechanics muestra cómo avanzar
desde este punto hasta tener un ecuaciones para las partes radiales. Un
trabajo largo pero no tan complicado conduce al espectro de energı́a

E =
mc2

√

1+ Z2α2
(

ν+

√

( j+ 1
2)

2−Z2α2

)2

, ν = 0,1, . . .

donde ν se relaciona al n del caso no relativista por

n = ν + j+
1

2

En efecto, para Zα ≪ 1 se obtiene que

E ≈ mc2− 2mc2Z2α2

(2ν +2 j+1)2
+O(Z4a4)

6.5. Cambios

De clásica a cuántica

El paso de mecánica newtoniana a mecánica cuántica implica cambiar
la descripción del estado actual de una partı́cula puntual por dos vectores:
(~r,~v)t0 a la descripción de ella por una función de onda ψ(~r, t0). En el
primer caso se necesita seis números reales y en el segundo se necesita
una fucnión continua y diferenciable (infinitos números). Es un cambio
muy profundo y aun se lucha por entender todo lo que esta nueva fı́sica
implica.
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Una cosa es clara. Mecánica cuántica de muchas partı́culas puede
ser planteada sin dificultad. Por ejemplo, es trivial escribir el hamiltoniano
asociado a Z electrones ligados al potencial Coulombiano debido a una
carga Ze fija al origen.

El caso relativista

Si se considera dos partı́culas evolucionando debido a su mutua in-
teracción (puede ser una estrella doble o una molécula de nitrógeno), ca-
da una recibe el efecto de la otra con un cierto retrazo. Para simplificar
el razonamiento supondremos que la interacción llega exactamente a la
velocidad de la luz, como es el caso tanto de las interacciones electro-
magnéticas como las gravitacionales.

t0

r

t

ba

t

t

1

2

Figura 6.1: La evolución de dos
partı́culas vistas en un diagrama de
espacio-tiempo.

¿Qué tipo de ecuaciones podrı́a escri-
birse para un sistema de este tipo? Su-
pongamos que para la partı́cula a se da
su posición y velocidad en un instante t0.
Para poder determinar su evolución inme-
diatamente posterior se necesita saber los
datos de b en un instante retardado t1. Se
podrı́a pensar entonces que para resolver
el problema se debe dar las condiciones
iniciales de b en ese instante retardado t1.
Pero esto no puede resultar, porque para
poder saber como evoluciona b a partir de
t1 se necesita saber los datos de a en un
instante aun anterior t2. Razonando de es-
ta manera se puede ver que ni aun tenien-
do una infinitud de condiciones iniciales de
este tipo el movimiento puede quedar determinado.

Se puede ver que el problema es complejo por muchas otras razones.
Por ejemplo, si en un instante t2 la partı́cula a sufre un cambio discontinuo
de velocidad que produce un cambio de la energı́a de esa partı́cula y por
lo tanto del sistema de dos, ¿qué ocurre con la partı́cula b? Nada le puede
ocurrir antes del instante t1 necesario para que pueda llegar una señal de
a a b, la que suponemos que viaja a la velocidad de la luz. Hay, entonces,
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un lapso finito, posterior a t2 en que nada diferente puede ocurrir a b. Sea
t1 el momento en que una señal—que partió de a a la velcidad de la luz—
alcanza a b. Si en el instante t2 la energı́a de a aumenta bruscamente,
¿que ocurre con b en t1? En general su energı́a cambia.

¿Hay una energı́a potencial asociada a este sistema? Ya que a y b

están interactuando debiera haber un V , pero ¿cuál es su argumento?
No es posible que V sea sencillamente función de la distancia relativa
rab = ‖~ra−~rb‖ porque habrı́a que especificar las posiciones que tienen las
partı́culas en un tiempo definido, pero tal especificación resulta arbitraria.
En el caso norelativista todo ocurre instantaneamente y este problema no
se presenta. Se puede dar muchas vueltas buscando una salida a este
dilema, pero no hay solución sencilla.

La forma en que se resuelve este problema relativista es tomando
en cuenta que las intereacciones no son a distancia, sino locales. Ca-
da partı́cula interactua tan solo con entes que estén en ese instante en
ese mismo lugar. Si la interacción es electromagnética, la partı́cula a in-
teractúa en cada instante t con el campo electromagnético que hay en
~ra(t). En el caso actual el campo electromagnético que actua sobre a tu-
vo su origen en la historia pasada de la partı́cula b, pero eso no importa.
Para definir bien el problema de este sistema se debe tener presente que
no tan solo evolucionan las dos partı́culas sino que también evoluciona
el campo electromagnético como ente fı́sico independiente. El sistema no
puede ser planteado sencillamente como el de dos partı́culas sino el de
dos partı́culas y un campo. El campo tiene infinitos grados de libertad.

El problema se debe plantear con ecuaciones diferenciales de cada
partı́cula interactuando con un campo y además se debe escribir las ecua-
ciones de evolución del campo mismo, el cual tiene—al menos en parte—
a las partı́culas como fuentes. Un ejemplo podrı́a ser

dp
µ
a

dτ
=

qa

c
F µν ua,ν

dp
µ
b

dτ
=

qb

c
F µν ub,ν

∂ν Fµν =
4π

c

(
jµ
a + j

µ
b

)

donde qa y qb son las cargas de las dos partı́culas y las densidades de
corriente jµ son las que producen ellas dos. El problema recién planteado
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es una mera ilustración y es demasiado complejo para intentar resolverlo.

Lo central que debe retenerse es que en relatividad no se puede ig-
norar la presencia de campos como entes dinámicos cuando se trata de
sistemas con más de una partı́cula.

El gran atrevimiento de teorı́a cuántica de campos es suponer que tan
solo existen los campos. No hay partı́culas y campos como entes separa-
dos, sino tan solo campos. Y eso que llamamos partı́culas no es sino una
manifestación de los campos. Los fotones son un aspecto de las variables
cuánticas electromagnéticas Aµ , los electrones son la manifestación de un
campo fermiónico Ψ etc.

6.5. CAMBIOS Universidad de Chile



Capı́tulo 7

Pequeña introducción a campos
cuánticos en una dimensión

7.1. Osciladores cuánticos

El caso de un oscilador cuántico 1D

El hamiltomiano del oscilador armónico es

H =
p2

2m
+

mω2

2
q2 (7.1.1)

Si se definen los operadores

a =

√
m

2h̄ω

(

ωq+
ip

m

)

,

a† =

√
m

2h̄ω

(

ωq− ip

m

)

se comprueba que satisfacen

[a,a†] = 1

y que H se puede escribir

H = h̄ω

(

a†a+
1

2

)

(7.1.2)
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lo que implica que

[H,a†] = h̄ω a† [H,a] =−h̄ω a

Si ΨE es una autofunción de H con autovalor E, es decir, HΨE = EΨE

entonces
H aΨE = (E− h̄ω)aΨE

H a† ΨE = (E + h̄ω)a†ΨE
(7.1.3)

La primera relación dice que aΨE ∝ ΨE−h̄ω mientras que la segunda dice
que a†ΨE ∝ ΨE+h̄ω . Pero H ≥ 0, lo que implica que tiene que existir una
autofunción ψ0 tal que

aψ0 = 0 (7.1.4)

y claramente, debido a (7.1.2), se tiene

Hψ0 =
h̄ω

2
ψ0

es decir ψ0 = Ψh̄ω/2 y la autoenergı́a es E0 =
h̄ω
2

.

Conociendo la autofunción ψ0, y sabiendo que a† ψ0 es una función
con energı́a h̄ω superior, se define

ψ1 = a†ψ0

que tiene autovalor E1 = h̄ω + h̄ω
2

. En general, todas las autofunciones
superiores se obtienen en la forma

ψn =

(
a†
)n

√
n!

ψ0 (7.1.5)

las que tienen asociado los autovalores

En = h̄ω

(

n+
1

2

)

, con n = 0,1, . . . (7.1.6)

La función explı́cita ψ0(q) se obtiene de resolver (7.1.4),

(
mω

h̄
q+

∂

∂q

)

ψ0(q) = 0
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cuya solución es

ψ0 =

(
2mω

π h̄

)1/4

e−mωq2/2h̄ (7.1.7)

que se ha definido normalizada:

∫ ∞

−∞
|ψ0|2 dq = 1 (7.1.8)

El ancho de ψ0 es
√

h̄
mω .

La deslocalización ∆ de la partı́cula en estado ψ se define por medio
de

∆2 ≡
∫

q2|ψ|2 dq−
(∫

q|ψ|2 dq

)2

y en el caso de ψ0 resulta ser

∆2 =
h̄

2mω

Frecuencias grandes y/o masas grandes dan deslocalización muy pe-
queña, es decir, en tales extremos el estado ψ0 es muy localizado. En
el caso del oscilador la posición media para cualquier estado es nula.

7.2. Cadena discreta

Modos normales

Consideremos el problema de una cadena unidimensional de partı́cu-
las Pn de masa κ tal que cada partı́cula n está unida a la partı́cula n+1 por

un resorte de largo natural a y constante elástica k = κ
(

c
a

)2
. Además cada

partı́cula n está unida por otro resorte de longitud natural nula y constante
elástica κ Ω2 al punto de coordenada xn = na. El largo de la cadena es
L = Na. Se tomará una cadena periódica, de N partı́culas, de modo que
la partı́cula n+N es idéntica a la partı́cula n y, la coordenada qn debe
satisfacer,

qN+n = qn (7.2.1)
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qn+1qn

qn+1 qn

q qn-1 n+2

- + a
a

Figura 7.1: Cadena unidimensional de masas. La partı́cula n se desvı́a qn

de su punto de reposo xn y xn− xn−1 = a. La cadena tiene largo L = Na.

Para que el análisis resulte más sencillo se considerará N par, N = 2M .

El hamiltoniano de este sistema es

H =
N

∑
n=1

{
p2

n

2κ
+

κ

2

( c

a

)2

(qn+1−qn)
2 +

κ

2
Ω2 q2

n

}

(7.2.2)

y las correspondientes ecuaciones de movimiento son

q̇n = [qn,H] =
pn

κ
(7.2.3)

ṗn = [pn,H]

= κ
(c

a

)2

(qn+1−2qn +qn−1)−κΩ2qn

Repasaremos que la forma de oscilar de este sistema se puede des-
componer en N modos normales de oscilación cada cual con una frecuen-
cia propia.

Para obtener tales modos normales conviene hacer una transforma-
ción discreta de Fourier,

qn =
1√
N

∑
k

Qk ei k na , pn =
1√
N

∑
k

Pk e−i k na (7.2.4)

Al imponer que se cumpla la condición de periodicidad (7.2.1) se obtiene
que eikNa = 1 lo que implica que kNa tiene que ser un múltiplo entero de
2π, kNa = 2ℓπ con ℓ entero, con lo cual k puede tomar N valores

k =
2πℓ

L
, ℓ= 0,±1, . . . ,±(M−1),M (7.2.5)
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El rango de variación de k en (7.2.4) es de N valores consecutivos que a
veces convendrá tomar simétricos en torno a cero particularmente porque
la exigencia de que tanto los qn como los pn sean reales permite obtener
que

Q
†
−k = Qk y P

†
−k = Pk (7.2.6)

De la relación pn = κ q̇n se obtiene que

Pk = κ Q̇
†
k (7.2.7)

La forma qn(t) =
1√
N

∑k Qk(t)eikna muestra que a medida que n va to-

mando sus valores desde 1 hasta su valor máximo N, la exponencial al-
canza a tener el exponente i2πℓ, es decir, la exponencial toma ℓ veces el
valor e2iπ = 1, lo que permite asociar al modo k una longitud de onda

λ =
L

ℓ
⇒ un vector de onda k =

2π

λ
=

2πℓ

L
(7.2.8)

En lo que sigue, muchas veces se hará uso de

1

N

N

∑
n=1

e2π inr/N = δ0,r (7.2.9)

donde r es entero y 0≤ r < N.

Una forma de convencerse de la propiedad (7.2.9) se consigue tomado en
cuenta los siguientes factores: ζ ≡ eiα es un número complejo sobre la
circunferencia unitaria y que puede verse como una rotación del número 1
en un ángulo α en el plano complejo. La potencia ζ r es una rotación en
un ángulo r α del mismo número 1. Si α es una fracción entera de 2π , es
decir, si α = 2π/N, entonces ζ N = 1 y es fácil convencerse que el conjunto
{ζ n}n=1..N es el conjunto de todas las soluciones de la ecuación zN = 1.
Puesto que estas raices tienen la forma genérica zr = ζ r, entonces zN

r =
ζ rN = 1. Además el conjunto {zn

r}n=1..N también recorre (en general no todas
las) raices de zN = 1.

Por otro lado, si se tiene una ecuación de la forma ∑N
k=0 akzk = 0, la suma de

todas las raices z j satisface ∑ z j =−aN−1 y en nuestra ecuación zN−1= 0 el

coeficiente aN−1 es nulo, es decir ∑N
n=1 ζ n = 0. Pero como ζ r también sirve

como base para generar todas las raices de zN = 1 entonces más en general

∑N
n=1 ζ rn = 0. El único caso en que esto no es cierto es cuando r = 0, ya que

en tal caso todos los sumandos valen la unidad y 1
N ∑n ζ 0 = 1.
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La propiedad (7.2.9) también será escrita en la forma

1

N

N

∑
n=1

ei(k−k′)na = δk,k′ (7.2.10)

entendiendo que los números k son del tipo (7.2.5).

Las relaciones inversas a (7.2.4) son

Qk =
1√
N

N

∑
n=1

e−ikna qn Pk =
1√
N

N

∑
n=1

eikna pn (7.2.11)

Los diferentes operadores Qk conmutan entre sı́ y lo mismo ocurre
entre los Pk, en cambio

[Qk,Pk′] =
1

N
∑
n,n′

e−ikna+ik′n′a [qn, pn′]
︸ ︷︷ ︸

ih̄δnn′

=
ih̄

N
∑
n

ei(k′−k)na

= ih̄δk k′ (7.2.12)

H escrito en base a los modos normales

La energı́a cinética del sistema es

K =
1

2κ ∑
n

p2
n

=
1

2κ N
∑
n

∑
k,k′

e−i(k+k′)na Pk Pk′

Haciendo primero la suma sobre n se obtiene un δk′,−k que permite elimi-
nar la suma sobre k′ colocando k′ =−k lo que da

K =
1

2κ ∑
k

PkP
†
k (7.2.13)

De la energı́a potencial hay diversos tipos de contribuciones. Debiera
ser obvio que ∑n q2

n = ∑n q2
n+1 y es fácil ver que

∑
n

q2
n = ∑

s

QkQ
†
k (7.2.14)
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mientras que

∑
n

qnqn+1 =
1

N
∑
n

∑
k,k′

eikna+ik′(n+1)a QkQk′

= ∑
k

e−ikaQkQ−k (7.2.15)

pero como QkQ−k no cambia si se hace el cambio k→−k, se puede re-
emplazar el coeficiente e−ika por 1

2
(eika + e−ika) = coska y por tanto

∑
n

qnqn+1 = ∑
k

coska QkQ
†
k (7.2.16)

El hamiltoniano H definido al comienzo tiene dos términos de energı́a
potencial—sean V1 y V2—que a continuación son evaluados separada-
mente. Primero

V1 =
κ

2

(c

a

)2

∑
n

(qn+1−qn)
2

= κ
(c

a

)2

∑
n

(
q2

n−qnqn+1

)

= κ
(c

a

)2

∑
k

(1− coska)QkQ
†
k

= κ
(c

a

)2

∑
k

2sin2 ka

2
QkQ

†
k

=
κ

2

(c

a

)2

∑
k

(

2sin
ka

2

)2

QkQ
†
k (7.2.17)

en cambio

V2 =
κ

2
Ω2 ∑

n

q2
n

=
κ

2
Ω2 ∑

k

QkQ
†
k (7.2.18)

Por lo tanto el hamiltoniano total puede ser separado en la suma inde-
pendiente de hamiltonianos para cada modo normal k,

H = ∑
k

Hk

Hk =
1

2κ
PkP

†
k +

κ

2

{
(c

a

)2
(

2sin
ka

2

)2

+Ω2

}

QkQ
†
k

(7.2.19)
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Cada Hk tiene la forma (7.1.1) con frecuencias caracterı́sticas ωk dadas
por

ω2
k =

( c

a

)2
(

2sin
ka

2

)2

+Ω2 (7.2.20)

Este Hk implica que
Q̈k =−ω2

k Qk

cuya solución genérica es

Qk = Qk(0)cosωkt +
Q̇k(0)

ωk

sinωkt (7.2.21)

Breve incursión al lı́mite continuo

Por un momento se considera el caso en que N → ∞, a→ 0 tal que
L = Na permanezca finito. En tal caso

h̄ωk ≈

√
(

h̄c

a
2

ka

2

)2

+ h̄2Ω2

=
√

h̄2k2 c2 + h̄2Ω2

=
√

p2 c2 +m2c4 (7.2.22)

donde se usa p = h̄k y se define m tal que

h̄Ω = mc2

Si se recueda que también se ha usado µ ≡ mc
h̄

que tiene dimensiones
inversas a longitud, se ve que

Ω = µ c

De modo que a la masa de una martı́cula se puede asociar naturalmente
la longitud h̄

mc
y el tiempo h̄

mc2 .

Si bien este es un sistema no relativista es interesante observar que
si se asocia a ωk la energı́a Ek = h̄ωk, al vector de onda k se le asocia
el momentum lineal p = h̄k y a Ω la energı́a en reposo (la que subsiste
cuando el momentum p es nulo), h̄Ω = mc2 y (7.2.22) toma la forma E =√

p2c2 +m2c4
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Aunque este resultado pueda resultar sorprendente, es de una enorme
generalidad. En fı́sica cuántica, las pequeñas excitaciones—en torno a un
equilibrio estable—de sistemas de muchos grados de libertad, se compor-
tan como partı́culas. Ası́ surge el concepto de fonones en redes elásticas
y en lı́quidos, como ondas localizadas de spin en materiales ferromagnéti-
cos, etc. Y estas excitaciones que se comportan como partı́culas en ge-
neral tienen masa no nula.

Como ya se discutió antes, los sistemas relativistas necesariamente
deben tratar la dinámica de campos y surge la necesidad de describirlos
cuánticamente. El primer atisbo de tal necesidad viene de la descripción
de la radiación de cuerpo negro de Planck (1900) y Einstein y de la teorı́a
del efecto fotoeléctrico de Einstein de 1905.

Operadores de subida y bajada

Si se introduce los operadores

ak =

√
κ

2h̄ωk

(

ωk Qk +
i

κ
P

†
k

)

a
†
k =

√
κ

2h̄ωk

(

ωk Q
†
k−

i

κ
Pk

)
(7.2.23)

se comprueba que satisfacen

[ak,a
†
k′ ] = δk k′ (7.2.24)

y H puede ser reescrito como

H = ∑
k

h̄ωk

(

a
†
k
ak +

1

2

)

(7.2.25)

que es el hamiltoniano de N osciladores independientes rotulados k en su
forma (7.2.19). Las energı́as propias de H pueden ser escritas como

E = ∑
k

h̄ωk

(

nk +
1

2

)

nk = 0,1,2, . . . (7.2.26)

donde la energı́a del estado fundamental (llamada también energı́a de

punto cero) es E0 = ∑k
1
2
h̄ωk y es un número finito porque N es finito, en
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el caso continuo diverge. E0 corresponde al caso en que todos los nk son
nulos, es decir, cada uno de los osciladores independientes está en su
estado fundamental. A este estado fundamental se lo llama vacı́o (carente
de excitaciones).

La energı́a E queda caracterizada por el conjunto de enteros (n1,n2, . . . ,nN).
En lo sucesivo se usará la notación

εk ≡ h̄ωk (7.2.27)

y la autofunción Ψ asociada al autovalor (7.2.26) se debe denotar Ψn1,n2...nN

y, en analogı́a con (7.1.5), ella se puede relacionar al estado fundamental
Ψ0 por

Ψn1,n2..nN
=

1√
n1! ..nN!

(

a
†
1

)n1

. . .
(

a
†
N

)nN

Ψ0 (7.2.28)

Una primera señal de que las excitaciones de estos sistemas pueden
ser interpretadas como partı́culas proviene de constatar que los autova-
lores de H se componen de múltiplos enteros de las energı́as εs. Si se
trata realmente de un sistema elástico vibrante, estas partı́culas son fo-
nones. Puesto que las energı́as son aditivas, se trata de partı́culas que
no interactuan. Más aun, el formalismo lleva incorporado que no hay for-
ma de distinguir a partı́culas que tengan asociada la misma frecuencia,
lo que implica (aunque no será visto) que estas partı́culas satisfacen la
estadı́stica de Bose-Einstein. Uno de los aspectos revolucionarios de es-
tos sistemas de campos cuánticos es la pérdida de individualidad de las
partı́culas: se trata de partı́culas indistinguibles. La noción de esta indis-
tinguibilidad bosónica está en la base de la teorı́a del calor especı́fico de
sólidos a muy bajas temperaturas.

Expresión para qn en base a los pares (a,a†)

La expresión para qn dada en (7.2.4) puede ser escrita de otra forma
haciendo uso de (7.2.21),

qn =
1√
N

∑
k

(

Qk(0)cosωkt +
Q̇k(0)

ωk

sinωkt

)

eikna

=
1√
N

∑
k

1

2ωk

[(

ωkQk(0)−
iP

†
k (0)

κ

)

eiωkt
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+

(

ωkQk(0)+
iP

†
k (0)

κ

)

e−iωkt

]

eikna

=
1√
N

∑
k

√

h̄

2ωkκ

[

a
†
k(0)eiωkt−ikna

+ ak(0)e−iωkt+ikna
]

=
1√
N

∑
k

√

h̄

2ωkκ

[

a
†
k

ei(εkt−px)/h̄ +ak e−i(εkt−px)/h̄
]

(7.2.29)

Para obtener la penúltima expresión se hizo uso de la igualdad ∑k Qkeikna =

∑k Q
†
ke−ikna y otra similar para Pk. La última es una forma atractiva que

anticipa lo que será de interés en el lı́mite continuo. El resultado final se
puede resumir como

qn =
1√
N

∑
k

√

h̄

2ωkκ

[

a
†
k eipx/h̄ +ak e−ipx/h̄

]

(7.2.30)

donde esta vez px se refiere al producto relativista.

7.3. Cadena abierta

N 1
N=2N +2

1

2

N−1

N−2

1+1

Figura 7.2: Se impone dos no-
dos a la cadena periódica

Se ha estado estudiando en cierto detalle
la cadena armónica unidimensional periódi-
ca de N partı́culas de masa κ y resortes con

constantes elásticas κ
(

c
a

)2
y κΩ2. A conti-

nuación se procederá a obtener la descrip-
ción de una cadena abierta a partir de lo que
ya se sabe.

Se parte de la cadena usual con N par tal
que N = 2N1 +2 y, de todos los movimientos
posibles de esta cadena, se considerará solo
aquellos que quedan determinados con condiciones iniciales tales que
dos partı́culas: la n = N1+1 y la n = N = 2N1 +2 se quedan todo el tiempo
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quietas,
qN1+1(t) = 0 y q2N1+2(t) = 0

La fuerza Fn sobre la partı́cula n tiene una parte que es proporcional
a qn+1− 2qn + qn−1 y otra proporcional a qn. Puesto que si una partı́cula
permece en reposo necesariamente la fuerza sobre ella es nula, Fn(t) = 0,
entonces, para que un cierto qn permanezca nulo todo el tiempo necesa-
riamente se debe tener que qn+1 = −qn−1. En el caso que se ha definido
arriba, para que la fuerza sobre la partı́cula N1 + 1 sea nula es necesa-
rio que las vecinas se muevan satisfaciendo qN1+2 = −qN1

todo el tiempo.
Para que esto pueda ser cierto todo el tiempo, a su vez algo semejante
debe ocurrir con las vecinas de estas vecinas. Con paciencia se puede
demostrar que el movimiento más general con la restricción que imponen
aquellos dos nodos es que

qN1+1+n(t) =−qN1+1−n(t)

equivalemente
qn(t) =−qN−n(t) (7.3.1)

Tomando esta relación con n = 0 implica qN1+1 = 0 que es una de las con-
cidiciones de nodo. Tomando n = N1 +1 implica q2N1+2 = 0 que es el otro
nodo.

La propiedad (7.3.1) sirve para ver que

Qk =
1√
N

N

∑
n=1

qn e−ikna

=
1√
N

N1

∑
n=1

qn e−ikna +
1√
N

2N1+1

∑
n′=N1+2

qn′ e
−ikn′a

La suma originalmente sobre N = 2N1+2 valores de n fue separada en dos
sumas, sobre N1 valores cada una. En la segunda se hace el cambio n′ =
2N1+2−n lo que permite demostrar que el rango ya dicho de n′ se traduce
en que n = 1, . . .N1 tal como en la primera suma. Además la exponencial
es

e−ik(N−n)a = eikna

Esta exponencial multiplica a qn′ = qN−n =−qn que conduce a

Qk(t) =
−i
√

2√
N1 +1

N1

∑
n=1

qn(t) sinkna (7.3.2)
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Es obvio que Q0 = 0. Veamos que Qℓ=N1+1 consta de la suma anterior
con senos de argumento πn, los que son nulos, es decir, Qℓ=N1+1 = 0. De
(7.3.2) es directo ver que

Qk =−Q−k (7.3.3)

que muestra que hay solamente N1 funciones Qℓ(t) diferentes.

Conociendo esta simetrı́a de los Qk se vuelve a la conocida expansión
de qn en los Qk y es fácil demostrar que

qn =
i
√

2√
N1 +1

kN1

∑
k=k1

Qk(t) sinkna

Puesto que los Qk son imaginarios, los qn son reales a pesar de las apa-
riencias. Para demostrarlo se comienza desde qn = (1/

√
N)∑k Qkeikna que

es una suma con N = 2N1+2 sumandos. Pero se sabe que dos son nulos:
k = 0 y k = π

a
. La suma sobre los 2N1 valores de k que quedan se puede

separar en la suma sobre k > 0 y otra sobre los k < 0. Usando (7.3.3) se
llega a lo ya dicho.

El hamiltoniano del sistema es el mismo (con o sin Ω) ya visto y su
reducción en términos de los Qk también es la misma. Se trata de un caso
particular de lo ya visto y conocido. Se sabe que H =∑k Hk con N = 2N1+2

hamiltonianos Hk. En el caso actual dos de ellos son idénticamente nulos
porque Q0 = 0 y QN1+1 = 0. Además, debido a (7.3.3), Hℓ =HN−ℓ, entonces
basta con sumar en la mitad del rango

H = ∑
k

Hk (7.3.4)

7.4. El efecto Casimir

Se estudiará la energı́a del estado fundamental E0 del hamiltoniano
completo en el caso Ω = 0

E0 =
h̄

2
∑
k

ωk =
h̄c

a
∑
ℓ

sin
πℓ

2(N1 +1)

=
h̄c

a
∑
ℓ

ℑexp
iπℓ

2(N1 +1)
=

h̄c

a
ℑ∑

ℓ

(

eib
)ℓ
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con b = π
2(N1+1) . Se trata de una suma geométrica. La suma es

N1

∑
ℓ=1

(

eib
)ℓ

=
eib(N1+1)− eib

eib−1
(7.4.1)

una vez que se usa la forma explı́cita de b se concluye que la parte ima-
ginaria de la suma es

E0 =
h̄c

a

sin π
2(N1+1) + cos π

2(N1+1) −1

2
(

1− cos π
2(N1+1)

)

A continuación se hace los reemplazos N1 +1 = L1

a
y se expande en a,

lo que da que la energı́a del estado fundamental de la cadena abierta de
largo L1 = (N1 +1)a, cuando N1 es muy grade, es

E0(L1)≈
2h̄cL1

πa2
− h̄c

2a
− h̄cπ

24L1
+O

(
L1

N1

)

N1→∞, L1 fijo
(7.4.2)

L

Figura 7.3: A una cadena armónica y cuántica de
largo L se le impone (condición de borde) dos nodos
a distancia x.

Un campo (por ejemplo
el campo electromagnético)
tiene, en cada punto del
espacio, un cierto núme-
ro de grados de libertad.
Estos grados de libertad
normalmente pueden oscilar
en torno a su mı́nimo de
energı́a. Macroscópicamen-
te esas excitaciones pueden detectarse, entre otras formas, como ondas.
Clásicamente el mı́nimo absoluto de energı́a corresponde a campo nulo
en todas partes (por ejmplo, la densidad energı́a electrodinámica en cada
punto del espacio es una mezcla de E2 y de B2). Cuánticamente el mı́nimo
es el estado fundamental, el vacı́o, corresponde a la energı́a E0 descri-
ta en nuestro sencillo caso 1D algo más arriba. Ese estado fundamental
tiene las oscilaciones mı́nimas asociadas a cada frecuencia posible del
sistema.

Si se tiene dos placas planas, paralelas (distancia x entre ellas) y con-
ductoras en el vacı́o las oscilaciones del campo tienen nodos en el con-

ductor, porque el campo electrico no penetra un conductor perfecto. Para
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hacer el análisis lo más sencillo posible se supone que, efectivamente, se
trata de dos placas paralelas perfectamente conductoras. Esta condición
de borde altera el valor de la energı́a E0 del estado fundamental del cam-
po, y depende de la distancia x entre las placas, E0 = V (x). Puesto que
un sistema, inicialmente en reposo, tiende a evolucionar en la dirección
en que la energı́a disminuye, entonces se puede adivinar que existe una
fuerza entre las placas y ella se relaciona con −dE0/dx.

En lo que sigue se resuelve esto para el caso de la cadena 1D de os-
ciladores cuánticos. Suponemos que se tiene un sistema S de largo fijo L

(ver figura) que consiste en una parte central de largo L1 = x y dos partes
laterales de largo L1 =

1
2
(L− x). El sistema tiene dos partı́culas forzadas a

estar quietas (son los nodos que, en el caso electromagnético, represen-
tan las placas conductoras). La energı́a de este sistema es separable en la
suma las energı́as de cada una de sus partes. Se supone que x≫ a y que
el número de partı́culas en cada uno de los tres tramos es arbitrariamente
grande.

La energı́a del sistema S resulta ser

E0 = 2E0(
L− x

2
)+E0(x)

≈ 2h̄cL

πa2
− 3h̄c

a
− h̄cπ

24x
− h̄cπ

6(L− x)
(7.4.3)

La fuerza entre los nodos separados por la distancia x es F = −dE0

dx
y,

de la expresión anterior, tomando el lı́mite L→ ∞ resulta

F =− h̄cπ

24x2
(7.4.4)

Esta fuerza es finita en el lı́mite al continuo y es atractiva.

En electrodinámica cuántica la presión—fuerza por unidad de área—
entre dos grandes placas conductoras paralelas separadas por una dis-
tancia x es

pQED =− π

480

hc

x4

Fue Casimir quien en 1948 se dio cuenta por primera vez de la posibi-
lidad de la existencia de esta presión:

Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Licenciatura en Fı́sica
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H.B.G. Casimir, Proc. Nederlands aka. Wetenschappen, Amsterdam

60 793 (1948)

H.B.G. Casimir, D. Polder, Phys. Rev. 73 360 (1949).

Aparentemente esta fuerza fue medida hace mucho tiempo:

B.V. Deryagin, I.I. Abrikosava, J. Exp. Theor. Phys. 30 993 (1956)

B.V. Deryagin, I.I. Abrikosava, E.M. Lifshitz, Quart. Rev. Chem. Soc. 10

295 (1956)

J.A. Kitchnet, A.P. Prosser, Proc. Roc. Soc. A 242 403 (1957).

Medición reciente:

S. K. Lamoreaux, Physical Review Letters, 78, 5 (1997).

El efecto Casimir ha sido extendido a casos más allá de dos placas
conductoras paralelas y para otros campos que el electromagnético. Por
ejemplo, se puede tratar el caso de una caja conductora (cubo o esfera)
y demostrar que hay una presión sobre estas paredes tendiente a dismi-
nuir el volumen de la caja. Una discusión pedagógina del fenómeno se
encuentra en:

J.H. Cooke, Am. J. Phys. 66 569 (1998).

7.5. Lı́mite al continuo

Del caso de la cadena elástica anterior se obtendrá un caso continuo
tomando un lı́mite especial. Las coordanas xn = na serán reemplazadas
por la variable continua x, y se hará los reemplazos

√

κc2

a
qn(t) → φ(t,x)

a ∑
n

→
∫ L/2

−L/2
dx

(7.5.1)

de tal forma que, como qn→ 0, los φ(t,x) son finitos. Esto permite ver que

∑
n

p2
n

2κ
= ∑

n

κc2

2c2
q̇2

n→
1

2c2

∫

φ̇ 2(x)dx (7.5.2)
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y similarmente

∑
n

κ

2

(c

a

)2

(qn+1−qn)
2 → 1

2

∫ (
∂φ

∂x

)2

dx (7.5.3)

∑
n

κ

2
Ω2 q2

n →
Ω2

2c2

∫

φ 2(x)dx =
µ2

2

∫

φ 2(x)dx

y que da como hamiltoniano

H =
1

2

∫ (
1

c2
φ̇ 2 +φ ′2 +µ2φ 2

)

dx (7.5.4)

y el lagrangeano es

L =
1

2

∫ (
1

c2
φ̇ 2−φ ′2−µ2φ 2

)

dx (7.5.5)

pero la combinación 1
c2 φ̇ 2−φ ′2 es

∂φ

∂x0

∂φ

∂x0
− ∂φ

∂x1

∂φ

∂x1
=

1

∑
µ=0

gµν ∂φ

∂xµ

∂φ

∂xν
= ∂ µ φ ∂µ φ

lo que permite escribir la integral de acción S =
∫

Ldt como una integral
invariante

S =
1

2c

∫
(
∂ µ φ ∂µ φ −µ2 φ 2

)
dx0 dx1

El campo φ(x, t) es un campo escalar, invariante relativista, que satisface
la ecuación de evolución,

(
∂ ν ∂ν +µ2

)
φ = 0 (7.5.6)

que es una ecuación invariante relativista conocida como ecuación de
Klein-Gordon.
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Un elemento de 4-volumen transforma en la forma

d4x′ =

[
∂ {x′0, ..,x′3}
∂ {x0, ..,x3}

]

d4x

donde el coeficiente es el Jacobiano usual. En el caso del espacio de Min-
kowsky las coordenadas en un sistema de referencia y en otro se relacionan
por medio de una transformada de Lorentz

x′λ = Λλ
ν xν

lo que permime ver que este Jacobiano es sencillamente el determinante
detΛ, el que debiéramos saber que vale 1. Es decir, d4x′ = d4x.

La expresión para la integral S de acción lleva a definir la densidad

lagrangeana, L

L =
1

2

(

∂ λ φ ∂λ φ −µ2 φ 2
)

(7.5.7)

Conociendo L la ecuación de movimiento en general es

∂L

∂φ(x)
=

∂

∂xλ

(
∂L

∂ (∂λ φ(x))

)

(7.5.8)

y pueden ser obtenidas mediante un principio variacional tal como siem-
pre.

En el caso discreto las posiciones en la red son designadas por los
ı́ndices n y

N

∑
n=1

δnm = 1

Para llevar esta relación al caso continuo multiplicamos y divimos por a,

N

∑
n=1

a
δnm

a
= 1

El factor a combinado con la suma se convierte en
∫

dx, mientras que la
fracción que queda como integrando es nula si n 6= m y diverge si n =m, ya
que a→ 0. Además esta integral es la unidad. Esto permite agregar que

δnm

a
→ δ (x− x′) (7.5.9)
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con na→ x y ma→ x′.

Definiendo
ϕk =

√
κc2 Qk (7.5.10)

es inmediato ver que

φ =
1√
L

∑
k

ϕkeikx (7.5.11)

y, heredan de los Qk la propiedad

ϕk = ϕ†
−k (7.5.12)

Además la propiedad (7.2.9) se puede reescribir como

1

L
∑
n

ei(k−k′)na a = δkk′ ⇒ 1

L

∫ L/2

−L/2
ei(k−k′)x dx = δkk′ (7.5.13)

Cuando se desee pasar al lı́mite L→ ∞ se debe hacer la sustitución

1

2π ∑
n

ei(k−k′)na a−→ δ (k− k′) (7.5.14)

Se deja como ejercicio demostrar que el hamiltoniano es la forma

H =
1

2
∑
k

(
1

c2
ϕ̇kϕ̇†

k +ωk
2ϕkϕ†

k

)

(7.5.15)

salvo por una constante.

7.6. Medio unidimensional cuántico

A partir de ahora se va a tomar unidades tales que

h̄ = 1 , c = 1.

El paso al caso continuo nuevamente se hace utilizando el cambio (7.5.1),
se obtiene la misma integral de acción, la misma densidad lagrangeana y
la ecuación de movimiento sigue siendo la ecuación de Klein-Gordon,

(

∂ λ ∂λ +µ2
)

φ = 0 (7.6.1)
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La diferencia, con lo anterior, está en que las variables de campo φ(x)
no conmutan con sus variables conjugadas

π(x) = φ̇(x)

En la relación de conmutación [qn, pn′ ] = iδnn′ el factor qn es reempla-
zado por

√
a
κ φ(x, t) y similarmente el factor pm = κ q̇m es reemplazado por

κ
√

a
κ φ̇(x, t) lo que deja para el lado izquierdo a [φ(x, t), φ̇(x′, t)] y debe igua-

larse con iδnm, pero antes se divide por a y se usa la identificación (7.5.9),
lo que da

[φ(x, t), φ̇(x′, t)] = iδ (x− x′) (7.6.2)

que va acompañada de

[φ(x, t),φ(x′, t)] = 0 , [φ̇(x, t), φ̇(x′, t)] = 0 . (7.6.3)

En el contexto relativista actual puede parecer extraño que las relaciones
de conmutación estén dadas a tiempos iguales porque pareciera que se
está privilegiando un sistema de referencia particular. Un poco más abajo
se verá que el formalismo es perfectamente covariante.

A partir de las funciones

fp(x, t) =
1

√
4πEp

e−iEpt+ipx (7.6.4)

donde Ep =
√

p2 +µ2 y tales que satisfacen una relación de ortonormali-
dad

i

∫
[

f ∗p(x, t){∂0 fp′(x, t)}−{∂0 f ∗p(x, t)} fp′(x, t)
]

dx = δ (p− p′) (7.6.5)

se definen los operadores

a(p) = i

∫
[

f ∗p(x, t)φ̇(x, t)− ḟ ∗p(x, t)φ(x, t)
]

dx

a†(p) =−i

∫
[

fp(x, t)φ̇(x, t)− ḟp(x, t)φ(x, t)
]

dx
(7.6.6)

que, a continuación, se argumentará que no dependen del tiempo. En
efecto, si se hace uso de la ecuación de evolución φ̈ = ∂ 2φ/∂x2 +µ2φ , se
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desprende que

ȧp = i

∫
(

ḟ ∗p φ̇ + f ∗p φ̈ − f̈ ∗pφ − ḟ ∗p φ̇
)

dx

= i

∫
(

f ∗p φ̈ − f̈ ∗pφ
)

dx

= i

∫
(

f ∗p(∂
2−µ2)φ − f̈ ∗pφ

)
dx (7.6.7)

En el último paso se usó la notación ∂ 2 = ∂ 2/∂x2. De los tres términos del
integrando aislamos

I = i

∫

f ∗p∂ 2φ dx

= i

∫

∂ ( f ∗p∂φ)dx− i

∫

∂ ( f ∗p)∂φ dx (7.6.8)

pero el primer término es nulo porque es una integral de superfice en un
dominio periódico. La última expresión se vuelve a integrar por partes y
da,

I = i

∫

(∂ 2 f ∗p)φ dx = i

∫

(−p2 f ∗p)φ dx

y como f̈ ∗p = −E2
p f ∗p el integrando final que expresa ȧp contiene el factor

−p2−µ2 +E2
p que es nulo.

Puesto que ni a(p) ni a†(p) dependen del tiempo es fácil demostrar que

[a(p), a†(p′)] = δ (p− p′)

(7.6.9)

[a(p),a(p′)] = 0 [a†(p),a†(p′)] = 0

Con lo anterior se puede escribir φ(x, t) en la forma

φ(x, t) =

∫ {

a(p) fp(x, t)+a†(p) f ∗p(x, t)
}

dp (7.6.10)
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Capı́tulo 8

Campos cuánticos

8.1. El campo cuántico escalar en 3+1 dimensio-

nes

8.2. Funciones base

Para expandir los campos se define las funciones base

f
(n)
~p (x) =

1
√

(2π)3 2ωp

e−inpx (8.2.1)

con ωp =
√

~p 2 +µ2 y px≡ ωpx0−~p ·~r, n =±1.

En este espacio se define el producto escalar

( f ,g)≡ i

∫
(

f ∗ġ− ḟ ∗g
)

d3r (8.2.2)

y es fácil demostrar que

(

f
(n)
~p , f

(n′)
~p ′

)

= nδnn′δ
3(~p−~p′ ) (8.2.3)

Se demuestra a continuación que el producto escalar de dos solucio-
nes arbitrarias de la ecuación de Klein-Gordon (que tiendan a cero en
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infinito más rápido que r−2) es una cantidad independiente del tiempo.
Definiendo la integral

R =
∫

V
( f ġ− ḟ g)d3r

en un volumen finito que luego se hará crecer a infinito y se calcula

Ṙ =
∫

V

(
ḟ ġ+ f g̈− ḟ ġ− f̈ g

)
d3r

=
∫

V

(
f (∇2−µ2)g−g(∇2−µ2) f

)
d3r

=

∫

∂V
( f ∇g−g∇ f ) ·d~S

= 0

Se usó que las dos funciones satisfacen la ecuación de KG, en otro paso
se hizo uso de que ∇ · ( f ∇g−g∇ f ) = f ∇2g−g∇2 f y finalmente se supuso
que las funciones tienden a cero en infinito más rápidamente que r−2 para
que la integral de superficie se anule cuando ∂V se va a infinito.

8.3. La expansión del campo

En mecánica cuántica básica se trata de sistemas con un número finito
de grados de libertad. Un campo φ(~r, t) representa infinitos grados de li-
bertad y es natural que la notación al tratarlo cuanticamente sufra algunos
cambios.

A continuación se considerará un campo cuántico φ(~r, t) cuya evolu-
ción libre queda definida por la densidad lagrangeana,

L =
1

2

(

∂ λ φ ∂λ φ −µ2 φ 2
)

(8.3.1)

Ası́ como en mecánica clásica el momento conjugado a una variable q j es

p j =
∂L
∂ q̇ j

, en el contexto actual se definen los momentos conjugados a φ ,

que se denotan π por

π =
∂L

∂ φ̇
= φ̇ , (8.3.2)
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Es natural entonces que la teorı́a sea contruida en base a las relacio-
nes de conmutación

[φ(~r, t), φ̇(~r ′, t)] = iδ (3)(~r−~r ′) (8.3.3)

y todas las otras relaciones de conmutación a tiempos iguales son nulas.

El campo se expande

φ(x) = ∑
n

∫

d3 pa
(n)
~p f

(n)
~p (x) (8.3.4)

=
∫ {

a(~p) f~p(~r, t)+a†(~p) f ∗~p(~r, t)
}

d3 p

donde debe entenderse que a(+1) = a y a(−1) = a†.

En forma enteramente similar a como se vió antes, se cumple que

a(~p) = i

∫ {

f ∗~p(~r, t)φ̇(~r, t)− ḟ ∗~p(~r, t)φ(~r, t)
}

d~r

a†(~p) =−i

∫
{

f~p(~r, t)φ̇(~r, t)− ḟ~p(~r, t)φ(~r, t)
}

d~r

(8.3.5)

En forma más compacta lo mismo se puede escribir

a
(n)
~p = n

(

f
(n)
~p ,φ

)

(8.3.6)

De una propiedad ya vista del producto escalar se desprende que los a(n)

no dependen del tiempo.

De lo anterior se puede ver que

[

a
(n)
~p ,a

(n′)
~p ′

]

= nδn,−n′δ
3(~p−~p ′) (8.3.7)

que en forma más explı́cita es

[a(~p),a(~p ′)] = 0

[a†(~p),a†(~p ′)] = 0

[a(~p),a†(~p ′)] = δ (3)(~p−~p′ )
(8.3.8)
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8.4. H en base a los operadores de creación y

destrucción

El hamiltoniano es

H =
1

2

∫
((

∂φ

∂ t

)2

+(∇φ)2 +µ2φ 2

)

d3r

Explotando la expansión (8.3.4) se obtiene fácilmente que

H =
1

2

∫

d3 pωp

(

apa†
p +a†

pap

)

Haciendo un corrimiento infinito de la energı́a se obtiene

H =
∫

d3pωp a†
pap

8.5. La energı́a potencial entre dos nucleones

Al hamiltoniano libre de la sección anterior se agrega un término de
interacción con dos partı́culas puntuales clásicas HI =

∫
d3rHI,

HI = gρ(~r)φ(x)

donde

ρ(~r) = δ 3(~r−~r1)+δ 3(~r−~r2)

El cambio de la energı́a, respecto a aquella del hamiltoniando libre H apro-
ximadamente es En =E0

n +E1
n +E2

n +. . . donde E1
n = 〈n |HI|n〉= gρ(~r)〈n|φ |n〉=

0 y

E2
n = ∑

VnmVmn

E0
n −E0

m

Se calcula la perturbación al estado fundamental

U ≈
∫

d3p
|〈0|V |~p〉|2

0−ωp
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donde

V =

∫

HI d3r

= g

∫

d3r ∑
i=1,2

δ 3(~r−~ri)

∫

d3 p′
(

ap′ f
+
p′ (~r)+a

†
p′ f
−
p′ (~r)

)

=
g

√

(2π)3 ∑
i

∫
d3 p′
√

2ωp′

(

ap′e
−i(~p′·~ri−ωp′t)+a

†
p′e

i(~p′·~ri−ωp′t)
)

pero
〈

0

∣
∣
∣a

†
p′

∣
∣
∣~p
〉

= 0 y
〈
0
∣
∣ap′
∣
∣~p
〉
= δ 3(~p−~p′) por lo tanto

〈0 |V |~p〉 =
g

√

(2π)3 ∑
i

∫
d3 p′
√

2ωp′
δ 3(~p−~p ′)e−i(~p ′·~ri−ωp′t)

=
g

√

(2π)32ωp

(

e−i~p·~r1 + e−i~p·~r2

)

e−iωpt (8.5.1)

y entonces

|〈0 |V |~p〉|2 = g2

(2π)3 2ωp

(

2+ e−i~p·(~r1−~r2)+ ei~p·(~r1−~r2)
)

El 2 en el paréntesis da un término divergente pero constante por lo que
se bota (no contribuye a la fuerza). Denotando~r ≡~r1−~r2 se obtiene

U = − g2

2(2π)2

∫
d3 p

ω2
p

(

e−i~p·~r + ei~p·~r
)

= − g2

(2π)3

∫

d3p
cos~p ·~r
~p2 +µ2

(8.5.2)

A continuación se trabaja la integral (la otra da el mismo resultado)

I =

∫
d3 p

p2 +µ2
e−i~p·~r

= 2π

∫ ∞

0

p2 dp

p2 +µ2

∫ 1

−1
due−ipru

= 2π
∫ ∞

0

p2 dp

p2 +µ2

e−ipr− eipr

−ipr

=
2π

ir

∫ ∞

0

pdp

p2 +µ2

(
eipr− e−ipr

)
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En la segunda de estas dos integrales se hace un cambio de variable
p→−p obteniéndose para I

I =
2π

ir

∫ ∞

−∞

pdpeipr

(p+ iµ)(p− iµ)

integral que puede hacerse por residuos integrando sobre el semiplano
superior, lo que toma el residuo del polo p = iµ, lo que da

I =
2π

ir
(2πi)

iµe−µr

2iµ

= 2π2 e−µr

r

De donde, finalmente se obtiene

U =− g2

4π

e−µr

r
(8.5.3)

que es el potencial de Yukawa. El potencial de Yukawa es el potencial
entre dos nucleones debido a la presencia del campo de piones pero en
ausencia de partı́culas-piones.

8.6. Relaciones de conmutación a tiempos distin-

tos

A continuación se calculará las relaciones de conmutación

[φ(~r, t),φ(~r ′, t ′)]

y, entre otras cosas, se verá que el formalismo es covariante. Para calcular
esta relación de conmutación se hace uso de (8.3.4),

[φ(~r, t),φ(~r ′, t ′)] = ∑
n,n′

∫

d3 pd3 p′
[

an
p,a

n′
p′

]

f n
p f n′

p′

= ∑
n,n′

∫

d3 pd3 p′nδn,−n′δ
3(~p−~p ′) f n

p f n′
p′

=
∫

d3 p
(

fp(x) f ∗p (x
′)− f ∗p(x) fp(x

′)
)

= −i

∫
d3 p

(2π)3ωp

sin(p(x− x′))

≡ i∆(x− x′; µ2) (8.6.1)
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En la última lı́nea se ha definido una función ∆.

En las próximas lı́neas se demuestra que la siguiente función explı́ci-
tamente invariante da i∆:

∫
d4 p

(2π)4
e−ipxε(p0)2πδ (p2−µ2)

donde ε(p0) es la función signo de p0. La delta de Dirac está garantizando
que el cuadrado del cuadrivector de momento es el correcto. Este delta se
puede escribir

δ (p2−µ2) = δ (p2
0−ω2

p) =
δ (p0−ωp)+δ (p0 +ωp)

2ωp

Al hacer uso de los δ la integral original se convierte en

∫
d3 p

(2π)32ωp
e−iωpt+i~p·~r−

∫
d3p

(2π)32ωp
eiωpt+i~p·~r

En la segunda integral se hace el cambio ~p→−~p lo que finalmente reduce
la suma de ambas a

−i

∫
d3p

(2π)3 ωp

sin px

que es la forma como originalmente se definió i∆(x; µ2).

Con esto se ha demostrado que el conmutador [φ(x),φ(x′)] en un inva-
riante lo que hace muy satisfactorio el formalismo desde el punto de vista
de su covariancia.

Si se tiene que x2 < 0, existe un sistema de referencia en el cual x0 = 0,
es decir, donde los eventos x y x′ son simultaneos. Pero ya se sabe, de
(7.6.3) que los campos en tal caso conmutan, es decir, ∆ con x0 nulo se
anula. Se desprende que los campos evaluados en eventos separados por
una distancia tipo espacio conmutan, lo que se relaciona con causalidad.

8.7. Rompimiento espontáneo de la simetrı́a: bo-

sones de Goldstone

Para ilustrar la noción de rompimiento espontáneo de la simetrı́a y
bosón de Goldstone se usará una densidad lagrangeana con un φ de
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dos componentes reales,

~φ =

(
φ1

φ2

)

y se comienza con

L0 =
1

2

(

~φ,ν ·~φ ,ν +µ2~φ ·~φ −h
(

~φ ·~φ
)2
)

(8.7.1)

que tiene su mı́nimo de potencial para ‖φ‖=
√

µ2

2h
. Se hace el cambio de

variables siguiente

~φ = eiθσ2

(
0

ρ

)

=

(
ρ sinθ
ρ cosθ

)

(8.7.2)

Ası́ se ha pasado de las variables φi a las variables (ρ ,θ). Con estas
variables la densidad lagrangeana original resulta ser

L0 =
1

2

(
ρ,νρ ,ν +ρ2θ,νθ ,ν +µ2ρ2−hρ4

)

=
1

2

(
ρ,νρ ,ν +µ2ρ2

)
+

1

2

(
ρ2θ,νθ ,ν −hρ4

)

La ecuación de campo para ρ es

∂ν ∂ ν ρ−µ2ρ2 +2hρ3 = 0

que admite la solución constante ρ0 =

√
µ2

2h
≡ η. Esto sugiere hacer el

cambio de variable

ρ = η +R , θ =
1

η
T (8.7.3)

de donde
ρ2 = η2 +2ηR+R2 , ρ,ν = R,ν

con lo cual

L0 =
1

2

(

R,νR,ν −
(√

2µ
)2

R2 +T,νT ,ν + . . .

)

donde los términos no escritos son cúbicos o de más alto orden, es de-
cir, representan interacciones. El resultado obtenido es que el campo R

8.7. ROMPIMIENTO ESPONTÁNEO DE LA SIMETRÍA: BOSONES DE GOLDSTONE Universidad de Chile



Mecánica Cuántica 2 175

tiene asociada una masa mR =
√

2µ mientras que el campo T no tiene
masa. Este último, por no tener masa, se denomina bosón de Goldsto-

ne. El campo R representa las oscilaciones radiales y T las oscilaciones
tangenciales, ambas en el mı́nimo degenerado del fondo degeneradodel
potencial original.

En la sección que sigue se verá que si se agrega un campo asocia-
do a la invariancia de gauge del sistema (acoplamiento minimal) existen
nuevas variables de campo tales que desaparece el bosón de Goldstone
y aparece un término de masa para el campo de gauge. Esto es lo que se
conoce como mecanismo de Higgs-Kibble.

8.8. Mecanismo de Higgs-Kibble

Se define una nueva densidad lagrangeana L a partir de aquella defi-
nida en (8.7.1) introduciendo el acoplamiento minimal

∂ν
~φ →

(

∂ν −
ie

c
Aν

)

~φ

donde

Aν ≡ σ2 Aν

obteniéndose

L =
1

2

((

∂ν −
ie

c
Aν

)

~φ ·
(

∂ ν − ie

c
Aν

)

~φ

)

+
1

2

(

µ2~φ ·~φ −h
(

~φ ·~φ
)2
)

−1

4
Fνλ Fνλ (8.8.1)

Si se define

U = eiΛσ2

donde Λ=Λ(x) se puede verificar que L es invariante a la transformación
simultánea

~φ →U~φ
Aν → Aν +

cσ2
e

Λ,ν
(8.8.2)
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Para demostrar esta invariancia es útil notar que

U−1∂νU = iΛ,νσ2

A continuación se muestra cómo transforma la derivada de gauge:

(

∂ν −
ie

c
Aν

)

~φ →
(

∂ν −
ie

c
Aν − iσ2Λ,ν

)

U~φ

La primera contribución a la derecha es

∂νU~φ = (∂νU)~φ +U∂ν
~φ

= U (iσ2Λ,ν)~φ +U∂ν
~φ

= U (∂ν + iσ2Λ,ν)~φ

de donde resulta ahora directo, ver que

(

∂ν −
ie

c
Aν

)

~φ →U

(

∂ν −
ie

c
Aν

)

~φ

En otras palabras, la derivada de gauge de ~φ transforma igual que ~φ mis-
mo. El resto es trivial.

Existe un cambio de gauge (una transformación U ) que hace que el
campo ~φ escrito en su forma (8.7.2) sea puramente real. En efecto, esco-
giendo Λ =−θ

U = e−iθσ2

se obtiene

~φ →
(

0

ρ

)

Esta transformación implica

Aν → Bν = Aν −
c

e
θ,ν

Si, junto con hacer este cambio de gauge se hace el cambio (8.7.3) se
obtiene un expresión para la densidad lagrangeana donde el campo de
Goldstone θ (o T ) ha desaparecido y, en cambio aparece un término de
masa para Bν . Se puede además ver que no aparecen términos lineales
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en los campos. Los términos cinéticos de la densidad lagrangeana final
son

−1

4
Fνλ Fνλ − e2µ2

16h
BνBν +

1

2

(

R,νR,ν −
(√

2µ
)2

R2

)

el resto son términos cúbicos o de más alto orden.

La densidad L inicial formalmente tenı́a dos grados de libertad debido
a ~φ y dos debido al campo de gauge (sin masa) Aν . El sistema final tiene
un grado de libertad en R y tres debido al campo vectoral masivo Bν .

8.9. Hacia el modelo de Weinberg y Salam

Este modelo tiene muchos más ingredientes que los anteriores. No so-
lo incluye partı́cular escapalares, sino también espinoriales y se introduce
un acoplamiento minimal asociado a la simetrı́a de gauge que la densidad
L0 tiene.

Se define los espinores dobles con

L =
1− γ5

2

(
ψνe

ψe

)

, R =
1+ γ5

2
e

además se define el campo escalar complejo

φ =

(
ϕ+

ϕ0

)

Con ellos se define una densidad lagrangeana

L0 = iRγν ∂νR+ iLγν∂ν L−Ge

{

LφR+Rφ †L
}

+φ,ν
†φ ,ν −M2

1φ †φ −h
(

φ †φ
)2

Se destaca que en este modelo M2
1 < 0 y h > 0 lo que garantiza que hay

un boson de Goldstone que desaparece cuando se hace el acoplamiento
minimal que completa al modelo.

En L0 debe entenderse que

φ †L =
1− γ5

2

(

ϕ†
+,ϕ

†
0

)(
ψνe

ψe

)

=
1− γ5

2

(

ϕ†
+ψνe

+ϕ†
0 ψe

)
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Se puede demostrar que esta densidad lagrangeana es invariante bajo las
transformaciones del grupo U(2) de cuatro parámetros:

L → ei(α+~α ·~σ)/2L

R → eiαR

φ → ei(−α+~α ·~σ)/2φ

Arriba ~σ se refiere a las matrices de Pauli.

Para definir el modelo W-S se debe introducir el acoplamiento mini-
mal con cuatro campos de gauge. Las derivadas de gauge (acoplamiento
minimal) consiste en

i∂νR → ∇νR≡ (i∂ν −g′Bν)R

i∂νL → ∇νL≡
(

i∂ν − g′
2

Bν − g
2
Aν

)

L

i∂νφ → ∇νφ ≡
(

i∂ν − ig′
2

Bν +
ig
2

Aν

)

φ

(8.9.1)

donde Aν = ∑i Aiνσi = ~Aν ~σ . Es fácil verificar que las derivadas de gaude
∇ transforman de igual forma que el campo al cual afectan.

Al hacer el reemplaso de las derivadas ∂ν por las derivadas ∇ν se ob-
tiene la densidad lagrangeana L que, luego de hacer uso del mecanismo
de Higgs-Kible se convierte en la densidad lagrangeana de Weinberg y
Salam.

De los cuatro campos de gauge tres adquieren términos de masa:

Wν = 1√
2
(A1ν + iA2ν) complejo: cuenta por dos

Zν = 1√
g2+g′2

(gA3ν +
g′
2

Bν)
(8.9.2)

mientas que

Aν =
1

√

g2 +g′2
(gA3ν −

g′

2
Bν)

queda sin masa y es identificado con el campo electromagnético.

Los W y Z son conocidos como los bosones intermediarios de las inter-
acciones electrodébiles. Los términos de masa asociados a los bosones
intermediarios se expresan en término de constantes conocidas lo que
hizo fácil saber donde buscarlas. Fueron observadas en 1983 en CERN
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precisamente con la masa que el modelo W-S afirma (80,4 y 91,2 [GeV]),
esto es, son casi cien veces más pesadas que el protón.

.
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