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Capitulo 1

Introducci on

1.1. Motivaci 6n

Parte de los avances en fisica a
lo largo de su historia han sido he-
chos al incorporar nuevas simetrias
en la descripcion de las leyes
fisicas. No siempre estas simetrias
son descubiertas en forma directa,
a menudo es el descubrimiento de
nuevas leyes fisicas lo que acarrea
consigo la incorporacion de nuevas
simetrias en la descripcion del mun-
do fisico.

Asi tenemos que inicialmente
la mecanica trataba las direcciones
“horizontales” en forma simétrica
mientras que la “vertical” jugaba un
papel privilegiado. La isotropia tridi-
mensional se introdujo en la fisica
solo con el nacimiento de la teoria
de la gravitacion de Newton. Tam-
bién la homogeneidad del espacio
es incorporada a la fisica por New-
ton como una nueva simetria.

En los cuerpos geométricos

suele poder distinguirse algin tipo
de simetria. Simétrica es la ley de
Coulomb.

Una simetria se describe en
matematicas como la invariancia ba-
jo una cierta transformacion. Por
ejemplo, la homogeneidad del es-
pacio se expresa como la invarian-
cia de leyes basicas de fisica bajo
traslaciones arbitrarias. Una de las
tantas simetrias de un cubo se de-
scribe como la invariancia del cubo
al ser rotado en 7 alrededor de un
eje que pasa por el centro de dos
caras opuestas. La simetria de la
ley de Coulomb 1/r se refiere a la
invariancia de ésta a rotaciones ar-
bitrarias alrededor de cualquier eje
que pase por el centro (r = 0) del po-
tencial.

Salvo contadas excepciones
a cada simetria o conjunto de
simetrias combinadas le corre-
sponde una cantidad conservada
y/o reglas de seleccion. Sistemas
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fisicos que se mueven en un espa-
cio homogéneo (invariancia a trasla-
ciones) tienen un momento lineal
conservado. Si ademas este espa-
cio es isotropo habra momento an-
gular conservado. La conservacion
de la energia se puede deducir de
la homogeneidad del tiempo, o sea,
invariancia del Hamiltoniano del sis-
tema a traslaciones temporales.

A menudo sucede en fisica que
una nueva simetria es descubier-
ta como consecuencia de descubrir
una cantidad conservada o ambos
descubrimientos son hechos en for-
ma independiente corroborandose.
Un caso notable es el descubrimien-
to de la invariancia (covariancia) de
las ecuaciones de Maxwell bajo el
grupo de Lorentz y poco después el
descubrimiento de la invariancia de
la velocidad de la luz.

Otras dos simetrias notables de
un gran namero de leyes fisicas
son la invariancia bajo reflexiones y
gue conduce al concepto de paridad
conservada en mecanica cuantica y
la invariancia bajo inversion tempo-
ral la cual no tiene una cantidad con-
servada asociada.

Hasta aqui se han menciona-
do simetrias de caracter puramente
geomeétrico o cinematico. Existen
también simetrias dinamicas. Tal
es el caso, por ejemplo, del de-
scubrimiento de Galileo de que
la aceleracion de los cuerpos en
caida libre es constante e inde-
pendiente de la masa considera-

1.1. MOTIVACION

da. Otro ejemplo mucho menos triv-
ial de simetria dinamica es aquel-
la de los potenciales centrales tales
gue tienen oOrbitas cerradas. Exis-
ten solo dos potenciales de este tipo
de simetria, 1/r (Coulombiano) y r?
(oscilador armonico); las respecti-
vas simetrias dinamicas de estos
dos casos son mucho mayores que
la simple simetria de rotacion del
potencial. Se puede demostrar que
corresponden a los grupos SO(4) y
J (3) respectivamente.

El estudio de simetrias lleva en
forma natural al estudio de la teoria
de grupos, y esto se debe a lo sigu-
iente: i) si hay dos transformaciones
Ta ¥ Tp que dejan invariante a un sis-
tema, entonces los dos productos:
TaTp ¥ TpTa son nuevas transforma-
ciones que también dejan invariante
al sistema (estas dos transforma-
ciones son en general diferentes);
i) no es dificil ver que también
el producto de transformaciones de
simetria es asociativo, Ta(TpTe) =
(TaTp)Te; i) evidentemente la trans-
formacion identidad es una trans-
formacion de simetria (deja invari-
ante al sistema); iv) con un sim-
ple razonamiento se puede ver que
si una transformacion sobre un sis-
tema determinado es de simetria
también su inversa lo es. Estas
cuatro propiedades son necesarias
y suficientes para asegurar que el
conjunto de todas las transforma-
ciones de simetria de un sistema for-
man un grupo.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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La finalidad de estas notas es
ensefar los elementos basicos de
utilizacion del concepto de grupos
de simetria en sistemas cuanticos.
Esto, sin embargo, no es posible
desde el comienzo de la exposicion
ya que primero se debe aprender la
teoria matematica basica, esto es,
teoria de grupos y sus representa-
ciones.

Estas notas estan divididas en
tres partes, las dos primeras son
principalmente una exposicion de
teoria de grupos. En la Parte |
se da los primeros rudimientos de
teoria de grupos abstractos con
un nimero finito de elementos lo
que luego se ilustra estudiando
las simetrias de diversos cuerpos
geomeétricos (simetrias puntuales).
A continuacion se ve la parte
matematica mas fundamental del
curso, que es la teoria de repre-
sentaciones de grupos (finitos). Es-
ta primera parte se finaliza dan-
do algunas aplicaciones fisicas es-
guematicas y muy generales. La
Parte Il comienza con un capitu-
lo sobre el grupo simétrico (grupo
de permutaciones de n objetos)
en el que se da algunos resulta-
dos basicos y varias “recetas” que
son necesarias mas adelante. Este
es uno de los puntos mas débiles
del curso pero aparentemente na-
da puede hacerse por superar es-
ta definicion dada la enorme com-
plejidad de las demostraciones de
las propiedades del grupo simétrico.

Universidad de Chile

La mayor parte de la segunda parte
del curso esta dedicada al estudio
de los llamados grupos de Lie, que
son grupos con un continuo de el-
ementos (ej. grupos de rotaciones).
Nuevamente aqui debe entregarse
una enorme cantidad de resultados
sin demostracion alguna mas que
nada por falta de tiempo ya que
las demostraciones no son de gran
complicacion. Sin duda el tema gru-
pos de Lie podria dar para un cur-
so completo. También en esta se-
gunda parte se dan algunas breves
aplicaciones fisicas. Es recién en la
Parte Ill del curso que el analisis
de sistemas fisicos concretos toma
el primer plano. Consta esta parte
de tres capitulos dedicados a ato-
mos, moléculas diatbmicas y solidos
cristalinos respectivamente.

A lo largo del curso se ilus-
tra especificamente como la teoria
de grupos: sirve como guia para
buscar y/o interpretar leyes dinami-
cas, sirve como apoyo para resolver
ecuaciones fisicas y para rotular
las soluciones, en particular permite
describir adecuadamente la degen-
eracion del espectro de Hamiltoni-
anos cuanticos, permite facilmente
deducir las reglas de seleccion de
transiciones entre los niveles dis-
cretos de energia de un sistema,
ayuda a construir en forma natural
conjuntos completos de soluciones
aproximadas ortogonales, permite
una sencilla descripcion cualitativa
de los efectos de una perturbacion

Escuela de Ingenieriay Ciencias
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en el desdoblamiento de los niveles
de energia de un sistema cuantico,
es una heramienta (til para el es-
tudio del acoplamiento de dos sis-
temas de simetria conocida etc.

Tan (tiles son las simetrias y por
lo tanto teoria de grupos en fisica,
gue existe una constante busque-
da de ellas (lo cual, como ya se
ha dicho esta intimamente ligado
a la busqueda de cantidades con-
servadas) y a menudo se recurre
al artificio no de buscar simetrias
exactas sino aproximadas, cuando
las primeras no existen con toda
la rigueza necesaria. Un caso tipi-
co lo encontramos en el estudio de
atomos. Como simetria aproximada
se supone que los elementos giran
independientemente alrededor del
ndcleo sin “sentirse” unos a otros,
esto lleva al concepto de ortibales n¢
tal como se encuentran en los tex-
tos elmentales de quimica. Solo la
aproximacion mas fina de consider-
ar la interaccion entre los electrones

1.1. MOTIVACION

lleva al concepto de cantidades co-
mo momento angular total L del ato-
mo.

Es importante que el alumno se
dé cuenta que este curso solo en-
trega una parte menor de las aplica-
ciones de teoria de grupos en fisica
cuantica. Aparte de lo incompleto
gue quedan los temas fisicos trata-
dos en la tercera parte del curso,
como es facil de comprobar simple-
mente consultando algunos de los
textos y tratados que aparecen al fi-
nal de la introduccion, tambén debe-
MOS mencionar que existe una in-
teresantisima gama de aplicaciones
del concepto de grupos de simetria
en otras ramas de la fisica como
son fisica nucleary fisica de particu-
las. Esperamos, sin embargo, que
con la base conceptual contenida en
este curso, no sea dificil profundizar
los temas en forma independiente y
también penetrar en los temas no to-
cados de estas materias.

P.C.
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Capitulo 2

Conceptos b asicos 'y
ejemplos

2.1. Definiciones

Grupo es un conjunto G con aplicacion G x G — G llamada producto y
que tiene las siguientes propiedades,

i) Producto: a todo par ordenado ab de elementos de G esta asociado
otro elemento de G, c = ab.

ii) El producto es asociativo: a(bc) = (ab)c.

iii) Existe un elemento neutro, denotado e, tal que ae=ea=ayaesele
llama la unidad.

iv) Atodo elemento ade G le esta asociado otro elemento de G, llamado
elinversode a, a 'y se cumple queaa ' =ala=e

De esta definicion se desprende que cualquier grupo queda totalmente
caracterizado por su tabla de multiplicacion, es decir, la ley que asocia a
cada par ordenado de elementos del grupo un nuevo elemento del grupo.
Un ejemplo muy simple es el siguiente,

aa = b
e a b e a b

ab = e
a b e quedebeleerse a aa ab con _

ba = e
b e a b ba bb bb = a

15
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EJErcIcia Construya un grupo de cuatro elementos (e, a, b, ¢) cuidando
gue se cumplan todas las propiedades del producto.

Grupo abeliano es un grupo conmutativo, esto es, ab=ba Va,b € G.

De la tabla de multiplicacibn de un grupo se reconoce que este es
abeliano si la tabla es simétrica con respecto a la diagonal.

Dos grupos Gy G se dicen isomorfos (G ~ G') si existe una aplicacion
biunivoca entre ellos que preserva el producto. Asi sia< a y b« b en-
tonces ab < ab'. Por lo tanto las tablas de multiplicacion de grupos isomor-
fos son equivalentes.

EJERCICIa Demostrar que todos los grupos de tres elementos son isomor-
fos.

Todos los grupos se pueden separar en tres tipos de grupos: los gru-
pos finitos, los grupos infinitos numerables y los infinitos no numerables
0 continuos. Ya hemos dado un ejemplo de grupo finito. Un grupo infinito
numerable es el de todas las traslaciones que llevan a hacer coincidir una
red cristalina infinita con si misma. El grupo de rotaciones es una ejemplo
de grupo continuo.

El orden y de un grupo finito es el nimero de elementos de grupo.

Un subconjunto H de un grupo G se dice subgrupo de G si sus elemen-
tos forman un grupo con la misma ley de multiplicacion que Gy se denota
H < G. Es claro que el grupo completo G y el conjunto formado s6lo por
la unidad e son subgrupos de G; estos se llaman subgrupos triviales. Si H
es un subgrupo no trivial de G se dice que es subgrupo propio y se denota
H<G.

Si G es grupo finito y g € G llamaremos orden de g al menor entero n
para el cual se cumple g"=e.

TEOREMA DE LAGRANGE: si H < G, G de orden ny H de orden p entonces
m=n/p es un entero, que llamaremos indice de H con respecto a G. (Ver
Prob. 2.1)

Un elemento g; se dice conjugado a otro elemento g, de G si existe un
tercer elemento gz de G tal que g1 = gggzggl y se escribe g; ~ g. Es facil
ver que ésta es una relacion de equivalencia, o sea,

) g~g
i) g1~ 0~
i) sig1~0 Yy G2~03=01~03

2.1. DEFINICIONES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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de modo que se puede decir que dos elementos son conjugados en vez de
decir que uno es conjugado del otro.

Las clases en que queda dividido el grupo G debido a la relacion ~ se
llaman clases conjugadas. Es trivial verificar que el subconjunto formado
solo por la unidad constituye una clase conjugada.

Si H < Gy sucede que H; = H para todo a € G entonces H se llama
subgrupo invariante de Gy se escribe H <G. Los dos subgrupos triviales de
G son subgrupos invariantes. Si H es subgrupo propio y ademas invariante
entonces se abrevia H < G. Todos los subgrupos de un grupo abeliano son
subgrupos invariantes.

Un grupo G gue no posee subgrupos invariantes propios se llama sim-
ple.

Un grupo que no posee subgrupos invariantes abelianos se llama semi
simple. Todo grupo simple es semisimple pero no al revés.

El coseto izquierdo de H < G con respecto a a € G es el subconjunto
aH ={be G| b=ahtodo he H}, el coseto derecho se define como Ha
(algunos textos toman las definiciones a la inversa).

Es facil demostrar que si un subgrupo H de G es invariante entonces
cada coseto izquierdo es igual al respectivo coseto derecho, aH =Ha. Con-
siderando estos cosetos (sin apellido) como elementos de un conjunto y
definiendo sobre este conjunto la ley de multiplicacion (aH)(bH) = (ab)H
se verifica que queda definido un grupo que recibe el nombre de grupo
cuociente G/H.

Si un grupo G tiene una familia de subgrupos Hj,H,,...H, tal que se
cumple

i) hihj :hjhiVi,j,hi EHi,hj EHJ'
i) vge G d'hp e Hi,hp e Hy,---hp € H, talque g=hihy---h,

entonces se escribe G=Hj; x Hy x --- x Hy y se dice que G es el producto
directo de sus subgrupos Hs - - - Hp.

2.2. El grupo sim étrico

El grupo simétrico ., de orden y=n! es el grupo de todas las op-
eraciones de permutacion entre n objetos. Rotulando estos objetos con un

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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indice i que toma los valoresi=1,2,---,n, cada permutacion puede carac-
terizarse por la permutacion de estos indices. Un elemento tipico de ., se

escribe
< L2 3 ) (2.2.1)
P1 P2 P3-- Pn

y que quiere decir que 1 pasa a pi1, 2 pasa a p; etc. donde p1--- py N0 son
sino una reordenacion de los mismos nUmeros de 1 a n.

Concretamente consideremos el elemento

p_ 1 23 456 7 8
~\2 315476 8

Una notacion mucho mas compacta y comoda escribe cada permutacion
como producto de ciclos. Asi, el ejemplo anterior se escribe,

P = (123)(45)(67)(8),

Dentro de cada ciclo un nimero pasa en aquel que tiene a su derecha
y el dltimo nimero de cada ciclo pasa en el primero del mismo ciclo.
Los ciclos que tienen un solo nimero suelen omitirse, P = (123)(45)(67)
pero entonces debe aclararse que se trata de un elemento de .. Notese
ademas que un ciclo se llama asi porque es ciclico, (123.n) = (n12.n—1) =
(i,i+1,.n,1,2,3..i — 1).

Para aprender a multiplicar permutaciones volvamos a la notacion usa-
da en (2.2.1). Consideremos el producto

1 2 3 123\ (123
<3 1 2><1 3 2>_<3 2 1)'

Este se ha calculado como sigue. Se supone que primero actda la per-
mutacion que esta a la derecha. Asi 1 pasa a 1y en la permutacion de la
izquierda 1 pasa a 3, resultado total: 1 pasa a 3. Nuevamente en la per-
mutacion de la derecha 2 pasa a 3 y en la de la izquierda 3 pasa a 2,
resultado total: 2 pasa a 2. Finalmente 3 pasa a 2 y luego 2 pasa a 1 luego
3 pasa a 1. El efecto total queda resumido en el resultado que se escribe
a la derecha de la igualdad. Este mismo calculo se puede hacer usando
ciclos:

(132)(23) = (13).

Para obtener el lado derecho de la igualdad se procede siempre con-
siderando primero la accion que sobre un namero tiene el ciclo de mas
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a la derecha y luego la accion que tiene sobre este nuevo nimero el ci-
clo que esta a la izquierda; asi 2 pasa en 3y luego 3 pasa en 2 lo que
da como resultado que 2 pasa en 2, que no se escribe en le lenguaje de
ciclos; nuevamente considerando el ciclo de la derecha 3 pasaen 2y en
el de la izquierda 2 pasa en 1, luego 3 pasa a 1. Finalmente el ciclo de la
derecha 1 en este ciclo, pero en el de la izquierda 1 pasa en 3 lo cual da
como resultado neto que 1 pasa en 3. Estos resultados estan resumidos a
la derecha de la igualdad. Con practica estos productos se pueden hacer
muy rapidamente.

EJERCICIO Verifique que

12345678 12345678\ ([ 12345678
31476825 23154768 ) |\ 14367285

y repita el calculo usando ciclos.

Para calcular el inverso de una permutacion es mas facil usar la no-
tacion de ciclos. El inverso de (abc...yz) es (zy...cba).

Ciclos que no tienen nimeros en comin conmutan, pero si tienen nimeros
en comdn en general con conmutan. Compruébese por ejemplo que (23)
(123) = (12) mientras el producto invertido da (13).

La paridad de un ciclo es + (par) 6 — (impar) segln si la cantidad de
namero en el ciclo es impar o par (n6tese que es al revés) o sea, una
trasposicion (ciclo de dos nimeros) es impar, un triciclo es par, etc. Una
permutacion es par o impar segin sea el producto de las paridades de los
ciclos que la componen es par o impar. Ejemplo: la permutacion P definda
al comienzo de esta seccion es par ya que esta compuesta de tres ciclos
de paridades +, —, —.

Se llama grupo alternante A, al subgrupo de .#, de todas las permuta-
ciones pares. Su orden en 3 n!

TEOREMA DE CAYLEY: Todo grupo finito G de orden n es isomorfo a un
subgrupo de ./

2.3. Elementos de simetria puntual

La simetria de un cuerpo se describe dando el conjunto de todas las
transformaciones geométricas que preservan las distancias entre cualesquiera
par de puntos del cuerpo y que llevan al cuerpo a coincidir consigo mismo.
Toda transformacion de este tipo se dice de simetria.
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Las transformaciones basicas de simetria son

i) rotaciones (en general discretas)

ii) reflexiones

Si un cuerpo es infinito en extension (ejemplo, red cristalina ideal) tam-
bién se incluye entre las transformaciones de simetria basica ciertas trasla-
ciones discretas. Por ahora nos limitaremos a cuerpos finitos.

Los grupos finitos generados por las dos operaciones basicas men-
cionadas mas arriba se llaman grupos puntuales, y se caracterizan por de-
jar por lo menos un punto del cuerpo invariante. Todos los ejes de rotacion
y planos de reflexion pasan por este punto, que recibe el nombre de centro.

Mas explicitamente los elementos de simetria son,

= C, rotacion en un angulo %’T alrededor de un eje fijo. En particular se
tiene queCy =€, CI'=Cym, (Cr)"=e

= o es una reflexion en un plano que recibe el mismo nombre. Siempre
se cumple que 02 = e. Cuando la simetria del cuerpo tiene un eje
principal este define la direccion vertical y por lo tanto la horizontal.
Se designa con el simbolo gy, a un plano de reflexion que contiene al
eje principal y a}, es el plano de reflexion perpendicular al eje princi-
pal.

= U, designa a un eje de rotacion en 1 perpendicular al eje principal.

= S, es la operacion que se llama rotoreflexion y se define por

S = Choh = anCy,

Es importante notar la diferencia que existe entre una rotoreflexion par
y una impar
Oh si n esimpar

()" = { e si n es par

de lo cual se desprende gue si h es impar S, es un elemento del grupo
de simetria de un cuerpo, necesariamente también lo son o, y C, ya que
todas las potencias de un elemento del grupo también son elementos de
ese grupo. Si n es par S, puede ser elemento de un grupo de simetria sin
gue ay 6 C, tengan que serlo.
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I: con este simbolo se designa la inversion con respecto al origen,
| =$S.

Corolario de esta propiedad es que las clases conjugadas de los grupos
de simetria estan constituidas por operaciones de la misma naturaleza.
Dos elementos de simetria conjugados se dicen equivalentes.

Nota: No debe confundirse el grupo como estructura abstracta, definida
exclusivamente a través de su ley de multiplicacion con la estructura conc-
reta a través de la cual los grupos son normalmente definidos en fisica.
En el caso actual a través de operaciones geométricas definidas en el es-
pacio fisico tridimensional. Es por medio de la definicibn concreta que se
obtiene la ley de multipliacion y por lo tanto la estructura abstracta. Nuestra
notacion no siempre hara diferencia entre estos dos significados.

2.4. Ejemplos de grupos

2.4.1. Elgrupo puntual Cgy

Un tetrahedro cuya base es un triangulo equilatero y cuyo vérticie su-
perior esta sobre la perpendicular a la base que nace en el centro de
gravedad de ella es invariante con respecto a la operacion C3 y también
con respecto a cada plano de reflexion que contiene a un vértice de la
base y al eje principal de la figura. El grupo tiene, en total, seis elementos
(transformaciones de simetria de la figura), (e,Cg,Cg,al,og,ag) y el grupo
tiene tres clases conjugadas: (e), (C3,C3), (01,02, 03).

2.4.2. Elgrupo puntual Dyg

El grupo
Dog eselgrupo -
de simetria de
un polihedro
rectangular de
base cuadra-
da que tiene
dos tipos de

‘Ejeprincipal
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vértices, co-

mo se aprecia el la figura adjunta. Debido a esto Gltimo la figura no es
invariante a rotaciones C,4 (en 11/4) en torno al eje principal, sino tan solo
a rotaciones C, (en 11/2). Una operacion menos trivial que también deja
invariante la figura es

Sy = 0nCy

Esta es una rotacion en 17/4 en torno al eje principal, seguida por una re-
flexion con respecto a un plano horizontal que corta a la figura en sus dos
mitades. Ninguno de los factores (g, y C4) son operaciones de simetria,
pero si lo es S,. Es trivial ver que § = C,. También hay cuatro planos
verticales de reflexion (que contienen al eje principal) que son planos de
simetria, dos son diagonales y dos son paralelos a algunas de las aris-
tas horizontales. Se menciona que otras operaciones de simetria son rota-
ciones C, en torno a ejes horizontales que pasan por el centro de caras
opuestasperpendicular al eje principal. Un C, perpendicular al eje principal
suele denominarse U,.

En total, se puede ver, que este grupo tiene ocho elementos.

2.4.3. Los grupo puntuales TyqYy Oy

Se deja como ejercicio encontrar los grupos de simetria del tetrahedro
regular, Ty y del cubo, Oy,. Estos grupos tienen 24 y 48 elementos respecti-
vamente y Ty es subgrupo de Oy.

2.4.4. Algunos grupos continuos

En los grupos continuos, como el grupo de rotaciones, es posible ca-
racterizar sus elementos por los valores de unos pocos parametros reales
y continuos (e.g., los angulos de Euler en el caso del grupo de rotaciones:
S0(3)). Si estos parametros tienen un rango finito de variacion se dice que
el grupo continuo es compacto. El grupo de transformaciones de Lorentz
no es compacto, porque ademas de angulos de Euler tiene parametros
gue corresponden a angulos hiperbolicos. Las transformaciones propias
de Lorentz constituyen el grupo llamado SO(3,1).

Otro grupo de mucho interés en mecanica cuantica es el grupo O(3).
Tiene una estructura muy sencilla en términos del grupo de rotaciones
S0(3). Los elementos de O(3) son a) rotaciones puras R(f, ) o bien b) son
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de la forma | R(A,a) donde | es la operacion de inversion. Esta Gltima op-
eracion es aquella que simultaneamente cambia el signo de las tres co-
ordenadas: (x,y,z) — (—x,—Y,—2). La inversion | conmuta con todas las
rotaciones, por lo que O(3) es el producto directo de dos grupos,

2.5.

2.1

2.2

2.3

2.4

25

2.6

2.7

2.8

0(3) = SO(3) x {el} (2.4.1)

Problemas

a) Demostrar que la relacion g; ~ g, divide a un grupo G en clases
disjuntas; b) demostrar que Hy = aHa ! es un subgrupo de G si H es
subgrupo de G. Hy = {l € G| =aha l,Yhe H;ac G}

Encontrar el nUmero de cosetos izquierdo que tiene un grupo G con
respecto a un subgrupo propio H conociendo los 6rdenesde Gy H y
demostrar el teorema de Lagrange.

Demostrar que G/H es grupo solo siH < G.

Demostrar que el conjunto {gie,gig2, - -,0i0n} donde G={e,g2,...,0n}
es igual al conjunto de elementos de G. Esto significa que en la tabla
de multiplicacion de un grupo aparecen en cada columna y en cada
fila todos los elementos del grupo una y solo una vez.

Construir todos los posibles grupos (tablas de multiplicar) de 4, 5y
6 elementos. Indique cuantos esencialmente diferentes existen (no
isomorfos).

A_ ( 12345678910,111213 5 ( 12345678910111213
~ \ 56413729812,10,13,11 )’ ~\ 7,11,9,10,3,13,1,8,5,2,4,6,12

Calcular ABy BA usando ciclos y también determinar A=,

Construya la tabla de multiplicacion de .3 y determine sus clases
conjugadas.

Considere el grupo de todas las permutaciones de los cuatro vértices
de un tetraedro regular. Interprete geométricamente cada una de es-
tas operaciones. ¢ Qué caracteristica com(n tienen las operaciones
geomeétricas asociadas a las permutaciones pares?
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2.9 Sean Ay B dos operaciones elementales del grupo de simetria de
un cuerpo dado. Demostrar que la operacion R= ABA~! es una op-
eracion del grupo de la misma naturaleza que B, es decir,: si B es un
C, también lo es R; si B es un o también lo es R; si B es un S, también
loes R

2.10 Encuentre la tabla de multiplicacion del grupo Dyq vy las clases conju-
gadas de este grupo (en una clase conjugada solo puede haber op-
eraciones de la misma naturaleza pero no siempre las operaciones
de la misma naturaleza pertenecen a la misma clase conjugada).

2.11 Determine el grupo que se general a partir de tres operaciones C4 en
torno a ejes mutuamente ortogonales (ejes X, Y, Z).
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Capitulo 3

Representaci O0n de grupos
finitos

3.1. Definiciones b asicas de teoria de representa-
ciones

Una representacion (lineal) de un grupo G es una aplicacion G — ¢/(G)
(la ley producto se preserva) donde ¢'(G) es un grupo de operadores lin-
eales que actlian sobre un espacio vectorial L. Este espacio se llama es-
pacio de representacion del grupo Gy su dimension es la dimension de la
representacion. El grupo ¢'(G) tiene por elementos operadores Oqy imagen
de los elementos g € G bajo el homomorfismo.

Escogida una base en el espacio de representacion L los operadores
Oy quedan representados por matrices D(g). Este grupo de matrices D(G)
es isomorfo a O(G) pero no necesariamente a G. La aplicacion G — D(G)
se llama representacion matricial de G. Dos represenaciones matriciales se
dicen equivalentes si existe un cambio de base en L tal que haga coincidir
las matrices de ambas representaciones. De ahora en adelante a menudo
se identificara la expresion representacion con la de representacion matri-
cial.

Toda representacion de un grupo tiene las siguientes propiedades:

D(e) =1
D(3102) = D(01)D(g)
D(g™1) D*(g)

25
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las matrices D(g) son, por lo tanto, no singulares y 1 es la matriz identidad
de nx ndonde n es la dimension de la representacion. Se usara la notacion

Ogei = Dii(9)e;
J

donde los g son los vectores base de L.

Cuando la representacion G — D(G) es un isomorfismo se dice que se
trata de una representacion fiel.

PROBLEMA: Sea D(G) una representacion no fiel de un grupo Gy sea H
el nlcleo de esta representacion (la imagen de los g € H es 1), entonces
H < G y D(G) define en forma natural una representacion fiel del grupo
G/H.

EJERCICIO ¢ Puede un grupo simple tener representaciones no fieles aparte
de la trivial que asocia 1 a todos los elementos de G?

Se llama caracter del elemento g de G en la representacion D(G) al
nimero,

x°(g) =Tr(D(g)) = Y Dii(9)

EJERcICIa Demostrar que los caracteres de representaciones equivalentes
son iguales y ademas elementos conjugados tienen el mismo caracter.

Esta segunda propiedad dice que el caracter es una propiedad de la
clase conjugada mas que de los elementos por separado. Si se designa
por Ky, Kz, - las distintas clases conjugadas, se designa por xP, x2, ... los
caracteres respectivos. El superindice D sera reemplazado por cualquier
indice que caracterice a la representacion usada para calcular esos carac-
teres.

Si el grupo de las transformaciones D(G) deja invariante a un subespa-
cio de L se dice que la representacion es reductible. Si esto no ocurre, ella
es irreductible (en lo sucesivo se abreviara estos dos tipos de representa-
ciones por RR y RI respectivamente).

En una RR todas las matrices pueden ser llevadas (con un adecuado
cambio de base) a la forma,

_( Di(9) C(9)
D(g) = < 0 Dy(g) >, vge G (3.1.1)

Si sucede que C(g) = 0 para todos los elementos del grupo, se dice que
la representacion D(g) es completamente reductible y el espacio de repre-
sentacion L puede ser descompuesto en la suma directa de los espacios
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L1y Lo,

L = L1l

D(G) = Di1(G)®D2(G)
Este proceso puede aplicarse a su vez a las matrices D; y D, continuando
asi sucesivamente hasta que no sea posible seguir. Cuando esto ocurre
se tiene

k
D(G) = DWW (G) (3.1.2)
u=1

Para un grupo G cualquiera las representaciones D" asi obtenidas no
son necesariamente irreductibles. Pero si todas son irreductibles entonces
se dice que la representacion D(G) es descomponible. Como se vera en
la seccion que sigue basta que G sea finito para que todas sus RR sean
descomponibles.

En (3.1.2) muchas de las represenaciones D(“)(G) pueden ser equiv-
alentes. Llamando a, al nimero de veces que la representacion DH) se
repite (o aparece en forma equivalente), en lugar de (3.1.2) se puede es-
cribir .

D(G) = P a,D™(G) (3.1.3)
u=1

donde esta suma es so6lo sobre representaciones no equivalentes. Los a,
son nimeros enteros no negativos.

PROBLEMA: Sea una base tridimensional de vectores sobre los cuales el
grupo Cs, actia en forma natural. Discuta bajo qué condiciones de eleccion
de la base con respecto a los ejes y planos del grupo de matrices de es-
ta representacion quedan inmediatamente expresadas en la forma (3.1.2)
donde D es bidimensional y D@ es unidimensional. Haciendo esta elec-
cion particular de base compruebe que DV y D@ definen separadamente
representaciones de Cs,.

Es facil demostrar que a partir de una representacion D cualquiera de
un grupo G es posible definir una nueva representacion, llamada adjunta a
D y denotada por D, como la representacion de las matrices traspuestas e
inversas de D:

D(g) =D (g) (3.1.4)
Es una representacion, ya que
D(gig2) = D ‘(0192) = [D(g1)D(g2)] 2
= [D(@)D(e1)) * =D "(®)D (g)
= D(91)D(92
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Otra representacion que se puede obtener a partir de D es la compleja
conjugada, D*(g).

Notemos que si la accion de un operador sobre una funcion base y;
W — Dji(9) ¢
entonces la accion sobre (4 es
W — Dji(g) ¥
Existen tres tipos de RIs:

1. R enteras: si D puede ser llevada a forma real;
2. R semi-enteras: si D ~ D* pero no puede ser llevada; a forma real

3. R compleja: si D # D*.
En los dos primeros casos los caracteres son todos reales. Ademas

1 +1 si R es entera
y %X“(gz) =¢ -1 si Ressemi-entera
Ve 0 si R es compleja

3.2. Algunas propiedades b asicas de las Rls

Una representacion se dice unitaria cuando en L esta definido un pro-
ducto escalar y D'(g) = D~%(g) para todos los elementos del grupo. Se
abrevia RU.

TEOREMA: Para cualquier grupo G toda RR unitaria (RRU) es descom-
ponible.

EJercicia Demostrar este teorema utilizando (3.1.1) y la condicion de uni-
tariedad de las matrices.

TEOREMA: Toda representacion de un grupo finito G es equivalente a una RU.

Demostracion.: Sea D una representacion de G sobre el espaco L, sea X,y
etc vectores de L y sea (x,y) el producto escalar. Para todo par de vectores
en L se define, usando el producto escalar, la expresion

1
{xy}= " %(D(g)x, D(g)y) (3.2.1)

ge
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donde y es el orden del grupo y la suma se extiende a todo el grupo. Esta
definicion satisface todos los requisitos de un producto escalar, mas adn,
paratodo he G

{D()x,D(h)y} = 7 3gc(D(g)D(h)x,D(g)D(h)y)
(3.2.2)
= 1 5gea(D(gh)x,D(gh)y)
pero para h fijo, cuando g recorre todos los elementos de G también gh los

recorre todos, por lo tanto las expresiones de los miembros derechos de
(3.2.1) y (3.2.2) son iguales, por lo cual

{D(h)x, D(h)y} = {xy} (3.2.3)

En otras palabras, los operadores de nuestra representacion son unitarios
con respecto a este nuevo producto escalar aun cuando en general no lo
son con respecto al producto escalar original. Ahora se debe demostrar
gue existe una representacion D’ equivalente a D tal que es unitaria re-
specto al producto escalar original.

Considerese un conjunto de vectores u; que son ortogonales con re-
specto al producto escalar { , } y un conjunto v; que lo sea respecto al
producto original ( , ):

{u,uj} = &j = (vi,v))
Se define el operador T que lleva de los valos u
u =Ty

Six=73 aV; (los ason nimeros), entonces Tx= 5 aTv; = Y au; de donde

{Tx Ty} =5 abi = (xy) (3.2.4)
Considerese la representacion

D'=T71DT (3.2.5)

entonces, haciendo uso de (3.2.4).

(T-'D(g)Tx, T!D(g)Ty) = {D(9)Tx,D(g)Ty}
= {Tx Ty} (por (3.2.3))

= (xy) (por (3.2.4)

Esto Gltimo muestra que la representacion D'(G) definida por (3.2.5) es
unitaria con respecto al producto escalar original y ademas es equivalente
a la representacion D.
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Lemas de Schur

Lema 1: Si D(G) y D'(G) son dos RI de G de dimensiones ny m respecti-
vamente y si ademas existe una matriz A de nx mtal que

D(G)A=AD'(G)
entonces, (i) Aes no singular, n=my D es equivalente a D’ o bien (ii) A=0.

Lema 2: Si D(G) es una RI de Gy existe una matriz A tal que

entonces A es un maltiplo de la identidad, A= A1

Demostracion de los lemas de Schur. Sea u;(i = 1,---,n) una base del espacio
L de una representacion D(G). Entonces

Ogui =y Dji(g)u;  VgeG.

Si D es una RR, se puede, por definiciobn encontrar m vectores v no nu-
los (m < n) que son combinaciones lineales de los u; y son base de un
subespacio invariante a la accion del grupo,

n
Vie= ) ajku; (3.2.6)
J

y ademas,
m
Ogwk = ) Dg(9)vs  VgeG.

Usando las tres Gltimas expresiones se obtiene que,

Ogk = Y]Ogujajk = 3 uDij(g)ajk
= YowsDi(g) = 337 uiaisDy(9)

asi pues,
n n m
Z uiDi,- g)ajk = Z Z ,a,stk (3.2.7)
| ] S

Como los u; son linealmente independientes
n m
> Dij(9)ajk =Y aisD(9) (3.2.8)
J S
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0 sea,
D(g)A=AD'(g) vge G (3.2.9)

y por lo tanto si D es una RR se puede encontrar una matriz A # 0 tal que
(3.2.9) sea valida. A la inversa, si (3.2.9) es valida, es decir, si existe un A
tal que esta relacion se cumple con matrices D(g) de grado ny D'(g) de
grado m < n, entonces se cumple (3.2.8). Multiplicando por u; y sumando
resulta (3.2.7),

n-m

%Ui Dij(9)ajk = iog(uiajk =>> UigjsD(9)
1] ] [

Luego, los m vectores v dados por (3.2.6) forman una base para una rep-
resentacion D’ y entonces D es reductible (no puede haber equivalencia ya
gue m< n). Si se supone que D es una Rl entonces la Gnica forma de evitar
la contradiccion es con A= 0. Luego, se ha demostrado que si D y D’ son
dos RIs de un grupo G, de distinta dimension, entonces si D(g)A = AD’(g)
para todo g entonces A = 0. Considérese el caso n = m. Si la ecuacion
(3.2.9) es valida se repete el mismo argumento para llegar a

n

nm
> Og(ujaj) = 3 > (Uiais)Dg(9)-
|

] S

Los nvectores 5 a;ju; deben ser linealmente independientes, o de otro mo-
do D seria reductible, pero esto significa que det A # 0 de modo que existe
A1 luego de (3.2.9)

D'(g)=A'D(@A VgeG

y por lo tanto las representaciones son equivalentes. SiD y D’ son RIs y
no equivalentes, la Gnica posibilidad es que A = 0. Esto termina de pro-
bar el primer lema. Finalmente si se considera que D y D’ son iguales e
irreductibles, se tiene el segundo lema de Schur. En efecto, considérese la
ecuacion de valores propios

AX=AX

donde x es un vector del espacio de la representacion D(G). Las soluciones
dan los autovalores y autovectores de A. Si el autovector x corresponde al
autovalor A, la ecuacion AD(g) = D(g)A nos indica que el vector D(g)x tam-
bién es un autovector correspondiente a A. Por lo tanto el subespacio de
los autovectores correspondientes a un A fijo es invariante bajo las trans-
formaciones de G. Pero puesto que D es Rl necesariamente debe tenerse
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gue este subespacio es todo el espacio de representacion, esto es, A=A1
o bien el subespacio es nulo, o sea, A= 0. Lo que demuestra el segundo
lema de Schur.

Como corolario del segundo lema de Schur se tiene que las Rls de los
grupos abelianos son de dimension 1.

TEOREMA: Para un grupo finito G el nUmero de RlIs no equivalentes es igual
al nimero r de clases conjugadas.

No se dara la demostracion de este teorema pero puede encontrarse
en el libro de Hamermesh en las secs. 3-15y 3-17.

PROBLEMA: Sean D(@) y D(®) dos RIs matriciales de G de dimensiones m
y n. Se define el operador P = y,.D®(g)AD)(g~1) con A una matriz
arbitraria de mx n.  a) Verifique que D(%)(go)P = PD®)(go) ().  b) De-
muestre por el método que se indica que

ZG Dy (9D (g7 = nl Ome O p (3.2.10)
ge o

El método: elija A de modo que todos sus elementos de matriz sean nulos
excepto Ay, = 1 con k y h fijos, haga uso de (*) para los casos a) D(@)
y D(®) son RIs no equivalentes y b) D@ y DP) son iguales, es decir, no
solo equivalentes sino ademas expresadas en la misma base. En estos
dos casos haga uso inteligente de los lemas de Schur. La notacion es y =
orden de G,ny = dimension de la Rl D(@)(G).

Se ha visto que para un grupo G finito siempre existe una eleccion de
base adecuada para que las representaciones sean unitarias. En adelante
normalmente se supondra que estamos en esta base

Si este es el caso entonces se cumple que

pero en general

Luego
D () = {(D® (@) }m={(0® (@)"}m=DY (@
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y por lo tanto (3.2.10) escrito para Rls es
D%(g) D) (g) = Y Bindud 3.2.11
% |k(g) mé (g) n m&(Ca B ( L )
ge a

Tomandoi=ky/=men (3.2.10) y sumando sobre estos indices se obtiene

%x(“)(g)x(‘”(gfl) = Y3up
ge

donde, como sera siempre, los indices griegos designan RIs.
Si se hace lo mismo pero con (3.2.11) se obtiene,

zG X' (9) xP"(9) = ydaup (RIUS). (3.2.12)
ge

Recordando que los y elementos de cada clase conjugada K; tienen
todos el mismo caracter ¥; (visto en §3.1) se desprende que (3.2.12) puede
escribirse

S x? = voup (3.2.13)
|

La suma es sobre las distintas clases conjugadas del grupo G.

3.3. Criterios de irreductibilidad

Ya se ha visto que cualquier representacion D(G) de un grupo G puede
ser completamente reducida y escrita en la forma (3.1.3).

k
D(g) =P a,D"(9), vgeG
v=1

donde ademas se puede elegir la base para que los DV(g) sean matrices
unitarias; los a, son coeficientes enteros no negativos.

Tomando la traza en esta relacion se obtiene,
Xi=Y ax’ (33.1)
v

donde el indice i denota la clase conjugada a la cual pertenece g. La
relacion anterior nos ensefa que los caracteres correspondientes a RR del
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grupo pueden ser escritos como combinaciones de caracteres correspon-
dientes a Rls y los coeficientes de la combinacion lineal no dependen de la
clase conjugada considerada. Los coeficientes son enteros no negativos.

Multiplicando (3.3.1) por y.xi(“)* y sumando sobre todas las clases con-
jugadas K; del grupo G se obtiene, utilizando (3.2.13),

1 .
=% v x (3.3.2)
|

Se esta suponiendo que todas las represenaciones involucradas son RUs
y ademas como ya debiera estar claro, el superindice griego se refiere a
una representacion irreductible del grupo considerado.

Si se multiplica (3.3.1) por y ;" y se suma sobre los i, resulta,

S yxix =S uY avaux
| |

y utilizando nuevamente (3.2.13) resulta

> uxixi =y a. (3.3.3)
[ ]

Esta ecuacion proporciona un criterio simple de irreductibilidad: dada
una representacion D(G) unitaria, se puede obtener los caracteres de ella
simplemente tomando las trazas de las matrices de la representacion. Se
hace la suma indicada en el miembro izquierdo de la ecuacion (3.3.3) y
si resulta igual a y entonces la representacion es irreductible, puesto que
significa que existe solo un a, = 1y todo el resto son cero. Pero si no
resulta y entonces necesariamente D(G) es una RR.

En el caso en que D(G) no sea unitaria la formula (3.3.3) debe ser

reemplazada por
1
=N wxixe =Y &
Y4 T

donde x;: es el caracter asociado a la clase conjugada formada por los
elementos inversos a aquellos que constituyen K. La suma sobre i tiene
sentido porque no es dificil darse cuenta que y; = yi

PROBLEMA: Sea G un grupo finito cualquiera de orden y. Se define una
RR D(G) de dimension y llamada la representacion regular del grupo como
sigue,

1 . .
Dlj(gk):{ 0 Sl gkgj{ ?é }gl |7J7k2172737"'7y
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a) Verificar que asi queda definida una representacion.

b) Demostrar que los caracteres de esta representacion son
xe) =y x(g#e)=0.

c) ¢Cuantas veces aparece D*) en la descomposicion de D(G)?

d) Con todos los resultados anteriores demostrar que

y
> =y, (3.3.4)
u=1

donde n, es la dimension de la representacion irreductible D*) y la suma
recorre todas las RIs, en total r, donde r es el nmero de clases conju-
gadas.

Otra propiedad de los caracteres muy importante pero que no se de-
mostrara es,

r
3 xFx = Xaj (11 RIUS) (3.3.5)
p=1 i’

TEOREMA: Una condicion necesaria y suficiente para que dos representa-
ciones de un grupo sean equivalentes es que sus caracteres coincidan.

3.4. Espacios de funcionesy proyecci 0n de una fun-
cion a espacios de RI

Los espacios de interés en el presente contexto normalmente son es-
pacios de funciones (armonicos esféricos, polinomios de algn tipo etc.) y
sera sobre estos espacios que actuaran las operaciones (normalmente de
naturaleza geométrica) del grupo que se esté considerando.

Sea T una transformacion de tipo geométrico que actGa sobre el vector
posicion X = Tx. Al operador geométrico T se le asocia un operador lineal
Or que actua sobre funciones f(x) de modo que la accion de este operador
sobre f es dar una nueva funcion f’ = Oy f definida a través de

f'(X)=Orf(X) = f(x) si X =Tx. (3.4.1)
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En otras palabras la funcion transformada f’ toma los mismos valores en
el punto imagen X que la funcion original f toma en el punto x. La relacion
(3.4.1) también puede escribirse

Or f(Tx) = f(x) (3.4.2)
0 equivalentemente
Orf(x) = f(T x). (3.4.3)
Aunque la forma (3.4.3) es la mas usada debe tenerse mucho cuidado
en la forma de aplicarla ya que se presta a faciles errores.
EJeErcIcIa Repita la deduccion que sigue pero haciendo uso de (3.4.3) en
vez de (3.4.2)

Osf’(X) = f/(X) por (3.4.2)
OsOr f(SX) f(x) a ambos lados por (3.4.1)
OgOr f(STX) f(x) por definicion de x

lo cual demuestra que la accion de OsOr es igual (3.4.2) a la de Osy:

OsOr = Ogr

Corolario de esto es que
Og1=(0s) ™.

Dada una funcion f(x) y un grupo G tal que de algin modo la accion
del grupo sobre f(x) esta definida, entonces aplicando a f todas las trans-
formaciones de G se obtiene una representacion de G. Es decir, se obtiene
un espacio L de funciones (con dimension a lo mas igual al orden de G)
gue transforma sobre si mismo bajo la accion de G. En general una rep-
resentacion obtenida de esta manera sera reductible y se desea reducirla
descomponiendo este espacio L de representacion en subespacios LV in-
variantes bajo G que sean irreductibles. Asi se logra expresar a la funcion f
como combinacion lineal de funciones pertenecientes a cada uno de estos
espacios irreductibles, W

fx) =Y fY(x
(X) Z (X)

y mas aln, cada una de estas funciones f(Y) debe poder expresarse como
combinacion lineal de funciones proporcionales a las funciones base hg")
del espacio irreductible L(V) respectivo:

=Y nz £ (3.4.4)
vV =1
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donde el indice j rotula las funciones base del espacio L(V), hﬁv),

i) = ahl". (3.4.5)
Puede ocurrir que algunas de las constantes de proporcionalidad sean nu-
las si la proyeccion de f sobre alguna de las funciones base es cero.

Para poder hacer la descomposicion (3.4.4) de cualquier funcion f(x)

dada se define, en forma bastante general, operadores de proyeccion Pj(v)
gue proyectan sobre la funcion base h%‘”. Evidentemente estos proyectores
dependen de la eleccion de base que se haga, o lo que es lo mismo, de la
eleccion de representacion matricial (de varias equivalentes) que se esco-

ja.

Recordando que la accion de un operador Og sobre una funcion base
h") es
J b

Ny
oghl”) = Z Dl (@)h” (x) (3.4.6)
se define n
P = 1 5 p*(g)o, (3.4.7)
y ge

donde se ha supuesto que la RI D™ es unitaria, por lo que satisface
(3.2.11).

EJERCICIO () W
v
PWh" = &jouuh™.

|
Formula que muestra explicitamente que la accion de estos proyectores es
0061y, enlabase de los hi(">, su accion es diagonal.

Hay ocasiones en que no es necesario proyectar sobre cada uno de los
vectores base sino simplemente se proyecta sobre el espacio irreductible
L), Tal operador es mucho mas sencillo y se obtiene de (3.4.7) sumando
sobre el indice i

n
v & ’

3.4.1. Algunos problemas
3.1 Demostrar que la accion del operador ¥, PV) sobre el espacio de los
h%‘”(j =12,---n;v=12---r) es la identidad, es decir, es equiva-
lente a multiplicar por 1.
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3.2 Sean

10 0 0 0 1 0 -1 0
DCx)=[ 0 0 -1 |, DCy)=( 0 1 0|, DC=| 1 0 O
01 0 -1 00 0 0 1

las matrices que representan los cuatro ejes ortogonales tipo C4 de
rotacion del problema 2.11. a) Determine cual de las Rls del grupo
se engendra, para ello consulte tablas de caracteres. b) Si las coor-
denadas x, y, zson las funciones base de la RI anterior, ¢,a cuales RI
del grupo pertenecen las funciones xy, xz, yz?

3.3 Considere las tres RIs del grupo .3 definidas como siguen,

DW(g) = 1  paratodo elemento del grupo,
g) = =1 segunsiges permutacion paro impary

_1 3
oma-(§ ) o _E V) w9 3)

/2 _1
2 T2

a) Verificar que estas son efectivamente representaciones.

b) Construir los proyectores (3.4.7) y hagalos actuar sobre un es-
tado de tres particulas idénticas |a;ayas) ejemplo:

O(12) |ar@ag) = |[a2a1ag)

c) Verifique explicitamente que la accion de los proyectores P
sobre los dos estados Pi(21) |ajapag) da cero.

d) Deduzca la tabla de caracteres de g3 y verifique la ortogonalidad
de filas y columnas.

3.4 Construya una RI de dimension 2 del grupo Dog y determine sus car-
acteres. ¢ Al espacio de qué RIs de Dyq pertenecen las coordenadas
X, Y,z, suponiendo que el eje z coincide con el eje principal del grupo?

3.5 a) Determine la RR del grupo D3 (grupo de simetria del triangulo
equilatero) que tiene como una de sus funciones base F = x?zf (r)
suponiendo que z es paralelo al eje principal.

b) Cuales son las otras funciones base de esta RR?
¢) Reducir esta RR a suma de RIs.
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d) Expresar la funcibn F como combinacion lineal de funciones
base de las RI de la descomposicion.

3.6 Encontrar todas las RI de un grupo ciclico

G= {e> g, 927 e >gnil) donde gn =€

3.7 a) Demostrar que dada la funcion base hi(“) el resto de las funciones
de esta base de L(*) se obtienen por medio de

n
hit) — 7“ 3 D (g)Ogh*.
[¢]

Se entiende que no hay suma sobre i.

b) Verificar este mecanismo en forma explicita para el caso de la RI
E del grupo D3 en el problema 3.5d.

3.5. Analisis de los grupos Csyy Dyg

Se sabe que el grupo Cs, tiene tres clases conjugadas que son {e},
{C3,C2}, {0w1,00,0,} ¥y que se denotan e, C y o respectivamente. Por un
teorema visto en §3.2 se sabe que Cs, tiene solo 3 RIs no equivalentes. Por
(3.3.4) las dimensiones de estas representaciones deben satisfacer

ng+n5+ni=6

y puesto que los n; deben ser enteros, la Gnica solucion son los valores 1,
1, 2 para estas dimensiones. Se llamara A; y A; a las dos representaciones
unidimensionales y E a la Rl bidimensional. Evidentemente en las repre-
sentaciones unidimensionales las matrices coinciden con los caracteres.

Todo grupo tiene una RI, llamada representacion trivial y que asocia
el nimero +1 a todos los elementos del grupo. Esta es la representacion
A;. Se sabe que en la representacion A, x(?(e) = 1; si se usa (3.2.12) con
B=Arya=Ayytambiéncona=06=A;

1427 + %P = o
P+ 3P =5

Se ve que la Gnica solucion consistente es xéz) = l,xf,z) =-1
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La tabla de caracteres que se esta buscando es

Csy ‘ e 2C3 30
A |1 1 1
A |1 1 -1
E |2 -1 O

(3.5.1)

El -1y 0 en la Gltima fila alin no se han deducido, pero su obtencion es
muy facil haciendo uso de la ortogonalidad de las columnas de las tablas
de caracteres expresada en (3.3.5).

Notese que siempre el caracter de la identidad es igual a la dimension
de la representacion.

Para obtener una representacion matricial para E (bidimensional) se
elige el eje z paralelo al eje principal del grupo. Recordando que toda
rotacion en el plano de magnitud o se expresa

D(Ry) = < cosa  sina )

—sina cosa

en particular vale para Cz, que es una rotacion en 217/3 en el plano xy. Si se
escoge uno de los planos de reflexion de modo que contenga la bisectriz
de los ejes x e y, que pasa necesariamente por el eje z la accion de este
plano sobre los ejes x e y es intercambiarlos, es decir, es la accion de la

matriz
0 1

Con las dos matrices ya obtenidas se generan todas las demas usando la
tabla de multiplicacion del grupo.

EJeErcicia Obtener todas las matrices de la representacion.
Otra representacion se obtiene diagonalizando la matriz para Cz obteni-
da en la representacion anterior. Se llega a

e 0 i
D/(Cs) = ( 0 £2 ) cong =g 2/3 (3.5.2)
la matriz para gy, es la misma que en la representacion anterior.

EJERcCICIO Verifigue explicitamente que los caracteres (trazas) de las dos
representaciones recién definidas coinciden.

Ahora se vera a qué espacio de representacion pertenecen las coor-
denadas x, y, z de un vector cualquiera. Puesto que z es el eje principal
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es claro que todos los puntos de este eje son dejados invariantes por las
rotaciones alrededor del eje y también por las reflexiones verticales, es
decir, el eje z es dejado invariante por todos los elementos del grupo. La
accion del grupo sobre z es trivial; z pertenece al espacio de la Rl trivial,
A;. No es dificil convencerse que la accion del grupo sobre las coorde-
nadas x,y es el de producir combinaciones lineales entre ellas y que por lo
tanto ellas pertenecen al espacio de las Rl E. Para ilustrar mejor lo visto
en la seccion anterior se puede tomar una combinacion arbitraria de y, z
y apliarle el proyector PE definido en (3.4.8) para ver que efectivamente el
resultado sera solo una combinacion de x,y ya que solo estas coordenadas
pertenecen al espacio de E.

P® = >(20e— Oc, — Oc3)

Wl -

Puesto que la accion de cada uno de los operadores que aparece en el
paréntesis sobre z es igual a multiplicar por 1 ( z es dejado invariante)

entonces,

1
PEz= 3(2-1-1z=0

lo cual es practicamente suficiente para demostrar lo planteado, el resto
es dejado como ejercicio. Otra manera de ver esto consiste en usar los
proyectores (3.4.7) con la representacion (3.5.2).

La representacion completa es

o5 1) oea-i( g 1T). menni( )
1
2

o) (] 5). D(@:%(f s ). olod- (jf 75
(3.5.3)
Por lo cual
PlEZ%(Oe—%OCS—%OC%Jr?o@_?o%)
ypuestoque
Ocx = —3x+2y , Ogx = Px—3y,
Ogx = —Px+3%%y , Ogx = —¥x-3y,

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



42 Patl’iCiO COI’derO S version de 2007

entonces

PEx = 3o e Py o Py ey oy

X.

Lo gue muestra no solo que x pertenece al espacio de E sino ademas que
en la representacion (3.5.3) x es funcion base de la representacion.

En el caso anterior se puede considerar (X,y,z) como un vector. Se
quiere mostrar el caso en que s,,s,,S;) €s un seudo-vector. Los seudo-
vectores se diferencian de los vectores so6lo por la accion de las reflex-
iones sobre ellos. Una reflexion actuando sobre un seudo-vector no solo lo
refleja sino ademas le cambia de signo. Asi por ejemplo, la accion de los
planos verticales de reflexion de Cs, sobre s, da como resultado —s, mien-
tras la accion de las rotaciones del grupo dejan invariante a s,. Es claro
entonces que el espacio de los s, transforma sobre si mismo, o sea, es
dejado invariante. Mirando la tabla de caracteres (3.5.1) es claro que éste
es un espacio para Rl Ay. Por otro lado, s,,s, engendran un espacio de
representacion para la RI E.

PROBLEMA: escribir en detalle la accion del grupo Cs, sobre x,y,z luego
haga las proyeccciones (3.4.7) de las funciones x2,y?, 7%, xy, xz,yz sobre las
funciones base de las RIs del grupo.

Indicacion: con un poco de razonamiento y experiencia no es dificil de-
cir a priori que algunas de las proyecciones son nulas.

En forma mas breve se vera a continuacion el caso del grupo Dyg. De-
spués de resolver el problema 2.10 se sabe que Dyq tiene 5 clases conju-
1) 2 3
gadas que corresponden a (e), (Cy), (Uz( ),Uz( )), (Ov1,02), (S4Sf1 )) y que por
brevedad se denotaran e,C,U,g,S. Tal como en el caso anterior se tiene
gue encontrar las soluciones enteras de

n4+n+n+ni4+ni=8

resultando las dimensiones: 1,1,1,1,2, representaciones a las que se de-
nominan A;,A»,B1,B,,E. Como antes A; es la Rl trivial. B; sera la Rl que
asocia un +1 a las rotaciones puras y un -1 a las operaciones que con-
tengan reflexiones. Para determinar los caracteres de las otras Rls unidi-
mensionales se nota que se cumple que

X990 x 9 (g2) = X'V (9102) toda rep. unidimensional (3.5.4)

Esta relacion nos sirve para deducir que los caracteres correspondi-
entes a las clases conjugadas C,o0,U son +1 ya que el cuadrado de los

3.5. ANALISIS DE LOS GRUPOS Cay Y Dyp Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



P. Cordero S. Grupos de simetria en mecanica cuantica 43

elementos de estas clases es la identidad e. Usando (3.2.13) con a =8
denotando cualquiera de las 4 Rl unidimensionales del grupo se tiene,

8= 1+ x2+2x2+2x2 +2x2
pero de lo dicho arriba sigue que
XS — :l:l

De la tabla de multiplicar del grupo se obtiene que C,S, = S} y puesto que
las dos rotoreflexiones pertenecen a la misma clase sus caracteres son
iguales por lo que (3.5.4) implica que necesariamente

X(Cy) =1

para todas las Rl de este grupo. Queda por determinar el caracter de las
clases U, o y Sde las RIs unidimensionales. Nuevamente de la tabla de
multiplicar se ve que U2(2)0V184 =C, de modo que el producto de los carac-
teres de estas tres clases es siempre +1 lo cual dice que puesto que cada
uno de los 3 caracteres es +1 6 - 1 entonces ellos son: +1, -1,-1 6 -1, +1, -1
6-1, -1, +1 y no hay mas posibilidades. La primera posibilidad ya fue usada
para definir la RI By, las dos que siguen las asociamos a los nombres B, y
A, respectivamente por lo cual la tabla de caracteres de Doy es

Dygle C 22U, 20 2%
A |1 1 1 1 1
A |1 1 -1 -1 1
B |1 1 1 -1 -1
B, |1 1 -1 1 -1
E 2 -2 0O O 0

La Gltima fila se deduce del conocimiento que E es bidimensional y de la
ortogonalidad de columnas (3.3.5).

Los mismos resultados se obtendrian simplemente usando las propiedades
de ortonormalidad de filas y columnas.

Si (s«,Sy,S7) €s un seudovector, se vera el espacio de Rl al que pertenece
cada uno de los s. Es evidente que el eje z y por lo tanto el espacio de los
S;, €s invariante bajo la accion del grupo, pero cada s, no es invariante. Las
operaciones de las clases ey C dejan invariante a s;; las de la clase U rotan
el eje zen 18C°" y por lo tanto s, cambia de signo; las reflexiones verticales
dejan invariante al eje z pero, por estar tratando con un seudovector, este
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cambia de signo; finalmente las rotoreflexiones alrededor del eje zinvierten
al eje zdebido a la reflexion horizontal pero por ser e, seudovector, queda
invariante. En resumen, las (inicas acciones no triviales son las de los U y
los o que cambian el signo de s,, asi se ve de (9.8) que s, es funcion base
parala Rl A.

Otros resultados se obtienen resolviendo el problema 3.4.

PROBLEMA: Generalizacion de grupo ciclico al caso continuo:Teorema de
Bloch: Un grupo ciclico continuo es un grupo cuyo elemento tipico g(60)
depende de un parametro que varia continuamente tal que g(0) =g(2m) =e,
de modo que todo el grupo G es descrito por g(6) con 0< 6 < 2m

a) Generalizando los resultados del problema 3.6 encuentre las RIs del
grupo (ciclico) de rotaciones en un plano (G es llamado SO(2) y es el
grupo de rotaciones en torno a un eje fino) y

b) encuentre las Rls del grupo de traslaciones en la recta real imponien-
do la condicion de periocidad de tal modo que una traslacion en la
distancia L fija es equivalente (idéntica) a la identidad del grupo (ca-
so de un potencial periddico de periodo L). Nota g(6:1)9(62)g(62) =
9(61+ 62) por definicion.

NOTA: El "nUmero”de clases conjugadas y el nUmero de Rl no equiv-

alentes son diferentes en el caso de grupos infinitos. (Las cardinalidades
pueden ser distintas).

3.6. Apeéndice

3.6.1. Representaciones irreductibles de grupos factoriz ables
G=G1xGy

Sea D(®(Gy) una RI del grupo G; sobre el espacio L¥) y DV)(G,) una
RI del grupo G, sobre el espacio L(V). Sean ademas

{ll/i(“)}i =1---ny) base de LM,
(@ =1-- nw  basedeL.

La accion del grupo G sobre el espacio L = L(®) x L(V) espacio de los
pares ordenados de funciones [, ¢], € LW, peL V) se define en la forma
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natural si se recuerda que los elementos g de G tienen una descomposicion
Unicag=gi1g2conge Gy gz € Gy:

Og[wi(u)vfﬂgv)] = [Oglw(“)7092ﬂ£v>]
= DE{J)(gl)DéK)(QZ)[wJ‘(H)a ™](a3,2)

que se escribe como
— D2 (g) [yt 4 )(a3.3)

Las matrices D(*®V)(g) se calculan como el producto directo de las
matrices D@D y DV)(g2).

Los caracteres de D(H®V) son

x4V (g)

Yik Di(ﬁfiiev)(g) =Yik Di(iu)(gl)Dl((K)(gl)DliK)(gz)
= X(“>(91)X(V>(92)

Se ve que las representaciones de G asi definidas son RI.

Se hara uso del segundo lema de Schur. Sea A una matriz rectangular
tal que
ADH®V)(g) = DH®VIA

Se debe demostrar que A es miltiplo de la identidad.
La matriz A sera tal que

Al @] = ZAink[wJ'(“)7 0"
J7

entonces
ADHOV) — pHBV)p

se escribe inicialmente en la forma
Am D8 (0) =DUE" (9)Aji
0 bien
Amn7j€D§i“>(gl)D[({¥)(92) = Dgﬁ?(gl)Dé\é)(gz)Aj&ik-
En particular para g; = e se tiene

Amic D' (g2) = DY (g2)Any, ik
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definiendo
Bne(mi) = Am,ie (matriz de nyxny)

entonces _ _
Bl /DYy (g2) = DYy (g2)Bjy”
pero como DY) es RI de G,, entonces
Bre(mi) = A (mi)on¢
En forma similar se demuestra que X (mi) = A &y = Ami¢ = A Oy Oy = DHOV)
es Rlde G

Este resultado es valido para grupos finito e infinitos.

Corolario: Las clases conjugadas de G se obtienen como el producto
de las clases conjugadas de G; por las c.c. de G,

Demostracion

Sean 01,0; €KicG1 , 02,05 € Kocgp c.c.s.
0y =atha; " 0 = 303, "

Se afirma que
019 ~ 0102
En efecto

0105 = a1 0hay 'apted, T = (a182)01028; '8, T = (a182)0102(andp)

Para grupos finitos el nimero de Rl de G es ryr, (el producto del nimero
de RI de G, por el nimero de Rl de Gy) y puesto que el nimero de c.c. co-
incide con este, se tiene que también nimero c.c. de G = (Wumeroc.c.Gy) -
(Wumeroc.c.de Gy) luego las c.c. de G se designan Kjj < Ki x K —

PROBLEMA Demostrar que (Trivial)

a) z” VIJ XI‘JI@VXK}[ bv *yéuulévv/ donde V|J = )/,(1>VJ(2>VV: V(1>V(2>

b) Z/J.v Xi‘jleav* = VTV] dkéjk'
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Capitulo 4

Grupos de Simetria

4.1. Simetria del Hamiltoniano y degeneraci 6n de
Su espectro

Si un sistema cuantico es descrito por un Hamiltoniano, las simetrias
del sistema se manifiestan como simetrias del Hamiltoniano, esto es, in-
variancia de H bajo la accion de un grupo de operadores que representan
las transformaciones de simetria,

OgHO; ' =H (4.1.1)

donde Oy es una operacion de simetria del sistema. Si existen dos opera-
ciones de simetria Og, y Oy, de un cierto hamiltoniano, entonces también
el producto de estas operaciones es una operacion de simetria ya que si
(4.1.1) es satisfecho por Oy, y Og,, también el producto Og, Oy, satisface
la condicion de dejar invariante al Hamiltoniano. De aqui resulta que las
operaciones de simetria de un H forman un grupo que es llamado el grupo
de simetria de H.

Se vera que la existencia de un grupo de simetria para un operador H
da la posibilidad de que el espectro de valores propios de H sea degener-
ado y el grado de estas degeneraciones esté intimamente relacionado al
grupo. La ecuacion de Schrodinger Hy = Eg puede ser escrita,

H(Og'Og)y = Ey

0 bien
(OgHOZ)Ogy = EOgy

47
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Si Q4 es una operacion de simetria de H se puede hacer uso de (4.1.1) y
obtener que Ogy que también funcion propia de H.

H(Og‘l/) = E(Og‘l/)
y corresponde al mismo valor propio E.

Puede suceder que Oqy resulte ser proporcional a ¢ y por lo tanto que
no se obtenga una nueva funcion propia. Esto no sucede siempre y por
eso se obtiene que los valores propios de un H con un grupo de simetria
son, en general, degenerados. Aplicando todos los elementos de simetria
del Hamiltoniano a una de sus autofunciones, g, se obtiene un conjunto
de funciones propias de H correspondientes al mismo valor propio E. Ellas
generan un espacio de representacion del grupo G de simetria, ya que el
espacio es, por construccion, invariante bajo la accion de G.

En general estas representaciones de G son irreductibles; solamente
en casos muy excepcionales la representacion asociada a un nivel en-
ergético es reductible. En tal caso se dice que hay degeneracion acciden-
tal. En los casos, en que hay degeneracion accidental, siempre puede en-
contrarse dos funciones propias Yg y @ correspondiente al mismo valor
propio, tales que el espacio de representacion generado por la accion del
grupo de simetria sobre una de ellas no contenga a la otra. Se reitera que
esto no ocurre a menudo.

Se supondra en general que el conjunto de funciones propias asoci-
adas a un valor propio dado forman la base para el espacio de una RI del
G de simetria. Esto ya dice bastante sobre los grados de degeneracion que
se pueden esperar. Por ejemplo, los electrones en una molécula estatica
de NHs (ver el probl. 4.6) se mueven en un campo de simetria Cy, y por lo
tanto se puede esperar que la degeneracion sea solamente simple o doble
(antes de tomar en cuenta de los efectos de spin) ya que estas son las
dimensiones de las Rls del grupo Cs,. Los niveles simples pueden ser de
dos tipos, en este caso, dependiendo si las funciones propias son pares
o impares bajo las reflexiones de simetria. Evidentemente distintos niveles
energéticos podran tener asociada la misma RI, lo que debe tenerse claro
es que en tales casos se tratara de distintos espacios ortogonales ya que

O = (alH — H|b) = (Ea— Ep)(alb)

de modo que si E, # E, necesariamente las funcioes |a) y |b) son ortogo-
nales.

Aunque no se vera en detalle, se menciona que si un Hamiltoniano es
invariante a la inversion del tiempo, la compleja conjugada de una funcion
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propia también es una funcion propia correspondiente al mismo valor pro-
pio. Si el grupo de simetria solo tiene Rls unidimensionales pero complejas
(ej. el grupo C3), la operacion inversion temporal intercambia las Rls que
son complejas conjugadas y se comportan como si se tratara de una RI
bidimensional. Esto se debe, a que el grupo de simetria es mayor que Cs:
incluye a la operacion T, que, sin embargo, no es lineal al incluir la con-
jugacion compleja. Las representaciones complejas tienen caracteres no
reales y seran evitadas en estas notas, con lo que se logra que la simetria
T no tenga implicaciones sobre la degeneracion del espectro de H.

El solo conocimiento de la simetria de un Hamiltoniano no puede deter-
minar el espectro ni las degeneraciones del grupo de simetria que apare-
ceran, ni en qué orden. La Gnica informacion sobre el espectro que se ob-
tiene a partir de la simetria es qué degeneraciones son posibles y cuales
son imposibles 0 muy improbables (degeneraciones accidentales). En la
practica se da que el estudio experimental del espectro de un sistema ar-
roje informacion sobre la simetria de éste y no al revés.

4.2. Elefecto de una perturbaci 06n que quiebra la si-
metria de un hamiltoniano

Una manera de observar experimentalmente la degeneracion de un es-
pectro consiste en someter al sistema a una perturbacion que destruya par-
cial o totalmente la simetria del sistema. Teoria de perturbaciones se usa
también en el caso de sistemas que tienen una simetria dominante que
no es exacta y que nos da el tipo de degeneraciones posibles en primera
aproximacion pero tal que haciendo un analisis mas fino se obtiene una
estructura final del espectro.

Primeramente un sistema es sometido a una perturbacion que tiene la
misma simetria que el sistema original (todos los elementos de simetria
coinciden) entonces el espectro sufre a lo mas un desplazamiento y si
existen degeneraciones accidentales estas podrian resolverse.

El caso mas interesante es cuando se pasa del problema de un Hamil-
toniano H a uno H’,

H' =H+V

con G el grupo de simetria de H y G’ < G el grupo de simetria de H'.
Suponga que a un cierto nivel energético de H esta asociada una Rl del
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grupo, D(G), cuyo espacio de representacion es engendrado por funciones
de onda del sistema (linealmente independientes) que correspondan a ese
nivel. Seleccionando las matrices de la Rl D(G) que estan asociadas a los
elementos de G que también pertenecen al subgrupo G' se obtiene au-
tomaticamente una representacion inducida para el grupo G. Aun cuando
D(G) es una RI de G la representacion inducida de G’ no sera, en general,
una Rl de G'. En otras palabras, a pesar de que no existe un subespacio de
funciones del espacio de D(G) que sea invariante bajo la accion del grupo
G, puede suceder que si exista un subespacio invariante a las transforma-
ciones del subgrupo G'. Un ejemplo geométrico: el espacio tridiensional
no tiene subespacio invariante al grupo de todas las rotaciones, pero si se
restringe al subgrupo de las rotaciones alrededor del eje evidentemente el
espacio queda dividido en suma directa de dos subespacios invariantes,
el eje Zy el plano XY. Se supondra que cada vez que una representacion
D(G) del grupo de simetria del Hamiltoniano H se descompone en més de
una RI del grupo G’ del Hamiltoniano perturbado el correspondiente nivel
energético de H se desdobla en igual nUmero de niveles de H’ cada uno de
los cuales tendra asociada una de las Rls de la descomposicion de D(G)
un RIs de G'.

4.3. Simetria de rotaci on

A pesar de ser éste un capitulo sobre grupos finitos se vera brevemente
el grupo de rotaciones continuo tridimensional dada su gran importancia en
fisica.

El grupo de rotaciones propias, SO(3), es un grupo infinito continuo que
tiene también un continuo de clases conjugadas pero un conjunto infinito
discreto de RIs no equivalentes. Dos rotaciones son conjugadas si y solo si
son rotaciones de la misma magnitud sin importar la orientacion del eje o
el sentido de la rotacion. Es bien sabido del estudio del capitulo sobre mo-
mento angular en mecanica cuantica que un conjunto natural de funciones
base para las RI del grupo de rotaciones son los armonicos esféricos. Esto
es asi por la propiedad de estas funciones de que al actuar sobre ellas
una rotacion se vuelve a obtener una combinacion de armonicos esféricos
caracterizados por el mismo /.

l
ORYim= Y Dim(Ram
m=—/
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El conjunto de 2¢+ 1 funciones Yy, son base para un espacio de la RI
del grupo de rotaciones SO(3) que se designa D\)(S0(3)), £ =0,1,2,... 0
simplemente se habla de la RI “¢".

Puesto que rotaciones de la misma magnitud son conjugadas se puede
determinar los caracteres correspondientes a cada clase conjugada esco-
giendo la rotacion cuya matriz es mas facil de construir. Considerando una
rotacion alrededor del eje Z (eje polar) y de magnitud a, entonces

OR, ()Yim(0, @) = Yim(8, @, —a) = €™M Y, (0, @) (4.3.1)
Puesto que la dependencia en @ es a través de una exponencial
Yim(6, ) = me(e)eimqo'

la representacion de tal rotacion es una matriz diagonal

e'@ 0 0---0
0 e =D 0...0 (4.3.2)
0 O--rn-- gla

de donde se deduce directamente que el caracter asociado a la clase con-
jugada de todas las rotaciones de magnitud a en la representacion /£ es,

_sin(20+1)a/2|
XOR@) = =gy

(4.3.3)

Una particula en un potencial central es un caso tipico de un sistema
cuya simetria esta descrita por el grupo de rotaciones. En realidad el grupo
completo de simetria incluye la inversion y por lo tanto cualquier plano
de reflexion que pase por el origen; este grupo se llama de rotaciones
impropio y se designa por O(3). Se deja como ejercicio demostrar que
todos los elementos de O(3) son rotaciones propias o bien la operacion
inversion multiplicada por una rotacion. Puesto que la inversion | conmuta
con cualquier otra opreacion del grupo, entonces O(3) puede escribirse
como el producto directo de los grupos SO(3) y el grupo C; = {e 1 }

O(3) = 0(3) xC.
No es dificil ver que las Rls de un grupo que se puede factorizar en pro-
ducto directo de grupos se obtienen como producto directo de las matrices

de las RIs de los grupos factores. En el caso presente C; tiene solo dos Rls
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gue son la trivial (+) y la que asocia un -1 a |, (-). Por lo tanto por cada RI
de SO(3) se obtiene dos RIs de O(3),

pDU+) y D)

colectivamente llamadas D‘P), P = 4+

Luego se vera que con los armonicos esféricos se obtiene espacios de
representacion solo para algunas de estas Rls, aquellas con P = (—1)°.

También se tiene que por cada clase conjugada de SO(3) el grupo O(3)
tiene dos clases conjugadas: la original y otra formada por aquellos mismos
elementos multiplicados por I. Se debe calcular los caracteres correspon-
dientes a estas nuevas clases conjugadas.

PROBLEMA Demostrar que toda rotacion impropia es una reflexion pura o
bien una rotoreflexion, esto es, una rotacion seguida de una reflexion en
un plano ortogonal al eje de la rotacion.

Se calculara los caracteres de las reflexiones y rotoreflexiones para las
representaciones cuyos espacios estan engendrados por los armonicos
esféricos. En O(3) todas las reflexiones son conjugadas (ya que esta clase
proviene de multiplicar todas las rotaciones en 180° con la inversion) de
modo que se escoge la que convenga y que es dj, la reflexion perpendic-
ular al eje Z. Un simple analisis muestra que su efecto es,

Oh.:0—>m—0 Qo— Q@

entonces
OhYim(6, @) = Yim(TT—6,0) = (_)é_mYém(& ®) (4.3.4)
lo que muestra que o} es diagonal y que su traza es

xV(@)= Y (=) M=+1 (4.3.5)

También todas las rotoreflexiones de igual magnitud son conjugadas por lo
que se escoge aquellas con eje paralelo al eje Z, S,(a) = R,(a)on. Como ya
se sabe de (4.3.2) la accion del primer factor es diagonal y también ahora
se ha visto que también gy, tiene una matriz diagonal, por lo tanto los S, son
diagonales y su efecto sobre los Y;, se obtiene multiplicando la rotacion de
un angulo a en torno al eje Z con una replexion gy (ver (4.3.1) y (4.3.4))

S(a)Yym =€ M (=) MY, = (=) e Mamy, (4.3.6)
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de donde se deduce inmediatamente que

_ cos[(20+1)%]
N cos$

x(S(ar)) (4.3.7)

En particular si se hace tender a a cero se obtiene que S(a) tiende a una
reflexion pura y (4.3.7) en el limite da (4.3.5). Si se hace a — m la rotore-
flexion se convierte en la operacion inversion y el limite de (4.3.7) nos da

xO0) = (=) 20+1) (4.3.8)

La Gltima expresion en (4.3.6) nos muestra que la accion de la inversion so-
bre los esféricos armonicos es multplicar por (—)’, lo cual significa que con
estas funciones bases se obtiene solamente las RI de O(3) cuya paridad
esta totalmente determinada por ¢

P=(-) (4.3.9)

Ver el problema 4.1.

4.4. Quiebre de la simetria de rotaci 6n por efecto de
una perturbaci 6n de simetria puntual

Ya se dijo que una particula en un potencial central es un sistema con
simetria de rotacion. Por medio de un campo externo se puede disturbar
esta simetria obteniendo un sistema con simetria menor, correspondiente
a algln grupo puntual. Si se ignora el spin y también la interaccion mu-
tua entre electrones, un electron en un atomo puede considerarse como
el sistema inicial cuyo Hamiltoniano tiene simetria esférica. La parte angu-
lar de la funcion de onda de cada estado estacionario sera entonces un
Y:m, Ya que cada nivel tendra asociado una RI del grupo O(3). Si ahora
se somete este atomo a un campo externo de simetria bien definida, por
ejemplo, el atomo pasa a formar parte de una molécula o de un cristal, el
electron en consideracion se movera en un potencial de simetria menor.
En otras palabras, el grupo de simetria G sera un subgrupo del grupo O(3)
y para determinar el desdoblamiento de los niveles originales de simetria
se tendra que descomponer las representaciones de G—inducidas por RI
de O(3)—en RI de G. Concretamente, se tiene que conocer la descom-
posicion (3.1.3) de las RIs de O(3) en RIs de G y para esto debe hacerse
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OB3)|¢(=0 1 2 3 4 5 6
e 1 3 5 7 9 11 13
C, 1 -1 1 -1 1 1 1
Cs 1 0-1 1 0 -1 1
Cs 1 1 -1 -1 1 1 -1
Cs 1 2 1 -1 2 -1 1
| 1 -3 5 -7 9 -11 13
o 11 1 1 1 1 1
S 1 -1 -1 1 1 -1 -1
S 1 0 -1 -1 0 1 1

Cuadro 4.1: Tabla de caracteres de algunos elementos gl QfB) para repre-
sentaciones cuya paridad esta dada(pdr)’

uso de la relacion (3.3.2) que da el nimero de veces que cada Rl de G
aparecen en la descomposicion de una RI D(P)(O(3)). Se tiene que

1 ]
#”:;ZMﬁWMW> (4.4.2)
|

donde la suma es sobre las clases conjugadas de G (de orden ¥), y es el
orden de G; los caracteres de los grupos puntuales G estan tabulados y los
del grupo de rotaciones fueron dados en §4.3. Puesto que los caracteres
de O(3) que se necesita son solo aquellos para las operaciones puntuales,
esto es, con angulos caracteristicos de rotacion en angulos 27r/n con n =
1,2,3,... entonces es mas practico contar con la tabla 4.1 con solo estos
caracteres.

Como ejemplo se supondra que el grupo puntual G es el grupo O de las
rotaciones discretas propias que dejan invariante a un cubo (tiene 24 ele-
mentos). Puesto que la Rl ¢ = 0 de O(3) es unidimensional ésta no puede
sufrir descomposicion. El primer caso no trivial es ¢ = 1. Aplicando (4.4.1)
se descubre que todos los coeficiente a son nulos excepto a(F[‘lzl) =1de
donde se deduce que los niveles £ = 1 de una particula en un potencial
central no sufren desdoblamiento por efecto de un campo de simetria O.
Para ¢ = 2 se sabe a priori que debe haber un desdoblamiento, ya que esta

Rl de O(3) tiene dimension 5y no existe RI de O de dimension tan alta.

En efecto, de (4.4.1) se obtiene que los a no nulos son a(ézz) =1y ag) =1
de modo que los niveles energéticos originalmente con degeneracion 5 se
desdoblan en dos niveles de degeneraciones 3 y 2 respectivamente. La
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descomposicion es
D=3(0(3))|o = Ax+ F1+ Fa.

Para el caso de grupos puntuales G que contienen como una de sus
operaciones la inversion | la determinacion de los coeficientes (4.4.1) se
puede simplificar puesto que estos grupos son factorizables, (ver apéndice
§3.6) B

G=GxC

(este es el caso de los grupos Sypy2, Doph, D2pi1ds Thy On, Yq) y como el
grupo completo de rotaciones tiene la misma descomposicion (ver (4.3.3)),
se tiene que G es subgrupo de SO(3) y la descomposicion puede hacerse
simplemente considerando las Rl de Gy de SO(3).

En efecto, suponiendo que se conoce la tabla de caracteres del grupo
G,
G Ky Ky Kz

También se conoce la tabla de caracteres de C;, fue discutida después de
(4.3.3). Combinando las dos tablas de caracteres se obtiene la tabla para
el grupo G (ver §3.6)

G=CxC | KiKoKz--- | IK1IKzIKgz -+
DD+
D@+
DB+ X X
: (4.4.2)
DD-
D2~ X -X
D~ X -X

Esto es, por cada Rl de G se tiene dos RI de G, una que asocia a las
clases conjugadas K; y IK; el mismo caracter (Rl par de G) y otra RI que
asocia a la clase K; un caracter y a la clase IK; el mismo caracter con
el signo opuesto (Rl impar de G). Puesto que la descomposicion de una
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representacion no puede cambiar el caracter par o impar del espacio de
representacion del grupo O(3), entonces necesariamente una Rl DUP) se
descompondra en representaciones del grupo G de la misma paridad. Con
todo esto y en especial teniendo en cuenta la relacion (4.4.2) entre los car-
acteres de Gy G es claro que el resultado que se obtiene por la aplicacion
de (4.4.1) al descomponer RIs de O(3) en RIs de G es idéntico al resultado
de descomponer Rls de SO(3) en Ris de G.

4.5. Parte angular de las funciones de onda para el
caso de niveles desdoblados

La parte angular de la funcion de onda de una particula en un potencial
central, cualquiera que este sea, es un esférico armonico. Esto se debe a
gue la dinamica del problema no afecta la parte angular. Esta es de origen
puramente cinematico. Algo similar ocurre si la particula esta sometida a
un potencial de simetria puntual. La parte angular de la funcion de onda
también esta determinada por la simetria del problemay es solo la parte ra-
dial la que debe determinarse como un problema dinamico. Se analizara en
particular el caso de niveles originalmente correspondientes a un proble-
ma de simetria de rotacion y que ha sido quebrada por una perturbacion
de simetria puntual.

En general, dado un nivel energético correspondiente a una RI del
grupo de simetria G, y dada una perturbacion que desdobla este nivel en
varios, el problema de encontrar funciones de onda linealmente indepen-
dientes que—a cero orden en teoria de perturbacibn—corresponden a los
niveles desdoblados se resuelve como sigue. Conocido el grupo G’ < G de
simetria del Hamiltoniano perturbado se puede construir los proyectores
(3.4.7) de las distintas RIs de G’ y proyectar las funciones base del nivel
original obteniendo asi las funciones base buscadas de los niveles des-
doblados.

Esto tan general, es valido solo a cero orden en teoria de perturbacion,
puesto que las nuevas funciones de onda (exactas) resultan de resolver un
problema dinamico, lo cual no se considera con el simple procedimiento de
proyectar. Sin embargo el problema de encontrar la parte angular de las
funciones de onda en los casos descritos al comienzo de esta seccion no
es un problema dinamico y la solucion obtenida con este procedimiento es
exacta.
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El problema que se desea resolver es entonces, el de encontrar las
combinaciones lineales de armonicos esféricos con un ¢ dado y que formen
base para las Rls de los distintos grupos puntuales.

Obsérvese que la parte radial de la funcion de onda es invariante a
cualquier transformacion. Esta es la razon por la cual el conocimiento de
la simetria nada dice acerca de la parte radial.

Para estudiar este problema particular es conveniente usar, en vez de
los armonicos esféricos directamente, las funciones reales

Y'™8, ) = vV2P! (cosh) { (:ns } mg (m>0)

conm=0,1,23,---¢.

Puesto que % =0, se ha definido el niamero correcto, (2¢+ 1), de
funciones no triviales con / fijo. Para estudiar la accion de los proyectores
(3.4.7) sobre estas funciones, es necesario conocer primero la accion de
las distintas operaciones puntuales sobre ellas. En lo que sigue se tiene
presente que Osf(x) = f(Sx).

a) Accion de oy:

% S - 6) = () RY6)

6 - m
o = 9
/n _ {—m;,fm
O, ' (69) = (=) "¢ (69)

b) Accion de g, (B):

0

_>
— 2B—0¢

0
@

meo | cosIBYI™(8¢) + sin2mByYm(6¢)
Oov(B) WM (89) —{ sinmﬁwf;t“(ecp)—cosmﬁwzm(efp)

En particular =0y
O, Y™ = £y
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c) Accion de Uy(B):
6 —
o —
g J (=) McosmBYIM + sin2mBy’™
OUz(B)L/Ji (9¢) - { (—)”*msinmﬁw%“—cosmﬁ_wm
d) Accion de C, (eje principal)
%
%

0 0
) o + &

, 2m cos2Mmytm(g sin2M Mg p
OC,y"(6¢) = Yi™(6, 0 ):{ Iy(0g) + sinZiym(6m

n cosZMyMgp) — sinZMyM(Hp)
Oc—ZL.Mm = (_)m ftm

e) Accion de S, (eje principal)
Ognh = OcnOgn =

2rm . 27m
_ cos= =Y+ + sSin== -

OSnwém:(_)é m{ 2n . 2n

cos—’n’ Yy— — sin —’n’ Y+

en particular sin=2entonces S =1 =

O g™ = (—) ¥pm
Ver problemas 4.2, 4.3y 4.4

4.6. Teorema de Uns 6ld generalizado

Este teorema nos permite generar funciones invariantes bajo un grupo
dado. Lo que originalmente demostr6 Unsdld fue que la suma de los modu-
los cuadrados de todos los armonicos esféricos con un / fijo es un invari-
ante bajo rotaciones.
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TEOREMA: La suma de los modulos cuadrados de todas las funciones base
de una RI cualquiera es un invariante con respecto al grupo G considerado.

Dem.: Considérese la accion de una operacion cualquiera del grupo G
sobre la suma de los modulos cuadrados de las funciones base de una R,

Ogs, gH g™ = Zi,j,kD%fl)*(g)¢j(u)*D|(<fl)(9)‘HE“>
= Jjk <Pj(”)*‘HEH) i Dﬁi‘l)*(g)Dﬁi‘l)(g)

Pero
5D/ @D¥ (@ = 5 DM (@DH (g Y
= Dif'(e
= &
por lo tanto

Oy Zi qq(u)*gq(u) _ Z fR(“)* fR(“)

Como aplicacion de este teorema se construye una funcion invariante
bajo la accion del grupo O. Del problema 3.2 se sabe que x,y,z son fun-
ciones base de la representacion F; de Oy que Xy, yz xz son funciones base
de la representacion F,. Por el teorema anterior se puede decir entonces
gue las siguientes funciones son invariantes a O,

RR=x+y +72

y también

XY+ VP2 + X7

Y evidentemente cualquier funcion de estos invariantes también es in-
variante bajo el grupo O. En particular la combinacion

g(x2+y2+22)2—2(x2y2+y222+22x2) = (x4+y“+z4—gR4)

es invariante bajo el grupo. Fisicamente esta combinacion lineal tiene in-
terés porque la expansion alrededor del origen del potencial producido por
cargas eléctricas iguales colocadas en los ejes X,y,z a una distancia igual
en las seis direcciones de estos ejes tiene como primera contribucion no
esféricamente simétrica la expresion encontrada arriba.

Ver problemas 4.5y 4.6
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4.7. Producto Kronecker de representaciones, y la
representaci 6n adjunta

Sea D(@) una representacion de G de dimension n, y sea D'®) una rep-
resentacion de dimension ng. Se define la representacion producto Kro-
necker de las anteriores por medio de

Dy P (g) = D’ (@)D (9) 4.7.1)

Los vectores del nuevo espacio de representacion son los elementos del
espacio producto directo (tensorial) de los espacios L(@) y L)

Las matrices de la representacion se construyen como sigue.

AxB:<allB a;B--- >
aB e

Se vera que efectivamente (4.7.1) define una representacion del grupo G,

|(k1/ (g) = Dfr)(glgz)Dﬁf)(glgz)
= 34D “< 1D (2) 5, DI (91)DL (g2) w12
- zw[ (@)D (@] [Pl @D @)]
= 2uyv |If:\f3 (91)D uc\{/lej)(QZ)
es decir

(GXB)(glgz) (GXB)(gl) (aXB)(gz)

Las representaciones (a) y () en (4.7.1) pueden ser RIs, sin embargo
la representacion (o x 3) en general no es irreductible.

Se deduce facilmente de (4.7.2) que los caracteres de la representacion
gue resulta de un producto Kronecker de dos representaciones es

xPg) = x(g)x® (g) (4.7.3)

Conocidos los caracteres de la representacion producto es ahora facil de-
scomponer esta representacion en representaciones irreductibles por medio
de la ecuacion (3.3.2).

Un caso especial importante de producto Kronecker es el de una Rl n
veces por si misma. En este caso los espacios de representaciones nor-
malmente se denominan espacios tensoriales de n indices. Los indices de
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estos tensores son todos del mismo tipo. Representaciones sobre espacios
con tensores con indices de dos tipos (co- y contravariantes) se obtienen
haciendo productos Kronecker con una representacion y su representacion
adjunta que se define a continuacion.

Dada una representacion D(G) se define la representacion adjunta a
D(G) como la representacion definida por las matrices invertidas y traspues-
tas de la representacion dada, y se denota por D(G):

D(G) =D }(G) (4.7.4)

EJercicia Demostrar que (4.7.4) efectivamente define una representacion.

Los caracteres de la representacion adjunta a una RU son simplemente
los complejos conjugados de los caracteres de la representacion dada,

X(9) =x@™") =x"9 (4.7.5)
Ver problemas 4.7, 4.8 y 4.9.

Los productos Kronecker entre Rls de grupos G=GxG, cuyas repre-
sentaciones se vieron en la §4.4, son faciles de hacer conociendo los re-
spectivos productos Kronecker entre las Rls del grupo G. En efecto, puesto
gue las funciones base de la representacion producto se obtienen como
simple producto de las funciones de las representaciones factor entonces
la paridad de estas funciones producto no es sino el producto de las pari-
dades. Por lo tanto, si se conoce un producto Kronecker de RiIs de G

D@ x DA = ZayD(V) (4.7.6)
entonces es inmediato que el respectivo producto de Rls de Ges
D(@P) « DBP) _ Z ayD(V«,F’P/)

Esto es, los coeficientes son los mismos y la paridad del resultado es el
producto de las paridades.

4.8. Reglas de selecci 6n

Al someter un sistema cuantico a una perturbacion T dependiente del
tiempo existe, en general, una probabilidad no nula de que haya una tran-
sicion de algln nivel de energia a otro. Esta probabilidad se calcula esen-

cialmente como X
=gl Tl
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donde {(p,g)‘)} representa los estados iniciales posibles y {L,Ui(“>} los esta-
dos finales. Los indices u y v denotan las Rls asociadas a los respectivos
niveles energéticos del sistema mientras los indices i y k son indices de
degeneracion.

En esta seccion se vera que bajo ciertas condiciones generales de
simetria puede asegurarse que la probabilidad de transicion es anula. Un
resultado de tal tipo se llama regla de seleccion.

Lo primero que se debe tener claro es que en general no existe uno sino
varios operadores asociados a un tipo de transicion. Ellos son un conjunto
T, de operadores, i = 1,---,ny y que transforman, bajo la accion del grupo
de simetria G, segin una representacion D(T)(G):

0gTi0;* =D\ (g)T;

(En la seccion siguiente se dan ejemplos fisicos de importancia).

La forma general de las reglas de seleccion se enuncia en la afirmacion
3 que aparece mas abajo. Es previo demostrar un par de cosas antes.

Afirmacion 1: Si T, es operador que transforma segin la representacion
DM deGy qqg’\) es un vector base de la representacion D) de G entonces
Ticgg’\) esta en el espacio de representacion D(T) x D) = D(T*A)_ En efecto,

A _ A
OgTig’ = O?;r)ioglog((ﬁg)> M) (4.8.1)
= D} (9)TiDy ' (9)®
que, por (4.7.1), se escribe
TxA A
=0l @ Tig™

lo cual prueba la afirmacion 1 resumida en (4.8.1).

Afirmacion 2: Sean D™ y D) dos RIs de un grupo G finito o compacto
tales que son no equivalentes o bien son iguales (no solo equivalentes

sino ademas expresadas en la misma base). Sean {¢*'} y {¢'*'} las re-
spectivas bases. Entonces el producto escalar <1,Ui(“) ‘(pj(")> es

<'~/—’i(u)‘(Pj(V)>:%5uvdj Z<Wéu)"”éw>

4.8. REGLAS DE SELECCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



P. Cordero S. Grupos de simetria en mecanica cuantica 63

La demostracion la hara solo para grupos finitos. Puesto que toda repre-
sentacion de G es equivalente a una R unitaria entonces

<wl(“)|(pj(v)> — <ngl(“)|og(pj(v)>
= 33 <Og‘l’i(“)|ogq’j(v)>
= 1343400 (@D @) (¢ 1a")
y usando (3.2.11)
1
= o dr Y (W)

Afirmacion 3 (Teorema de Wigner-Eckart ):

Los elementos de matriz <L,lli(“>’Tg‘¢{E)\)>, de un operador T, calculados

con vectores base de dos RIs de un grupo G que cumplen las condiciones
de la afirmacion 2 son nulos si

a) en la descomposicion de D(T) x DY) no aparece D) o equivalente-
mente,

b) en la descomposicion de D(¥) x D(T) x D) no aparece la representacion
trivial del grupo G.

Dem. (a): Por lo que se vio en la afirmacion 1 el vector T,¢*) puede
expresarse como combinacion lineal de vectores (pj("> funciones base de
las RIs que aparecen en la descomposicion de D(T) x DA,

De modo que <wi(“)|Tg|(R£)\)> =5 aj(") <wi(“)|qoj(")> y estos (ltimos pro-
ductos escalares son todos nulos (afirmacion 2) si v # u. Esto es, si en
la descomposicion de D(T) x D) no aparece DM, el elemento de matriz
considerado es nulo.

Dem. (b): Debido a (3.3.2), (4.7.3) y (4.7.5) una RI D{©) esta contenida
en la descomposicion de DI x D(F) exactamente ; 3 2 x\ % xP) veces.
En particular la R trivial esta contenida en la descomposicion del producto
D x D) 53 M x") veces, y por (3.2.12) esto vale &,.

Por lo tanto la RI trivial aparecera en D) x D(V) sblo si D(W) = D(V),
De aqui se puede concluir que la RI trivial esta en la descomposicion de
D) x DM aparece en la descomposicion de D(T) x D?), o cual reduce b)
a a). Ademas se puede observar que D®) x D(T) x D) contiene a la RI
trivial el mismo nimero de veces que D) aparece en la descomposicion
de DM x DW),
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4.9. Ejemplos de reglas de selecci 6n

En sistemas fisicos atbmicos, moleculares o cristalinos las transiciones
mas importantes son de origen electromagnético. De estas las mas impor-
tantes son las transiciones dipolares eléctricas, las dipolares magnéticas y
las cuadrupolares eléctricas. Cada una de estas transiciones tiene asocia-
do un operador T de transicion y dado el grupo G de simetria de un sistema
se debe saber determinar la representacion D(T) asociada a T.

Las transiciones dipolares eléctricas (d.e.) tienen asociado un operador
que transforma como un vector tridimensional (XY, z).

Las transiciones dipolares magnéticas (d.m.) tienen asociado un oper-
ador que transforma como las componentes de un seudo-vector (s,sy,S;).

Las transiciones cuadrupolares eléctricas (c.e.) tienen asociado un op-
erador que transforma como las componentes de un tensor de segundo
rango simeétrico y traza nula, es decir las componentes de T transforman
como x?,xy,xz,y2,yz,> solo que ademas Ty + T,y + T = 0 por lo que tiene
solo cinco componentes independientes.

En el problema 3.4 se vio que las componentes x,y estan en la Rl E
del grupo Doy y la componente z esta en la Rl B, del mismo grupo, por
lo tanto para un sistema cuyo grupo de simetria es Dyq la representacion
D(M asociada a las transiciones d.e. es B, +E. ahora se hace el producto
Kronecker entre D(T) y cada una de las RIs del grupo para ver qué Rls
aparecen en la descomposicion y asi saber cuales transiciones d.e. estan
prohibidas.

A; x DUT) = B, 4 E = estan prohibidas las transiciones de A; : a By, a Ay
ya que éstas no aparecen al lado derecho.

A, x DT) = B; +E por lo que estan prohibidas las transiciones d.e. de
Az a: Ay, A, Bo.

By x D(T) = A, +E luego estan prohibidas las transiciones de By a A1, By, Bo.

B, x D(T) = A; + E luego de B, estan prohibidas las transiciones d.e. a
Az, B1Bs.

E x DT = A; + A, +B;+B,+E y por lo tanto no es posible decir a priori
y so6lo en base al conocimiento del grupo de simetria que haya alguna
transicion d.e. prohibida a partir de un nivel energético que tenga asociada
la Rl E del grupo Dyg.

Como se desprende del ejemplo anterior todo el problema se reduce a
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determinar D(T) y luego a saber calcular los productos Krénecker de esta
representacion del grupo considerado con todas las RI de ese grupo.

Ver los problemas 4.11y 4.12

Cuando el grupo de simetria contiene a la operacion inversibn como
uno de sus elementos entonces las funciones de onda del sistema ten-
dran asociada una paridad bien definida. Puesto que los operadores de
transiciones electromagnéticos vistos en esta seccion también tienen una
paridad bien definida, es facil dar ciertas reglas de seleccion con respecto
a paridad. El operador T(%€) transforma como un vector bajo la accion de
0(3), esto es, como funcion base de la representacion / =1y P = (—)" =
—1. Tiene paridad negativa y por lo tanto, de acuerdo a (4.7.6) y la afirma-
cion 3 las transiciones dipolares eléctricas entre niveles de igual paridad
estan prohibidos. El operador T(@™) transforma como un seudovector, es-
to es, como perteneciendo a la representacion ¢ = 1,P = +1y por lo tanto
las transiciones dipolares magnéticas que cambian de paridad estan pro-
hibidas.

Ver el problema 4.13.

De este resultado se desprende que las reglas de seleccion en relacion
a paridad para transiciones c.e. coinciden con las de las transiciones d.m.

4.10. Reglas de selecci 6n en atomos

En atomos se debe diferenciar el caso en que los estados atomicos
tienen nimeros cuanticos asociados a un electron especifico (caso de los
atomos hidrogenoides o alcalinos) a un conjunto de dos o mas electrones.

1) En el primer caso el momento angular del estado es ¢ y la paridad es
P=(-)".

2) En el segundo caso el momento angular es L(= f1+ f»+---) y paridad
P no tiene relacion con L; P = (=) 4 £+ ---

3) Los operadores de transiciones d.e., d.m., y c.e. tienen asociadas las
RI de O(3) siguientes

pde =plt-),  ptm=ptH ~ pce=pH

)

Reglas de seleccion:
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D1-) x DLP) — D(Lfl.fP)+D(L,7P)+D(L+lﬁp)
excepto D) xDOP) — p&-P)

Por lo tanto para un atomo de varios electrones se tiene que P — —P
y AL = 0,£1y si Lj, = 0 entonces AL = 1. Para atomos alcalinos so-
lamente las RI primera y Gltima tienen la correcta relacion entre £y P
pero no la segunda. Luego las Unicas transiciones d.e. no prohibidas

son con
Al ==+1 (yconP— —P)
b) d.m.
D(+) x D(LP) — p(L-1P) 4 p(LP) | p(L+LP)
excepto D) xDP) = p(EP)

En este caso si son varios los electrones la regla de seleccion es la
misma obtenida arriba en L pero la paridad no cambia mientras que
para atomos alcalinos esta vez necesariamente debe tenerse que

Al =0 (P—P)

y si el momento angular inicial es cero no puede haber transicion
dipolar magnética.

c) ce
D2+ x pLP) = pL-2P) L p(t-1P) L p(t+1P) L p(L+2P) conL #2
D@+) «DIP)  — pOP) L p2P) 4 pBEP) (L=1)
D2+ « p©P) _— p2P) (L=0)

En este, si se trata de varios electrones, las reglas de seleccion que se
obtienen son
si Lih<2 AL=0, +£1,42
si Lih=1 AL=0, +1,+2
si Lih=0 AL=2
y la paridad en ningln caso cambia.

Para atomos con un solo electron nuevamente debe preocupar que la
relacion entre paridad y momento angular sea P = (—)’, por lo que

Si Gn < 2 M=0, +2
Si ln = 1 A=0, +2
Si fn = 0 A=2
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4.11. Seriesy coeficientes de Clebsch-Gordan

Ya se ha visto como descomponer el producto Kronocker de dos RIs
en suma de RIs y también se ha dicho que el espacio de representacion
de la representacion producto esta engendrado por las funciones producto

wi(u)(pj(\/)
Como se coment6 después de (4.7.3), la descomposicion de un produc-

to Kronecker es directa. Cuando se trate del producto de dos RIs entonces
se usa una notacion especial,

DM « D) — Z(HVA)D()\)
A

Esta expansion se llama serie de Clebsch-Gordan. El producto Kronecker
es comutativo por lo que (uvA) = (vuA). Evidentemente estos coeficientes
son enteros no negativos.

EJErcicia Demostrar que si los caracteres de un grupo G son todos reales
entonces (uVA) es totalmente simétrico en sus tres indices.

Un problema importante es encontrar las n, funciones base de cada
una las representaciones que aparecen en la descomposicion de un pro-
ducto Kronecker. Estas seran combinaciones lineales de las funciones pro-
ducto que engendran el espacio de la representacion producto. Un ejemplo
de esto se tiene en el problema 4.8c. Si sucede que un (uVA) es mayor
gue uno es necesario construir mas de una base para la representacion
(A). Esto implica que las funciones encontradas llevaran no solo los indices
A (que denota la RI), i (que enumera las distintas funciones base de esa
representacion) sino ademas un indice 1), que distingue a las funciones
base de los distintos espacios de representacion (A). Los 1, toman (uvA)
valores. Lo que se debe obtener es,

d"™ =3 (i vianiy e (4.11.1)
4

Los coeficientes de esta expansion se denominan coeficientes de Clebsch-
Gordan.

El nimero total de funciones (g(““ tiene que ser igual al nimero total
de funciones producto:

> (UVA)m = nyny
X
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de modo que los coeficientes de C-G definen una matriz de grado nyny,. En
la seccion 5-7 del libro de Hamermesh puede encontrarse mas propiedades
generales de estos coeficientes.

Un caso importante de considerar separadamente es el del grupo de
rotaciones propias SO(3). Se quiere calcular la serie de Clebsch-Gordan
correspondiente al producto D(2) x D(*2), Esto se logra facilmente si se re-
cuerda que x“)(a) = v, expima). En efecto, por (4.7.3) se tiene que,

XWE @) = T T, @M
=—{1 LMp=—1{>
= Sy Sm eV conM =my +m

Esta suma se escribe como una suma sobre M y sobre algln otro indice
gue se llamara L y cuyo rango debe ser determinado. Por esto se introduce
coeficientes a. que se anularan fuera del rango correcto de L,

L

B L;aL M:Z—L eiMa

Es claro que como cota maxima M sera /1 + /¢, lo que indica que L < £1 + /5.
Se ve ademas que hay solo un término con M = /1 + ¢, por lo que ay, ¢, = 1.
Con M = {1+ ¢, —1hay dos términos que son (¢1—1)+ /¢,y {1+ (¢2—1) pero
uno de ellos ya se ha tomado en cuenta en la suma con L = ¢, + ¢, por lo
que ay, +¢,—1 = 1. Continuando el razonamiento de esta manera puede verse
gue todos los coeficientes no nulos son iguales a 1.

EJERcICIG Demostrar que L > |¢1 — {3].

Por lo tanto,
et l1+02 L M L1442 L
XO@= 5y @M= 5 xPe)
L=|1—ls| M=—L L=|t1—0,

Este Gltimo resultado implica que las series de clebsch Gordan para el
grupo de rotaciones propias son,

. ‘ l1+0
D(Kl) « D(fz) — Z D(L) (4.11.2)
L=|l1t|

Ver los problemas 4.14 y 4.15
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4.12. Sistemas acoplados. Suma de momento an-
gular

Sean dos sistemas cuanticos descritos por sendos Hamiltonianos H; (T)
y Hz(F2) los cuales son invariantes bajo el mismo grupo de simetria. Se
llamanra G a este grupo de simetria. Si los sistemas no interactuan mutu-
amente entonces el Hamiltoniano total es,

Ho = H1(T1) + Ha(T2)

y el grupo de simetria del sistema total es simplemente G x G. Esto quiere
decir lo siguiente. Si se designa por Lpi(“) los estados del sistema 1y (pj("> los
estados del sistema 2, funciones propias de los respectivos Hamiltonianos,
entonces las funciones propias de H, son las funciones producto y sobre
ellas se puede actuar con parejas de operadores (Og,On) de modo que el
primer operador actia sobre las funciones de r; y el segundo sobre las
funciones de 1.

(0g: On ™ (1) @") (72) = [0 ()| - [Ong(72)|

y evidentemente el resultado es nuevamente una funcion propia de H, co-
rrespondiente al mismo valor propio. Esto es lo que quiere decir que el
grupo de simetria del sistema no acoplado sea G x G. En resumen, H, es
invariante a cualquier (Og,On) donde gy h son elementos de G.

Supobngase que existe una interaccion entre estos dos sistemas y que
es del tipo
H = Hq(rl) + Ha(r2) + O(||F1 — T2||)

Debido al término de interaccion ya no se tendra la simetria G x G, puesto
gue no se puede actuar sobre 1; independientemente que sobre T, porque
esto modifica el argumento del término con [. Sin embargo, si se aplica
la misma operacion a los dos vectores posicion el modulo de su diferencia
permanecera invariante y por lo tanto H no cambiara. En otras palabras, H
es invariante al subgrupo de G x G formado por las operaciones (Og,Og).
Este subgrupo es isomorfo a G mismo por lo que se puede decir que el
grupo de simetria de H es G. Se tiene entonces un caso muy parecido
al de teoria de perturbacion visto en §4.2, esto es, una simetria original,
gue aqui es G x G, luego disminuida—debido a un término extra en el
Hamiltoniano—a la simetria G. Para saber el efecto que el acoplamiento
tiene sobre los niveles de energia del sistema se debe saber descomponer
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las Rls del grupo G x G en RIs del grupo G. Antes de ver esto se debe tener
claro cual es la situacion fisica.

Como efecto de la existencia de niveles Ei; ¥ Ein de H; y niveles Epg,
E,p, de Hs el sistema no acoplado tiene los niveles Ei + Eza, E1a + Eop, Exp +
Eza, E1p+ Eop cada uno de los cuales sufrira un desdoblamiento como efecto
del acoplamiento. Las funciones propias de Hy que son simples funciones
producto de las funciones propias de los sistemas constituyentes, ahora
gue se tiene el acoplamiento, seran funciones que resulten de resolver un
problema dinamico. Sin embargo, a cero orden en teoria de perturbacion se
puede seguir considerando simples combinaciones de las funciones pro-
ducto como las funciones propias de H. Solamente aquella parte de la
funcion de onda que es totalmente determinada por la simetria (general-
mente la parte angular) se obtiene en forma exacta. Otras observaciones
gue también podrian hacerse son analogas a aquellas hechas al comienzo
de §4.5.

A los cuatro niveles energéticos de H, mencionados mas arriba les
corresponde RIs de G x G que se construyen como producto directo de
las correspondientes Ris de G, esto es, las representaciones son parejas
ordenadas de matrices del tipo D@, D®. Al restringirnos al subgrupo G,
simetria de H, estas representaciones reductibles de G y corresponden
precisamente al producto Kronecker D@ x D), De este modo el estudio
del desdoblamiento de los niveles de H, se reduce a determinar las corre-
spondientes series de Clebsch-Gordan para G.

Como ilustracion considérese dos particulas moviéndose en un poten-
cial de simetria Cs,. Para facilitar el lenguaje se llama electrones a estas
particulas. En primera aproximacion se puede suponer que los niveles en-
ergéticos del sistema estan principalmente determinados por el potencial
de simetria Cs, despreciando la interaccion entre los electrones. En esta
aproximacion los niveles energéticos del sistema estan clasificados por las
RIs del grupo Cs, x Cay, esto es, Ai A1, AIPE, AP A, AAPE y EEQDE.
Si ahora se toma en cuenta la interaccion entre los electrones y se supone
gue esta depende so6lo del modulo de la distancia entre ellos, se obtiene
gue el grupo de simetria se reduce a Cs, Y los niveles considerados orig-
inalmente sufriran un desdoblamiento porque las representaciones men-
cionadas arriba corresponden ahora a productos Kronecker que en gen-
eral se descomponen en una suma de RlIs de Cg,. Para este caso tan
particular solo el producto E x E es descomponible y por lo tanto soélo los
niveles clasificados originalmente con ésta Rl de Cs, x C3, se desdoblan:
E x E=A1+ A2+ E. Asi estos niveles del sistema no acoplado dan origen
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a tres niveles del sistema acoplado.

Notese que no se ha tomado en cuenta que los electrones son particu-
las indistinguibles lo cual complica el analisis. Esto no se discutira por aho-
ra.

El problema de encontrar las correspondientes funciones de onda a
cero orden en teoria de perturbaciones se reduce al problema de encontrar
los coeficientes de Clebsch-Gordan que permiten construir funciones base
para las RIs de Cg, a partir de funciones producto de funciones base de
Rls de Cg,.

Ver el problema 4.16

Un caso fundamental en fisica se puede plantear en forma analoga a la
ilustracion anterior cuando reemplazamos el grupo Cg, por el grupo de rota-
ciones. En este caso, para el sistema no acoplado los niveles energéticos
estan clasificados por el par de numeros (¢1,¢2) que corresponden a los
momentos angulares de cada una de las particulas. Cuando se acopla
las dos particulas se debe desdoblar los niveles efectuando el producto
Kronecker de las dos RIs de O(3) que clasifican cada uno de los niveles
del sistema no acoplado para determinar los desdoblamientos. Esto es, se
debe hacer uso de 4.11.2 para obtener de este modo que ahora los niveles
del sistema acoplado estan clasificados con un valor de momento angular
total L mientras los momentos angulares individuales /1 y ¢> pierden su
caracter de nimeros cuanticos propiamente. Como ya se explico al final
de §4.7 la paridad de los estados del sistema acoplado se obtiene simple-
mente multiplicando la paridad de los estados constituyentes.

Las funciones de onda del sistema acoplado son aquellas que corre-
sponden a los espacios de RIs, obtenida de la reduccion de los productos
Kronecker, esto es, seran las funciones que ya fueron descritas en forma
abstracta en 4.11.1.

Concretamente para el grupo de rotaciones se tiene que

Ya= S (imjamplIM)Y), Y (4.12.1)
my,(Mp=M—my

Los coeficientes de Clebsch-Gordan en este caso son también conocidos
como coeficientes de Wigner o coeficientes de adicion vectorial y se en-
cuentran en cualquier libro de mecanica cuantica.
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4.13. Problemas

4.1 En base a los resultados del apéndice §3.6 demuestre que los carac-
teres de O(3) para las representaciones en que (4.3.9) no necesaria-
mente se cumple, son

“P)(R _ sin[(2_€+1)%]
XPR@) = TR
1Cos[(20+1)%]

xPlSa) = (-)P
xPy = (20+1)P

a
Cos5

donde P por definicion es el valor propio de | sobre los vectores base
de la RI considerada.

4.2 Haga analisis similar al del apéndice para los grupos D3 y Dyq con
=123

4.3 Idem para el grupo O
4.4 Accion de Uy sobre los ¢/™(8¢)?

4.5 Hacer la expansion del potencial descrito arriba y verificar que la con-
tribucion al cuarto orden es la indicada.

4.6 Encontrar la expansion mas general hasta el 4° orden en torno al
origen de un potencial de simetria Cg,.

4.7 a) Demostrar que el producto Kronecker de una Rl de un grupo por
su adjunta contiene, en su descomposicion, a la representacion trivial
del grupo una y solo una vez. b) D@ x D(®) contiene a la R trivial
S a=.

4.8 a) Descomponga los productos Kronecker Fy x Fi,Fi x F y Fo x R
entre las Rls tridimensionales del grupo Ty en suma de RIs de este
grupo.

b) Deduzca de qué RI de Ty son funciones base las coordenadas
X,y,z. Sea D esta representacion.

¢) Encuentre las funciones base de las distintas RIs que aparecen
en la descomposicion de D x D como combinaciones lineales de los
XiXj,Xi =X, y,zparai=1,23.
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4.9

4.10

411

412

En el apéndice §3.6 se vio que las RI del producto directo de dos
grupos G; y G,. Considere las Rl del producto directo de un grupo por
si mismo, G x G. LOs elementos de este grupo son pares ordenados
(01,02). La RI D*¥Y de G = G x G induce una RR de G (se restringe
G x G a los pares (g,9)). Obviamente G es isomorfo a G. Compare
esta RR de G con la representacion D#*V del producto Kronecker
DH(G) x DY(G).

Sea una molécula que consta de cuatro atomos B en los vértices
de un tetrahedro regular y en cuyo centro hay un atomo A. a) Cual
es el grupo de simetria de este sistema? b) Diga cuales son las de-
generaciones que puede esperarse para los niveles energéticos de
este sistema y cuantos tipos hay de posibles degeneraciones de ca-
da grado posible. c) Calcule qué efecto tendra sobre estos niveles si
reemplazamos en la moélecula uno de los atomos B por un atomo C.

Las funciones propias que asi obtenemos son tales solo a cero orden
en teoria de perturbacion. Esto se debe a dos razones:

i) no podria ser de otro modo porque las funciones propias en-
contradas son comb. lineales de las antiguas para un soo valor
propio, y por lo tanto siguen siendo funciones propias de H y
no de H’. Una funcion propia de H’ debe ser expresada como
combinacion lineal de todas las funciones propias de H sin re-
striccion a un valor propio fijo.

ii) Los grupos de simetria de tipo PUNTUAL solo actGan sobre 6
y ¢ pero no sobre r (dejado invariante por G puntual) de modo
que si ponemos ¢ = R(r) y (6¢) vemos que el grupo de simetria
no toca la parte radial, no le impone condiciones y por lo tanto
cualquier efecto que V tenga sobre R(r) pasa desapercibido en
el analisis.

Demostrar que las transiciones d.e., d.m., y c.e. tienen asociadas las
Rl del grupo Ca, : D@€) = A; + E,D@™) = A, + E y D(¢&) = A + E.
Deducir las correspondientes reglas de seleccion. Note en particular
gue en este caso las reglas de seleccion para las transiciones d.e. y
c.e. son iguales.

Encontrar, para el grupo Dyg, la representacion D(¢®). Demuestre en
particular que tanto T, como Ty + Tyy transforman como "funciones
base”de la representacion A: 1; mientras T, — Tyy esta en el espacio
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4.13

4.14

4.15

4.16

de representacion de By;T,, en el espacio de By y (Ty,Ty,) forman
base para el espacio de la RI E.

Demostrar que las componentes de un tensor simétrico de segundo
rango y traza nula forman base para la representacion ¢ = 2,P = +1
del grupo O(3).

a) Calcule las distintas series de Clebsch-Gordan para el grupo Dap,.
b) Construya explicitamente matrices para todas las RIs. ¢) Elegida
una base en cada Rl haga una tabla de los coeficientes de Clebsch-
Gordan para este grupo correspondiente a todas las series de C-G

a) Determine las regals de seleccion para las transiciones d.e., d.m.
y C.e. para un sistema cuyo grupo de simetria es Dap.

b) suponga que ahora nos interesan solamente las transiciones d.e.
gue emiten radiacion polarizada en direccion L al eje z. Deducir las
reglas de seleccion.

Considere el acoplamiento de dos sistemas con sendos grupos de
simetria Cg,. Describa el efecto que este acoplamiento (funcion solo
de la distancia entre los dos sistemas) tiene sobre los niveles en-
ergéticos del sistema total.
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Capitulo 5

Algunas Propiedades del
grupo sim étrico.

5.1. Presentaci 6n del grupo sim étrico

Ya se ha hablado sobre el grupo simérico en # 2 dandose ahi algu-
nas propiedades basicas y parte de la notacion propia de este grupo. Este
grupo es de gran importancia tanto en fisica como en matematicas. Una
de las aplicaciones importantes es la de permitir descomponer espacios
de tensores en subespacios irreductibles con respecto a cualquier grupo
de transformaciones lineales en n dimensiones una vez que las repre-
sentaciones del grupo simétrico son conocidas. En fisica, al tratar con sis-
temas de n particulas idénticas al grupo simétrico es parte del grupo de
simetria del Hamiltoniano. La clasificacion de estados atomicos, nucleares
y de particulas elementales depende en forma esencial de las propiedades
del grupo .

Dadas las limitaciones de longitud que tiene este curso y dada la longi-
tud y complejidad que tienen muchas de las demostraciones de las propiedades
del grupo simétrico nos tendremos que limitar en este capitulo a dar una
lista de resultados sin demostracion alguna.

Las RIs de .#, caen en una de las tres categorias siguientes: i) la repre-
sentacion trivial; i) la representacion antisimétrica que asocia a cada per-
mutacion par un + 1 y a cada permutacion impar un - 1; iii) el resto, que
son todas representaciones fieles.

Las permutaciones (los elementos de .#;,) son conjugadas si y solo si

77



78

Patricio Cordero S.

tienen una misma estructura de ciclos. Ejemplo las 5 clases conjugadas de

4 s0n,

1) e

2) (12), (13), (14), (23), (24), (34)

3) (12) (34), (13) (24), (14) (23)

4) (123), (132), (124), (134), (143), (234), (243);

5) (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

Estas clases se denotan respectiamente:

(
(
(
(
(

4°3°2°1%
4°3° 21 12
4°3° 22 1°
4° 31 20 11
41 30 20)

)
)
)
)

(o)l e) o) RN er o]

cuatro monociclos (
un biciclo, de dos monociclos  (
dos biciclos (0020
Un triciclo, 1 monociclo (
Un tetraciclo. (

En general una clase de .#;, se denota

(n"" (n—1)¥n-1...2"2 1¥1) o siplemente (VpVy_1,--- V1) = (V)

Es claro de aqui que

n
ky, =n
2k

Esta ecuacion es una particion de n en n enteros no negativos,

A cada clase conjugada de .#; le corresponde una particion de n en n

n=1+.---4+14+2+---+24---

enteros no negativos y reciprocamente.

Cada una de estas clases tiene un nimero de elementos dado por

n!

M) = A vk w)!
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5.2. Moldes de Young y las RIsde .#,

Puesto que el nimero de clases conjugadas y el nimero de RIs co-
incide para todo grupo finito entonces es natural que ahora asociemos a
cada particion de n en n enteros no negativos una Rl de .#,.

Llamaremos A; a estos enteros y por definicion cumplen con
n
AL <A< A Z)\izn
i=

Dada una particicion [A] = (A1,A2- - - Ay) definimos lo que llamaremos molde
de Young [A]| como el siguiente diagrama

(e]

A1 cuadrados, A, cuadrados ... A, cuadrados.

A cada molde de Young se le asocia una RI de ., cuya dimension se
calcula como sigue:

1) Se escribe en los cuadrados del molde los nimeros de 1 al n dis-
tribuidos en todas las formas posibles compatibles con las reglas que
siguen.

2) En cada renglon los niUmeros leidos de izquierda a derecha crecen.

3) En cada columna los numeros leidos de arriba hacia abajo no decre-
cen.

4) La dimension de la Rl esta definida como el nUmero de tablas difer-
entes que se puede construir de esta manera con el molde dado.

En general se llama tabla de Young a un molde de Young cuyos cuadra-
dos tienen nimeros escritos en ellos. Las tablas de Young que satisfacen
las reglas 2) y 3) anteriores se llaman tablas regulares de Young.
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Como ejemplo calculemos la dimension de la Rl de .%4 que tiene aso-
ciada el molde de Young (2110). Las posibles tablas de Young de acuerdo
a las reglas anteriores son

A WE
AN R
WN -

lo que muestra que esta RI de .7 tiene dimension 3.

Este grupo tiene 5 clases conjugadas y por lo tanto 5 RIs que cor-
responden a las cinco particiones posibles de 4: (4000), (3100), (2200),
(2110), (1111) a las que corresponde los moldes

XHXXX XXX XX XX X
X XX X X

X X

X

respectivamente y las dimensiones de estas Rl en el mismo orden son,
1,3,2,3,1.

Si cambiamos columnas por renglones en un molde de Young se ob-
tiene nuevamente un molde de Young, que llamaremos asociado. De aqui
se obtiene en forma natural que a cada RI [A] le podemos asociar otra Rl,
la Rl asociadaa [A]: [A].

Para el caso de .7 las asociaciones son como sigue, (4000 <— (1111
(3100 +— (2110. La RI (2200) es autoasociada.

Las RIs asociadas tienen la misma dimension. Los caracteres de Rls
asociadas coinciden en valor absoluto y el signo relativo es + 6 - segln si
la clase conjugada es par o impatr.

PROBLEMA 22.1: Calcule la dimension de todas las RIs de .#%.

PROBLEMA 22.2: Demostrar que el producto Kronecker de una RI de .7}, por
otra RI contiene en su descomposicion a la representacion antisimétrica
(agquella asociada al molde de Young que consta de una sola columna de
n cuadrados) una vez si y solo si las RIs son mutuamente asociadas, y
contiene a la representacion trivial (molde de una fila) una vez si y solo si
las representaciones son iguales.
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5.3. Proyectores de Young

Hasta ahora se ha visto como calcular la dimension de las Rls cor-
respondientes a cada molde de Young pero las RI mismas no han sido
definidas.

Para cumplir con este (ltimo lo que se hara es definir proyectores a los
vectores base de los espacios de las distintas RIs del grupo .#;.

En #8 ya se vid la manera de construir proyectores sobre los vec-
tores base una vez que la RI era conocida matricialmente, aqui , al reveés,
primero definiremos los proyectores a partir del grupo mismo (no de las
matrices que no se conocen) y por lo tanto queda fijada una base a priori.

Evidentemente si construimos una representacion en forma independi-
ente y para ella determinamos los proyectores (8.10) estos no tienen por
gué coincidir con los proyectores que definiremos aqui.

En la seccion anterior se definio un método para calcular la dimen-
sion de las RIs, contando el nimero de tablas de Young que podia con-
struirse que satisfacieran con cuatro reglas ahi enunciadas. Esto significa
entonces, que hay tantas tablas como vectores base necesita el espacio
de esa representacion. Aqui definiremos un proyector por cada tabla de
Young dada.

Sea la tabla que sigue una de las tablas definidas en #22,

1,111 1 Al
apapazay gy,
2.2 2 2
alaz... a‘ ...a.)\2

ail ail(
Esta tabla de Young esté& asociada al molde [A] = (A1A) con Y Ai=ny

A1 <Ay <---Ap. Los nimeros aiJ son los nenteros 1, 2, ---n sin que ninguno
se repita.

Definimos los operadores P; como la suma de todas las permutaciones
de los nimeros a,a},a} - aj\j , que aparecen en la fila j de la tabla. Habréa tan-

to de estos operadores como filas tenga la tabla que estamos consideran-
do. Con estos P; definimos al operador

P=1;P
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Definamos también los operadores Q; como la suma, con el signo de la
paridad de la permutacion, de todas las permutaciones de los nimeros
a1-1,a1-2,a1-3 --- que aparecen en la columnai de la tabla. Con estos operadores
se define el operador

Q=N Q
El operador proyector de Young se define como
dim[A]
Por ejemplo,
P%Z = e+ (12)

Qi, = e-(13 = Y3, =3(e+(12) (13— (123)
PrROBLEMA 23.1: Determine todos los proyectores asociados a las distintas
Rls de .74 (compruebe que para uno de ellos se cumple que Y?> =Y) y
demuestre ademas que la suma de todos ellos es exactamente el operador
identidad.

5.4. Producto externo entre RIs de distintos n

El producto externo entre RIs que aqui definiremos es un producto
entre representaciones de distintos grupos simétricos y no tiene ninguna
conexion con el producto Kronecker entre representaciones el cual esta definido
solo entre RIs del mismo grupo. El prdoducto externo entre una RI del
grupo %, y una RI del grupo . da como resultado una RR del grupo
Zn.

a continuacion se da una regla para calcular este producto dando in-
mediatamente la descomposicion de la RR de ., en suma de RIs.

- Regla para el calculo del producto externo [A]&[A].

a) Se escriba la letra .2.en |os cuadrados de la primera fila del molde [A’].
Se escribe la letra "b.e" los cuadrados de la segunda fila del molde
A’. Etc. En cada fila se escribe una letra diferente.

b) Los cuadrados de la primera fila de [A’] son agregados al molde [A]
de todos los modos posibles cuidando que
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i) los moldes obtenidostengan A; <Ay <---y
i) que nunca dos letras iguales queden en la misma columna.

¢) A los moldes obtenidos se les agrega la segunda fila siguiente las
c.efc.

Ejemplo Se agregan las .2.2| primer molde,
y ahora se agrega las "b.2 los molde obtenidos
De donde se deduce que

PROBLEMA 24.1: Calcule los siguentes productos externos entre RIs de .73
y S (21)D(22),(31) @(3), (111) (211).

Como ya se ha dicho, el grupo simétrico es parte del grupo de simetria
de un sistema de n particulas idénticas. Si tenemos un sistema de 4 particu-
las idénticas y otro de tres, entonces, los niveles de estos sistemas estaran
clasificados de acuerdo a las Rls de ., y .3 respectivamente.

Si ponemos estos dos sistemas a interactuar, entonces se tendra un
sistema de 7 particulas y los niveles del nuevo sistema tendran que ser
clasificados de acuerdo al grupo .#4. La manera de obtener las RIs del
sistema total que clasificaran a los nuevos niveles es precisamente ha-
ciendo el producto externo entre las RIs correspondientes a los sistemas
originales. Asi por ejemplo si el primer sistema estaba en el nivel corre-
spondiente a la RI (22) y el segundo en un nivel clasificado por la RI(21)
se deduce de (24.1) que por efecto de la interaccion este nivel del sistema
total se desdobla en 5 niveles correspondientea a 5 RIs de .#%.

PROBLEMA 24.2: Se tiene un sistema de 4 fermiones idénticos; el grupo
de simetria es .74 y el principio de Pauli exige que la funcion de onda de
un estado estacionario esté en el espacio de la Rl antisimétrica de .74.
a) Construya una tal funcion a partir de @ (x1x2X3xg) = t(1)u(2)v(3)w(4). b)
Verifique que la solucion puede escribirse como un determinante de 4 x 4.
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Capitulo 6

Grupos de Lie

6.1. Definiciones b asicas

En lo que sigue se describe una clase de grupos continuos provistos
de una estructura topologica. Esto quiere decir que existen los conceptos
de vecindad de un elemento del grupo, el concepto de conjunto abierto
o cerrado de elementos del grupo y también los conceptos de conjuntos
conexos y caminos continuos entre dos elmentos. Como se trata de gru-
pos también hay una ley de multiplicacion y se exige que ésta sea una
aplilcacion continua de G x G — G. Si todo esto ocurre se habla de grupos
topologicos.

De todos los grupos topologicos posibles nos interesaremos solamente
por aquellos cuyos elementos puedan ser caracterizados por parametros
realesy continuos a;,ay,- - -,a, de modo que la topologia del grupo sea fiel-
mente reproducida por la topologia del espacio topologico de los paramet-
ros. Esto es, elementos cercanos tienen parametros casi iguales. Un ejem-
plo importante es el grupo de rotaciones en tres dimensiones cuyos ele-
mentos pueden caracterizarse por 6,¢,a. Los angulos 6, ¢ definen el eje
de rotacion y a la magnitud de la rotacion. Se hablara en general de un
grupo topolégico de m parametros si no es posible parametrizar dos ele-
mentos del grupo con menos de n parametros y si se puede hacer con n
parametros. Fijando los valores de los parametros debera quedar definido
un Gnico elemento del grupo pero el reciproco no tiene por qué ser cierto;
puede ocurrir que fijado un elemento del grupo a éste pueda hacersele cor-
responder mas de un conjunto de valores de los parametros. Un elemento
tipico sera denotado g(ayazaz- - - an).
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El producto de dos elementos

g(a]_az e an)g(blbz e bﬂ) — g(ClCZ e Cn)

gueda totalmente definido dando la dependencia funcional de los ¢, en los
aylosh.

Un grupo de Lle es un grupo topoloégico parametrizable con un nimero
finito de parametros reales y tal que las funciones

Ch = @A(ay---an;by---bn)

gue definen completamente la ley de multiplicacion (25.1) del grupo son
funciones analiticas.

Aparte de los n parametros continuos hay veces que se hace necesario
el uso de un indice discreto para caracterizar completagmente los elemen-
tos de un grupo de Lie, en tal caso se dice que el grup es disconexo, en
caso contrario el grupo es conexo. Aqui hemos supuesto que los paramet-
ros varian en un rango continuo. El grupo de rotaciones propias SO(3) es
un ejemplo de grupo conexo y también lo e el grupo propio de Lorentz
Li = 30(3,1). Ejemplos de grupos disconexos son el grupo completo de
rotaciones O(3) y el grupo completo de Lorentz; estos dos grupos tienen
entre sus elementos la inversion y rotaciones impropias que pueden ser
distinguidas de las rotaciones propias por un indice discreto.

Se dice ademas que un grupo de Lie es compacto si el espacio topologi-
co de los parmetros es un espacio compacto, esto es, cerrado y acotado.
Por ejemplo, el grupo SO(2) de las rotaciones en un plano alrededor de un
punto fijo tiene un solo parametro 6 cuya variacion es 0 < 8 < 2. El valor
6 = 2t se identifica con el elemento identidad del grupo, 8 = 0 con lo uge
el espacio de los parametros de SO(2) es topoldgicamente equivalente a la
circunferencia (ya que los puntos .€xtremoscoinciden) y por lo tanto se trata
de un grupo compacto.

A continuacion definimos algunos grupos de Lie clasicos a través de
matrices de N x N. De esta manera concreta se define la estructura ab-
stracta de diversos grupos, esto es, la ley de multiplicacion. Ciertos grupos
los definiremos, por ejemplo, con matrices unitarias de N x N; ésto fija el
namero de parametros del grupo pero de ningln modo significa que las
matrices de otras RI del grupo tengan esta propiedad de unitariedad.

Matrices complejas

AjA=g ATIA=
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GL(N,C) UN-SY9
detA=1 S (N,C) BV (N-Ss) Nes parSp(N,C)
Matrices reales
ATgA=g ATIA=1
GL(N,R) ON-S9
SO(N-SS) Nes par Sp(N,R)
. N — S 0 1\N
Aqui g=( )S J_<_1 0)—

Ademas de los grupos Sp(N,R) y Sp(N,C) se define Sp(N,—S S) =U(N—

S S)ASp(N,C)

Grupos clasicos de Lie definidos a través de matrices unimodulares de

N x N:
Compacto | rango #de parametros
VU(N-SS) |paraS=0 [N-1 N°—1
An-1 | U(N,R) no N—1
SON-SS) |paraS=0 | (N-1)/2 | (N-1)N/2
B (Nimpar)
Sp(N—-SS) | paraS=0 | N/2 N(N+1)/2
Sp(N,R) no
Cn/2 | (en ambos
Nes par)
D/ | SOIN-SS) | paraS=0 | N/2 | (N—1)N/2
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6.2. Transformaciones infinitesimales

Sea x un vector arbitrario del espacio de dimension N de la repre-
sentacion natural de un grupo de Lie. Sea D(a;---ay) la matriz que rep-
resenta la accion del elemento g(a; - - - a,) sobre el espacio de los x.

X' =D(ay - an)X
gue por componentes escribimos como
X = fi(x’...XN;al...an)
gue a menudo denotaremos en la forma abreviada,

X =f(x;a)

En particular, sean (& - --a;) = a° los valores de los pardmetros que carac-
terizan el elemento neutro del grupo, e=g(a°). En tal caso se tiene que

x=1f(x;a%).

Consideremos ahora una transformacion que difiere infinitesimalmente de
la identidad, _ _ _ _

X'=x+dx = f'(x;a°+_d a).
Haciendo un desarrollo de Taylor de f' alrededor de a°,

= fli(x;a°) +dag (32 f'(x;a))

= X +dagu(x)
de donde se tiene que _ _

dx' = u'9(x)dag.
En las expresiones anteriores la suma sobre el indice o se ha dejado im-
plicita.
Ahora pasemos a definir los generadores infinitesimales de las trans-

formaciones de un grupo de Lie, que juegan un papel fundamental.

Sea F(x) una funcion arbitraria diferenciable de los x = (x!---xN) y
sometamos a los x a una transformacion infinitesimal del grupo en estu-
dio. Esta variacion induce una variacion infinitesimal de la funcion F,

dF(x) = & dx
= %u'“_(g)dag
= dag (U (x) &) F(X)
— idag=oF(x)

6.2. TRANSFORMACIONES INFINITESIMALES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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donde se ha definido

= —iu9(X)—
Xo %) oX
generador infinitesimal correspondiente al parametro ¢ del grupo.

En todas las expresiones anteriores se entiende una sumatoria sobre
los indices repetidos.

Como ilustracion consideremos el grupo SO(N) de las rociones propias
y que actuan naturalmente sobre un espacio real de dimension N. En par-
ticular analicemos el caso de una rotacion el en plano X"x® (Las rotaciones
pueden siempre caracterizarse por un plano, eje de rotacion existe solo en
los espacios de dimenion impar),

X" = Xcosf—xsin@ = f'(x;0)
Xs = Xsin@+x°cos® = f3(x;0).

Aqui estamos considerando un solo parametro, 6, asociado a las rotacione
en el plano x'x5. Facilmente podemos calcular las derivadas de f" y fS
para 6 = 0, lo ucla define los u que reemplazamos en la definicion de los
generadores para obtener

.0 0

Xrs = —i(X e W)

que reconocemos como (esencialmente) un operador de momento angular
en un espacio de dimension N.

6.3. Algebras de Lie

Un grupo de Lie de n parametros tiene n generadores infinitesimales xg.
Con estos generadores es posible definir un algebra gracias a la propiedad
de los generadores de que cualquier commutador de dos generadores de
un grupo de Lie es expresable como una combinacion lineal de los gener-
adores del mismo grupo,

[Xp: Xo] =iCp (suma sobre T),

Un caso muy conocido es el de los generadores del grupo de rotaciones,
SO(3), definidos por (26.6): L1 — x23,L3 = X12 etc., que satisfacen,

[Li,Lj] =i €ijk Lk
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Los coeficientes Cf, de un grupo de Lie con parametros reales son siempre
reales y se denominan constantes de estructura del grupo.

Estos coeficientes no dependen de la representacion del grupo que
consideremos, solo depende de la forma como parametricemos los ele-
mentos del grupo. En otras palabras, a un cambio de parametrizacion del
grupo le corresponde un cambio de los generadores del grupo y vice versa,
a un cambio de generadores corresponde una parametrizacion diferente.

Vamos a llamar algebra de Lie A asociada al grupo de Lie G al conjunto
de todas las combinaciones lineales de generadores de G con coeficientes
reales, provisto de la operacion "tomar el commutador”, y la operacion de
tomar combinaciones lineales. Asi un algebra tiene por un lado la estruc-
tura de un espacio lineal (vectorial) y por otro la aplicacion A x A sobre
A que da el commutador. Los generadores del grupo juegan el papel de
vectores base del espacio lineal.

De (27.1) es directo que
C[,U = —Cgp
y ademas, debido a la identidad de Jacobi,

C[,UC‘T’“ +Cf,u C‘T’p +C[,pC‘T’a =0.
Muchas de las propiedades de los grupos de Lie se reflejan en propiedades
del algebra y concretamente en propiedades de las constantes de estruc-
tura.

Por ejemplo, si un grupo es abeliano entonces necesariamente las cor-
respondientes constantes de estructura son todas nulas.

Si definimos ademas
Ouv =Guu=A CﬁaC\‘j’B,)\ se elige arbitrariamente

entonces se afirma (teorema) que un grupo de Lie es semisimple si y solo
si det g # 0. Si el grupo de Lie es ademas compacto entonces siempre se
puede encontrar una base del algebra (una parametrizacion) tal que gy
sea proporcional a un dy, (delta del Kronecker).

Sucede que distintos grupos de Lie suelen tener asociada la misma
algebra de Lie. Lie. Estos grupos se dice que son localmente isomorfos.
Este es el caso, por ejemplo, de SJ(2) con SO(3) y también el caso de
S0(3,1) con SL(2,C).

6.3. ALGEBRAS DE LIE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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PROBLEMA 27.1: Demostrar que los
C)\uv = g)\pcﬁv

son objetos totalmente antisimétricos.

PROBLEMA 27.2: Calcular los gy, correspondientes al algebra SO(3) dada
por las relaciones de commutacion (27.2).

PROBLEMA 27.3: Definamos gtV = (g~1)uv o bien Jur gV = d; y definamos
el operador de Casimir C = gHV X, X,

Demostrar que este operador conmuta con todos los elementos del
grupo.
PROBLEMA 27.4: considere al grupo de transformaciones unitarias unimod-
ulares que actGan sobre un espacio bidimensional complejo de vectores

Z;
Z;
parametrizado como sigue

27 = €@N2cosbz —el@V/25inE 7
z = €@ N2sinEz yelil@/2cost 2

a) Compruebe que se trata de un grupo b) Encuentre los generadores
Xa Y Xp, defina ademas x3 = —i[Xa, Xp] Y encuentre las relaciones de con-
mutacion entre estos tres generadores.

PROBLEMA 27.5: a) Expresar la matriz que multiplica al vector

Z;

Z;
del problema anterior como combinacion de las matrices de Pauli. b) Luego
expresarla como un producto de tres exponenciales de la forma exp. (iags)

exp. (ibaz) exp (icos) ¢) Finalmente escribir esta matriz en forma de una
sola exponencial exp(i/2a;gj).

PROBLEMA 27.6: Definimos el algebra del grupo SO(n,m) a través de las
relaciones de conmutacion.

[XaB, Xcp] = i(9acXeD — 9aDXBC — UBCXAC)
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+1A = 1,2,---,n

“1A n+1---,m+n — XAB = XBA

con Ang = 0SiA# B, gaa = {

a) Verifiqgue que para SO(3,0) se obtiene el algebra (27.2)

b) Considere el algebra SO(4,0 = SO(4). Definiendo

Li =€ijk Xjk(i, j,k=1,2,3 sin suma) y ademas M; = xis encontrar las
relaciones de conmutacion entre los operadores

Li + M; L — M
I = |‘; I,Ki: |2 i

Debido a que los | conmutan con los K mientras entre ellos satisfacen el
algebra (27.2) entonces se dice que SO(4) = SO(3) x SO(3).

6.4. Conexiony grupo cobertor universal

Para introducir el concepto de grupo de Lie multiplemente conexo con-
sideremos por un momento el grupo SO(3). Asociemos a cada rotacion
Re@(a) un punto en el interior de una esfera de radio 7 de la manera que
sigue. Dibujemos el radio de la esfera definido en la direccion 8¢ (angulos
polares, 0 < 6 < 11,0 < @ < 2m) y seleccionamos en este radio el punto que
esta a distancia a del centro, —m< a < +7m. De esta manera a cada punt
de la esfera solida le corresponde una (nica rotacion y a cada rotacion le
corresponde al menos un punto de la esfera. Puesto que una rotacion en
1t alrededor de un eje arbitrario y otra en — T alrededor del mismo eje pro-
ducen el mismo efecto entonces las identificamos. A ellas les corresponde
puntos sobre el manto de la esfera que estan diametralmente opuestos y
también los identificamos. De este modo queda definido el espacio de los
parametros de SO(3) el cual es compacto y por lo dicho anteriormente las
curvas que siguen son cerradas,

La sucesion de diagramas que sigue, muestra que las curvas del tipo
c3 pueden ser deformadas continuamente al tipoci(”c3) es equivalente a
(c”).
PROBLEMA 28.1: Demostrar en forma analoga que la curva cerrada c4 de
la figura puede ser deformada continuamente a una del tipo c,. Pero c; y
Cp son curvas cerradas no equivalentes.
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El espacio de parametros de SO(3) tiene dos tipos de curvas cerradas
no equivalentes, por esto se dice que SO(3) es doblemente conexo.

Hay grupos de Lie con cualquier grado de conexion, incluso los hay
infinitamente conexos. Los grupos de Lie para los cuales todas las vurvas
cerradas son topolégicamente cerradas se llaman simplemente conexos.

Cada algebra de Lie A tiene asociada una familia de grupos de Lie
Ga todos los cuales tienen asociada A como su algebra. En estas familias
siempre existe un (nico grupo (salvo isomorfismos) G que es simplemente
conexo. Este grupo se denomina el grupo el grupo cobertor universal de
cada uno de los grupos de la familia. El grupo cobertor de SO(3) es U (2).
En esta seccion se supne que los grupos que estamos considerando son
conexos.

Los elementos de un grupo simplemente conexo siempre pueden ser
escritos en la forma de una exponencial cuyo exponente es una combi-
nacion lineal de los generadores infinitesimales,

=g (a1~ an) = exp(iay X )-

Aqui se ha supuesto que los valores de los parametros que caracterizan
a la identida del grupo son todos nulos, & = 0 para todo i. Esto ya se ha
visto ilustrado en la parte c del problema 27.5. La forma (28.1) también
puede usarse con grupos gue noson simplemente conexos peropara evitar
ambiguedades grupo (ver #29). Es evidente de (28.1) que los grupos asi
representados son conexos, puesto que al hacer tender los distintos g a
cero se llega continuamente al elemento neutro del grupo. Para grupos no
conexos si partimos de un elemento que esta en una parte del grupo dis-
conexade la identida entonces por definicion no existe un camino continuo
desde este elemento del grupo hasta el elemento neutro.

6.5. Representaciones de grupos de Lie

Las representaciones de grupos de Lie tienen todas las propiedades en
#5 mas dos propiedades adicionales que debe exigirse,

i) Los operadores Ogy deben ser operadores acotados

< |Og|yp >< oo paratodo Y € L
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i) Los elementos de matriz < ()|Oq4|¢ > deben ser funciones continuas
de los parametros del grupo.

La primera exigencia es automatica cuando tratamos representaciones
de dimension finita.

Dada una representacion de un grupo G de Lie queda automaticamente
inducida una representacion del algebra con matrices de la misma dimen-
sion.

Si D(G) es una representacion unitaria, o sea,

Og =0y’
esto implica que la representacion inducida del algebra D(A), es una rep-
resentacion hermética,
X" =x
Esto es implicado trivialmente en el caso en que podamos escribir (28.1).

Puesto que las represenaciones de grupos de Lie deben ser matrices
cuyos elementos son funciones continuas de los parametros del grupo,
a veces es inevitable que se tenga representaciones multivaluadas. Esto
ocurre si y solo si el espacio de los parametros es multiplemente conexo,
con multiplicidad mayor o igual a 2. Se demuestra que las representaciones
de un grupo de Lie son a lo mas k valuadas si el grupo tiene una muti-
conexion de grado k.

El grupo de rotaciones es biconexo y por lo tanto tiene representaciones
a lo més bivaluadas. El grupo cobertor SJ(2), que por definicion es simple-
mente conexo, tiene solamente representaciones univaluadas.

Propiedades de las representaciones de grupos de Lie.

- Toda RR de un grupo de Lie compacto es equivalente a una RR uni-
taria y por lo tanto es descomponible.

- Toda RI de un grupo de Lie compacto es de dimension finita.

- Como se vib en #27 si un grupo de Lie es semisimple entonces det.
g # 0 por lo que existe g~' y el operador de Casimir (27.8) conmuta con
todos los elementos del algebra (y por lo tanto de grupo) y por el teorema
de Schur se tendra que en cada RI

C=cl

donde c es un niUmero que parcialmente caracteriza a la Rl en cuestion.

6.5. REPRESENTACIONES DE GRUPOS DE LIE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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- Puesto que par alos grupos compactos g puede escribirse propor-
cional a un delta de Kronecker, entonces en esa base del algebra el oper-
ador de Csimir es

C:BZXiZ

Un ejemplo tipico es el del grupo de rotaciones para el cual C es esencial-
mente J? que en cada RI toma el valor numérico j(j+1) con j entero o
semientero. En el caso de SO(3) basta j para caracterizar totalmente las
RIs de este grupo.

- El nlimero maximo de operadores linealmente independientes del
algebra que conmutan entre si se llama rango del algebra y se denota
por r. Las RIs de los grupos compactos se pueden clasificar naturalmente
dando el valor de r nimeros caracteristicos. En #25 se di6 el rango de
algunos grupos de Lie clasicos.

PrRoBLEMA 29.1: Discutir la reducibilidad de la R bidimensional de los reales
. 1 x
X 01

6.6. Representaciones tensoriales de algunos gru-
pos de Lie

Ya hemos visto en las Secs. 16-19 la manera de construir representa-
ciones producto, la reduccion de éstas y la obtencion de las funciones base
a partir de productos de funciones base de las representaciones originales.
Consideramos ahora un grupo G de transformaciones lineales sobre un es-
pacio de dimension N, esto es, alguno de los grupos tabulados al final de
# 25.

Tomemos como ejemplo el caso de GL(N,C). Sea A una de las matrices
de N x N que actla sobre el espacio Ly de los vectores (complejos) x.

X=Ax 0 X =Alx

Consideremos ahora las N2 cnantidades X'y que pueden construirse multi-
plicando las componentes de dos vectores x e y de Ly. al efectuar la trans-
formacion lineal representada por la matriz A estas cantidades transforman
de acuerdo a,

Xyl — AKAILkyL

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



96 Patl’iCiO COI’derO S version de 2007

De modo que estas N2 cantidades transforman de acuerdo al producto
Kronecker definido en (16.1) de la transformacion A por si misma, A x A.

Un conjunto de N2 cantidades F'i que transforman de acuerdo a
Fij :AikAlekl

forman un tensor F. de rango dos, con respecto al grupo G considerado.
Esto se generaliza para definir tensores un rango p arbitrario que transfor-
man como sigue,

F"l---ip:AiljliAij---Aipjijljz---jp

De esta manera hemos generado, a partir de una representacion de dimen-
sion N del grupo G, una representacion de dimension NP del mismo grupo
G. Si Ny p son diferentes de la unidad la representacion asi obtenida es
siempre reductible. EI problema que ahora veremos es el de aprender a
reducir estas representaciones a RIs.

Veremos ahora que los tensores con simetria bien definida forman un
espacio invariante a la accion del grupo. A cada molde de Young [A] =
(Ageeeee A2 con § Aj = p le corresponden tensores de rango p con ese tipo
particular de simetria, definida por el correspondiente proyector de Young
(defindo en #23). Para que esto se entienda bien definimos la accion de
una permutacion sobre un tensor del siguiente modo: la trasposicion (12)
intercambia el primero y segundo indice sin importar que valores tienen
estos, asi (12)F13524= F31524mjientras que la accion de (35) sobre el mismo
tensor da F134%% Esto es, las permutaciones act(ian sobre el lugar que
ocupan los distintos indices.

Los proyectore de Young para p=2son Y= 3 {e+(12)} yYy= 3{e— (129
que al actuar sobre un tensor F'l nos define los tensores

gi= %(F” +EI oy 7= %(Fii —

La simetria de estos tensores es preservada trivialmente. Por ejemplo,
T = AKAILTK mientras que T'I" = AITAKT

de donde vemos que ambos casos las componentes de A que aparecen
son las mismas y sabemos que T*! = —T¥ por lo que T = —T'X g.e.d.

Esto implica que al menos para tensores de segundo rango los ten-
sores simétricos transforman en tensores simétricos y lo mismo hacen los
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antisimétricos entres si. Dicho en otras palabars, los tensores simétricos
forman un espacio invariante a la accion del grupo considerado y los ten-
sores antisimétricos forman un espacio invariante: son espacios de repre-
sentacion del grupo.

ProBLEMA 30.1: Demostrar que los tensores de rango p de simetria bien
definida forman un espacio invariante bajo el grupo considerado.

Para los grupos lineales generales GL(N,R6C) los elementos de matriz
Al no estan sujetos a ninguna restriccion por lo que el Gnico método de
reduccion del espacio de los tensores de rango p es el de simetrizacion.

Por ésto, los tensores de rango p de simetria bien definida forman una
base de RI para los grupos lineales generales.

Los indices de los tnsores que estamos discutiendo varian de 1 a N.
Si el molde de Young contiene mas de N filas entonces por lo menos uno
de los indices tendra que estar repetido en la primera columna lo cual
hace que dicho tensor sea nulo. Asi pues, todos los tensores con este
tipo de simetria seran trivialmente nulos, por lo que las simetrias que efec-
tivamente sirven par aclasificar los tensores irreudcibles con respecto a
GL(N,ROC) se restringen a aquellas cuyos moldes de Young asociados
tienen a lo méas N filas,

[A] = (A1 An) con%)\i:p

En resumen, para cada particion de p en N enteros no negativos A;, (A1 <
--- < AN) tenemos una RI del grupo general lineal que sera denotada sim-
plemente [A]. Cada particion diferente da origen a una RI esencialmente
distinta, esto es, todas estas Rl son no equivalentes. La dimension de es-
tas Rls se calcula a través de la formula:

(AL+NT—1)  (A2+N1-2) ... A}
N
(AL+N—=DN"1 (A4 N—-2)N-1 ANt
dim = (N—1) (N—2) S|
Al
(N—1)2 (N—2)2 1
(N—DN-t  (N—2)N-1 1

y corresponde al nUmero de tablas regulares que puede hacerse a par-
tir del molde [A] con los indices 1,2,--- N con repeticiones (salvo en la mis-
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ma columna).

Por ejemplo si N =2y [A] = (21) entonces las Unicas tablas regulares
gue podemaos construir con los indices 1y 2 son

11 y 12
2 2

; la formula (30.7) tambén nos da el valor 2.

El producto Kronecker de dos representaciones tensoriales irreductibles
cuyos moldes de Young son [A] y [A’] se calcula haciendo el producto ex-
terno de los moldes de Young (visto en #24). Debe tomarse en cuenta que
algunos de los moldes que resulten del producto pueden dar origen a ten-
sores identicamente nulos como se discutira mas adelante.

6.7. RIs tensoriales de los grupos  uU(N),SL(N,R),SL(N,C)

En la seccion anterior vimos las RIs de los grupos generales lineales
real y complejo. Al restringirnos a los subgrupos enumerados en el titulo
de esta seccion sucede que los espacios que eran irreductibles bajo los
grupos generales continuan siéndolo bajo estos subgrupos, de modo que
podemos continuar hablando de las representaciones [A] de estos grupos.
Sucede sin embargo que esta vez algunas de las representaciones son
equivalentes. Para los grupos que estamos considerando las representa-
ciones que corresponden a los moldes

(A1,A2,---AN) y (A1 —AN,A2— AN ANC1— AN)

son equivalentes. Por lo tanto para estos grupos solo se necesita N —1
enteros no negativos para caracterizar las Rls no equivalentes. Las dimen-
siones de estas RIs siempre se calcula con (30.7) teniendo cuidado que el
namero de enteros A; que debe usarse en el uso de ésta formula es N.

También es (til saber que a pesar de no ser equivalentes las Rls car-
acteriadas por los moldes

Al = (A1, AN) Y (A1 — AN, AL — AN—1,A1 — An—2, - - A1 — A2) = [A]

tienen la misma dimension y se llaman representaciones conjugadas.
Ellas corresponden a los moldes
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Segln Hamermesh estas representaciones son equivalentes para los
grupos unimodulares en consideracion (entonces U(N) queda excluido);
esto sin embargo es falso.

ProBLEMA 31.1: Calcular las dimensiones de las representaciones

XXX XXy XXXX
X XX

de U (3) y de las respectivas representaciones conjugadas.

ProBLEMA 31.2: Un modelo para clasificar particulas elementales supone
que estas son el resultado del acoplamiento de tres "quarks.® bien de un
"quarkcon un .2ntiquark”, que llamaremos q y q respectivamente y son es-
tados clasificados segun el grupo de simetria SJ(3). Los estados g corre-
sponden ala Rl A = (100) y los estados q corresponden a la Rl A = (110).
Obtenga las representaciones que clasifican a las particulas elementales
que resultan de los acoplamientos (qqq) y (qq). Dé todas las dimensiones
de las Ris.

PrROBLEMA 31.3: Como se ha visto las RIs de U (N) son clasificadas con
N — 1 enteros, en particular, las RIs de SJ(2) pueden ser clasificadas con
un solo entero A. Calcule la serie de Clebach-Gordan del producto Kro-
necker de dos RIs arbitraria de U (2),D*1) y D), Reescriba el resultado
usando, en vez de los A; como indices, los ji = A;/2. Evidentemente los
nuevos indices j pueden tomar valores enteros y semienteros. Determine
la dimencion de una representacion arbitraria D) que ahora denotamos
D),

6.8. RIstensoriales de O(N)y SO(N)

Al restringrirnos a los grupos ortogonales la situacion se complica de-
bido a que transformaicones ortogonales dejan invariante las trazas. En
efecto, si A es una transformacion ortogonal se cumple que

Aiink: 5Jk
y si ahora en (30.6) hacemos i; =i, =i y sumamos sobre i entonces se
tiene que
F/iii3i4...ip = AiJ"AiJ'2Ai31'3...Aipijjlijg...jp
= 5]1]2Ai313...Aipjijljzja...jp
— Ai3j3...Aipijjjj3“‘jp
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de donde se ve que si tomamos la traza en el tensor F’ también hay que
tomar la traza en el tensor F y la transformacion entre ambos tensores no
afecta a los indices con respecto a los cuales se toma la traza. Si llamamos
F’(12) al lado izquierdo de (32.2) y F(12) al tensor F del lado derecho
notamos que ellos transforman como tensores de rango p— 2; el indice
(12) indica que es la traza con respecto a la contraccion de los indices
primero y segundo.

Esta contraccion se podria haber hecho con cualquier pareja de los p
indices originales, en total existen p(p—1)/2 parejas de indices con re-
specto a las cuales se podria tomar la traza.

Es evidente que si seleccionamos del espacio de tensores de rango p
aquellos que tienen todas sus posibles trazas nulas estos tensores trans-
forman entre ellos y por lo tanto forman un espacio invariante con respecto
a las transformaciones ortogonales de O(N).

Si consideramos un espacio tensorial en que los tensores tienen to-
das sus trazas nulas excepto una (digamos la (12)) entonces este espacio
puede reducirse por medio del siguiente procedimiento.

Sea G un tensor de rango p y cuya traza (12) no es nula, entonces lo
descomponemos en
Gi1i2i3_”ip — [Glllzlglp_ % ,Gi3“‘ip 5i1i2]+
+ Gl
= Ghly--ip+¢@12---ip
y es claro que el tensor G, tiene traza (12) nula. Por lo tanto, si sometemos
al tensor G a una transformacion ortogonal y obtenemos un tensor G/, este

tendra una descomposicion en un G y un ¢’ y necesariamente G, es el
transformado de G, por lo que la descomposicion (32.3) es invariante.

Para encontrar los espacios de representacion irreductible debemos
tomar tensores que ademas de tener todas sus trazas nulas deben ten-
er una simetria bien definida (a través de un molde de Young).

TEOREMA: Los tensores con todas sus trazas nulas y que son tensores de
simetria dada por un molde de Young tal que la suma de las alturas de las
dos primeras columnas es mayor que N son identicamente cero. (No se
vera demostracion)

llustracion: Sea un tensor de rango tres F de simetria definida por el
molde xx cuyos indices toman los valores 1y 2(N = 2). Las Unicas tablas
regulares que podemos hacer en este caso son 11, y 12. Si enumeramos
los indices en el orden 12; entonces la traza (13) es automaticamente nula,
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la traza (12) exigimos que sea nula: F}! = 0; también exigimos que la traza
(23) sea nula: F}? = 0. Esto muestra que el tensor es efectivamente nulo.

Para los efectos de clasificar las Rls de los grupos ortogonales carac-
tericemos los moldes de Young no por la longitud de sus filas como siem-
pre se ha hecho, sino por la longitud de sus columnas, {a,b,---}. El teo-
rema enunciado mas arriba dice que los Unicos tensores no nulos tienen
a+b<N.

Llamemos tensores tipo T a aquellos para los que a < N/2y tensores
tipo T’ al resto. Ademas a cada tensor tipo T le podemos asociar un ten-
sor tipo T’ asociado al molde {a,b,c---} el molde {N —a,b,c,---}. Las rep-
resentaciones respectivas son asociadas. El interés de ellas es que al
restringirnos al grupo SO(N) las representaciones asociadas son equiva-
lentes.

De esto ultimo se desprende que bastan v enteros, donde

N — 2v siNes par
| 2v+1 siNesimpar,

para caracterizar las RIs de SO(N). Por ejemplo las Rls de SO(3) necesitan
de solo un entero para quedar totalmente caracterizadas, esto es, moldes
de una sola fila: [A] = (¢). Cuél es la dimension de estas Rls de SO(3)? La
correspondiente RI de GL(3) tiene dimension (¢4 1)(£+2)/2 segun se de-
duce de (30.7). Puesto que los tensores son de rango ¢ debemos imponer
¢(¢—1)/2 condiciones de trazas nulas, por lo que el nUmero de compo-
nentes independientes (= dimension) es

dim(¢) = (L+1)(0+2)/2—L(¢—1)/2
= 2+1

Resultado bastante conocido para el grupo de rotaciones en tres dimen-
siones.

El hecho que los tensores T y T’ sean equivalentes en el caso de SO(N)
también puede ilustrarse con SO(3) si tomamos como tensor T los propios
vectores, esto es, los tensores F; los tensores asociados T’ son entonces
los F que son tensores de rangos 2 antisimétricos, los que usualmente
se usan en fisica para definir "seudovectores”, por ejemplo en electromag-
netismo se define H! = F23 H? = F31 H3 = F12, Sabido DIM para RI de

SO(N):
_{Z ;
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es que bajo rotaciones propias los vectores y seudovectores se comportan
en forma exactamente igual o sea son equivalentes a la accion de SO(3).
Solo con rotaciones impropias (conteniendo reflexiones) se pueden distin-
guir y estas Ultimas operaciones pertenecen a (O(3) pero no a SO(3).

PROBLEMA 32.1: Calcular las dimensiones de las dimensiones de las sigu-
ientes Rl de SO(6): (100), (200), (210), (300), (111). Qué RIs de SO(6) son
equivalentes a estas?.

El grupo U (3) tiene como subgrupo SO(3). Esto se ve faciimente de la
representacion natural con matrices de 3 x 3. Si del conjunto de matrices
unitarias que definen SJ(3) nos restringimos al conjunto de las matrices
reales entonces tenemos el grupo SO(3). Entonces restringimos las Rls de
U (3) a SO(3) estas en general seran RR. La RI (100) de SJ(3) es tridimen-
sional y su espacio es el de los tensores de un solo indice; no hay traza que
se pueda extraer y por lo tanto continua siendo una RI de SO(3) correspon-
diente a ¢ = 1. La RI (110) de U (3) es la Rl en el espacio de tensores de
segundo rango antisimétricos y por lo tanto de traza nula. También es una
RI tridimensional y permanece irreductible correspondiendo nuevamente a
¢ =1. Lo anterior se resume escribiendo,

el producto Kronecker de la representacion D° de SJ(3) por si misma
se calcula de la forma indicada al final de #30 y se obtiene

D° x D° =D +D (J(3))
gue en el grupo de rotaciones en tres dimensiones corresponde a
DY« p@ =pO® L p® 4 p@

Comparando los miembros derechos de estas dos ecuaciones y debido a
(32.4) se ve que

D**(3U(3)) |sory = D% (80(3)) + D?(0(3))

PROBLEMA 32.2: Continuando con el método del parrafo anterior deducir
la descomposicion de las siguientes Rl de U (3) en Rl de SO(3) : (111),
(210), (300), (310), (211), (410).
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6.9. El grupo de rotaciones propias  SO(3)

Describiremos las rotaciones por medio de los angulos de Euler.
Sea R(aBy) una rotacion arbitraria que lleva los ejes coordenados XYZ

a coincidir con los ejes X'Y'Z'. Esta rotacion puede descomponerse como
sigue (ver figura).
a) Rotacion en torno al eje OZ de magnitud y: OY — OL

b) Rotacion en torno a OL de magnitud 3 : OZ — OZ’

¢) Rotacion en torno a OZ'de magnitud a.

El efecto de estas rotaciones sucesivas se resume en el cuadro que
sigue

oz — oM — oM — ox’

oy — OL 0<B<nN— oL — oY’

Oz -N<<Ln o0z — oz nN<al— 07
Por lo tanto

R(aBy) = Roz/(a)RoL(B)Roz(Y)

pero
RoL (B) = Roz(Y)Rov (B)Roz(Y),
ademas
Rov (B) = R(OBO)
y también

Roz/ (@) = RoL(B)Roz(a)Rqi(B)

con lo cual se obtiene que

R(aBy) = Roz(Y)Rov(B)Roz(a)
— R(00y),R(0BO) - R(a00)

Asi se ha logrado descomponer una rotacion arbitraria en el producto de
tres rotaciones en torno a ejes fijos y no variables como era en (33.1).
Llamaremos J;,J2,J3 a los generadores infinitesimales de rotaciones en
torno a los ejes X, Y, Z respectivamente. Ellos satisfacen las leyes de con-
mutacion (27.2), con lo cual el algebra del grupo SO(3) queda totalmente
definida. Estos generadores sirven para expresar las rotaciones en forma
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exponencial (visto en (28.1)). Por ejemplo, una rotacion en torno al eje zse
puede escribir

Or(a00) = Or(ooa) = exp' %)

Usaremos la notacion standard de mecanica cuantica |jm > para des-
ignar los vectores base de la RI D) en la cual los operadores J; y

P=01+1%+3%

son diagonales con valores propios

FZlim>=j(j+1)|jm>

Jljm>=m|jm> .

Los valores que pueden tomar j y m son bien conocidos y una de
las maneras de obtener estos valores es como sigue. Definimos los op-
eradores

J=h+id
que satisfacen
(J3,ds) = +Js,
[J:,Jd-]=2

Puesto que SO(3) es compacto sus RI seran de dimension finita y pode-
mos escogerlas unitarias. Esto implica que los J; son hermiticos

J'=3 luego Jf=1J.

La hermiticidad de los J; nos asegura que los valores propios de J? solo
pueden ser nimeros reales no negativos. Podemaos, por lo tanto, asegurar
gue basta con considerar j < 0en (33.4).
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Consideraremos la noram de J: |jm >, la cual por definicion de norma,
debe ser positiva definida:
0<||d—|jm>|| < JMI;H_|jm>=< jm[JZ+ 2 — [} Jp]|jm >
< JmIZ =4 Jgjm>= (j(j+1) —mP+m) < jm[jm>

por lo tanto

j(j+1) <m(m-1)

(j+1/2*<(m-1/2? =-j<m<j+1

Al considerar la norma de J. |jm> se obtiene en forma similar que —j —
1<m<m< j. Los dos resultados juntos implican que

—j<m<j

Ademas es facil demostrar a partir de las reglas de conmutacion (33.6)
que

JJi|jm>= (m=+1)Jds|jm>

de donde se deducen las siguientes proporcionalidades,

Ji|[jm>a|jm+]| >

J_|jm>a|jm—-1>

Puesto que el indice m puede salirse de las cotas (33.8) vemos que
necesariamente debe cumplirse que

3 ji>=3(i—i)=0
Con estos resultados concluimos que el espectrode Jsesm=—j,—j+

1,—j+2---,j—1,j. A partir de un —jm¢la accion del algebra permite
generar solamentelos 2j + 1 vectores

J=i>l1=j+1>]},]>
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y ninguno otro que sea linealmente independiente de estos. Esto sig-
nifica que los (2j + 1) vectores (33.12) engendran un espacio L) que es
invariante a la accion del algebra y por lo tanto del grupo SO(3). Puesto
que 2j + 1 debe ser entero, los valores permitidos de j son

12071/27173/2727

Es posible demostrar que las representaciones D{}) sobre los espacios
L) son RIs de SO(3). Las RIs con j entero corresponden a todas las Rls
univaluadas del grupo y aquellas con j semi-entero son todas las Rls bi-
valudadas de SO(3). El grupo de rotaciones no tiene méas RIs que éstas.

Las representaciones bivaluadas de SO(3) se encuentran estudando
las RIs del grupo cobertor J (2), lo que haremos mas adelante. Como ya
se ha visto las RIs de SU(N) se pueden caracterizar con N — 1 enteros A; ;
en nuestro caso basta con un entero A y la dimension de esta Rles A +1
gue debe serigual a 2j + 1 de donde A = 2j lo que confirma (33.13).

Mencionamos también que los elementos de matriz del operador Og(qpy)
son, segun (33.2), (33.3) y (33.5)

< jm|Ogeapy im>= e MVd) (B)eim
y asi vemos que el problema principal es encontrar los elementos de

matriz

dr(TPm(ﬁ ) de Or(0p0)-

6.10. El grupo cobertor de SO(3),J(2)

El grupo QU (2) es el grupo de matrices unitarias unimodulares. Asocia-
remos a cada rotacion R(aBy) el par de matrices 2 x 2

expli(a +y)/2cosB/2)  —expl—i(a —y)/2sin(B/2)
RaBy) i( expli(a—y)/2sin(B/2)  expl—i(a +y)/2 cos3/2) )

que son explicitamente unitarias y unimodulares. Por lo tanto preservan

Uz

la norma de los vectores complejos . Las matrices +Ay —A corre-

sponden a distintos elementos de SJ(2) pero al mismo elemento de SO(3).
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Existe entonces una relacion 2 a 1 entre estos dos grupos, como quedo es-
pecificado en (34.1). Las matrices de 2 x 2 de (34.1) pueden escribirse en

la forma
a b
A= ( —bx  ax >

con la restriccion detA = 1jaj> + |b]2. O sea, son cuatro parametros
reales con una condicion dada por (34.2b), lo cual define a SJ(2) como
un grupo de tres parametros reales. Si escribimos

a=a+ia y b=b;+iby

entonces la condicion deA=1 se reduce a

a5+b?+ai+bi=1 = lai,|bi| <1

lo que define la "superficie’de una esfera unitaria en un espacio de
dimension cuatro. Claramente un espacio de parametro asi definido es una
variedad simplemente conexa lo que implica que J(2) tiene solamente
representaciones univaluadas.

6.11. Las Rlde U(2)y las RI bivaluadas de SO(3)

El método que se utiliza en esta seccion es caracteristico para estudiar
las RIs de grupos de Lie.

Sean u; Yy Uy dos variables complejas que son las componentes de los
vectores complejos que transforman de acuerdo a las transformaciones A
definidas en (34.2).

Uy = auy + bup
con |a?+b2=1

U, = —b*uy +ax*u;

Puesto que A es una matriz unitaria la norma |uz |2+ |u|? es preservada.
Consideremos las funciones
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() u Mg
fm = - -
(G+m)-(j—m
conm=—j,—j+1.-- jyjtomalosvalores j=0,1/2,1,3/2,2,--- Puesto

gue la transformacion (35.1) es lineal y homogénea entonces transforma

los f,ﬁq’) en una combinacion lineal de estas funciones todas con el mismo

j inicial pero distintos valores de m. Esto significa que las funciones fr%j)
generan un espacio invariante bajo SJ(2) y por lo tanto son base para una

representacion de grupo. Estos espacios son de dimension (2j + 1).

Para j=1/2 setiene fl%z) =u Yy fl(/léz) = U que son base para la
representacion natural de J (2) analizada en la seccion anterior.
Para j=1obtenemos
u? us
f(l):_l’f(l):u u ’f(l):_Z
1 Nz 0 142, 11 Nz

funciones a las que llamaremos %, Y, % respectivamente. A partir de
(35.1) se deduce que

t' = a’t+2abv+b’w
V. = -—abxt+ (aax—bbx)v+axbw
W = bx?t—2axbxv+axiw

Si ahora definimos

entonces obtenemos

(a2 —b#? —? 4+ ax?)x/2 +i(a? — b*? +0b?)y/2+ (ab+ax bx)z
—i(a®4b*? —b? — ax?)x/2+ (& + bx? +b? + ax?)y/2 —i(ab— axbx)z
= —(axb+abx)x+i(axb—abx)y+ (aax —bbx)z

N X
|

transformacion que corresponde a una rotacion propia general en tres
dimensiones. Notese que todos los coeficientes son reales, y ademas es
facil verificar que x?+y? + 22 = X2 +y? 4 Z2. También se deja como ejercicio
demostrar que el determinante de la transformacion es uno. Es claro que
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(35.6) no cambia si en vez de ay b ponemos —ay —b con lo cual hemos
obtenido una aplicacion 2 a 1 desde SJ(2) a SO(3) : a dos elementos de
U (2) que difieren solo en el signo se le asocia un Unico elemento de SO(3)
en la forma que sigue,

a b
i(—b* a>x<><_>

(@ —b#? —b? 4 ax?)/2 i(@®—bx?4b?—ax?)/2 (ab+axbx)
—i(a®+ b2 —b?—ax?)/2 (a®+b*?+b?+ax?)/2 —i(ab—axbx)
—(axb+abx) i(axb—abx) (aa* —bbx)

Si escribimos

a=cogB/2)e /2 b =sin(B/2)d¥~)/2

entonces se obtiene de (35.7) la matriz de 3 x 3 correspondiente a la
rotacion R(aBy) en que a By son los correspondientes angulos de Euler.

Llamaremos D'/)(a, b) a las matrices de la representacion D) de SU (2)
en la base (35.2). Las matrices que hemos llamado A corresponden a las
D(/2)(a,b), denotaremos por 0(a,b) al operador lineal correspondiente que
produce la transformacion inducida por (35.1) en cualquiera de los espa-
cios (j),

(aug + bup) I TM(—bxuy +axup)i—m

Vi +mt(—m

Usando el teorema de binomio y la definicion de los f,ﬁq’) es posible
escribir el segundo miembro como una combinacion lineal de ellos,

D(a,b) D=

Z f mmab

donde

% — ) (j—m)Y2 j—rm — —m
Doim(@b) = Zk. +rr3(1k (J)—(rjw—k))!((rjrr—rr?J]rk)!aJ (@) ()
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La sumatoria es en principio hasta k = c« pero en realidad se corta au-
tomaticamente pasado un cierto valor de k que hace aparecer en el de-
nominador el factorial de un nimero negativo.

De la definicion (35.2) es posible demostrar que

i. |f(l)|2_ 1 {|U |2—|—|U |2}
v m (2])! 1 2

lo cual implica que esta suma es invariante ya que
Jua? + up| = Uy + .

Esto Gltimo es una manifestacion del teorema de Unsold generalizado (ver
#15) siempre que estemos seguros que las representaciones DU) de U (2)
que hemos obtenido son RIs. Demostraremos que efectivamente las D)
son RIs. Consideremos una matriz A que conmuta con todas las matrices
DU (a,b).

En particular A conmuta con las matrices D) (a, 0) las cuales son diago-
nales (prob. 35.1) y cuya diagonal es exp(idm). Por lo tanto (AD) (&, 0))myy =
(DY) (a,0)A)my puede escribirse Apyy = i6n = Aq€9m lo que implica que
Amr = SmvUm. Puesto que A conmuta con las matriz general DU)(a,b) se
tiene en particular que (DA)jm = (AD)jm para todo my puesto que A es

diagonal esta relacion se escribe U,-Dﬂ% = D%Um pero de (35.11) se ve
que Djm # 0y por lo tanto U; = Uy, para todo m. Dicho en otras palabras,
A es una matriz multiplo de la identidad, lo cual por el segundo lema de
Schur implica que las representaciones D)) son RIs del grupo V(2), las

gue ademas, por construccion son unitarias.

Ahora estamos interesados en deducir los caracteres x()(a,b) de las
representaciones (j). Para esto basta considerar el hecho que

a b
—bx  ax

son matrices similares. Por lo tanto las RIs de SJ(2) que cada una de
ellas engendra seran equivalentes y podemos calcular el caracter tomando
a= €92 b =0. Del resultado del Prb. 35.1 resulta entonces

( ga/z o

0 oia/2 ) con cosa /2 = Rea

() (ap) — y()(da g - SNU+1/2)
X (a7 b) _X (el 70) - Sina/Z
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con Rea= cosa /2.

PROBLEMA 35.1: Encontrar la expresion matricial explicita de DU)(a,0) y
verificar que es diagonal.

Las representaciones DU)(SU(2)) dan origen a las RIs DU)(S0(3)) a
partir de (35.11) haciendo el reemplazo (35.8).

| 2 ek LM —m)(j—n)!j1/2
DU (aBy) = kZO(_l)nf kk!(j MK —m KM —mt k)

'eir’r'(aeimy(cosﬁ/z)Zj+m—rT’(—2k(SinB/2)rTf—m+2k

Como todas las rotaciones de la misma magnitud son equivalentes, se
puede calcular el caracter usando la forma especial D'))(a00). Resulta

xD(a) = Sin(sji:al//:)a

gue coincide con la expresion para j entero dada en (12.5).

Las representaciones D(/)(a,b) son siempre representaciones univalu-
adas de SU(2) pero las correspondientes representaciones DU)(aBy) de
SO(3) son bivaluadas cuando j es semientero como se puede deducir de
(35.14).

6.12. Desdoblamiento de niveles de momento angu-
lar semientero por efecto de una perturbaci  6n
de simetria puntual

Este caso de desdoblamiento para momento angular entero fué estudi-
ado en # 13. el problema consistia en descomponer las RR inducidas por
las representaciones de O(3) del grupo puntual considerado. El problema
se complica cuando se trata de representaciones de O(3) con J semientero
puesto que en tal caso se tiene representaciones bivaluadas las cuales, al
restringirnos al grupo puntual de la perturbacion, on inducen propiamente
representaciones del grupo puntual en cuestion sino representaciones "bi-
valuadas”de ellos. Tales representaciones no tienen sentido alguno fuera
de este contexto puesto que las representaciones multivaluadas surgen del
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requerimiento de continuidad de las representaciones de los grupos de Lie.
Las matrices que constituyen la representacion bivaluada’del grupo pun-
tual no satisfacen evidentemente la ley de multiplicacion del grupo puntual
sino que pasan a definir un nuevo grupo abstracto que llamaremos grupo
doble de Gy que denotaremos por G'.

Consideremos el grupo abeliano C, = {e,C,} en que e=R(000) y C; =
R(®00). Haciendo uso de (34.1) tenemos la correspondencia

10 i 0
e—>i<0 1>,C2—>i<0 —i)

En el grupo puntual debe tenerse que C3 = e. Es claro que las cuatro
matrices

(3 D3 e (5%) 6 (5 )

forman un grupo, el grupo doble del grupo C; y que llamaremos Cs.

En general el grupo doble de un grupo puntual G se obtiene agregando
el elemento e como generador y teniendo en cuenta que en este nuevo
grupo (Cy)n=e.

Las representacione spara las cuales x(e) = —x(€) son representa-
ciones "bivaluadas”del grupo puntual G, mientras que aquellas para las
que x(e) = x(e) coinciden con las univaluadas de G. Para obtener la es-
tructura abstracta del grupo doble de un grupo puntual que consta solo de
rotaciones se procede tal como en el ejemplo anterior haciendo uso de
(34.1).

Consideremos como nuevo ejemplo el grupo D5, el cual es abeliano y
tiene 4 elementos: e,Uz(l),Cz,Uz(2> Haciendo uso de (34.1) obtenemos

1 0 [ 0

0o 1 o 0 -i
e=R000 +¢ . [C2=RMO {1 5 L

0o -1 0 i
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0 i
= ul!

i 0

Uz(1) = R(rtr0) — 0 i
=

-0

0

= uf?

2 -1 0

U,” = R(0m0) — 0 1
_ P

1 0

Las ocho matrices asi construidas forman el grupo D, grupo doble de
D». Es interesante notar que el grupo doble en este caso no es abeliano.
Notese ademas que puesto que las matrices Sy Sdifieren solo por su signo,
igual propiedad tienen los caracteres. De aqui que si Sy Sson conjugados
entonces x(S) =0 en la representacion bidimensional inducida por (34.1)

Las cinco clases conjugadas de D) son (e), (€), (U2(1>, Jz(l)), (Uz(z), U_2(2>),
(C2,C,). Cinco también son las RIs no equivalentes y sus dimensiones son
1,1,1,1,2 puesto que el grupo es de orden 8. Ademas es un grupo de car-
acteres reales puesto que cada elemento es conjugado con su inverso.
Sabemos que la primera columnade la tabla de caracteres coincide con
las dimensiones. De la segunda columna (caracteres de €) conocemos
por (36.2) que el caracter de e para la representacion bidimensional es -2,
mientras para las RIs unidimensionales solo puede ser +1 (ya que & = e);
la relacion de ortogonalidad (7.6) exige entonces que los caracteres de e
en todas las RIs unidimensionales sea +1. A partir de esto es muy facil
deducir el resto de la tabla, la que resulta ser,

r e e ul) u? o
1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1
1 1 -1 1 -1
2 -2 0 0 0

Puesto que para las Rl unidimensionales el caracter de la identidad co-
incide con el de e estas son RIs univaluadas de D, y sola la representacion
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bidimensional es "bivaluada”.

PROBLEMA 36.1: Construir el grupo doble Dj y Cj, y deducir las tablas de
caracteres de estos grupos.

PROBLEMA 36.2: Estudiar el desdoblamiento de un nivel atbmico con mo-
mento angular total j = 3/2 por efecto de una perturbacion de simetria D5.
Influye en esta descomposicion la paridad del nivel j =3/2?

6.12. DESDOBLAMIENTO DE NIVELES DE MOMENTO ANGULAR Scelt@&ddleoCiznciad EisicasryMaiamaticas
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Capitulo 7

Atomos

7.1. El atomo de hidr 6geno: un ejemplo de simetria
din amica

Consideremos el modelo mas simple de atomo de hidrégeno una particu-

la en un potencial Coulombiano atractivo,

_P a

“2m
Puesto que el potencial Coulombiano es invariante bajo rotaciones en-
tonces

[H,Ly] =0 donde Lk =€ijk Xi Pj

i, j, k =1,2,3. Esta relacion de conmutacion la cumple cualquier Hamiltoni-
ano rotacionalmente invariante y por lo tanto el grupo de simetria es igual
0 mayor al grupo de rotaciones SO(3). Mas aln, ppuesto que H también
es invariante a la operacion inversion entonces el grupo O(3) completo
es simetria de H. La simetria de este Hamiltoniano es alin mayor debido
al potencial muy particular V(r) = —a /r que clasicamente determina que
las orbitas de la particual ligada sean elipses. Cualquiera modificacion del
potencial Coulombiano produce o6rbitas que ya no son mas elipses perfec-
tas sino .€lipses que procesan”. La conservacion de la direccion del vecto
.amplitud-méaxima”valida para V(r) = a/r (conocido en mecanica clasica
como el vector de Runge - Lenz) fue descrita cuanticamente por Pauli en

1926 en base al operador
NI/ — L x |3—ES><L+0{_X
2m r
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el que satisface
[H,My] =0 k=123

Esto, mas el hecho que la degeneracion del espectro del atomo de hidrogeno
corresponde a representaciones reductibles del grupo de rotaciones, llevo a
buscar una simetria mayor para el Hamiltoniano (37.1). Quien primero
di6 con la simetria fue Fock (1935) estudiando la ecuacion integral de
Schrédinger. En base al resultado de Fock, Bargmann busco cerrar un
algebra de Lie (27.1) haciendo uso de los operadores de momento an-
gular L; y de los operadores Mjf. Se puede verificar que estos operadores
satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion.

Li,L; = li€jjk Lk
Li,l\/l} = i€k |V||/(
M{,MJ{ = Gk (—2H)Lg

lo que muestra que estos operadores no se cierran en un algebra debido a
gue la Gltima relacion de conmutacion tiene un factor extra en el miembro
derecho: (-2H). Definiendo

M/

v —2H

Bargmann logr6 cerrar un algebra de Lie. La raiz de (-2H) es la raiz de
un operador positivo siempre que nos restrinjamos a la region de estados
ligados, esto es, H < 0. Las relaciones de conmutacion entonces pasan a
ser las siguientes,

M; =

Li,Lj = i€ikLk
Li,Mj = i¢€jjx Mk
Mi,Mj = I €jjk Lk

El algebra asi obtenida corresponde al grupo SO(4) primeramente descu-
bierto por Fock. Este grupo es el grupo de simetria del atomo de hidrébgeno
no relativista descrito por el Hamiltoniano (37.1) mientras se trate de de-
scribir el espectro de estados ligados.

PROBLEMA 37.1: Comprobar que el algebra (37.7) coincide con la que se
definio en el prob. 27.6b

Como se vid en el problema 27.6 el grupo SO(4) = SO(3) x SO(3) y por
lo tanto las RI de SI(4) se obtienen como producto directo de las Rls de
SO(3); son entonces representaciones caracterizadas por dos indices, j; y
j2 que toman los valores 0,1/2,1,3/2,--- y cuyas dimensiones estan dadas
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por (2j1+1)(2j2+1). Los numeros j; y j» se obtienen de los operadores
de casimir del algebra: 12 =k (j1 + 1), K?ja(j2+1).

Pero nuestra algebra esta definida con los operadores bien concretos
definidos en (37.2), (37.3) y (37.6) los que imponen ciertas condiciones
sobre las representaciones permitidas. De la definicion concreta de los op-
eradores es posible demostrar que

L-M=0
0 equivalentemente
12K?2

lo cual implica que con nuestra realizacion del algebra no podemos tener
otras representaciones que aquellas para las cuales j; = J, = k las cuales
tienen dimension (2k+ 1)2. Puesto que k toma valores enteros o semien-
teros las dimensiones de estas representaciones son n> con n=1,2,3,---
las que deben dar la degeneracion del espectro de energia de nuestro
Hamiltoniano. Es un resultado experimental bien conocido que los niveles
energéticos del atomo de hidrogeno tienen esta degeneracion donde n es
el llamado namero cuantico principal.

Un Calculo algo tedioso permite demostrar que

H_ —a?/2
S L2+M2+1
gue también puede escribirse
_—a?/2
S AK2+1

y puesto que el espectro de K? es k(k+ 1) entonces se tiene que los valores
propios de H son
E_ —-a%/2  —a?/2
"Takk+D)+1

resultado bastante bien conocido. Aqui se ha obtenido la solucion a un
problema dinamico con el solo uso del grupo de simetria del sistema. Esto
no es usual ni puede generalizarse mas alla de unos pocos casos partic-
ulares mas. Como se vi6 desde el comienzo la simetria no es de caracter
puramente geométrico sino también interviene la dinamica como es ilustra-
do por el hecho que algunos de los generadores del grupo dependen del
Hamiltoniano.
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Veamos ahora cuales son los posibles valores del momento angular de
la particula en cada uno de estos niveles. Supongamos que el nivel ntiene
¢=0,1,2,---,L. Puesto que por cada ¢ tenemos una degeneracion (2/+1)
la degeneracion del nivel es S5_q(2¢+1) = (L+ 1)? que debe coincidir con
n?, por lo tanto, el valor maximo L que puede tomar el momento angular en
elnivelnes/=n=-1

7.2. Estructura fina del atomo de hidr 6geno

Debido a la existencia del spin del electron, el potencial del Hamiltoni-
ano es modificado por un térmico de acoplamiento entre el spin del elec-
tron y su momento angular orbital. Este término es proporcional a L-Sy
con él puede corregirse el espectro obtenido anteriormente. Sucede sin
embargo que esta "perturbacion”del espectro es del mismo orden que las
correcciones puramente relativistas que también deben considerarse y por
lo tanto no es posible hacer consistentemente una correccion sin hacer
también la otra. No es entonces la ecuacion de Schrodinger la que debe
considerarse sino una ecuacion relativista que ademas tome en cuenta que
el electron tiene spin 1/2. Esta ecuacion es la ecuacion de Dirac con el po-
tencial electrostatico Coulombiano del proton. Efectos que quedan fuera de
consideracion son el spin del niicleo y la masa finita de éste (en relatividad
no es posible trabajar en el centro de masa y por lo tanto debe suponerse
gue el nlcleo esta estatico en el origen)

La solucion de la ecuacion de Dirac con potencial Coulombiano no pre-
senta mayor dificultad, la solucion exacta aparece en el libro de Messiah
y con mas detalle en el articulo de Bethe y Salpeter en el Handbuch der
Physik, vol. 35.

El espectro energético que se obtiene depende de dos indices: v =
0,1,2,---yde j=1/2,3/2,--- donde j=/¢+1.

Aqui se hahecho fi=c=1,y=Z€y m=masa de e. Este espectro tam-
bién es observado en atomos o iones de varios electrones pero que tienen
uno solo en la Gnica capa incompleta (Z # 1). La constante ees 1/137 y por
lo tanto Ze? << 1 por lo que la expresion (38.1) puede aproximarse como
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sigue,
1 3
Ev,j :m(1—§a+§az+m)
con g 7
. 1 _
a= - %VZ(JJFJFE—ﬁ)Z
(v /(i +3)%—y?)? (U+2)

Si ahora usamos la notacion n= j+v +1/2 entonces

L,V
e (j+ )

)

expresion con la cual obtenemos la aproximacion final

P g1 s

Se ve queen primera aproximacion se reobtiene el espectro no relativista
dado por (37.10) y que esta correjido por un término que depende del mo-
mento angular total del electron.

Como ilustracion del efecto que esta estructura fina tiene en las lineas
espectrales observadas consideremos la linea mas brillante del espectro
visible del atomo de hidrogeno: la transicion del nivel n=3 al nivel n=2. La
estructua fina del nivel n = 2 esta dada por los posibles valores que pueda
tomar j:n=2=/(=0,1=

0+1/2 = 1/2 25,
j={ 1-1/2 12 2P,
1412 = 3/2 2P,

La notacion en la Gltima columna es né(;, donde se usan las letras S,PD,F, ..
para designar los valores de £ =0,1,2,3,--- Evidentemente los niveles con
igual j coinciden, en este caso los subniveles 25, y 2Py ,. La estructura
finadelniveln=3:/=0,1,2=

0+1/2 = 1/2 3,
1+1/2 = 3/2 3Py,
j={ 1-1/2 = 12 3Py,
2-1/2 = 3/2 3D
2+1/2 = 5/2 3D

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



122 Patl’iCiO COI’derO S version de 2007

De este caso coinciden los niveles 3S;, y 3P;/» con 3D3/,. Estas degenera-
ciones también estan asociadas a una simetria extra del Hamiltoniano de
Dirac (Johnson y Lippmann, 1950).

La figura que sigue muestra las distintas transiciones que contribuyen
a la estructura fina H del espectro del hidrogeno,

n=3{

n=2{

Mediciones muy finas del espectro del hidrogeno efectuadas por Lamb en
1947 mostraron que las degeneraciones en j no eran exactas. Lamb de-
tectd por ejemplo que el nivel 2S,/, es levemente superior al nivel 2P, .
Este fenbmeno no puede

explicarse dentro de los marcos de la mecanica cuantica relativistade
un electron ni aln si se trata de tomar en cuenta en forma mas correcta al
nacleo. Se trata de un fendmeno explicable solo con la teoria cuantica de
radiacion: electrodinamica cuantica.

PROBLEMA 38.1.- En la estructura fina del atomo de hidrogeno (con des-
doblamiento de Lamb) determine cuales son la transiciones dipolares pro-
hibidas de los subniveles con n= 3 a los subniveles con n= 2.

7.3. Generalidades sobre atomos

En atomos con dos o mas electrones la repulsiobn Coulombiana entre
los electrones es un efecto mucho mas importante que las correcciones de
spin y las correcciones relativistas. Sera entonces solo el resultado de este
efecto elgue consideraremos. Puesto que el problema de muchos cuerpos
no puede resolverse en forma exacta nos limitaremos solamente a los re-
sultados cualitativos sobre los espectros de energia que pueden deducirse
por consideraciones de simetria.

Puesto que el potencial en el cual se mueve cada electron ya no es
solamente el potencial Coulombiano del nucleo entonces la simetria del
sistema tampoco es O(4) sino simplemente O(3). El primer grupo sin em-
bargo puede considerarse como grupo de simetria aproximada dado el car-
acter dominante del potencial del ncleo y que permite asignar no solo un
valor de momento angular (Rl de SO(3)) sino también un valor de niUmero
cuantico principal n ya visto en el caso del atomo de hidrogeno. El valor de
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n se asigna a cada nivel del siguiente modo: en el Hamiltoniano se pone un
factor k multiplicando los términos que contengan interaccion mutua entre
los electrones. El valor de k se hace variar de 1 a 0 con lo que se logra
gue cada electron quede interactuando solamente con el nlcleo a través
del potencial Coulombiano central, esto es, cada electron queda conver-
tido en un .electron de hidrogenocon un n bien definido. Existe una relacion
biunivoca entre estos estados tipo hidrégeno y los estados atémicos del
hamiltoniano con k= 1.

Dado un valor del momento angular ¢ cada nivel del atomo es 2(2¢+ 1)
veces degenerado debido a los dos valores posibles de spin. Empirica-
mente se ha determinado que estos niveles se encuentran normalmente
ordenados del modo siguiente:

1s, | 2s 2p,|3s 3p|4s 3 4p, |55 4d 5p, | 6s 4f
num. de electrones

2 |2 6 |2 6|2 10 6 (2 10 6 |2 14
capas completas:

He Ne A Kr Xe

La validez del orden de estas capas no es absoluto ya que depende del
potencial y esta depende del ntcleo y del nUmero de electrones presentes.
Los subniveles 4sy 3d estan tan proximos que en el caso del cobre el nivel
energético mas bajo se obtiene con un electron en el subnivel 4sy nueve
en 3d, en vez de 2 y 8 como podria esperarse. Existen otros ejemplos
similares.

Enlo que sigue veremos que el principio de Pauli juega un papel fun-
damental. Este principio nos dice que la funcion de onda de un sistema de
electrones debe ser totalmente antisimétrica.

7.4. Atomos livianos. Estudio de un sistema de particu-
las id énticas

Para estudiar los estados energéticos posibles de un atomo liviano
debemos conocer la configuracion caracteristica y las interacciones entre
los electrones. Las capas cerradas no tienen grados de libertad y represen-
tan entonces un término constante a la energia y un efecto despreciable
sobre los electrones de la capa incompleta frente a las interacciones de
los electrones de esta capa entre ellos mismos. Lo mas probable (a tem-
peraturas normales) es encontrar a un atomo en su estado base: todas
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las capas que pueden estar llenas lo estan y solo la capa de mas alta en-
ergia en la mayoria de los casoss incompleta. La excepcion son los gases
nobles, para los que no hay capas que queden incompletas en el estado
energético mas probable.

La capa incompleta de la configuracion caracteristica de un atomo es
la que permite deducir las propiedades de un atomo tales como la estruc-
tura fina de este nivel energético mas basjo, las propiedades eléctricas y
magnéticas y la interaccion que tendra con otros atomos etc. De todo esto
nosostros solo veremos algo sobre la estructura fina del nivel fundamen-
tal. Esta estructura fina surge de las distintas posibilidades de acoplar los
momentos angulares de los electrones de la capa incompleta den la con-
figuracion base.

Para hacer este analisis es necesario tener en cuenta que el hamilto-
niano de un atomo puede escribirse como la suma de tres partes cuyas
simetrias son cada vez menores.

+ 3 E(rli§ = Ho+Vi+Vo

El primer término H, es el hamiltoniano de un conjunto de electrones en un
potencial central V (r;) y que no interactan entre si. Este potencial es una
primera aproximacion del potencial Coulombiano del nicleo apantallado
por el resto de los electrones. Puesto que Hy, = ¥ H;, en que cada uno de
los H; es el Hamiltoniano de un electron en el potencial V, entonces las
funciones propias de H, se pueden factorizar en funciones propias de los
distintos H;,

LIJS\ ))\ (X17X27 o XI"I) = 6)\1 (Xl)e/\Z(Xz) o 9/\” (Xn)

Los indices A; denotan el estado particular en que se encuentra el electron
i. Cada una de estas funciones de onda tiene un valor de momento angular
orbital y de spin bien definido puesto que cada H; es por si solo rotacional-
mente invariante. La coantribucion energética de los electrones de la capa
incompleta (con r electrones) al nivel de H, correspondiente a r electrones
en el mismo nivel propio €, de los H; es

Ener =1 €ne

La funcion de onda correspondiente y que es funcion propia de H, es sim-
plemente una funcién producto como se indico en (40.2) donde los 6), ()

7.4. ATOMOS LIVIANOS. ESTUDIO DE UN SISTEMA DE PARTicUlRa@fitad e Ciencias Fisicas y Matematicas



P. Cordero S. Grupos de simetria en mecanica cuantica 125

son
Bri (%) = Unem(X) Xi-

producto de una parte orbital y una parte espinorial con spin 1 o downarrow,
(Xi = a 63). Por esta razon la funcion de onda completa ¢(© puede sepa-
rarse en una parte orbital y una parte espinorial.

En los atomos llamados livianos se tiene que V; >> V, lo que permite
tratar a V; como perturbacion de H, y al final introducir V, como pertur-
bacion de Hy + V1. Al revés, en los atomos muy pesados V, > V; lo que
requiere tratar primero el hamiltoniano Hy + V> que sigue siendo un hamil-
toniano separable y solo al final se considera la perturbacion V. Esto tiene
algunas implicaciones. En los atomos livianos tenemos inicialmente un
grupo de simetria O, (3)---XOy, (3)xg, (2)x---xg (2) para el sistema de
los r electrones en la capa incompleta.(Estamos suponiendo un hamiltoni-
ano solo para los r electrones nl puesto que se sabe que los electrones
de las capas interiores completas contribuyen con una constante a la en-
ergia). Esta simetria es destruida por V; pasandose ahora a un sistema
Ho+ V1 de simetria O (3) x SJ(2). Hasta aqui spin y momento angular no
interactian por lo que las invariancias a rotaciones espinoriales y espa-
ciales son totalmente independientes (la primera de estas invariancias es
trivial puesto que en el hamiltoniano parcial el spin no aparece). Finalmente
al considerar V, se pasa a un sistema cuyo grupo de simetria es Oy(3).

En los atomos pesados V, debe considerarse primero ya que V, > V;.

Entonces el grupo de simetria que debe considerarse inicialmente es el
del hamiltoniano separable H, +V> y que es Oj, (3)x:-- X0, (3) simetria que
luego se destruye al incluir a V. en el hamiltoniano.

Este es el origen del acoplamiento LSpara atomos livianos y del acoplamien-
to j — j para atomos pesados.

Consideremos la parte orbital de la funcion de onda total. Puesto que
se introducira el efecto del término V; del hamiltoniano sabemos que los
indices £ y mde las funciones de onda individuales no son observables ya
que V; destruye la invariancia que tenia H, bajo rotaciones que actuaban
solo sobre uno de los vectores Fj. Existe una arbitrariedad en la eleccion
de la base del nivel de los H; considerados. Esta arbitrariedad se expresa
como una invariancia bajo un cambio de base, o sea, bajo una transfor-
macion unitaria arbitraria en el espacio de dimension 2¢+ 1y por lo tanto
como una invariancia bajo U (2¢+ 1). Las funciones °° que son produc-
to de las funciones orbitales individuales expanden entonces el espacio de
representacion de SJ (¢+ 1) de tensores de rango r. Como ya se sabe, este

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



126 Patl’iCiO COI’derO S version de 2007

espacio se divide en subespacios invariantes al considerar combinaciones
lineales que definen tensores de simetria bien definida [A].

Otra manera de ver esto mismo es notando que puesto que el hamilto-
niano es invariante al intercambio de los electrones (particulas idénticas)
entonces cada nivel debera tener asociada una simetria bien definida.

Estas consideraciones nos permite comprender la subdivicion dle nivel
Ener €n niveles que ademas llevarian el indice [A]. El efecto cualitativo de V;
se completa al tomar en cuenta que el hamiltoniano Hy +V; tinee simetria
de rotacion y que por lo tanto las representaciones de SJ(2/+ 1) deben a
su vez ser descompuestas en RI del grupo de rotaciones con un momento
angular total L bien definido.

Hasta aqui no hemos tomado en cuenta las limitaciones que impone el
principio de Pauli. Puesto que hasta ahora no hemos considerado ningn
tipo de acoplamiento entre spin y momento angular las funciones de onda
completas seran siempre el producto de una parte orbital por una espino-
rial.

El principio de Pauli requiere que la funcion de onda completa sea to-
talmente antisimétrica. Paralograr esto debemos formar combinaciones lin-
eales de espinores de simetria bien definida que engendran espacios de
Rl de SJ(2) y formar la funcion de onda total multiplicando una parte orbital
de simetria [A] por una parte espinorial que tenga precisamente la simetria
asociada correspondiente: [A]. (ver prob. 22.2 y nota en p.143A)

De este modo se ha logrado descomponer el nivel original (40.3) en
niveles

NOTA: En mas detalle la razon por la cual la funcion  total se construye
en la forma ¢[°Xr]bx[;] :

Ya se vi6 en el problema (22.2) que el producto Kronecker de dos RI de
S tiene en us descomposicion a la representacion antisimétrica solo si se
trata de [A] x [A].

Lo que aqui se trata de dejar en claro es que el producto relevante es
efectivamente el producto Kronecker de Rls del grupo de permutaciones y
no algln producto entre representaciones de los grupos de Lie envueltos,
tales como U (2¢+ 1), (2),0(3). etc. Las funciones ¢°P y x son ambas
tensores de rango r (r = # de electrones) que dependen de las coordenads
(espaciales o espinoriales) de las r particulas en consideracion.
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Cuando un grupo, actuando sobre una funcion producto, se le hace ac-
tuar independientemente sobre cada una de las funciones factor entonces
gueda definida una repre del grupo GxG- - - xG. Pero si la misma operacion
actla sobre cada una de las funciones factor entonces se tiene un espacio
de repre-producto-Kronecker del mismo G.

Este es el caso de ¢y = ¢ x. Al actuar una permutacion sobre ¢ esta
permutacion actla sobre ¢ y x definiendo asi una represenacion del grupo
S, que resulta del producto Kronecker [A] x [A’]

El indice S es redundante ya que [A] = [A] = S En efecto, los es-
pinores de simetria bien definida (combinaciones lineales de productos de
espinores individuales) corresponden a moldes de Young [A] de a lo mas
dos filas cuyos respectivos largos son A1 y A, con r = A1+ A, y para los
cuales es facil demostrar que

AL—Ay
D )
2
Por lo dicho se tiene entonces que los Gnicos moldes [A]| permitidos por el
principio de Pauli para las partes orbitales tienen a lo mas dos columnas,
estoes, A1 <2.

Si finalmente se toma en cuenta el acoplamiento de spin y momento
angular orbital producido por el término V, del hamiltoniano entonces ya
no se tiene la simetria de rotacion de coordenadas, que nos da el nimero
cuantico L, ni tampoco la simetria de rotacion de spin, que nos da S, sino
gue tenemos por simetria las rotaciones que afectan simultaneamente a
las coordenadas y el spin dandonos un niimero cuantico de momento an-
gular total J que resulta de la suma L+ S, El efecto de tomar en cuenta este
término V; es producir un nuevo desdoblamiento. Los niveles (40.5) se des-
doblan en tantos niveles como términos tenga la serie de Clebach-Gordan
del producto Kronecker entre las representaciones L y S. Finalmente en-
tonces los niveles del hamiltoniano (40.1) llevan los indices siguientes,

Este Gltimo desdoblamiento es algunos 6rdenes de magnitud menor que el

desdoblamiento producido por Vi,

De todos los niveles asi determinados es posible decidir cual es el
fundamental, es decir, aquel que energéticamente es el mas bajo haciendo
uso de las llamadas reglas de Hund.

Reglas de Hund:
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1. Se escoje de todos los niveles (40.6) aquellos que tengan el maximo
valorS.

2. De estos se selecciona aquellos que tengan el maximo valor de L.

3. De los niveles asi seleccionados se elije
a)elquetengald=|K—Ssir<2/+1,
b) el que tenga J =L + Ssir > 20+ 1.

Mas adelante se vera la justificacion fisica de estas reglas. Si ellas
las aplicamos a los niveles que quedan una vez determinado el nivel
mas bajo se podra determinar el nivel mas bajo se podra determinar
el nivel que le sigue y asi sucesivamente. La validez de las reglas de
Hund dejan de ser rigurosas a medida que nos alejamos del funda-
mental.

4. De estos se selecciona aquellos que tengan el maximo valor de L.

5. De los niveles asi seleccionados se elije

a) el quetengaJ=|L—9sir <2(+1,
b) el que tenga J =L+ Ssir > 20+ 1.
Mas adelante se vera la justificacion fisica de estas reglas.

Si ellas las aplicamos a los niveles que quedan una vez determinado
el nivel mas bajo se podra determinar el nivel que le sigue y asi sucesiva-
mente. La validez de las reglas de Hund dejan de ser rigurosas a medida
gue nos elejamos del nivel fundamental.

Se ha descubierto que el concepto de valencia de un atomo que usan
los quimicos corresponde a v = 2J,J siendo el valor del momento angular
total que posee el atomo el cual normalmente corresponde al J del niv-
el fundamental. Si las dos primeras reglas de Hund determinan un nivel
(40.5) que se subdivide en varios niveles (40.6) es posible que todos los J
correspondientes a estos niveles definan una valencia posible ya que ellos
estan energéticamente muy cerca.

Ejemplo Consideremos el atomo de nitrogeno, cuya configuracion fun-
damental es

N: 15 28 2p°.
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La Gltima capa tiene 3 electrones (r = 3) y estos electrones tienen ¢ = 1.
Esto (ltimo nos dice que debemos ver cuales son las representaciones de
VU (2¢+ 1) = SJ(3) con tensores de rango r = 3 compatibles con el princi-
pio de Pauli (A1 < 2), esto es, construir las particiones de 3 en tres enteros
A1,A2,A3 con 2 < A1, < Ay < A3, Facilmente determinamos en este caso que
las Gnicas participaciones posibles son (2, 1, 0) y (1, 1, 1). Estas son las
representaciones [A] de SJ(3) que debemos considerar. Las respectivas
representaciones asociadas de J(2)[A] son (2,1) y (3) a las cuales les
corresponde un valor de S dado por (40.6) y que por lo tanto es 1—/2 y
3/2 respectivamente. Los valores de L que corresponden a las representa-
ciones de SJ(3) se obtienen de una tabla y la situacion se resume como
sigue.
(=1 V(B) SO3) V(2

[A] L Al s
21) 12 (21 1/2
(1,1,1) © (3) 32

En el diagrama de arriba los niveles han sido dibujados en el orden
prescrito por las reglas de Hund. La paridad de cada uno de estos niveles
es la paridad del nivel original, tres electrones con /=1

P=(-1)(-1(-1)=-1
Vemos que la valencia para el nitrdbgeno resulta v = 3 y el resto de los

niveles de la configuracion hacen posible también los valores 1y 5.

PROBLEMA 40.1.- Estudiar la estructura fina de los atomos Sy Mn cuyas
configuraciones fundamentales son

S 1 282 2p 38 3pt
Mn2® 12 282 2p8 382 3pb 45?2 3dd

Usando las reglas de Hund decidir cual es el nivel fundamental de estos
atomos.
EJERcCICIO- Demostrar que para una capa llena se tiene L=S=0

PROBLEMA 40.2.- Deducir las reglas de seleccion para transiciones cuadrupo-
lares eléctricas para atomos con uno o varios electrones en su capa incom-
pleta.

PROBLEMA 40.3.- A partir de cuales de los siguientes estados exitados un
atomo de S(1s°2s°2pf3s?3p2) puede volver a su estado fundamental por
medio de una transicion dipolar eléctrica?
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a) 3p3d3Dy;

b) 3p4sPy;

C) 485535,

d) 3p4sP;
PROBLEMA 40.4.- La funcion para un atomo de He es aproximada bien co-
mo producto de dos funciones Is: 6(x) = Nexp(—ar) donde a se determina
por medio de un principio variacional y N es la constante de normalizacion.

Encontrar N y determinar el potencial que "sientelin electron.e" el campo
de nicleo y del otro electron. Demostrar que es

Ve(r) = ?{1+ar)ezaf}

7.5. Fuciones de Hartree-Fock

como ya se ha dicho en la seccion anterior la manera de obtener una
funcion de onda completamente antisimétrica necesariamente requiere que
las simetrias de las partes orbital y espinorial sean simetrias asociadas.
Recordando qu el producto Kronecker de una RI del grupo simétrico por
su asociada contiene en su serie de Clebsch-Gordan a la representacion
antsimétrica pero no es igual a ella, entonces, los productos de una fun-
ciopn orbital [A] por una funcion espinorial [A] deben todavia ser proyec-
tados a la representacion antisimétrica. Por otro lado, el prob., 24.2 ilustra
el hecho que una funcion arbitraria proyectada al espacio de la RI anti-
simétrica puede ser escrito en la forma de un determinante. Puesto que
nuestras funciones orbitales y espinoriales de simeria dada se construyen
como ciertas combinaciones lineales entonces las funciones antisimétricas
finales seran combinaciones lineales de determinantes.

Ejemplo

__4,0rby,
L»UtOT—LIJ X= u(2)a(2

~—
<
—
N
~—
o
—
N
~—
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En este caso no hubo necesidad de proyectar porque x —=.

Si hacemos los espinores a y b iguales entonces la funcion total de
arriba se reduce a un solo determinante.

Lo mas general es considerar funciones de onda que son combina-
ciones lineales de determinantes pero nosotros supondremos en lo que
sigue que nuestra funcion de onda es un solo determinante:

1
ot L+
TN

(pl(N) ...... (R\IN
Las funciones ¢, son funciones individuales (40.4).

La suposicion (41.2) nos asegura que el principio de Pauli se cunple
automaticamente puesto que si @, = @/, entonces dos columnas del de-
terminante son iguales por lo que la funcion total se anula. Si las columnas
son todas diferentes pero se tiene que (x;,S) = (X;,Sj) entonces dos filas
son iguales locual nuevamente causa que el determinante se anule. Es-
to implica que dos electrones con los spines paralelos no pueden estar
en el mismo lugra y por continuidad los electrones con spin paralelo rara
vez estan cerca. Esto introduce una correlacion de caracter cinematico
en las posiciones de electrones con paralelos (independiente de fuerzas
magnéticas) que hace mas probable que estos electrones estén la mayor
parte del tiempo a cierta distancia disminuyendo asi su repulsion Coulom-
biana. Puesto que la repulsion Coulombiana es el término principal en la
estructura de multiplete de la configuracion basica de un atomo entonces
esto implica qu eel nivle mas bajo en esta estructura sera aquel con spin
total maximo (primera regla de Hund).

De todas las funciones (41.2) posibles debe buscarse la que mejor de-
scriba el estado fisico vdrdadero, esto es, la que mejor permita describir
las propiedades del atomo que se esté considerando. Para esto se usa un
método variacional que nos conduce a un conjunto de ecuacines integrod-
iferenciales acopladas que deben satisfacer las funciones individuales g .
Estas ecuaciones se resuelven numéricamente por métodos iteractivos de
autoconsistencia. Las ecuaciones se llaman funciones de Hartree-Fock. El
método que conduce a esas ecuaciones lo estudiaremos en # 43.

- PROBLEMA 41.1. Sean tres electrones con funciones de ondas or-
bitales pia, U, Ue. Habra una degeneracion de spin 23 = 8.
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a) Construir las posibles determinantes de Slater.

b) Qué valores de & y S, son posibles en el acoplamiento y cuantas
veces aparece cada uno?

c) Encontrar combinaciones lineales de los determinantes encontrados
que diagonalicen los operadores Sy S,.

7.6. Elementos de matriz calculados con funciones
determinantes

En lo que sigue veremos la forma como se calculan elementos de ma-
triz de un operador que depende de las coordenadas de los electrones:
X, S

Consideremos solo dos casos, el de un operador F = f; en que cada
f; depende de las coordenadas del electron i unicamente y el caso de un
operador G = 3 gj; en que cada g;j depende ahora de las coordenadas de
dos electrones. Tanto las funciones f; como las funciones gj; son todas
iguales entre si , la diferencia esta en sus argumentos.

Caso 1: Ejemplos de funciones f; son
p?/2m,Z€ /i, pe=ey x
y queremos calcular

(AFIB) = [ [ @+ (AFpB)dndr,--dmy

donde las funciones ¢ y ¢ son funciones determinantes construidas
con distintos conjuntos de N funciones individuales ¢, . Todas las funciones
@ son extraidas de un mismo conjunto completo ortonormal pero para
distinguir las que se usan en la construccion de ¢y y @ a las primeras las
denotaremos 6 y a las segundas ¢@. Asi

WA= (81 BN)} = o 3 ()PPBL(D)-- ()

La suma es sobre todas las permutaciaones del grupo Sy, permutaciones
gue por convencion supondremos que actuan sobre las funciones, esto es,

Rij) 6 (k) = 6j(k).
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El nlmero p nos da la paridad de la permutacion P.

Con todo lo dicho el elemento de matriz (42.1) puede escribirse en la
forma

<A\F\B>=$zg;<—>“p’ [ [ POuD)-+ 0N+ 1P (@1(2) - u(N) )l -y

:$ Z(_)p+p’/Pel*(l)P’qol(l)dn---/Pe*i (i)fiP’m(N)dTi'-'/PGN*(NWWN)C’TN
N

Puesto que las funciones 8 y @ todas pertenecen a un mismo conjunto

ortonormal entonces las integrales en la Gltima expresion son todas cero
salvo que

P6k (k) = P'gx(K)

La Gnica integral que no requiere de esta condicion es aquella en que
esté f;.

Se concluye que si ¢(A) y ¢(B) difieren es mas de una funcion ocupada
entonces (A|F|B) =0.

Supongamos entonces que @ difiere de ¢ en a lo mas una funcion
ocupada, o sea,

@(B) ={61(1) - @(€)---On(N)}

y agui se encuentran todas las funciones que se usan para construir
salvo una, diagmos 6, que es reemplazada por ¢. Las funciones natural-
mente no tienen por qué estar en el mismo orden sin embargo como es-
tamos tratando con funciones totalmente antisimétricas siempre podemos
reordenarlas. Definamos,

@(B)=+¢(B) ={61(1)-- O-1(k— 1)@ (k) Bs1(k+1)--- Bn(N)}

y ahora calculamos (A|F|B’) = +(A|F|B). Ahora tendremos una expresion
similar a (42.4) salvo que ahora, en todas excepto una) las integrales, las
dos funciones de onda son iguales, lo que exige, debido a (42.5), que P=FP
y por lo tanto (—)P+ P’ = +1. Ademas solo tendremos contribucion cuando
la integral en que aparece f; sea precisamente [0« (i) fi fi@(i)dti de otro
modo algunas de las otras integrales seria nula. Esto requiere que las per-
mutaciones P = P’ sean tales que la funcion i-ésimo sea reemplazada por
la funcion que ocupa el orden k lo cual en la funcion ¢ significa 6 — 6 y
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| operadores en Sy que pasan i — k; sumando sobre i tenemos N veces
esto, o sea, N(N—1)! = N! que cancela el factor #1/N! luego

(AIF|B) :i/Qk* f @dt = +(6f|@)

En el caso en que |A) y |B) son iguales no es dificil ver de lo anterior que

N

(AFIA)= 3 )61]6)
2

Este Gltimo resultado dice que le valor de espectacion de un operador F en
un estado de muchos electrones es la suma de los valores de espectacion
de f sobre los distintos estados ocupados 6.

caso 2: Ahora se dan los elementos de matriz de operadores G. Las
consideraciones que deben hacerse son enteramente analogas al caos
anterior solo que ahora cada g;; depende de las coordenadas de dos de
las particulas lo que permite que |A) y |B) difieran alo méas en dos funciones
ocupadas. Los resultados son los siguientes,

i) si Ay B difieren en dos funciones
(AIG[B) = £[(66/|9|¢Anth) — (6|9 ¢h¢hn)]
i) Si Ay B difieren en una sola funcion,

(AIG[B) =+ Z[(ert!glfpea) — (6&lglam)]

la suma es sobre las N — 1 funciones comunes a Ay B.

iii) Si A= B entonces

(AIGIA) = Z [(6k6t|g|6kE) — (6c6t|0| 6 6k)]
kit k<t

En estos tres casos el primer término se llama integral directaz el segun-
do se llama integral de intercambio”. Este (ltimo surje exclusivamente de
haber considerado funciones totalmente antisimétricas.

Si gij no depende del spin, como es el caso de e2/rij, entonces pode-
mos hacer la integral’sobre las coordebadas de soub eb firna truvuak, Oara
gye eb (42,10) al menos uno de los dos términos de la derecha sea no nulo
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se necesita que M = m"y m{ = mt o bien m{ = m y m{ = m" lo cual implica
que necesariamente M4 = M&. Esta Gltima conclusion vale también para el
caso (42.11) por razones obvias.

Ene | caso diagonal (42.12) es automatico que Ms es el mismo a ambos
lados. Se puede agregar que la integral directa es necesariamente no nula
en este caso mientras que la integral de intercambio tiene un factor delta de
Kronecker &(mk,m), esto es, hay integrales de intercambio no nulas para
operadores independientes de spin solo para electrones de spin parale-
lo. Esto introduce una energia que formalmente depende de la orientacion
relativa de los spines y por lo tanto juega un papel central en problemas
magnéticos a pesar que este efecto proviene precisamente de aquellos
términos g;i; que no dependen del spin como en el caso del término elec-
trostatico Vi del hamiltoniano (40.1). En los atomos livianos las integrales
de intercambios no nulas provenientes de V; son positivas lo que hace que
los elementos de matriz (A|H|A) con todos los electrones con sus spines
orientados en la misma direccion sean los de menor energia debido al sig-
no menos delante de estas integrales en (42.12) locual nhuevamente nos
muestra el origen de la regla de Hund N°1.

- PROBLEMA 42.1.. Demostrar en detalle las ecs. (42.10), (42.11) y
(42.12).

7.7. El método de Hartree-Fock

(En particular se recomienda consultar las refs. 16, 18, 20 y 21).

Basaremos la descripcion del método de Hartree-Fock en el uso de
funciones determinantales tipo (41.2), llamadas también determinantes de
Slater.

El método consiste en variar las funciones individuales 6, mantenien-
do siempre la ortonormalidad de las N funciones que se usen y minizar la
energia (Y[H|Y) = (H)y a través de un principio variacional. Los minimos
asi obtenidos definen autovalores E y autofunciones ¢ aproximados de H
como es bien sabido de mecanica cuantica elemental. Analisis mas com-
plicado usando combinaciones lineales de determinantes de Slater (ver ref.
18), también han sido hechos.

Como hamiltoniano usaremos H = Hy +V; que escribimos en la forma
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2
Hi = Zi(zp—rin—%)JFZiq %
F+G
con F y G operadores del tipo considerados en la seccion anterior, y fj =
f(ri) mientras gi; = g(rij). En el método variacional debemos considerar el
promedio (H1)y el cual depende funcionalmente de los 6,, los cuales, co-
mo ya se dijo, permanecen como funciones ortonormales en todo momen-
to durante la variacion. Esto @ltimo implica N2 condiciones suplementarias
gue deben preservarse durante la variacion, lo que hace conveniente el
uso del método de multiplicadores de Lagrange.

Por lo visto en la seccion anterior el promedio de H es

N
(H)y =3 (81718)+ 3 [(880l66;) - (86l06;8)]
i= i<)
y la condicion de minimo manteniendo la condicion de ortonormalidad de
las funciones 6, es
S(H)y— ) €ij3(6(6) =0
Ny

donde los N2 parametros €ij son los multiplicadores indeterminados de
Lagrange. Estos N? parametros pueden usarse par adefinir una matriz [€]
de dimension N hermitica. En efecto, puesto que (H)y es real, al sustraer
de (43.3) la relacion (43.3) conjugada se tiene

0 = y&ijo(6]6) -3 € o(66)
= JY(&ij—€5i)o(6]6))

y puesto que las variaciones (6 |6;) son todas independientes entonces
cij=ch = [€]'=[el

Escribamos ahora la condicion (43.3) en forma mas explicita haciendo
uso del hecho que

d(alAlb) = (balA[b) + ((alA|ob)
y también
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5(ab|Alcd) = ((5a)b|Alcd) + (adb|Alcd) + (abA|c5d) + (ab]A| cd).

Al calcular en esta forma los dos término de (43.3), haciendo uso de
(43.2), obtenemos términos que corresponden a variaciones independi-
entes ya que cada 6,i = 1,2,---N, es variado independientemente. Los
coeficientes de cada una de estas variaciones debe ser nulo. En particular
escribimos a continuacion el resultado que se obtiene al imponer que es
nulo el coeficiente de la variacion de (6) con un i fijo, lo cual d4, después
de un calculo elemental,

(18)+ S 1(611016;)18) — (B51018)[6)] = ¥ <ij 16))
J J

Hacemos notar que el término ¥;_y, en (43.2) peude también escribirse
en la forma % Yij ya que el termino que se esta sumando se anula para
i=j.

Antes de elaborar mas sobre (43.5) demostraremos que con una elec-
cion adecuada de la base {6} se puede lograr que las matriz [€] sea una
matriz diagonal. Para esto hagamos un cambio de base por medio de una
transformacion unitaria C,

6)) =Cx(|6) |6 =Cy|6))

CijC*kJ‘ = C*iijk = ik (6k| = (ejl|C*kj

Multiplicando (43.5) por ; Cxix Se obtiene

f16c) + > [(651916;)[6k) — (6119]6k)16))] = > €ij Cik[6))

] 1]
pero

(6;196) = (6/IC+j¢ «Cjm|6r) = (65]9/6))
por lo tanto

f160) +3;[(6/1916))16) — (6]1916)16] = 3. €ij C+ikCic|6))

3 Cik €ij Cj|6))
= Y€k 164)
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donde

Gid = Y CxikcitCjr

= [Cxli[€]ij[Clie
Este Gltimo resultado muestra claramente que una eleccion adecuada de
la transformacion C nos lleva a una base en la cual la nueva matriz es
diagonal. En lo que sigue trabajaremos en esta base especial y usamos la
notacion,
E =€j .

En esta nueva base la ecuacion (43.5) se puede escribir como sigue,

F16)+ 3 [(611916))(6) — (61]9]64)6;)] = Ex| k)
]
gue mas explicitamente se puede escribir en la forma

am 600+ 31 61055 SO0~ [ 0]10) =5 (0168, (0] = Bt

Esa ecuacion tiene la forma hamiltoniana H 6 = E6 con un operador
hamiltoniano efectivo no local debido al Gltimo término al lado izquierdo. En
efecto, esta ecuacion puede escribirse en la forma

2
(220,00 + W80 — [ Wi(x) B0y = E(0)

De los tres términos del miembro izquierdo el primero describe la energia
cinética y la atraccion ejercida por el nlcleo sobre el electron k mientras
los dos Gltimos términos, que en (43.10) corresponden a la sumatoria, de-
scriben la repulsion Coulombiana del electron k con todos los electrones
incluyendo k mismo (ya que no hay especificacion j # k); sin embargo es
facil ver en (43.10) que el sumando j = k es identicamente nulo.

A menudo se ha usado la ecuacion de Hartree-Fock en su forma (43.11)
para encontrar soluciones aproximadas por un método iterativo. Se comien-
za normalmente tomando las N funciones 6° soluciones exactas del hamil-
toniano parcial H; con potencial —Z€?/r; y con ellas se calcula las funciones
Wb y W de la ecuacion (43.11). Con estas funciaones que podemos llamar

INota Los 8, soluciones de 45.10 son los campos autoconsistentes gquétaredescribir el
movimiento de un electrén por efecto de un capo produciddqgaos los otros. Esto ha sido hecho
para todos y cada uno de los electrones del sistema.
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WS y W se resuelve la ecaucion integrodiferencial (43.11) por métodos
numeéricos encontrdndose un conjunto ortonormal de soluciones 6 (1) con
las que se construye nuevamente funciones Wp (1) y W (1) las que se usan
nuevamente para resolver la ecuacion (43.11) y asi sucesivamente. No hay
grantia que el método converja pero si lo hace entonce esto permite definir
un determinante Slater que se llama funcion de Hartree-Fock y que es la
mejor aproximacion dentro de este método a una funcion propia de H;. Los
valores propios de H son calculados como los elementos diagonales (H1)y
usando la funcion de Hartree-Fock.

Los E; pueden interpretarse como la energia individual del electron en
el orbital 6.

7.8. Calculo de las energias L — S de una configu-
raci 6n

Rglas de sumas de Slater.

En esta seccion veremos otro método para calcular aproximadamente
los autovalores del hamiltoninano H; = Hy + V4 haciendo uso de teoria de
perturbaciones. El método es el usual de teoria de perturbacion para un
hamiltoniano con espectro degenerado como aparece por ejemplo en el
texto de Landau & Lifshitz, sec. 39 con la dificultad practica de resolver la
ecuacion secular cuando el determinante es de una dimension inmanejable
enforma directa. Veremos como teoria de grupos nos permite factorizar la
ecuacion secular hasta hacerla trivial.

Consideremos como caso ilustrativo el nivel base de un hamiltoniano
Ho cuya configuracion consiste de capas llenas mas una capa incompleta
correspondiente al valor ¢ = 1 del momento angular de cada electron, con
dos electrones.

Haciendo el analisis estudiado en # 39 la situacion se puede resumir
como sigue.
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(=103 |03 | U@ | | |
A ] L s+ | [A] S| @s+yyL+1)]

@ | 02| 6 |(@y]o] 6 | 15, 1p

1y | 1 | 3 | (2 |1] 9 | 3
| | | || 15 |

Como se ve hay 15 funciones de onda linealmente independientes cor-
respondientes a esta configuracion y por lo tanto corresponden al mismo
nivel energético en la aproximacion H, de campo central. La perturbacion
V; elimina en parte esta degeneracion. Para hacer este calculo, comobien
se sabe, debe resolverse la ecuacion secular

|(Ho+V1)ij —E&j| =0

esto es, un determinante de 15 x 15. Para encontrar las raices de esta
ecuacion sin teoria de grupos habria que encontrar directamente las raices
de esta ecuacion de grado 15.

El analisis con teoria de grupos hecho mas arriba, sin embargo, nos
permite saber desde ya que solo existen tres raices diferentes correspon-
dientes a niveles 1s,1p y 3p de Hg + V4. Para poder encontrar estos niveles
numéricamente debemos construir las funciones de onda de cada nivel a
cero orden en teoria de perturbacion, esto es, como combinacion de las 15
funciones antisimétricas de la configuracion base. Para distinguir estas 15
funciones las etiquetamos con los dos valores de m, y los correspondientes
dos valores de ms. Por ejemplo, tenemos las funciones antisimétricas cuyas
funciones ocupadas son (911, 93) gue quiere decir: la primera funcion con
m,=+1y ms=+1/2y la segunda funcion con m; =0y ms= —1/2. Co-
mo notacion abreviada usaremos la notacion (170~) para designar a esta
funcion antisimétrica. En esta notacion las 15 funciones del ejemplo que
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estamos considerando son,

M | Ms=1 | 0 | -1 |
2 \ (1+,17) \ \
1 ] (@0 | (17,07)1-,07) | 17,00 |

0o | (a",-17)|(1r,-17)1,-1")(0",07) | (17,-1)
—1|(0",—1") (0F,—17)(0~,—17) (0-,—-17)

-2 \ (—1%,-17) \ |

Con combinaciones lineales de estas funciones propias de H, se con-
struye a cero orden en teoria de perturbacion las funciones de los tres
niveles a que da origen la configuracion base de nuestro sistema.

Evidentemente la funcion (1*,17) tube oriteccuén solamente sobre el
espacio del nivel E(*D) puesto que esta funcion tiene M = 2 y aquel nivel
es el nico que admite tal valor de M,. Cada casillero "tiene una proyec-
cion.a tantos espacios propios de H como funciones(, ) hay en ese casillero.
por similares razones la funcion (17,0%) tiene unicamente sobre el nivel
E(®P) puesto que esta funcion tiene Ms = 1. Estas consideraciones nos
permiten asegurar que a primer orden

E(ID) = (I*17|Hq1*1)=<1%1" >
ECP) = (1'0%|Hi|170%) =< 170" >

Para el caso del nivel E(1S) razonamos como sigue. Puesto que nuestro
hamiltoniano H; = Hy 4+ V4 conmuta con los operadores L,Sy J entonces
los elementos de matriz (Ho+V4)ij son nulos salvo entre estados con igual
M. vy Mg, lo que tiene por efecto que esta matriz tenga una estructura de
bloques que permiten factorizar la ecuacion secular. Los bloques son 8
del x1,2de2 x 2yunode 3 x 3 que corresponden a los casilleros
de la tabla (44.2) ya que en cada casillero estan todas las funciones con
igual valor de M, y Ms. Por lo tanto podemos considerar en particular la
ecuacion secular con los elementos de matriz de H entre los estados con
M. = Ms= 0 que es solo de tercer grado. (Ver la tabla (44.2)). En este caso
E(1S) sera una de las tres raices de la ecuacion. Pero en lugar de resolver
la ecuacion clbica hacemos uso de la propiedad general que la traza de
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una matriz es invariante a una transformacion similar. La traza de la matriz
Hs de 3 x 3 en la base (44.2) es
Tr(H) =<1"—-1+<1 -1">+<0'0 >

mientras que una vez diagonalizada H; la traza es igual a la suma de
sus valores propios, lo que da

Tr(H1) =E(*}9)+E(*D)+E(P)

y puesto que ya conocemos las dos (ltimas energias de (44.3) podemos
despejar la energia que quedaba por determinar.

Este método generalizado a otros casos se llama el método de las re-
glas de suma de Slater.

PROBLEMA 44.1: Aplicar el método de las reglas de suma de Slater a la
configuracion en que la capa incompleta tiene dos electrones con £ = 2.

En las secciones que siguen veremos la manera de tomar en cuenta el
efecto del término V., del hamiltoniano (40.1).

7.9. Un teorema dsobre elementos de matriz
Teorema: "Si A es un operador que satisface

[AanB] =i GC{BVAV

donde los J; son operadores de momento angular que satisfacen las
relaciones de conmutacion (27.1) entonces los elementos de matriz <
JM’ J|,52|JMJ > son proporcionales a los elementos de matriz de J y la
constante de proporcionalidad es independiente de los nUmeros cuanticos
magnéticos,

< IM}|AIM; >=< J||A|J >< IM}|T|IM;y > "
Para demostrar este teorema es conveniente considear los operadores
=%+id AL =A1+iA;
Con estos operadores las ecuaciones de conmutacion (45.1) son
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A, X3 = FAL ; A, Ji]=0 ; [As, Jmp] = +2A3

Ademas se sabe que

LIM> = [IM+1><IM£1I|IM >
<IMPJy = <IMIL|IM;1>< IML ]|
BIM> = MJIM>

Los coeficientes numeéricos al lado derecho de estas expresiones son
bien conocidos y se pueden encontrar tabulados.

Evaluemos un elemento de matriz de (45.3a)
+ < IM'JALIIM >= (M - M) < IM’|AL|IM >

fgque es no nulo solo si M’ = M &1 tal como los elmentos de matirz de
J. La constane de proporcionalidad es trivialmente

<JM+1
Mm=£1

IM >
HNN >

A

<IME1AL[IM >= ( 1.
+

) < IM £ 1|34 |IM >

Ahora tenemos elementos de matriz (45.3b)
0 = <JIM|ALL]IM >
= <IMALIIM+1><IM£1I|IM)— < IM'|IL|IM' F1><IM F1AL|IM >

Y por lo tanto el primer término es igual al segundo y cada uno es nulo
salvo que M’ = M =4 2 por lo que se deduce que

<IME2ALIM£1> <IM+E1AL[Im>
<IME2J-+IME1>  <IM+1)I|Im>

lo cual muestra que la constante de proporcionalidad en el paréntesis
redondo de (45.5) no depende de M y la denotaremos por

() =< JlIAN> =

Luego veremos que tampoco depende del indice =.
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Considremos un elemento de matriz de la relacion (45.3a)
+2 <IM'|Ag|IM >=<IM'|AL | IMF1><IMF| < I [IM > — <IM' £ 1|AL|IM >< IM'|JF[IM’ £ 1

Haciendo uso de (45.5) y (45.7) vemos que

= <JAP>L {<IM|IL|IMF 1| >< IML1|I:|IM > —
— <IM £ 234 [IM >< IM/ I |IM/ £1 >}

De (45.4) sabemos que J; tiene elementos de matriz no nulos solo para
M’ = M. En este caso (M’ = M) el paréntesis de llave es

O=<IMFLUIEIM > >~ | < IMF LIL|IM > |2
= < IM|[JLI:]|IM >= 42 < IM|J3|IM >

Por lo tanto

< IM|Ag|IM >=< J||A|J >+ < IM|J5|IM >

Resultado este que muestra también qu el coeficiente no puede depen-
der del indice +. Los resultados (45.5), (45.7) y (45.8) quedan resumidos
en la ecuacion (45.2)

Un simple corolario de este teorema es que
< IM'|A-J1IM =< J[|A]|J > I+ ) duw

cuya demostracion se deja como un ejercicio.

7.10. Estructura fina de atomos livianos

En atomos livianos el término V, es una perturbacion fina al hamiltoni-
ano (43.1). El efecto de esta perturbacion podria nuevamente calcularse
con el método elemental de resolver una ecuacion secular una vez que se
haya determinado las funciones propias a cero orden del hamiltoniano to-
tal. Nuevamente sin embargo, el uso de teoria de grupos permite hacer el
calculo en forma mas sencilla.

- El caso de un electron.
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Consideremos primero el caos de un atomo cuya capa incompleta tiene
un solo electron que supondremos que se mueve en un potencial de simetria
esférica. La energia potencial correspondiente a la interaccion del momen-
to intrinseco del electron con el campo magnético producido por la carga
en su movimiento orbital es

Vo = ﬁe'%
_ —eh@ (_h 14U
= (79 (Geia )
donde U es el potencial central en el que se mueve el electron. Esta expre-
sion puede escribirse en la forma

Vo =E(r)8-7
gue es la expresion, para el caso de un solo electron, que habiamos ade-

lantado en (40.1).

La ecuacion que habria que resolver para tomar en cuenta en primer
orden el efecto de V; en los niveles de Hy = Ho+V; es la ecuacion secular

|(H1 +V2)nn, —Edun | =0

Como vectores base [N > nos conviene tomar aquewllas combinaciones
lineales de los vectores |nm;sms > que a cero orden sean autovectores del
hamiltoniano total H. Recordemos que estos vectores son factorizables ya
que como es bien sabido

< X|némy sms >= Ry (1) Yaiim, (69) Xm,

por lo que

Inémy sms >= |n¢) |¢my)|Sims).

Nosotros tomaremos como vectores base aquellos que forman base
para los espacios irreductibles de las rotaciones simultaneas de coorde-
nadas y de spin, esto es, el grupo SO(3) generado por j = 7+ 5. El poten-
cial V, y todo el hamiltoniano son invariantes bajo este grupo lo que implica
gue ellos son operadores diagonale en la base de representacion de este
grupo SO(3)U~> por lo que los elementos de matriz seran no nulos solo si

m=m donde mes el nimero cuantico magnético correspondiente a j que
se sabe que es aditivo, esto es,

m=my + ms =, 4 .
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Puesto que los vectores base [N > de las Rls de SO(S)(D se forman con
combinaciones lineales de vectores (46.5) con distintos m, con distintos my
y ms pero con el mismo valor de n,Z,s entonces estos vectores se denotan
por

IN >= [nésjm; >= |[n¢)|¢sjm;)
y en esta base los vectores 72, £y j2 son diagonales con autovalores
0(0+1),s(s+1)y j(j+1) respectivamente.

Puesto que ya tenemos una base en la cual el hamiltoniano es diagonal
ya no es necesario resolver la ecuacion secular; los elementos de matriz
de V, en esta base nos dan directamente los términos de desdoblamiento
de los niveles E, del hamiltoniano parcial Hs.

Estos elementos de matriz son
Enjis(1) =< nésj mj|Va|ntsjm; >= (n¢[& (r)|n¢) (¢sjmi| - S|¢s jm;)
El primer elemento de matriz depende del potencial U (r) que se con-
sidere y tendra que ser evaluado en cada caso particular, al segundo el-

emento de matriz puede ser calculado facilmente al tomar en cuenta que
puesto que

PP=0+9?=rP+2+20-3
entonces
o
2
Por lo tanto los términos correctivos eon

7.3=

j(j+1) —£(64+1)—s(2+1)

Efb) = ()

2
pero como r = 1 entonces s=1/2 j=L4+ % luego
e _ &0 [ ¢ (J'=€+%)
njt 2 —(t+1) - (j=t-3).
Puesto que paratodos los potenciales razonables U se tiene que dU /dr
es positivo, entonces &(n¢) > 0 por lo que el nivel con j = jyin = E—% es
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el mas bajo tal como lo requiere la tercera regla de Hund. Esto termina
el analisis del desdoblamiento de los niveles H; fque como vemos se de-
scomponen en precisamente dos niveles de estructura fina. Como ya se
ha hecho notar en otras ocasiones, el caso con ¢ = 0 es una excepcion y
no se desdobla.

- El caso de varios electrones.

En el caso de varios electrones son varias las interacciones que a pri-
ori habria que tomar en cuenta. En la expresion (40.1) solo se incluye las
interacciones de los spines con las respectivas orbitas pero no se ha con-
siderado las interacciones cruzadas spin-spin y también spin-otra orbita.
En la mayoria de los casos nuestro hamiltoniano nos da una aproximacion
razonablemente buena.

El analisis que hay que hacer en este caso es enteramente analoga
al caso anterior. Primero se construyen las combinaciones lineales de los
vectores |nLSM| Ms > para formar los vectores que a cero orden den vec-
tores propios del hamiltoniano total y que, tal como antes, podemos denotar
InLSIM >. En esta Gltima base los operadores L2, S y J? son diagonales.
Nuevamente en este caso H; es diagonal en esta base por lo que los térmi-
nos de correccion fina del espectro energético se obtienen directamente
como los elementos de matriz de V,. Puesto que V, es invariante al grupo
SO(3)(y) entonces la proyeccion del momento angular total se conserva,

M =M +Ms= M/ + M}
Con esto, los términos de correccion fina son
Elsls =< NLSIM'V,[nLSIM >=  (nL|& (1)|nL)(LSIM|Zi§|LSIM)
|

El Gltimo elemento de matriz lo podemos escribir a su vez como un ele-
mento de matriz de DS En efecto, los vectores |[LSIM > son combinaciones
lineales de vectores |[LSM| Ms >= |LM_ )|SMs) lo que usamos para escribir

< LSM| Mg|7; - S|LSMLMs >= (LM |Gi|LM_) - (SMg|S|SMs)

que por el teorema de la sec. 45 podemos escribir

= (LI|6]IL)(S/IS]]S) < LSM{MgL- SLSM Ms >
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Por esto, los elementos de matriz en (46.10) pueden escribirse en la
forma

ESls = [5i(nLIE(rINL)(L|IZ][L) - (SIS]S)] < LSIMIL - §LSIM >
Z(nLs) J(J+1)—L(L2+1)—S(S+1)

Que es el resultado final que nos da el analisis efectuado con la ayuda
de teoria de grupos. Esta vez los niveles originales Ey s se desdoblan en
tantos niveles de estructura fina como términos tenga la serie de Clebsch-
Gordan del producto Kronecker de las representaciones L y Sde SO(3).

Es interesante notar que el coeficiente {(nLS) no depende de J, por
lo que este factor es comin a todos los subniveles en que se desdobla
un nivel dado y por lo tanto la diferencia entre estos subniveles se calcula
facilmente, obteniéndose que es proporcional a J:

Ens— Eng-ps = {(LYI(I+1) I - 1)] = {(nLS)J

resultado que es conocido como la regla de intervalos de Landé.
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Capitulo 8

Mol éculas

8.1. Aproximaci On cuasiest atica de Born-Oppenheimer

Describamos elhamiltoniano total de una molécual con la expresionm
H= Z Tha + Z Tei +Vin + Vhe + Vee
a |

donde las partes de energia cinética son

_ R 2

Tna = - %réﬂa_’lja
o 2
Tés = —53 0

y las tres partes de energia potencial se refieren a las interacciones
nucleo-nucleo, nucleo-electron y electron-electron respectivamente. Dada
la gran masa de los nucleos atbmicos comparada con la masa del elec-
tron, el movimiento de estos Gltimos es mucho mas rapido por lo que en
primera aproximacion podemos suponer que los niveles electronicos estan
determinados por un hamiltoniano con nucleos estaticos,

He = ZTei +Vee + Vhe +Vin
|
Hacemos notar que las funciones propias de este hamiltoniano, Ye(r;;R,),
son funciones de las coordenadas electronicas r; y dependen ademas paramétri-

camente de las coordenadas R, de los nucleos. El término V,, en este
hamiltoniano es una simple constante aditiva. Debido a los dos (ltimos
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términos en He los valores propios de este hamiltoniano también depen-
den paramétricamente de las coordenadas de los nucleos, R,

Hele(ri;Ra) = Ee(Rq ) Pe(ri; Ry)

Una vez resuelta esta ecuacion supongamos un pequefio movimiento
de los nucleos alrededor de su posicion de equilibrio. Las funciones propias
del hamiltoniano total a cero orden seran de la forma

Y = Yeln

donde las g, son las funciones determinadas por la ecuacion (47.5) y las
funciones g, son funciones que debemos determinar imponiendo Hy =

Ey.
En esta aproximacion supondremos que las funciones (e SOn menos
sencibles a las variaciones de R, que las funciones ), por lo que

DE,!,U = Dg{ Yl ~ Wemgl#n
dfque deberia ser valido por lo menos alrededor del punto de equilibrio
de los nicleos. Con estas consideraciones impongamos
Hy=Ey

Esto es,

(He+ zTna)WeWn ~ UnEe(Ry) We + WezTna Un = Eein

Vemos que la funcion electronica g puede ser cancelada de esta ecuacion
obteniendo la siguiente ecuacion para i,

R, _
ZTnGWn‘FEeFQUn =Eyn

Esta es una ecuacion de Schrodinger para la funcion de onda de los nu-
cleones cuyo potencial efectivo es la energia electronica correspondiente
al estado en que se encuentren los electrones, incluyendo V.

Como (ltima etapa podria incluirse los términos despreciados en la
aproximacion (47.7) obteniéndose en general que la influencia de estos
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términos es efectivamente despreciable, salvo en los casos de moléculas
muy simétricas, como se vera mas adelante.

En lo que sigue veremos especialmente el caso de moléculas diatomi-
cas por su sencillez y puesto que ellas ya presentan todas las peculiari-
dades del caso molecular que lo diferencian del caso de atomos libres.

8.2. El grupo de simetria de mol éculas diat 6micas

La simetria basica de toda molécula diatbmica o poliatbmica cuyos ato-
mos estén en linea recta es descrita por el grupo de rotaciones alrededor
del eje molecular, esto es, el grupos SO(2).

La representacion natural de este grupo de un parametro es

M(g) < cosQp sing >

—sin@  cos@

Puesto que el grupo es abeliano sus Rls son unidimensionales. Las
funciones de estos espacios de RI deberan ser funciones f(a) tales que la
accion del operador de rotacion en un angulo ¢ sea,

Og(p f(a) = f(a+ @)

lo que facilmente nos hace ver que tanto las matrices unidimensionales
de representacion como las funciones del espacio son exponenciales,

D™ (g(g)) = €™, fM(a) =™

El grupo SO(2) que estamos considerando es un grupo infinitamente
conexo puesto que el espacio de parametros es topolégicamente equiv-
alente a una circunferencia lo que permite infinitas clases de curvas cer-
radas no equivalentesy por lo tanto existen RlIs k-valuadas conk=1,2,3,---.
La representacion (48.3) es univaluada si

D™ (¢) = D™ (p+2m)

lo que facilmente se ve que implica

m=0,+1,+2,--- (RIs univaluadas)
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Y en geneal una representacion es k-valuada si mes una fraccion prima
de la forma,

m=r/kr=0,+£1,+2 +3, --- (RIs k-valuadas)

La simetria de una molécula lineal ABC---F queda totalmente definida si
agregamos al grupo SO(2) los planos de reflexion que contengan el eje
principal para formar el grupo O(2) = C.y que claramente es no abeliano
ya que de sus elementos podemos seleccionar aquellos que definen por
ejemplo al grupo no abeliano Cg,. Por lo tanto los espacios de Rl de SO(2)
definidos en (48.3) no permaneceran en general invariantes bajo la accion
de O(2).

En efecto, la accion de Oy, sobre una funcion (M (a) da f(M(—a) =
f(-M(a) que es una funcion - base de la RID(-™ de SO(2) - salvo para el
caso en que m= 0. De este modo los espacios de las representaciones (m)
y (—m) de SO(2) se mezclan en un solo espacio de RI de O(2) que ahora
dependera del valor absoluto de my no de su signo: DI™(0O(2)).

En la representacion natural, que esta vez es irreductible, las rotaciones
propias son las matrices M (@) definidas en (48.1) y una reflexion especial
puede tomarse diagonal como sigue,

M) =(o %, )

La matriz de una rotacion impropia tipica en la representacion natural
se obtiene multiplicando (48.1) con (48.6), la cual da,

i~ [ cosB sin@
M) = < +sin@  —cosp )

Las matrices bidimensionales correspondientes a la RI DI™ m+ 0 asoci-
adas a rotaciones propias e impropias son similares a las matrices (48.1)
y (48.7) solo que el argumento no es @ sino mg.

Para m= 0 se tiene dos RI unidimensionales, la trivial y aquella que
asocia un +1 a las rotaciones propias y un —1 a las rotaciones impropias.

La tabla de caracteres para las RIs univaluadas de O(2) es
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0(2) M M’
sto1 1
51 -1
M 2cosp O
A 2cosd O
(o))

2cos¥p O

PROBLEMA 48.1: Mostrar que los caracteres del grupo SO(2) satisfacen

1 21T
ET/O dox™(@) x™ (¢) = dmm

y los caracteres del grupo O(2) satisfacen

1 21 m o B
ET/O dox™(@)x™ (@) = dmml

Hasta aqui hemos descrito el grupo de simetria O(2) para una molécula
lineal del tipo ABC---D. Puede ocurrir que aln haya mas simetria como es
el caso de una molécula ABCBA o cualquier distribucion que tenga un plano
de reflexion perpendicular al eje como operacion de simetria. En tal caso
el grupo de simetria es Den = 0(2) x C;.

Puesto que este grupo tiene la inversion como una de sus operaciones
entonces cada representacion del grupo O(2) da origen a dos representa-
ciones del grupo Do de la misma dimension, una par bajo inversion "gz
otra impar bajo inversion ”. Las representaciones univaluadas de Dcp son
por lo tanto

r:M+

@M\

8.3. Clasificaci 6n de los estados moleculares

En el analisis que sigue estudiaremos especificamente el caso de molécu-
las diatbmicas.
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El campo en que se mueven los electrones no es central, por lo tanto
el momento angular orbital L ya no se conserva ni ahy simetria O(3). Sin
embargo se conserva M, la proyecccion del momento angular al eje de la
molécula, debido a la simetria cilindrica presente en el problema. Como
ya hemos visto, es el nimero A=M =0,1,2,--- el indice adecuado para
clasificar las RIs de grupo de simetria de una molécula lineal.

Cada nivel energético de la molécula se caracteriza ademas por el
spin total S de sus electrones. Si S# 0 entonces hay degeneracion de or-
den (2S+1). Como esta degeneracion es parte de la caracterizacion de
los niveles energéticos de la molécula, se escribe el valor 2S+ 1 arriba
a la izquierda del simbolo que denota la representacion del grupo G de
simetria. Por ejemplo, A, denota un nivel con S=1,A = 2y las funciones
de onda son antisimétricas con respecto s Is inbrtdion.

Es una ley empirica que el nivel energético fundamental de las molécu-
las diatomicas estables tipo AB sea '3 y tipo AA sea ' 3. Excepciones
notables a esta regla son O, :* 3, y NO: /1.

Supongamos que podemos construir una molécula diatbmica a par-
tir de dos atomos libres (suficientemente separados) los que acercamos
adiabaticamente a lo largo de una recta fija hasta su punto de equilibrio.
Inicialmente los atomos libres tienen sendos valores de momento angular,
L1 y Lo. Antes que los atomos interactlen existe una simetria O(3) x O(3) y
el sistema esta en un estado al que corresponde la Rl D @ D del grupo
de simetria. Al considerar la interaccion debemos restringirnos al grupo G
gue es alguno de los posibles grupos de simetria de la molécula descritos
en la seccion anterior. Esto lo hacemos por etapas, primero pasamos al
grupo O(3) y por lo tanto a la RR D x D2 y de aqui al grupo G.

Para facilitar el analisis fijemos la relacion L; < L,. Los posibles valores
de los respectivos nimeros cuanticos magnéticos son respectivamente:

My = —Li,—Li+1---,1
My = —Lo

Puesto que en el proceso de construccion de la molécula no se rope la
simetria axial entonces A = |M1 + M| es conservado en este proceso por
lo que puede tener los siguientes valores
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nimero de
funciones de onda
= Li+Lo 2

= Li+Lx—-1 4

= L1-Lx+1 2.2,
= Li—Lo 2(2L2—|—1)

= Li—Lx—1 22L,+1) solo si
Ly > Lo
=1 2(2L,+1)

=0 2A,+1

Si sumamos el nimero de posibilidades veremos que resulta (2L; + 1) -
(2L2+ 1) como debe ser.

Las dos maneras de obtener A =L; + L, nos da (si A # 0) las dos fun-
ciones base para la Rl bidimensional de G correspondiente a este valor de
A, por lo cual esta RI de G aparece una vez en la descomposicion de la
representacion original en que se tenia al sistema antes de la interaccion.
Para A =L;+L,—1hay 4 funciones independientes y por lo tanto (si A # 0)
esta Rl de G aparecera dos veces, etc.

En resumen, la descomposicion de D~ @ D(2)(0(3) x 0(3))|g contiene

valor de A Multiplicidad de la
representacion

Li1+Lo 1

Li+L—1 2

Li—L2+1 A, dim=2

L1 —Lo 2L, +1

: Ly > Lo :

1 2A,+1

0 2Lz +1 dm=1

El nimero de Rl de G que aparece es (2L, +1)(L; +1).

Para completar la descomposicion de la representacion original sabe-
mos responder a dos preguntas adicionales:

a) Cuantas de las RlconA=0son Sy cuantas son 3~ ?
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b) En el caso de molécula tipo AA cuantas son "gz cuantas son ué

El valor A =0 se obtiene de My =—-M>#0y de My =M, =0.
i) Molécula AB. Si M = |M1| = |[My| # 0 entonces definimos, a partir de
las funciones de onda individuales wil,(,?, las funciones

vt o= e e ety
v = e -y

Es claro que las funciones /* son par e impar respectivamente bajo
reflexion (vertical) por lo que la primer sera base de una Rl ¥ mientras la
segunda lo es de una Rl . Asi por cada valor de M # O se tieneun 3y
uny .

Si M = 0 tenemos la funcion ¢ = Lpél)w((,z) gue debemos estudiar si es
par o impar bajo la accion de una reflexion vertical para decidir si la cor-
respondiente Rl es Y™ o Y. Consideremos la accion de g, = Uy -1. No
podemos hacer uso de la expresion (14.5) porque ella es valida solo en la
base en la cual la paridad de la funcion esta dada directamente por (—1)-
lo cual no es cierto en general para atomos con mas de un electron. Pero si
podemos hacer uso de (14.7) que da la accion Uy ylo = (—)-gte y también
sabemos que la accion de la inversion da la paridad. Por lo tanto

vs” gl =9 pupa(—) 2y s”
y es el valor &1 que de aqui resulte lo que permite decidir si la repre-
sentacion cuyo espacio es engendrado por (¢ es el de un zi.

En resumen hay L, representaciones de cda tipo zi mas una repre-
sentacion que es T 0 ¥~ segln el resultado que de (49.3). Entotal 2L, +1
representaciones con A =0.

i) Molécula AA. Si los atomos se encuentran en distinto estado en-
tonces habra el doble de representaciones posibles que en el caso AB ya
gue la inversion conduce a la permutacion de los dos estados; simetrizan-
do o antisimetrizando la funcion de onda de la molécula con respecto a la
inversion se obtiene dos representaciones una "gz una (i”lo que arroja igual
namero de ambos tipos de representaciones. Si en cambio los atomos se
encuentran en el mismo estado, el nUmero de representaciones posibles
es igual que en el caso AB (ver ejemplos).

La paraidad de los distingos términos fue analizada por Wigner y Wit-
mer (Zeitschrift fur Physik, 51 (1928)) y los resultados son los que siguen,
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sean Ny y Ny el nimero de representaciones pare e impares para valores
fijos de Ay del spin total S, entonces,

si A esimpar Ng = Ny
si A esparySespar Ng=Ny+1
si A esparySesimpar Ny=Ng+ 1

Finalmente si A = 0 debe aun distinguirse entre "y 3. Laregla es,

S espar Ny =N;y+1=L+1
A=0
S esimpar N =Ny +1=L+1
donde L=1L; = Lo.
EJEMPLOS:

1. Molécula HC1.
El estado base deHesL,=0,S=1/2ydelClesL; =15 =1/2.

Los valores posible sde A son 0y 1 por lo tanto, segn (49.2) habra una
representacion y y una representacion I por cada uno de los valores
del spin total S=0,1. Tenemos Y% o T~ ? La paridad p, de H es +1
puesto que se trata de un electron con L, = 0. La paridad p; del cloro
se calcula sabiendo que el cloro en su capa incompleta tiene cinco
electrones con ¢ = 1, entonces p; = (—1)° = —1y por lo tanto

+
ppo() 7 = (4 (D) (-1) = +1= Y
Asi pues, las representaciones basicas para la molécula HC1 son

13w 13
’ Z,’ n.
2. Molécula C1,.

EstaveztenemosL=L;=L,=1y S =S =1/2. Entonces por (49.3)
tenemos que habra tres representaciones 3, dos representaciones I1
y una representacion A por cada valor del spin total S=0, 1.
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A=1S=0,1=1Mg1M,2Mg%N,

A_Z{S = 1 = 3,

PROBLEMA 49.1: Encontrar los niveles energéticos mas bajos de las molécu-
las siguientes: TiO,NiO, O,, sabiendo que la capa incompleta de estos ato-
mos es Ti : 3d2,0: 2p*, Ni : 3d8.

PROBLEMA 49.2: Deducir las reglas de seleccion para transsiciones dipo-
lares eléctricas, dipolares magnéticas y cuadrupolares eléctricas en el caso
de moléculas tipo AB Yy tipo AA

8.4. Intersecci 6n de niveles energ éticos moleculares

Los niveles energéticos electronicos que se deducen de la ecuacion
(47.5) dependen paramétricamente de las distancias internucleares, lo que
hace posible qu en el grafico (multidimensioal) energia electronica versus
distancias internucleares ocurran intersecciones de distintos niveles.

Para facilitar el analisis inicial consideremos dos niveles electronicos
Ei1(R) y Ex(R) de una molécula diatbmica. Supongamos que al hacer cre-
cer R estos dos niveles se aproximan hasta casi’juntarse; la pregunta es
puede ocurrir la interseccion al incrementar R alin mas alla de este valor
R,? Veamos como teoria de perturbacion nos permite responder a esta
pregunta.

Sean |1 >y |2 > autovectores del hamiltoniano He(Ry) correspondientes
a los autovalores E;(R,) y E2(Ry) respectivamente. Como primera aproxi-
macion supongamos que los autovectores del hamiltoniano

He(Ro + OR) = He(Ro) + (9He(Ro)/OR)OR.
se puede expresar en la forma

ap|1> +apl? >

entonces la ecuacion de valores propios para el hamiltoniano se es-
cribe,
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a1(E1+V —E)|1> +ap(E2+V —E)[2>=0

donde V representael Gltimo término de la expresion (50.1). Haciendo
el producto escalar de esta expresion con < 1| y < 2| respectivamente se
obtiene las ecuaciones

Al(el +Vi1— E) +aVi2=0

agVor1+az(Ex+Vao—E)=0

la ecuacion de compatibilidad de estas ecuaciones es

Ei. + Viu—E V1o

=0
Vo1 E; + Vo —E‘

implicando

1 1
E= E(EH_ Eo+Vi1+ Vo) £ \/Z(El — B2+ V11— V& + Va2l

Esta Gltima expresion nos da los valores de Ej(R, + dR) en primera
aproximacion correspondiente a los valores i = 1, 2 los signos +, — en (50.4)
respectivamente. En esta aproximacion la interseccion de los dos autoval-
ores para un cierto valor de 3R podra ocurrir si la expresion bajo la raiz
en (50.4) se anula. Puesto que bajo la raiz tenemos la suma de dos can-
tidades positivas, la suma se anulara solo si ambas cantidades se anulan
simultaneamente para un cierto valor de R,

E1—Ex+Vi1—Vo2=0,Vi2=0.

En general y a priori es poco probable que estas dos condiciones se
puedan satisfacer simultaneamente (mismo valor de dR) lo que a su vez
hace poco probable que pueda ocurrir en genral una interseccin de dos
niveles energéticos. Sin embargo puede ocurrir que Vi, se anule idéntica-
mente; en tal caso es posible en principio encontrar un valor de dR para
el cual la primera condicion (50.5) se satisfaga. Veamos ahora bajo qu
condiciones podemos estar seguros que Vi se anula idénticamente. Si G
es el grupo de simetria de Hg este es en particular el grupo de simetria
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del hamiltoniano para R= R, y también para el hamiltoniano (50.1). Por lo
tanto G es tambiél el grupo de simetria de V, lo que a su vez implica que
la representacion de G asociada a V, en el sentido de #17, es la repre-
sentacion trivial. En este caso, entonces, la afirmacion 3 de #17 nos dice
que < YWV |p?) > se anula idénticamente si D(*) £ DA, Esto es Vi, se
anula idénticamente si las representaciones de G asociadas a los niveles
E; y E> son distintas.

Concluimos entonces que en una molécula diatbmica las intersecciones
entre nieles energéticos ocurriran en general solo para niveles que tengan
asociada RIs diferentes del grupo de simetria.

Este es un resultado general de mecanica cuantica valido para cualquier
hamiltoniano que contenga un parametro y que sus autovalores dependan
consecuentemente de ese parametro.

En el caso de una molécula poliatomica (N > 2) el hamiltoniano con-
tiene t = 3N — 6 parametros independientes correspondientes a las distan-
cias internucleares. Los graficos en un espacio de dimension t + 1 de las
energias E;j(Ry,---,R) son superficies de este espaci, esto es, variedades
de dimension t. Superficies de esta dimensionalidad se pueden intersectar
desde un punto (dim= 0) hasta en una variedad de dimension t — 1. Para
satisfacer las dos condiciones (50.5) ahora tenemos a nuestra disposicion
las t variaciones independientes dR; y por lo tanto esta vez no hay proble-
ma en satisfacerlas. Se concluye entonces que para moléculas poliatomi-
cas cualesquiera dos niveles energéticos podran intersectarse. Si la inter-
seccion es entre dos niveles que tienen asociada la misma RI del grupo
entonces habra que satisfacer las dos condiciones (50.5) lo que determi-
na que la interseccion ocurra en una variedad de dimension t — 2 mientras
gue si los niveles tienen RIs diferentes entonces la interseccion sera de
dimension t — 1.
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Capitulo 9

Solidos

9.1. Solidos cristalinos

Para estudiar un solido cristalino es conveniente comenzar con un mod-
elo ideal de cristal que consiste en un arreglo geométrico regular, periodico
y estatico de moléculas que se extiende por todo el espacio. En tal mod-
elo los electrones se mueven en un potencial perfectamente periddico y
por lo tanto el hamiltoniano es invariante a las traslaciones discretas que
corresponden a esta periocidad.

H(X+t) = H(X)

Escogiendo un punto P arbitrario en el cristal es posible identificar facil-
mente el conjunto de todos los vectores P’ que son equivalentes a P, esto
es, el cristal se ve idéntico usando como punto de referencia P 6 P'. Los
vectores T que definen traslaciones desde un punto a otro equivalente se
llaman vectores de la red y son tales que con ellos se definen las trasla-
ciones discretas que dejan invariante al cristal. Dado un punto arbitrario P,
se llama red de Bravais al conjunto de todos los puntos equivalentes a P.

Una estructura cristalina se obtiene al repetir el mismo objeto, llamado
base, en cada uno de los puntos de una red de Bravais en forma regular.
Para una red de Bravais dada es posible encontrar tres vectores & tales
gue todos los vectores de la red pueden escribirse como combinacion lineal
de ellos con coeficientes enteros,
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= N1d8; + Npds + N3ds, (ni = enteros).

Llamaremos vectores primitivos a estos vectores &;. La eleccion de los
vectores primitivos de una red no es Unica. Es claro que el paralelepipedo
construido con estos vectores no contiene ningln punto de la red en su
interior ya que un punto tal no seria expresable en la forma (51.2) contradi-
ciendo la definicion de vector primitivo.

Puesto que un crsital tiene una estructura periddica, su comportamiento
lo sera también y bastara estudiarlo en una celda primitiva que comprende
solo puntos no equivalentes de tal modo que dado cualquier punto del
cristal hay un punto equivalente dentro de la celda. Una celda primitiva
natural es el paralelepipedo definido a partir de los vectores &;. Aun cuando
para la eleccion de una celda primitiva existen siempre varais posibilidades
el volumen de todas ellas es el mismo puesto que su repeticion periodica
en la rede de Bravais cubre totalmente al cristal sin traslapes ni intersticios.

La celda primitiva mas usada es la llamada celda de Wigner-Seitz. Esta
se define eligiendo un punto arbritario de la red como originen; se trazan
los vectores desde este punto a todos los puntos equivalentes cercanos y
luego se construyen planos ortogonales a estos vectores que pasen por
sus puntso medios. EI menor volumen encerrado por estos planos alrede-
dor del punto origen se llama celda de Wigner-Zeitz. Puede demostrarse
gue la repeticion de esta celda cubre completamente al cristal.

Las celdas tienen una simetria que corresponde a alguno de los 32
grupos puntuales cristalograficos ya que estas son las Unicas simetrias
puntuales compatibles con la propiedad de las celdas de cubrir al cristal to-
talmente siendo todas iguales. Es interesante tratar de encontrar almenos
un ejemplo de celdas primitiva que tenga como uno de sus elementos de
simetria puntual un eje Cs. Tal problema no tiene solucion positiva.

La simetria de la red, sin embargo, no coincide en general con la simetria
del cristal, ya que en los puntos equivalentes de una red podemos situar
objetos de diversos tipos de simetria como se ilustra en la figura.

Todos estos ¢ristales”bidimensionales tienen la misma red que aparece
a la izquierda y por lo tanto pueden describirse usando los mismos vec-
tores primitivos y la misma celda de Wigner-Zeitz (forma externa) pero con
diferente simetria puntual.

Se han clasificado todas las redes tridimensionales posibles y se ha
descubierto que existen solo 14 redes diferentes y son conocidas como 14
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redes de Bravais. A priori se podria pensar que al menos son 32, corre-
spondiendo a las 32 posibles simetrias puntuales de las celdas primitivas,
pero sucede que una red puede ser invariante a varios de los 32 grupos
puntuales cristalograficos simultaneamente. Por ejemplo, las 3 redes: cubi-
ca simple, clUbica de cara centrada y cUbica de cuerpo centrado son invari-
antes a los 5 grupos puntuales T, T, Tg, O, Oy,

9.2. Grupos espaciales

Basandonos en las 14 redes de Bravais podemos construir cristales
de diferente simetria segln la simetria de la base que se repite en cada
punto equivalente de la red. El grupo que deja invariante al cristal se llama
grupo espacial ¢ y su elemento tipico se denota (R;T) constando de una
operacion puntual Ry de una traslacion T. Para que la accion del grupo es-
pacial esté bien definida se debe haber determinado el centro de simetria
de la celda respecto al cual estan definidas las operaciones puntuales.
La combinacion de las 14 redes de Bravais y las simetrias puntuales de
las celdas permite definir 230 grupos espaciales en tres dimensiones. La
definicibn mas completa se vera en la seccion siguiente donde se introduce
una condicion de periodicidad.

Los tipos de elementos que se presentan en un grupo espacial son los
siguientes: i) operaciones puntuales puras, (R;O); ii) traslaciones puras,
(1) donde T necesariamente es el tipo (51.2); iii) combinaciones de una
traslacion y una operacion puntual (R;T) de tal modo que ni R;0) ni (g T)
pertenecen al grupo espacial en consideracion.

Ejemplo de este Ultimo tipo de operaciones (no todo grupo espacial la
tiene) puede verse en la figura (51.3).

Por definicion la accion de un (R;T) general sobre un vector tridimen-
sional X es

(RT)IR=RX—T.
De aqui es trivial deducir que
STIRT) = (RSt T).R5-RT),

El subgrupo 1 de las traslaciones () de ¢ es un subgrupo invariante
de ¢ (trivial demostrarlo).
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Dado un subgrupo espacial ¢ de elementos (R; T) definimos un grupo
puntual # asociado a ¢ como el grupo de los operadores (R;0) con to-
dos los R tales que exista al menos un elemento (R;T) de ¢ con ese R
Puesto que no todos los ¢ se tien que todos los (R;0) sean elementos de
¢ entonces en general # no es subgrupo de ¥.

Se dice que un grupo ¢ es simorfo si # < G: Es claro por lo dicho
anteriormente que si ¢ es no simorfo entonces existe algin elemento de
¢, (R;T) tal que (R;0) £ y por lo tanto este T particular es necesariamente
una traslacion no incluida en (51.2).

Afirmacion: El grupo cuociente G/t es isomorfo a Z.

Aunque esta afirmacion es valida en general solo veremos su demostracion
en el caso de los ¢ simorfos. El grupo cuociente tiene por elementos los
conceptos de ¢ definidos como los subconjuntos que se generan multipli-
cando 1 por todos los elementos del grupo. Evidentemente dos elemen-
tos de un mismo coseto generan el mismo coseto. Un coseto general es:
T(RT) = {(gT)(RT) = (RT +1) todo T}. En particular ¥ = — muestra que
(R;0) es un elemento de este coseto lo que muestra que cualquier elemen-
to del grupo cuociente puede escribirse en la forma 7(R;0). Con esto queda
establecida una relacion uno a uno entre el grupo cuociente y el grupo Z.
La demostracion se completa mostrando que la ley de multiplicacion es la
misma. En efecto,

(R 0)1(S0) =1(R0)(S0) =1(RS0).

Para estudiar las Rls de los grupos espaciales comenzaremos estu-
diando las RIs del subgrupo de las traslaciones t .

PROBLEMA 52.1: a) Describir los grupos espaciales correspondientes a las
estructuras cristalinas de las figuras 51.1, (b), (c), (d) y ademas el grupo
espacial de la figura adjunta.

b) Indique cuales son simorfos y describa los grupos R en cada caso.
c) Dibuje las correspondientes celdas de Wigner-Seitz.

9.3. Las RIs del subgrupo 71y el teorema de Bloch

El subgrupo de las traslaciones esta formado por los elementos (gf).
La accion de este grupo sobre un espacio de funciones de X es,
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P(e;t*)f(x) = f((g1) = f(X+1).

El grupo 1 es abeliano por lo cual sus Rls son unidimensionales, pero
ademas 1 naturalmente se descompone en los grupos de traslaciones en
una dimension, 11,T,, 73 a lo largo de los ejes definidos por los vectores
primitivos &;,38,,d3 :

T = T1XToXT3

Para el estudio de las RIs de T basta que nos concentremos en las RIs
de estos 71;. Para evitar que sea un grupo infinito se introduce una condicion
de periodicidad normalmente asociada a las dimensiones macroscopicas
del cristal. Para esto se impone que el grupo 1; sea ciclico con ciclo N;, es
decir, la traslacion (e;t) con t = Na se identifica con la identidad del grupo
(€,0)

(e;Na) = (ga)N = (g,0)

Aqui , mientras estemos tratando uno solo de los grupos unidimension-
ales suprimiremos los indices i y el signo de vector. La longitud Na=L se
supone que es la longitud del cristal en esa direccion.

En general a los elementos de un grupo ciclico de orden N se le asigna
una RI fundamental que asocia al generador del grupo la raiz N™ de + 1.
El resto de las Rls se obtiene como potencias Kronecker, r, de ésta R, la
raiz N™ de +1 es exp(2mi/N) por lo cual

(€ Na)D" e M/N) — exp(27i %‘)

El entero r que caracteriza la Rl toma los valoresr =1,2,---N y eviden-
temente la representacion D(N) es la representacion trivial D(©.

Definiendo

k=2mr/L

y cambiando la notacion de D) a DK se tiene que

(e;Na) DM exp (ikna)

Por definicion k toma los valores
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Més alla del valor k = 2r1/a las RIs comienzan a repetirse y en gen-
eral las Rls cuyos indices son k+ 2rg/a son equivalentes. Repitiendo en-
tonces, vemos que se ha definido N; representaciones del grupo t; donde
N; es el orden y por lo tanto el nimero de clases conjugadas de este grupo
abeliano.

Volviendo ahora al grupo 1, este tiene N;N>N3 elementos e igual nimero
de RIs gue se obtienen como producto directo de las representaciones
(53.6),

(1) = (g N1y + npdr + nsﬁs)D(klkzka) g (kimau-+honodo-+Kansas)

Definiendo
a; x dx .
| = 2m—) ciclico
se coprueba que
Oi -éj = 27T5ij
se comprueba que
Oi -éj = 27T5ij

y si ademas definimos los vectores k y k; por medio de

fi
k= Z Wigi = Z ki
se obtiene que

k-T=2m(kyniag + konpag + kanzag)
por lo gue podemos cambiar la notacion
D (kikaks)
y la expresion (53.8) se puede escribir en forma mucho mas resumida
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DK ((eT)) =k

TEOREMA DE BLOCH: Si una funcion fk(x transforma bajo T como funcion

)
del espacio de la Rl DK)(1) y la escribimos en la forma

fi(®) = &K xu (%)

entonces se cumple que

Dem: Por definicion

y por (53.1)

= fi (X+1)

Igualando ambos miembros derechos utilizando la expresion (53.15a)
las exponenciales se cancelan idénticamente y se obtiene (53.15b).

Es atil notar que una combinacion lineal de funciones de Bloch, (53.15)
gue tengan igual indice k define otra funcion de Bloch de indice k. Esta mis-
ma afirmacion puede expresarse diciendo que una combinacion lineal de
funciones del espacio de Rl DK) es también una funcion de este espacio,
lo cual es trivial.

9.4. Zona de Brillouin

Los vectores k definidos por (53,11), (53,5),(53,7) toman valores dis-
cretos definiendo un reticulado de vectores k para los distintos valores de
los tres enteros ry,ro,r3. Como se sabe, cada uno de estos rj toma esen-
cialmente N; valores distintos con los cuales se definen las N;No>N3 Rls del
grupo T diferentes. Estos valores de k forman lo que se puede llamar una
celda primitiva en espacio k. Dentro de esta celda el reticulado tiene un
espaciado caracteristico en cada una de las direcciones k; que es 2m/L;
segln puede apreciarse explicitamente en (53.7). La magnitud de la celda
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en esta misma direccion es 27m/a,. Saliéendose de este rango las RlIs que
encontramos son equivalentes a alguna de las Rls ya encontradas dentro
de la celda primitiva como se discuti6 en la seccion anterior. Supongamos
que los rj en (53.11) estan mas alla de su rango,

ri =hiN +g¢ (todos numeros enteros)
y con
0<cg<N-1
entonces
K = zb|N|+CI z NI gI+Z| b|g|

= k+K

donde k esta en la celda primitiva y K es una combinacion lineal de los
vectores g; con coeficientes enteros,

K="> big

Ahora veamos que las RIs (k) y (k') son equivalentes aun cuando ésto
ya esta dicho.

(&) = dk+K) 7 _ gktgKt _ gkt

lo cual muestra la equivalencia. La Gltima igualdad surge del hecho que
K-t= (bigi)m(n;&;) que por (53.10) se reduce a 27 (entero)

En resumen,

pDk+K) k)

es equivalente a D

A los vectores g; los llamaremos vectores primitivos de la red reciproca
y cualquier K definido por (54.3) es un vector de la red reciproca. Con el
conjunto de puntos que definen los vectores de la red reciproca se define
la red reciproca que es un reticulado con espaciado de magnitud 217/a;.

Se designa con el nombre de zona de Brillouin a la celda primitiva de
Wigner-Seitz de la red reciproca. La ZB encierra exactamente a los NyNoN3
vectores k que definen todas las Rls no equivalentes de 1. El valor de los
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k dentro de la ZB son simétricos respecto del origen a partir del cual se
construye la ZB. Evidentemente las dimensiones lineales de una ZB son
211/ q;.

Supongamos por un instante que un hamiltoniano cristalino H es de
simetria T y no mas que eso. Los niveles energéticos de H no seran de-
generados (salvo por efectos de spin) ya que las RIs de 1T son unidimen-
sionales. Cada nivel tendra como indice un vector k de acuerdo con la RI
asociada,

HYy (%) = By (X)
Para L; — « los k se convierten en variables continuas y se habla de
niveles E(k). Las distintas funciones E (k) definen las diferentes bandas de
energia y su estudio es un punto importante en fisica del estado solido.

En general, sin embargo, la simetria de un cristal es mayor que T y por
eso debemos ocuparnos del estudio de las Rls de los grupos espaciales
9.

PrROBLEMA 54.1: Para los cristales del prob. 52.1 dibuje el reticulado K, la
red reciproca, y la ZB suponiendo que el tamafio del cristal esta dado por
N; =N, =6.

9.5. Puntos generales de la zona de Brillouin

Consideremos un grupo espacial simorfo ¢. Escogiendo en forma ade-
cuada el centro de simetria respecto al cual se define la accion de los
operadores de ¢, cualquier elemento del grupo puede escribirse en la for-
ma

(RY) = (gD)(R0)
Afirmacion 1: La accion de una rotacion R sobre una funcion de Bloch
de indice k da por resultado una funcion de Bloch de indice Rk.
Demostracion:

Sea ) (C) una funcion de Bloch, entonces la accion de (R;0) sobre ella
es, B

F(x) = Pro W (%) = Y (R %) = K. R xu, (RIx)
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pero debido a que R es una transformacion unitaria entonces Rk -RX =
x-X o también, k- R™1X = Rk- X lo que permite escribir (55.2) en la forma,

F(x) = eiRK'Xuk(Rflx)

Para ver ahora si esta es efectivamente una funcion de Bloch debemos
hacer actuar sobre ella una traslacion,

PepF () = F(x+) = dR& Dy (R-1x+ RI)

En el argumento de Uy aparece R1If, esto es, la rotacion de un vector
de la red cristalina, pero por definicion del grupo espacial esta rotacion es
una simetria de la red, y por lo tanto Rt =1’ es también un vector de la red.
Puesto que uy satisface la condicion de periodicidad (53.15b) entonces el
Gltimo miembro derecho puede escribirse en la forma

P(&f) F (2) — elRKfel RK - uk(R— 12) — eiRL(fF (X)

lo que termina de demostrar que F(x) es una funcion que transforma
de acuerdo a las Rl DRK del grupo T.

El conjunto de los vectores Rk para todo R € # lo llamaremos estrel-
la de k. Si el grupo tiene h elementos entonces la estrella de k tendra a lo
mas h vectores diferentes. Se dira que un vector, k es, general si su estrella
tiene exactamente h vectores diferentes. La accion del grupo # sobre una
funcion de Bloch cuyo indice es un vector k general define h funciones lin-
ealmente independientes f, (X). Los vectores k generales definen dentro

de la ZB los puntos generales de ésta.
Afirmacion 2: El espacio engendrado por las h funciones f () es in-
variante a la accion del grupo espacial G. -

Demostracion: Consideremos la accion de un elemento cualquiera del
grupo G sobre una de estas funciones,

P(S;f) le_((X) = P(S;f) P(R;O) fk(X) (pOf def. de le_()
= PerPisoPro fi(®)  (por(551))
= P(e;f) P(SR,O) fK(x)
Pep) fx (X) (por def. de fy )
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y este (ltimo resultado no es sino la accion de un elemento del grupo
T sobre una funcion del espacio de la RI DS del grupo T, esto es, nue-
vamente se tiene una funcion de Bloch de indice SRk multiplicada por el
coeficiente (no es funcion de X) &K .7, Salvo un coeficiente constante,
entonces, se vuelve a obtener una de las funciones del conjunto del que
partimos lo que demuestra la afirmacion.

De esta manera se ha obtenido un espacio de representacion de ¢ de
dimension h. Afirmamos sin demostracion que este es un espacio de Rl de
¢ y la Rl asi definida es rotulada por el indice k que puede ser cualquiera
de los vectores de la estrella.

Los niveles E(k) que tienen asociados este tipo de Rls del grupo ¢ son
h veces degenerados. Sin embargo, en fisica del estado solido la palabra
"degeneracion’se reserva para otra situacion de modo que aqui diremos
gue "no hay degeneracion”. Cada k de la estrella tiene asociado una fun-
cion f de Bloch y la superficie E(k) es tal que E(k) = E(RKk) para todo
Re Z. Se hablara de degeneracion solo si hay una funcion f; con el mis-
mo indice k que es autofuncion del hamiltoniano con la misma energia. Si
esto ocurre para un vector k general se dice que hay degeneracion acci-
dental pero si ocurre en puntos especiales de la zona de Brilouin debido a
requerimientos de simetria entonces se habla de degeneracion esencial.

9.6. Puntos especiales de la zona de Brillouin

Hasta aqui hemos visto las representaciones de ¢ de dimension h
gue son inducidas por los vectores k generales que caracterizan las RI
del gruop 1. El nmero h se refiere al orden del subgrupo R de ¢ simorfo.

Ahora veremos las RIs de ¢ para el caso en que k es un vector espe-
cial, esto es, al menos hay un Re€ # que deja a k invariante en el sentido
periodico, Rk = k+k, (k = vec. de la red reciproca)

Un simple analisis muestra que si k = 0 entonces k esta sobre un eje
y/o un plano de simetria de la ZB, k = 0 entonces k esta sobre el borde la
ZB.

Sea Gy el subgrupo de ¢ que deja invariante el vector k. Este subgrupo

recibe el nombre de pequefio grupo de k o simplemente grupo de k. Puesto
que los elementos de t todos dejan invariante a k, entonces 1 < Gk- De-

notemos ademas por Zj el grupo puntual que deja invariante ak, entonces
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si G es simorfo se tiene que %) < Gy.

Afirmacion: Independientemente del hecho que ¢ sea simorfo o no se
cumple que el grupo cuociente G /T es isomorfo a %).. La demostracion
en el caso simorfo es enteramente analoga a aquella que se dio al final de
la seccion 52.

Es importante tener presente que el grupo %) es no trivial solo en el ca-

so en que k define un punto especial en la ZB. A continuacion definiremos
las RIs de ¢ a partir de las RIs de 7y las RIs de %,.

Sea una funcién de Bloch fi sobre la cual hacemos actuar un elemento
del grupo Z).. Debido a la afirmacion 1 de #55 se obtiene una funcion
de indice Rk, pero como este R particular deja a k invariante, la funcion
obtenida tiene nuevamente indice k.

Prfy = f’K (para todosR € Zj)

Estas dos funciones son en general diferentes porque al escribirlas en
la forma (53.15a) vemos que si la primera tiene el factor uy (x) entonces
la segunda tiene el factor uk(R‘lx). Las funciones f asi generadas en-
gendran en general un espacio de representacion reductible del grupo #
(ver #8). Reduciendo este espacio con combinaciones lineales adecuadas
obtenemos espacios de funciones de Bloch de indice k que son de RI del

grupo .. Sean fki(“) las funciones base de estas Rls de %) de dimension
ny: (1) = nombre de la Rl de %)

k = nombre de la RI de t; indice de todas las funciones de Bloch que
estamos usando,

i =indice que distingue las distintas funciones base de la representacion
(I‘l)ﬂl = 1727...’n“.

Al actuar con un elemento general R del grupo & sobre una de las

funciones féi“) hay dos posibilidades que son

a) Re %) se obtiene otra funcion de Bloch con los mismos (u) y k

b) R £Z) se obtiene otra funcion de Bloch con indice k' = Rk que es un
vector de la estrella de k diferente de k mismo. Cualquier otra rotacion
R que pertenezca al mismo coseto R%) nos dara una funcion de

Bloch con el mismo indice k’ (ejercicio).
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En resumen, la accion del grupo % sobre una de las funciones base
flg’) dara funciones de Bloch con tantos indices k distintos como cosetos
tenta el grupo Z con respecto al grupo X esto es, h/hy, el cuociente
del orden del grupo sobre el orden del subgrupo. Este es el nimero de
funciones diferentes que se obtiene a partir de una funcion fija. Si ahora
hacemos variar u en su rango de n, valores obtenemos un espacio de
dimension

h

dim (D&#) () = —ny
K

y este espacio es invariante e irreductible respecot al grupo espacial 4. De
este modo quedan definidas las RIs del grupo G que denotamos DK#).

Hacemos notar que n, < h, (ver (7.5)) y la igualdad solo se cumple
sin, =h,=1 0 sea, en el caso en que %) es un grupo trivial lo cual
significa que k es un vector general. Para los puntos especiales por lo tanto
la desigualdad es estricta, lo que implica que

hﬂ ng <h (para todokespecial)
K

Por lo tanto los puntos especiales tienen asociados Rls de ¢ de dimension
menor que los puntos generales.

También es importante notar que si n, < 2 tendremos originalmente
mas de una funcion con el mismo k y por ende habra degeneracion esen-
cial. Esta "degeneracion esencial.es exactamente n,. Mas adelante vere-
mos que bandas de energia E(k, 1) que estan separadas para un k general
pueden converger a un solo valor E,n, veces degenerado cuando k llega
a ser un punto especial.

PROBLEMA 56.1: En la figura adjunta se da una estructura cristalina que
coincide con su red de Bravais.

a) Estudiar el grupo espacial (sus elementos).
b) Estudiar los puntos generales y especiales de la ZB.

c) Determinar los pequefios grupos de los puntos especiales y las di-
mensiones de las RIs de ¢ en todos estos puntos.
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9.7. Ejemplo de grupo simorfo

Consideremos un cristal bidimensional de iones puntuales formando
una red cuadrada. En este caso la red y la estructura cristalina se confun-
den puesto que la base es un punto. Los vectores T ahora se escriben en
la forma

T=mas +npd

y las operaciones (gt) dejan invariante a la red. También las siguientes
operaciones puntuales dejan invariante a la red (ver figura),(e;0), (Cy4;0),
(C;10), (C3;0), (0x0), (0,;0), (04;0), (0g;0) las que forman el grupo Cay.

Veamos ahora si existen otras operacione sde simetria que harian que
el grupo espacial fuera no simorfo, o sea, que exista algin elemento del
grupo de la forma (R;'T’) donde T no es un vect expresable con (57.1). En
particular consideramos tres posibilidades.

A) La reflexion oy, (figura) es claramente una simetria de la red sin em-
bargo esta a la distancia %al del origen lo que podria hacer pensar
gue hay operaciones de simetria que harian del ¢ total un grupo
no simorfo. Esto no es asi y la razon es que las operaciones pun-
tuales deben pasar por el origen que se haya elegido. En general
para efectuar una operacion (R;f), (definida con respecto al origen),
a una distancia T del origen debemos operar con (g, T)(R;)(gT) ™.
En nuestro caso se trata de la operacion (oy;0) a la distancia %al del
origen

(€:81/2)(0y;0)(& —a1/2) = (&81/2)(0y;81/2) = (0y : &)

con lo cual queda demostrado que la simetria oy es idéntica a la
operacion de simetria (0oy;d;) que es consistente con ¢ simorfo.

B) También podriamos elegir como origen el centro de uno de los cuadra-
dos en vez de uno de los vértices como lo hemos hecho. Esto nos
obliga a desplazar los elementos del grupo en (d; + &) /2. Se deja co-
mo ejercicio demostrar que el grupo que se obtiene continua siendo
simorfo.

C) Existe una operacion de simetria en el cristal que consiste en reflejar
en el plano o y enseguida se desplaza en (d;+3d)/2. En este caso en
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gue ni la reflexion o ni el desplazamiento por separado son simetrias
de la red se habla de un plano de desplazamiento. En nuestro caso
la operacion no esta definida respecto al origen y por lo tanto no se
puede decidir aln si hace del grupo de simetria un grupo no simor-
fo 0 no. El plano o esta en una distancia (8, — &)/4 por lo cual la
operacion correctamente expresada es

(6 (a1 —d)/4)(0d; (81 +82)/2) (€ — (81 — &) /4) = (0d; &)

gue nuevamente es una operacion del grupo simorfo definido origi-
nalmente.

Construyamos ahora la zona de Brillouin. Primero debemos encon-
trar dos vectores g; que cumplan con (53.10), ellos son

a1 a
=2 g, =22
gl ’31’2 92 ‘§2‘2

Estos son los vectores primitivos de la red reciproca. Con ellos se en-
gendra la red reciproca y se determina la ZB en la forma que se explico en
# 54, ver figura 57.2. Veamos ahora mas en detalle la ZB. Puesto que los
puntos del espacio reciproco deben estar en una y solo una de las ZB
gue cubren totalmente este espacio, entonces debemos decidir a qué cel-
da pertenecen los puntos del borde de la ZB. De los cuatro lados solo dos
pertenecen a cada celda y de los cuatro vértices solo uno, M, como se
indica en la figura 57.3. Veamos que hay seis clases de puntos especiales
en esta ZB. 1) y 2). Los puntos y y M cuyos grupos asociados R, pueden
verse que en este caso coinciden con el grupo puntual total C,. Por lo tanto
las estrellas correspondientes constan de un solo vector.

3) Los puntos X son dejados invariantes por (e, ox,ay,Cf) = Cyy por lo
tanto la estrella de ky consta de dos vectores.

4) Los puntos A situados en cualquier punto intermedio entre yy X son
dejados invariantes por (g; 0yx) = Cs, la estrella de k, tiene cuatro vectores.

5) Los puntos ¥ situados entre y'y M son dejados invariantes por (€;0q) =
Cs por lo que la estrella de Igz tiene nuevamente cuatro vectores.

6) Los puntos Z entre X y M son invariantes al grupo (e, gy) =Cypy

Como ya se habia dicho, la estrella de cada punto tiene vectores. Un
punto general de la ZB tiene una estrella de ocho puntos y el octavo de la
ZB achurado en la figura 57.4 es la (nica parte neesaria para obtener toda
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la zona aplicando las operaciones del grupo puntual C4,. ES por esto que el
punto medio del lado superior en la figura 57.3 no se ha considerado como
un nuevo puntu especial enla ZB. En el ejemplo que estamos considerando
los punto y y M son los Gnicos que tiene asociado un grupo puntual no
abeliano y por lo tanto los Gnicos donde puede ocurrir una degeneracion
esencial. En ningln otro punto de la ZB dos bandas de energia se juntaran
por requerimientos de simetria espacial.

Veamos mas sobre las bandas de energia. Lo que deseamos saber
es lo siguiente. Los niveles energéticos correspondientes a cada punto de
la ZB estan clasificados de acuerdo al k correspondiente mas una RI del
grupo puntual % los niveles E(k) tendran que tener asociados RIs de
grupos Z diferentes. Por ejemplo, al seguir la evolucién de un nivel desde
el punto y hasta el punto X pasando por todos los puntos A intermedios
tendremos que pasar por Rls de C4,Cs y Cyy respectivamente. Qué Rls de
un grupo pueden evolucionar a qué Rls de otro grupo?

Para responder a esto anotemos las tablas de caracteres de dos grupos
puntuales asociados a los punto y,Ay X.

vnil 1 1 1 1 X1 (1|2 1 1
i1 1 1 -1 -1 X|1|1 -1 -1
|1 -1 1 1 -1 Xz |1(-1 1 -1
w11 -1 1 -1 1 Xs11]-1 -1 1
w12 0 -20 0

Ry € Ok

A1l 1

N |1 -1

Un nivel E(k,) puede terne asociada la Rl A; o bien la RI A, que cor-
responden a los casos de funciones de Bloch simétricas y antisimétricas
respecto a oy respectivamente. Al hacer los limites ky — k,y k—ky las
funciones mantienen su comportamiento bajo ox luego se tiene necesari-
amente que A; <+— y1 0 Y3y Ao <+ y» 0 y4 y también puede suceder que
dos niveles, uno E(k,,) y otro E(k,,) converjan al mismo nivel en el punto
y para formar un nivel E(kys). Puesto que y lo formamos por la union de
un nivel par y otro impar bajo gy ta raza de gy en esta Rl bidimensional es
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cero como debe ser.
PROBLEMA 57.1: Estudiar los casos y «— § «— M, X +— Z <— M.

Existe una paradoja que debemos analizar. La dimension de una repre-
sentacion del grupo espacial correspondiente a un punto especial es menor
gue la dimension correspondiente a un punto general y sin embargo ocurre
un desdoblamiento al pasar de un punto especial a uno general. Las dimen-
siones de RIs ¢ estan dadas por (56.4). La paradoja se presenta asun en
el paso y«— A.

Consideremos en cierto detalle el caso de un punto A tendiendoa y o
bien a X. En la figura 57.4 se ha indicado explicitamente las estrellas de
Ka,Ky,kx que constan de cuatro, uno de dos vectores respectivamente. Si
se hace tender k, a k, se ve como los cuatro vectores de la estrella inicial
tienden todos a un solo vector (nulo). Similarmente si se hace tender kp
a ky se ve como dos de los vectores ky y ka» de la estrella A difieren en
el limite en un vector K de la red reciproca y por lo tanto en el limite son
iguales en el sentido periodico, e igual cosa ocurre con la otra pareja de
vectores A ky y kar. En cualquiera de los dos limites (y 6 X) el nimero
de vectores k disminuye. Si ahora recordamos que los espacios de las Rls

de ¢ son expandidos por las funciones féﬁ)i donde k y u son fijos mien-

tras Rk toma tantos valores como vectores tiene la estrella de k, esto es,
h/h, valores mientras i toma n, valores entonces podemos darnos cuen-
ta qué ocurre en los limites mencionados mas arriba. Al llegar a un punto
del espacio reciproco con mayor simetria (mayor "pequefio grupo”) la es-
trella correspondiente disminuye, disminuyendo por lo tanto el rango del
indice Rk y si bien el rango de i puede aumentar no se alcanza a producir
una compensacion. El efecto producido es efectivamente la disminucion de
soluciones linealmente independientes.

Este mismo razonamiento puede hacerse considerando la ecuacion de
Schrédinger. Esta es

H A 3) = Edl ) 1 (9

la que se reduce facilmente a una ecuacion para las funciones periodi-
cas uy (X) si hacemos uso de la descomposicion explicita (53.15a),

h2

(=5 D2V + gk' Bu () =E'(k p)u P (x)

K i i
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donde

P = —ipAD
E = E-JK

Puesto que nos interesa son todas las funciones independientes asoci-
adas a un cierto nivel energético y como E (k) = E(Rk) y ademas (Rk)2 = k?
entonces E’(k) = E'(Rk) y por lo tanto debemos considerar junto a las
soluciones de (57.4) las soluciones para todas las ecuaciones donde k
es reemplazado por Rk que en total son h/hy ecuaciones diferentes.

Cuantas soluciones independientes tiene cada una de estas ecuaciones
para un valor propio fijo? Esto depende del grupo de simetria del operador
diferencial en el lado izquierdo de (57.4). El operador 02 es invariante a
cualquier operacion puntual y a cualquier rotacion. El potencial V(x) es,
por definicion, invariante a ¢. De estas operaciones nos interesan las pun-
tuales ya que k (asociado a traslaciones) es fijo en la ecuacion. Si some-
temos el Gltimo término del operador diferencial a una operacion puntual R
obtenemos (aparte de la constante fi/m)

k-Rp=Rk-p

gque permanece invariante solo si R pertenece al pequefio grupo de K,
cuya parte puntual es Zx. Concluimos asi que el grupo de simetria del op-
erador diferencial es %) y por esto la degeneracion de los valores propios
estara dad por las distintas dimensiones de las Rls de este grupo, Ny.

La situacion puede resumirse como sigue. Por cada nivel energético
se tiene h/h, ecuaciones (57.4) cada una de las cuales tiene ny soluciones
independientes: en total hn, /h, soluciones por cada nivel. Al tomar el limite
hacia un k cuya estrella tiene menos vectores, el nimero de ecuaciones
(57.4) disminuye y el nimero total de funciones para ese nivel disminuye.

A continuacion se da los niveles mas bajos de la red cuadrada calcula-
dos por Slater en la ref. 19-2.
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9.8. Método de c alculo de niveles de energia en un
cristal cubico

Para determinar los niveles (bandas) de energia es usual tomar como
primera aproximacion un electron en un potencial peri6dico, el problema
entonces es el problema de un s6lo cuerpo. Los niveles son principalmente
determinados por el potencial de simetria ¢. La interaccion interelectronica
es totalmente despreciada. Para el calculo de estos niveles se elige con
algn método funciones de onda aproximadas para los estados estacionar-
ios y luego se calcula los valores de espectacion del hamiltoniano.

Para muchos solidos la evidencia experimental muestra que los estados
electronicos importantes para la determinacion de los niveles son los lla-
mados electrones de valencia o conduccion, los cuales para muchos efec-
tos se comportan como electrones libres. Por esta razon tomaresmos en
primera aproximacion las funciones propias del hamiltoniano libre apropi-
adamente normalizadas dentro del volumen del cristal. Es evidente que
esta aproximacion es buena solo mientras el electron se encuentre lejos
de os centros i6nicos ya que cerca de ellos lo mas logico de esperar es
gue los estados electronicos se parezcan mas a orbitales atbmicos. Para
incluir tales efectos se han prpuesto diferentes conjuntos ortonormales de
estados entre los cuales los mas notables son conocidos como las .°ndas
planas ortogonalizadasz las .°ndas planas aumentadas”. Para los efectos
del calculo formal que haremos en esta seccion basado puramente en
razonamientos de simetria no hay mayor diferencia y lo mas simple es
basarse en los estados libres.

Como bien es sabido, las soluciones de onda plana en un volumen finito
V (condiciones de borde periodicas) son

fK(X) = % e'L(R

donde k es el vector nimero de onda, el que s6lo puede tomar valores
discretos con espaciado 271/L; en la direccion % si la longitud del volumen
en esa direccion es L;. También sabemos que el momento lineal y la en-
ergia de estas ondas estan dados por

p = fik, E(K) = fPk2/2m.

Aqui hay una evidencia analogia con las funciones base de las Rls del
grup 1. Se trata, en efecto, de los mismos con la excepcion que ahora el
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grup de traslacion es continuo (estados libres) el cual puede considerarse
como el limite de un grup 1 para el caso en que las longitudes a que
caracterizan las traslaciones discretas tienden a cero. Vemos que en tal
caso la zona de Brillouin se hace infinita y por esto, los posibles valores de
k son ahora no acotados. En ambos casos k es el indice que caracteriza
las RIs de un grupo de traslaciones.

Para simplificar supondremos que tenemos una red cristalina ctbica
y una base consistente en un ion puntual. La red cristalina y la estruc-
tua cristalina coinciden. La longitud del cristal en las tres direcciones es la
misma, L; = L y entonces el reticulado k es en ambos casos (traslacioes
discretas o continuas) de simetria clbica; la simetria puntual es Oy. Esto
se debe, en el caso del grupo de traslaciones continuas, a las condiciones
periddicas en un volumen clbico.

Ahora estudiaremos el efecto sobre los niveles (58.2) del hamiltoniano
libre al introducir el potencial cristalino como una perturbacion. Para esto
se hara uso de técnicas que son esencialmente las mismas descritas en #
11.

Los niveles (58.2) son tantas veces degenerados como vectores difer-
entes tenta la estrella de k por efecto del grup puntual Oy puesto que el
hamiltoniano libre es invariante a rotaciones continuas. Otra diferencia en-
tre los grupos del hamiltoniano libre y del hamiltoniano cristalino esta en
gue dos k que son iguales.e" el sentido periodico para el caso cristalino
no lo pueden ser para el caso libre ya que en este (ltimo caso no hay
red reciproca. (ZB infinita). Si llamamos %, al grupo espacial en el caso
del hamiltoniano libre y ¢ al de H y si la figura 658.1 representa la red
reciproca del cristal, entonces por ejemplo,

k=&, = (100

es equivalente al vector (000) con respecto al grupo G y por lo tanto es
un vector k cuyo pequefo grupo es el mismo Op; su estrella tiene un solo
vector. El mismo vecto k dado por (58.3) considerado con respecto al grupo
%, tiene una estrella de seis vectores, como se puede apreciar en la misma
figura,

(100), (010), (001), (100), (010), (O0L).

Esto implica que el nivel (58.2) para este k es seis veces degenerado,
mientras que los niveles cristalinos correspondientes, por (56.3), son a lo
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mas tres veces degenerados.

Las seis funciones (58.1) cuyos vectores k son los vectores (58.4) for-
man base para un espacio de RR del grupo Oy, de dimension seis. El des-
doblamiento del nivel del hamiltoniano libre por efecto del campo cristalino
se calcula reduciendo esta representacion a Rls del grupo O, = 0x C;. Para
poder hacer este desdoblamiento debemos calcular los caracteres de las
clases conjugadas de Oy en la base recién descrita. Una vez hecha la
descomposicion se construyen las funciones base de las RIs correspondi-
entes a los niveles desdoblados como combinaciones lineales de las seis
funciones originales y con estas funciones se determina los valores de es-
pectacion del hamiltoniano, obteniéndose asi , en primera aproximacion
los niveles cristalinos correspondientes al k (58.3) asociado al punto y

Para obtener todos los niveles posibles asociados al punto y de la ZB
del cristal debemos tomar la sucesion infinita de vectores k equivalentes
bajo ¥4,. Estos son

(000),(100),(110)(111), (210),---
Los que corresponden a energias del hamiltoniano libre E(k) =0,1,2,3,---

en unidades de g? A?/2m.

A continuacion hacemos una tabla con las estrellas de estos vectores k
indicando las energias del hamiltoniano libre y el nUmero correspondiente
de funciones linealmente independientes que corresponden a cada uno.

Eo(k) o | 5| 2% | 3% |45
NUmero
de
funciones 1 6 12 8 6
(000) | (100) | (L10)(110) | (H1)(11T) | (200
(100) | (110)(110) | (HH)(111) | (200)
(010) | (20)(101) | (H1)(HT) | (020
(010) | (101)(1ol (020)
(o0l) L amyan
(0ar) | (ar)(o) (002
(ar(ort) (002)

Los caracteres de Oy, para estas RR se pueden obtener esencialmente
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viendo en la figura 58.1 cuantos de los k de la RR estan sobr el elemen-
to de simetria que se considera. Por ejemplo, si consideramos la RR 6-
dimensional correspondiente a la estrella de (100) vemos que ninguno de
estos k esta sobre alguno de los ejes C, que unen el punto medio de la
arista opuesta, por lo tanto este caracter es cero; vemos también que cua-
tro de los vectores de la estrella estan sobre el plano de reflexion diagonal
gue pasa por las mismas dos aristas, luego este caracter es cuatro. En
el caso de una rotoreflexion el Gnico punto dejado invariante es el origen
por lo que el caracter de las rotoreflexiones S, sera nulo (n > 0) para todas
estas representaciones salvo la trivial.

La tabla de caracteres de Oy, para estas RR calculadas como se ha
indicado en el parrafo anterior resulta ser,

On |e 8 3C; 6C, | 8% 30, 60y 6

nivel O[T 1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 0 2 0 2 0 0 4 2 0
2/12 0 0 2 0 0 0 4 2 0O
38 2 0 0 0 0 0 0 4 O
46 0 0 0 2 0 0 4 2 0

La reduccion de estas RR de Oy, la efectuamos utilizando la forma usual
teniendo presente que la tabla de caracteres se obtiene a partir de aquella
del grupo 0 en la forma (13.5).

De esta manera se obtiene, por ejemplo, que la descomposicion del
nivel 1 (dimension seis) es

+ + -

Al +ET+F
obteniéndose asi tres niveles. Las correspondientes funciones base las
escribimos como combinacion de las funciones (58.1) haciendo uso de la

notacion siguiente,

1 .
rs) = —¢€(rg; +s4, +tgs) - X
(ret) A (ra; +s9, +tds)

y ellas son,
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Al ﬁ[(lOO) + (—100) + (010) + (0— 10) + (00— 1) + (002)]
E* : 1[(200) + (~100 — (0010 — (0— 10)]

%[(100) + (—100) + (010) + (0— 10) — 2(001) — 2(00— 1)]
F [(100) — (—100)]

[(010 — (0—10)]
[(001) — (00— 1)]

SiENlESl-

Con estas funciones se calcula los valores promedio del hamiltoniano
obteniéndose un valor aproximado pra los tres niveles energéticos.
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