Capitulo 7

Ecuaciones de Maxwell y
ondas

7.1. Ecuaciones de Maxwell y potenciales

Las ecuaciones de Maxwell son

~ - dD
OxH = J+—
. ot
_ dB
OxE = —— 7.1.1
X ot (7.1.1)
0-D = p
0B =0
Se considerard medios homogéneos, isétropos v lineales:
D = ¢E
J = ¢E (7.1.2)
B = uH

Si se aplica el operador divergencia a ambos lados de la ecuacion
(7.1.1), el lado izquierdo se anula y el lado derecho es la suma de la di-
vergencia de Jy la derivada temporal de la divergencia de D. Pero de
(7.1.1c) se sabe que esta Ultima divergencia es la densidad de carga. Es
decir, (7.1.1a) implica directamente que

op

0.J+-—==0 7.1.3
o ( )
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y que es la ley de continuidad de la carga y que ya fue vista en §3.1.
Los campos E y B siempre pueden ser expresados en términos de los
potencialesV y A,

—

B = OxA

(7.1.4)
. A
E = —DV—a—

ot

Y ellos no cambian si los potenciales son cambiados simultaneamente uti-
lizando una funcion arbitraria A(T,t) en la forma que sigue

A— A+TA
(7.1.5)

N

V—-V—-—

VT

como puede comprobarse facilmente. Esta posibilidad de cambiar los po-
tenciales por otros que describen la misma fisica se conoce como libertad
de gauge y en particular suele ser util escoger los potenciales de tal modo

que se cumpla que

- \Y,
D-A+us%—t =0 (7.1.6)
Las ecuaciones de Maxwell, como ya fue visto en 86.5, permiten obte-
ner una expresién para la energia,

u:%/(é-5+ﬁ-|§)d7/ (7.1.7)

gue conduce a la nocién de una ley de continuidad para la densidad de
energia u= 1(E-D+H -B) con una corriente de energia S conocida como
vector de Poynting

S=E xH (7.1.8)

7.2. Condiciones de borde

A cada ecuacion de Maxwell se le puede asociar condiciones de bor-
de que deben cumplirse en la vecindad inmediata a la interfaz entre dos
materiales.

Ya se ha visto que la ecuacion (7.1.1d) implica que
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y que la ecuacion (7.1.1b) implica
Ex = Ex (7.2.2)
También se ha visto que (7.1.1c) conduce a
Din—Don=0 (7.2.3)

La ecuacion mas complicada es (7.1.1a). Para estudiar el comporta-
miento de los campos normales a la interfaz es mas facil analizar la ecua-
cion de continuidad (7.1.3). En una deduccion enteramente analoga a la
que condujo a (1.10.5) se llega a

oo

Jin—Jon = It (7.2.4)

Las componentes de H tangenciales a la interfaz satisfacen
A x (Hy—Hi) =K (7.2.5)

porque se puede demostrar que la corriente de desplazamiento en (7.1.1a)
no interviene en este caso.

El caso en que los campos y las corrientes son sinusoidales tiene una
gran importancia tanto por el interés en corrientes alternas como en las
ondas electromagnéticas.

A continuacion se estudia en forma especial el caso en que campos,
densidades y corrientes tienen un factor exp—iwt] suponiendo que (7.1.2)
se satisface.

Las condiciones (7.2.3) y (7.2.4) pueden reescribirse

&Emn—&En=0

01E1n — 2Eon = IO (7.2.6)

En la Ultima ecuacién se ha usado que o tiene su dependencia temporal
en un factor exp —iwt]. Si se elimina o de estas ecuaciones se obtiene:

i i
<81+ %) Ey = <52+ %) Ean (7.2.7)

La conclusion es que, si bien el campo eléctrico es en general discontinuo
en la interfaz, existe esta cantidad compleja <5a+ '%‘) Ean que es continua.
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7.3. Ondas electromagnéticas en medios neutros

7.3.1. La ecuacion de onda

En esta seccién se vera que las ecuaciones de Maxwell implican la
existencia de ondas. También se vera que en un medio con conductividad
g no nula la amplitud de las ondas electromagnéticas decrece exponencial-
mente a medida que penetra en el medio.

Para simplificar el analisis se supondra un medio lineal, homogéneo y
libre de cargas:

p(rt)=0 (7.3.1)

Las ecuaciones de Maxwell en el caso actual se reducen a

0E = 0
0B = 0
. B
OxE = —— 7.3.2
X ot ( )

—

1=
OxB = ugE+pe—
x HOE + pe—-

El dltimo término de la Gltima ecuacion representa la corriente de des-
plazamiento. Si se toma el rotor de la Gltima ecuacién se llega a

_ B
’B—ep—— = Mg (7.3.3)

Similarmente, tomando el rotor de [I x E se obtiene una ecuacién de
idéntica forma que la anterior pero que satisface el campo eléctrico,

9%E JdE

2g_ -, 9 _ 49F
OE—eu FIE Ug ot (7.3.4)

El problema entonces consiste en encontrar campos By E que satisfa-
gan las ecuaciones anteriores y también las ecuaciones de Maxwell.

7.3.2. Laonda ideal
Primero conviene estudiar las soluciones de la ecuacién

) 921
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es trivialmente satisfecha por todo f(r,t) que puede ser escrito como una
funcién de un solo argumento Q, con

Q=Kk-7—wt (7.3.6)
con
K=k k=¢euw? (7.3.7)
En efecto, si se escribe
f(r,t) =F(Q) (7.3.8)

donde F es cualquier funcion continua dos veces diferenciable entonces
es facil ver que

% = —wF’
2

% — wZF//
% == kxF/
de 2=/
e - &F

lo que hace evidente la necesidad de exigir (7.3.7).

Figura 7.1:Los vectores F que satisfacen k-F = Q+ wt definen un plano perpendicular a
k. Si se incrementat se obtiene un nuevo plano paralelo al anterior.

Para ver que los 1 que satisfacen (7.3.6) definen un plano perpendicular
a k basta con considerar dos soluciones diferentes: k-11 = Q-+ wt y k-Tr =
Q + wt. Al restar ambas relaciones se obtiene que

—

K- (Fi—T2)=0

que es cierto porque el plano es perpendicular ak.
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De (7.3.6) se ve que la distancia entre el origen y el plano esr = (Q +
wt)/k. De aqui que el plano avanza con una velocidad v = dr/dt,

w
Y " (7.3.9)
pero k= w,/Ue de donde se
ve que esta SoIUC|én repre_ V.aCUUm .................. 1. 00000
senta una forma F caracte- Air (STP)................ 1. 00029
rizada por una velocidad Acetone ................. 1. 36
Alcohol ................. 1.329
Chromum Oxide .......... 2.705
V= 1 (7.3.10) Copper Oxide ............ 2.705
VHE Crown @ass ............. 1.52
Diamond ................. 2.417
qgue apunta en la direccion Enerald ................. 1.57
del vector de onda R Et hyl Al cohol ........... 1. 36
Flourite ................ 1.434
De (7.3.7) Fused Quartz ............ 1. 46
dass ... 1.5
£ lce ... ... 1. 309
K = Eoﬂog—uwz lodine Crystal .......... 3.34
oMo . )
(7.3.11) Lgpl s Lazuli .. R 1.61
> Li quid Carbon Dioxide ... 1.20
_ nw Pol ystyrene ............. 1.55
- Quartz 1 ................ 1. 644
Quartz 2 ................ 1. 553
donde el indice de refrac- Ruby .................... 1.77
cion es Sapphire ................ 1.77
Sodium Chloride (Salt) 1 1.544
el Sodium Chloride (Salt) 2 1.644
n= oo (7.3.12) Sugar Sol ution (30% 1.38
Sugar Sol ution (80% 1.49
. Topaz ................... 1.61
y ¢ representa la velocidad Vater (20 Q) ..., 1.333

de la luz en el vacio: ¢ =

1 e e ., . ) y )
s Esta definicion de n 'Indice de refraccién de algunas sustancias.

permite escribir la velocidad
en laformav= . Envaciov=c.

La longitud de onda A se obtiene de la relacion v= Av donde v es la
frecuencia. Se usa w en lugar de v: w = 2mtv, por lo tanto

2rnc 21
A= o K (7.3.13)
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7.3.3. Longitud de penetracion

A continuacién se construira una solucion particular, de la forma (7.3.8)
de la ecuaciones (7.3.3) y (7.3.4). Para comenzar se plantea buscar una
solucién de la forma de onda plana

E(rt) = Epdkr—iot
(7.3.14)

Brt) = Bodk—iat
donde Ep y By son vectores constantes (en general complejos) que juegan
el papel de amplitudes, mientras que k apunta en la direccién de propaga-

cion de la onda.
De (7.3.2b) se obtiene que

k-Bo=0 (7.3.15)

La ecuacién de Maxwell (7.3.2) implica directamente que

RX Eo = wéo (7.3.16)
y la ecuacion (7.3.2d) da
ik x Bo= p(g—icw)Eo (7.3.17)
que implica que
— IRX éo
=— 7.3.18
°" h(g—iew) (7:3.18)

Al reemplazar esta expresion para Eg en la ecuacion (7.3.16) y usando
(7.3.15) se obtiene, después de algunas manipulaciones algebraicas, que

K2 = wlue <1+ %) (7.3.19)

Puesto que k? es complejo, el vector k mismo es complejo:
k=kk=(a+ip)k (7.3.20)
viéndose que los campos (7.3.14) tiene un factor exponencial de la forma

o Bk dakr—iat (7.3.21)
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A

Figura 7.2:En una onda electromagnética la direccion k, la direccién del campo eléctrico
y la direccién del campo magnético forman una triada derecha. La amplitud de la onda
disminuye exponencialmente a medida que penetra un medio conductor.

La primera de estas dos exponenciales es real y es un factor que des-
cribe la atenuacion de la onda electromagnética. El inverso de S tiene di-
mensiones de longitud y se llama longitud de penetracion:

o0=— (7.3.22)

Usando las definiciones anteriores se obtiene que

(7.3.23)

| 2 1
5: _
Hw \/\/52w2+92—£w

En general puede observarse de (7.3.18) que si 3 es no nulo, existe un
desfase entre los dos campos.

A continuacién se vera dos casos extremos: el caso de un conductor
pobre (g pequefio) y el caso de un buen conductor. En ambos casos g
debe compararse con €

En el caso de un medio conductor pobre, g < € w la expresion (7.3.23)

conduce a

5~2 % (7.3.24)

gV u

En este caso la distancia de penetracion no depende de la frecuencia w y
como g es chico la penetracion puede ser muy grande.
En el caso de un buen conductor—g > ew—hace que (7.3.23) dé

o~ ] 2 (7.3.25)
Hgw
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En este caso la distancia de penetracion es chica y mientras mas alta sea
la frecuencia mas pequefa es la penetracion.

La distancia de penetracion d es la distancia en la que la amplitud
de los campos eléctricos y magnéticos disminuyen en un factor % es de-
cir, disminuyen alrededor de un tercio. El cobre tiene una conductividad
g= 6x 107m 6hm lo que implica que para la corriente alterna domésti-
ca esta distancia sea de alrededor de cerca de 9mm, (casi 1cm), lo que
garantiza que la corriente es muy uniforme en toda la seccién de un con-
ductor normal. En cambio para frecuencias tipo VHF, por ejemplo 50MHz,
& ~ 9x 10-3mm. Esto hace que la resistencia aumente notoriamente a es-
tas altas frecuencias.

7.4. Ondas planas en medios aislantes y neutros

7.4.1. Polarizaciéon

En este caso las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir en forma
muy sencilla,

OE =0
0B = 0
- dB
OxE = —— 7.4.1
X ot (7.4.1)
- n\2 dE
x8 = (3) %
y tienen soluciones (7.3.14) que describen ondas planas con
nw
k= — 7.4.2
. (7.4.2)
Y por lo visto en la seccién anterior se debe cumplir que
_ N~ -~
Bo = —-kxE
0 p X Eo
(7.4.3)
- Cr o
Eob = ——kxB
0 q X Bo

lo que formalmente establece que los tres vectores involucrados Eg, By y k
forman un triedro de vectores mutuamente ortogonales.
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En general tanto Eg como By son vectores complejos. Conviene enton-
ces definir una base (p,$) de vectores unitarios y reales perpendiculares al
vector k que indica la direccion de propagacién. Con esta base real (p,3,k)
se puede escribir

Eo = PE,€% + SEE® (7.4.4)

con amplitudes reales Ep y Es. Puesto que el vector campo eléctrico (com-

plejo) completo es E = Eoek™—14t| entonces el vector fisico, que es la parte
real, es
PEpcos(k-F — wt + @) + SEscos(k - — wt + q) (7.4.5)

Sin embargo, basta escoger apropiadamente el origen del tiempo para lo-
grar que una de estas fases ¢ sea nula. Lo convencional es tomar ¢ = 0,
lo que no resta generalidad al formalismo. En tal caso, el campo eléctrico
fisico es entonces

E"s = pE,cos(k- T — wt + ¢) + 8Escos(k- T — wt) (7.4.6)

Al haber un desfase entre las componentes Sy p del campo eléctrico, “la
punta” del campo eléctrico describe, en el plano (§,p) una elipse como
describen las figuras 7.3 y 7.4. En este caso general se dice que la onda
tiene polarizacion eliptica. Hay casos particulares, como por ejemplo, ¢, =
0 en que se tiene polarizacion lineal y si se da que tanto ¢, = Z como que
Ep = Es la polarizacion en circunferencial.

Figura 7.3:El campo eléctrico de la onda que avanza en general va girando.

En el caso general la elipse tiene una excentricidad que esta directa-
mente ligada a Ep/Es y a @,. Si la elipse degenera en una linea se tiene
polarizacion lineal pero la polarizacion general es eliptica.
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p A

n>

Figura 7.4:El vector campo eléctrico describe, en el caso general, una elipse en el plano
5 portogonal a k.

7.4.2. Energiay flujo de ella

La densidad media de energia de la onda se obtiene calculando u =
% <5E2+ %BZ), donde la barra indica promedio en el tiempo. Puesto que el

promedio temporal de sir?(a+bt) es % se obtiene que

—— 1

(Bf)? =5 (Ep+ES)
De la expresi6n (7.4.6) para E™ se puede construir B = Tk x Efis que
conduce a

&= (1) &

En lo que sigue se suprime el indice. La energia media es

a = (?Jr i@)
el

I
NIm NIm NI M
7 N
i
N
+
o]
(oy)
N
N———

Il

M

m
N

(7.4.7)

El vector de Poynting, que da la magnitud y direccion del flujo de ener-
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gia electromagnética, es

wni
1

De donde se desprende que el flujo promedio de energia es
n

S= T (E5+ES) k (7.4.8)

7.5. Reflexion y refraccion

7.5.1. ’Angulos

Se vera el paso de una onda electromagnética plana de un medio 1 a
un medio 2. La onda incidente (E1, B;) implica dos ondas emergentes: una
onda reflejada y otra refractada.

Se escogera ejes coordenados de modo que el plano XY coincida con
la interfaz y que la onda incidente se propague en la direccion ki, vector
contenido en el plano XZ. Se identifica el plano interfacial con el plano [XY,
z=0]

By = Byt B =k x By (7.5.1)

La onda refractada se caracteriza por
- R -, no ~ 4
E, = Eypdle ™ot B, = sz x B, (7.5.2)
y la onda reflejada es descrita con

Ei _ E’ioejﬁ’l~?—iazt B) = —k; x E; (7.5.3)

El subindice indica el medio en el cual se propaga la onda. Los tres
vectores k, implicados estan en un mismo plano que se denomina plano
de incidencia. En la figura anterior coincide con el plano del papel y es el
plano X Z.
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Figura 7.5:El plano de incidencia contiene al vector (% y ala normal a la interfaz. En esta
figura se escogi6 8, < 6 lo que corresponde a Ny < Nny.

Para que las condiciones de borde se puedan cumplir en todo instante,
la frecuencia angular w debe ser comun a todas las ondas.

Para que las condiciones de borde se puedan cumplir en todo el plano
interfacial [XY,z= 0] es necesario que

—

(ke T)z—0= (ko T)z—0 = (Ky - )0 (7.5.4)

lo que equivale a decir que los vectores de onda ks tienen igual proyeccion
en el plano XY,
kiSinB; = kpsinB, = K} sin6; (7.5.5)

Pero cada uno de estos k, tiene magnitud ® con el indice de refraccion

n, del medio que se trate (ver (7.3.11)), lo que implica la ley de Snell para
la reflexion

6 =6

nisinG. = nysings (7.5.6)

La ley anterior establece que el angulo de reflexion 6] es igual al de
incidencia, mientras que el angulo de refraccion 6, queda determinado por
el de incidencia y el cuociente entre los indices de refraccion.

Reflexion total

Un caso especial puede ocurrir cuando n; > np porque se da la posi-
bilidad que el angulo 8, pueda alcanzar el valor 11/2, es decir, si n; > ny
entonces existe un valor critico 67

n2

sin6f = 2 (7.5.7)
1
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tal que 6, = 7. Para todo 6; > 6 se produce reflexion total. Este caso se
puede presentar para luz que proviene de una fuente bajo el agua (Nagua >
Nsire): Si la luz llega a la superficie con un angulo mayor al angulo critico, la
superficie refleja totalmente, como si fuera un espejo perfecto. En efecto,
Nagua (20C) = 1.333 mientras que n,je = 1.0003 Una utilizacion practica de
la reflexion total recién descrita es la fibra éptica.

7.5.2. Conservacion de la energia

La figura 7.6 representa una onda plana 1 que llega desde un medio 1
a la interfaz plana con un medio 2. Parte de la onda se refleja (1') y la otra
se refracta (2). Estas son las ondas planas descritas por (7.5.1), (7.5.2)
y (7.5.3). Puesto que ellas se propagan en medios aislantes (g = 0), son
ondas permanentes (porque permanecen en el tiempo) y se extienden por
todo el espacio. Esto hace que la energia media que ellas tienen en cada
elemento de volumen sea uniforme y constante.

Figura 7.6:La onda 1 incide sobre la interfaz, una parte, que se denota 1’ se reflejay una
parte, 2 se refracta al otro medio.

Si la ecuacion de energia (6.6.7): du/ot +0O- S=0 se integra en el vo-
lumen que encierran dos planos paralelos a la interfaz se obtiene, puesto
que dU/dt =0 que [, 0-SdV= f, S-dS La ltima integral es sobre las
dos superficies representadas por las lineas a trazos en la figura y los ele-
mentos de superficie apunta: en la de abajo hacia abajo (—2) y en la de
arriba hacia arriba (2). Esto da que el flujo por unidad de area sea

—

(8-8)-2=% 2

Puesto que los vectores de Poynting tienen la forma S, = %} E2ky, y puesto
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que los ky estan dados por

ki =fcos6; +isin6,
ki = —fcosb, +isinb, (7.5.8)
ko, =ncosB,+1sinb,

la ecuacion anterior se puede escribir como
2 /2 _ 2
Ny | Efg— Elg ) c0sB1 = mE5cosh, (7.5.9)

y se vera que se satisface, en los dos casos genéricos que se estudian a
continuacion en 87.5.3.

7.5.3. Amplitudes

La ley de Snell (7.5.6) nada dice sobre cuanto de la onda se refleja 'y
cuanto se refracta. Tales proporciones estan dadas por las amplitudes Egg
cona= 11 2enlaforma que se vera a continuacion.

Para poder determinar la relacién entre las amplitudes de la onda refle-
jada y refractada es necesario tomar en cuenta las condiciones de borde
estudiadas en 87.2.

Lo primero que hay que comprender es la forma de imponer las condi-
ciones de borde definidas en 87.2 que deben satisfacer los campos en la
vecindad inmediata de la interfaz 1-2. Nétese que si fi es el vector unitario
normal a la interfaz en un punto dado, entonces fix E es un vector paralelo
al plano interfacial, es decir, es la parte tangencial del campo. De acuerdo
a la figura 7.5 el campo en el medio 1 es una superposicion del campo inci-
dente y del campo reflejado. Por lo tanto la forma de imponer la condicion
sobre las componentes tangenciales E;, (7.2.2), es

Ax (Ey+E;)=AxE, (7.5.10)

Similarmente (7.2.5) para el caso actual (sin corrientes) se convierte en
1, - =, 1, .
—nX(Bl—I—Bl ):—nx B, (7.5.11)
H1 M2

Para imponer las condiciones sobre las componentes normales senci-
llamente se considera el producto escalar con el vector normal. Asi (7.2.1)
es

A-(B1+By') =h-B; (7.5.12)
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y, cuando no no hay cargas en la interfaz, (7.2.3) es
&A- (El + Ell) = &N Ez (7.5.13)

En las condiciones (7.5.12) y (7.5.13) se debe reemplazar al campo
magnético usando (7.5.1), (7.5.2) y (7.5.3) de modo que las cuatro ecua-
ciones anteriores se pueden expresar como condiciones sobre el campo
eléctrico. Naturalmente que se puede hacer lo inverso y expresar todo en
funcion del campo magnético.

wn>

Figura 7.7:El vector § es perpendicular al plano de incidencia mientras que p esta conte-
nido en el plano de incidenciay cumplen p=kx §

Estas condiciones determinan totalmente las amplitudes reflejada y re-
fractada en funcién de los datos de la onda incidente y de ambos indices
de refraccién. Pero la respuesta debe darse en forma separada para dos
casos diferentes: E; es perpendicular al plano de incidencia (caso s ) y E;
es paralelo al plano de incidencia (caso p ). Los nombres “s” y “p” se deben
a que en el estudio de reflexion y refraccion El nombre del caso especifica
al vector ($0 p) al cual es paralelo E. Con los distintos ka se forman triedros
ortonormales que satisfacen

Pa = ka x & (7.5.14)

El caso general tiene polarizacion eliptica y es una superposicion de
los dos casos anteriores. Esto significa que un E;, debe descomponerse
en una suma de un vector como en que es mezcla lineal de py Sy las dos
partes sufren efectos diferentes. Los resultados que siguen (restringidos
al caso U = Up) se expresan en términos de los angulos 6, y 6, pero el
segundo se puede despejar de la ley de Snell (7.5.6).
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Puesto que para una gran cantidad de materias la permeabilidad mag-
nética es muy cercana a la del vacio: g, entonces en lo que sigue se
supondra que en efecto, u = L. De otro modo surgen expresiones algo
mas complicadas.

Caso s

En la tabla que sigue se escribe los campos E, y B, de cada una de las
tres ondas (incidente, reflejada y refractada).

=
m
o
ol
o
Il
g
X
L
)

R o . N, . L.
1 AcosB, +1isinB; | Sk %[—ICOS@l—H’lSIan]El

R o R m. . .
1' || —ficosB; +1sinb; | -SE El[—lcosel—nsmel]Ei

2 || ficosg+17sinG, | $E n—Cz[—l‘cosez—i—ﬁsinez]Eg

En esta tabla se ha dado amplitudes arbitrarias a los campos, pero en lo que
sigue se muestra que, dada la magnitud E;, las otras amplitudes son fijadas por
las condiciones de borde.

Las condiciones de borde E;; = Ex conduce en este caso a
Ei-E =E
y la condicién By = Bx lleva a
Ny cosds (E; + E;) = npcos6, E,
Estas dos condiciones (y no hay otras) permiten deducir en pocos pasos

algebraicos que
,  NpCOSB, — Ny CoSty

17 h,cos8, + ncosd; |

(7.5.15)
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B 2n; cosB,
2™ 1,086, + nycosh;
El caso particular de incidencia normal, es decir, 6; = 6, =0, implica

(7.5.16)

n,—n 2n o .
E;) —2—1 E1, E, = 1 =] (incidencia normal)
N2+ N Ny + N1
gue muestra, en particular, que la reflexién desaparece si n; = n, (la interfaz
desaparece realmente).

Si sinB, # 0 se puede proceder a eliminar ny gracias a la ley de Snell:

n, = %Q,fl, que permite reducir las expresiones anteriores a
sin(6, — 62)
E; ——=—F
! Sin(BL+ 6,)
(7.5.17)
E, — 2(_:osels|n92E1
sin(6y+ 6,)
Casop

En este caso el campo eléctrico esta contenido en el plano de inciden-
cia y el campo magnético es perpendicular a él. La tabla que se debe usar
para tener los campos antes de imponer las condiciones de borde es:

ka Pa Ea | Ba=(na/0)kxEa
1 ficosB, +1isin@, | —Tcos6, +fAsinBy | P1E; —(m/c)$k
1' | —AcosB; +Tsin6; | Tcosby +AsinG; | PyE; —(m/c)SE
2 AcosB, +isinB, | —icosh, +AsinG, | P2 E —(n2/c)SE

Las condiciones de borde ahora son
(-E1+Ej)cosf; = —Excosé,
Ny (El + Ei) = mk

gue conducen a

Np cosb; — Ny CosB,
NzCOSB; + N1 COSB,

2n; cosO;
N, cosB; + n; cosb, !

Ei =

(7.5.18)
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Eliminando n; ellas se reducen a
£/ tan(6, — 6,)
L tan(6, + 6,) -
(7.5.19)
E, — 2c0s0;sinb, E,
sin(6, + 6,) cos(6, — 6,)

Caso p especial: refraccion total

Hay varios casos especiales de los cuales se menciona uno. Si 6;+ 6, =
7 la ecuacion (7.5.19b) implica que E; = 0 de modo que no hay onda re-
flejada, toda la energia es pasada al segundo medio. La condicién anterior
define un angulo especial, el &ngulo de Brewster

tangf = 2 (7.5.20)
m
para el cual toda la onda pasa al medio 2.

Si una onda electromagnética plana con polarizacion eliptica incide so-
bre un plano interfacial justo con el angulo de Brewster, se obtiene una
onda reflejada solo por la componente del caso s para el gue no existe un
angulo especial. Esa onda reflejada tiene una polarizacion lineal corres-
pondiente al caso s.

7.5.4. Reflexion total en una superficie conductora perfecta

El campo eléctrico en un conductor perfecto es nulo: E; = 0y, de (7.5.2),
esto implica I§2 =0, es decir, en este caso no hay onda en el medio 2, la
onda es totalmente reflejada.

La condicién (7.5.13) implica que E;"-Ai= —E; - Ay la condicién (7.5.10)
implica E;’ x A= —E; x A. Ambas condiciones juntas implican que

B/ =-E; (7.5.21)

El campo eléctrico se invierte en la reflexion total: no hay componentes
privilegiadas, no hay polarizacion.

Ejemplo

Considérese el caso de una onda electromagnética plana entre dos
placas planas paralelas y conductoras separadas por una distancia a. Es-
cogiendo al eje Z perpendicular a las placas, y ellasen z=0y z=a, se
debe imponer que el campo se anule para ambos valores de z
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Puesto que

E’l E‘Oei(kxcose-i-zksine—wt)
E‘ll _E’oei(kxcose—zksine—wt)

el campo total es la suma de ambos,

—

Efot — B¢ (kxc0s0-at) 9i gin(2zsing) (7.5.22)

Exigir que el campo se anule en z=0y z= a equivale a imponer que
sin(aksin@) = 0, es decir, gksin6 = nrtlo que finalmente da
. nrt
sin@ = Ka
Dado k, es decir, dada la frecuencia (0 equivalentemente la longitud de
onda), hay sélo algunos angulos permitidos para que la onda se pueda
propagar rebotando en ambas paredes.

Cuando luz blanca (mezcla de ondas electromagnéticas de un amplio
espectro de frecuencias) incide con cierto angulo sobre una delgada capa
de aceite que flota en agua, parte de las ondas se refleja multiples veces
en el interior de la capa de aceite antes de volver a salir al aire (otra parte
se va hacia el agua). Por lo que se ha visto mas arriba, si 6 esta fijo, esos
botes solo se pueden dar para algunos valores fijos de k, es decir sélo
para algunas longitudes de onda (colores). El resultado final es que en la
luz reflejada se puede detectar bandas de diversos colores.
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