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Capitulo 1

Electrostatica en el Vacio

En este capitulo discutiremos los hechos mas elementales de la electrostatica.

1.1 Nociones Fundamentales

Los fenémenos eléctricos, especificamente los de electrificacion estatica han sido conocidos desde
hace ya miles de afios. Para introducirnos al estudio de estos fenémenos discutiremos algunos
‘experimentos’, que nos permiten, a pesar de su simplicidad, obtener algunas conclusiones
importantes.

1.1.1 Electrificacién por Frotacién

Tomemos un trozo de vidrio y un trozo de resina solidificada (dmbar), ninguno de los cuales
presenta propiedades 'eléctricas’. Realicemos las siguientes pruebas con estas muestras:

a) Frotar los dos trozos entre si, y mantenerlos en contacto. Se observsa que no muestran
'propiedades eléctricas’.

b) Separar las muestras. Se observa entonces que éstas se atraen mutuamente. Este es el
efecto ’eléctrico’ al que nos referiamos previamente; la interaccién de las muestras.

Si ahora tomamos otros dos trozos, uno de vidrio y el otro de resina, y los frotamos entre
si, se observara lo siguiente:

i Los dos trozos de vidrio se repelen entre si.
ii Los dos trozos de resina se repelen entre si.
iii El vidrio siempre atrae a la resina.

Este sencillo experimento nos permite concluir que existen dos clases de ’electricidad’, que
podemos llamar ’tipo vidrio’ o ’'positiva’ y ’tipo resina’ o negativa. Naturalmente, un solo
experimento no es suficiente para establecer este hecho, pero lo aceptaremos ya que todos
los experimentos realmente realizados en siglos de experimentacion son compatibles con la
existencia de solo dos clases de ’electricidad’. Desde luego que no hay nada intrinsecamente
positivo ni negativo en el vidrio ni el &ambar (resina), se trata s6lo de una convencion 1til, sobre
todo en el marco de la teoria que se expondra en estos apuntes.



4 CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

1.1.2 Electrificacién por Induccién

Consideremos ahora un recipiente metalico, no electrificado, aislado. Se introduce un trozo de
vidrio electrificado (carga positiva) en el interior del recipiente, sin tocarlo. Entonces, visto
desde el exterior, el recipiente metalico aparece como cargado positivamente. Esta situacion
se puece visualizar si se suspende del recipiente un par de laminas metdlicas conectadas al
recipiente por medio de un hilo metalico. La situacién se muestra en la figura 1.1.

T

-
S

Figura 1.1: Electrificacion for inducciéon. Un recipoiente metdlico, con un objeto cargado
positivamente en su interior. El electroscopio muestra que la carga en el exterior es positiva.

Tomemos ahora un trozo de resina, tambien electrificada, y acerquémoslo al recipiente. Se
observa lo siguiente:

e Hay atraccion entre el trozo de resina electrificado y el recipiente, como si el recipiente
estuviera cargado positivamente.

e Si se acerca un trozo de vidrio electrificado, hay repulsién.
e Si se saca el trozo de vidrio del recipiente, éste no presenta electrificacion.
e El experimento puede ser repetido con un trozo de resina en su interior, con resultados

similares a los ya observados.

1.1.3 Electrificacién por Conduccién

Consideremos dos recipientes metélicos (de cobre o aluminio, por ejemplo), ambos aislados entre
si. Tomemos un trozo de vidrio electrificado e introduzcamoslo dentro de uno de lo recipientes
-sin tocar sus paredes-. Llamemos 'A’ a éste recipiente y ‘B’ al otro recipiente. Tomemos un
trozo de alambre metalico (cobre) y unamos los recipientes A y B con él. Se observa lo siguiente:

e El recipiente B se electrifica, con carga del mismo signo que A, en este caso, positiva.

e Si se hubiera usado un hilo de algodén o seda, en vez del alambre conductor, no se habria
observado carga eléctrica en B. Esto permite una primera clasificacion de los materiales
en conductores, como el cobre y aisladores, como el hilo de algodén o seda.
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No seguiremos describiendo la multitud de experimentos que se han realizado, nos bastara
con decir que estos experimentos apoyan la idea que en la naturaleza existen sélo dos tipos
de electricidad, que llamamos negativa y positiva. Podemos anadir, ademds, dos propiedades
importantes de la carga eléctrica, con el objeto de comenzar a apreciar su significado. Estas
son la conservacién de la carga electrica, y la cuantizacién de la carga eléctrica. Estas
propiedades son, hasta donde se sabe, independientes.

e Conservacién de la Carga Eléctrica: Significa que la carga de un sistema cerrado
no cambia en el tiempo. Esta es una ley fundamental de la naturaleza, y no se conocen
excepciones a ella.

e Cuantizacion de la Carga Eléctrica: A principios de siglo, Millikan realizé un exper-
imento, que le permitié6 demostrar experimentalmente, que en la naturaleza la carga
eléctrica siempre se encuentra en multiplos de una unidad fundamental. Esta unidad es
la carga de un electrén, que denotamos con la letra e y tiene el valor e = —1.6-107'9(Cb).

1.2 Ley de Coulomb

Resulta claro que la fuerza eléctrica entre dos objetos macroscépicos depende de su forma.
Por esta razén, resulta natural preguntarse por la forma de la interaccién entre objetos cuyas
dimensiones sean mucho mas pequenas que cualquier dimension relevante. La abstraccién
natural de este concepto es la ‘carga puntual’. En 17xx, C.A. Coulomb demostré que la ley de
fuerzas entre cargas puntuales -en el vacio- puede escribirse en la forma (en notacién moderna):

£, = q1G2712 (1.1)

Aqui ﬁlg es la fuerza que actia sobre la particula 2, con carga ¢o, debida a la particula
1, con carga ¢q; 71, T son los vectores de posicién de las cargas 1y 2, 7 = 75 — 7 que va
desde la carga ¢; hasta g, y 791 = |F1]| es la distancia entre las cargas. k es una constante de
proporcionalidad, que depende de las unidades usadas para medir la fuerza.

La fuerza coulombiana posee las siguientes caracteristicas (que se pueden leer de la ecuacién 1.1
):

e Es proporcional al producto de las cargas, gig2. Por lo tanto, la fuerza es atractiva para
cargas de distinto signo, y repulsiva para cargas de igual signo.

e La fuerza depende inversamente del cuadrado de la distancia entre las cargas.

Notamos que la Ley de Coulomb (ecuacién 1.1) tiene la misma forma que la Ley de Grav-
itacion de Newton. Por lo tanto, gran cantidad de resultados son comunes a la Electrostatica
y la Gravitacién (a la Newton).

Una observacion respecto a las unidades. Sise hace un analisis dimensional de la ecuacién 1.1
se tiene:
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en que hemos llamado [@Q] a la dimensiones de carga eléctrica y [L] a las de longitud o distancia;
llamando ademds [M] a las dimensiones de masa y [T] a las de tiempo. Como las dimensiones
de fuerza se expresan como [F] = [M][L][T] %, tenemos

(k] = [M][LF[T]*[Q] .

Las unidades de k£ dependen de la eleccién de las unidades de [Q)] (y viceversa). En unidades
del sistema internacional (SI) se escoje el valor

k= = 8.988 - 10°(farad/m) ",

TE€Q

en que €y se denomina permitividad dieléctrica del vacio, y tiene el valor

€0 = 8.8542 - 10 *(farad/m)

La ecuacién 1.1 da la fuerza sobre la carga ¢y debida a la carga ¢;. Es claro que la expresion
es simétrica, por lo tanto la fuerza eléctrica satisface el principio de accién y reaccién (3a Ley
de Newton).

El exponente de la Ley de Coulomb es, hasta donde se sabe hoy en dia, exactamente 2.
Esto tiene consecuencias importantes, como veremos méas adelante. Experimentalmente se sabe
que, si el exponente fuera de la forma (2 + 4), entonces |§| < 1076,

1.3 Principio de Superposiciéon

Se ha comprobado -también experimentalmente- que las fuerzas eléctricas se comportan en
forma aditiva, es decir; la fuerza eléctrica sobre una carga ¢, debida a un conjunto de cargas
qi, ..., qy es igual a la suma de las fuerzas que ]3Z~, que cada carga g;,ejerce separadamente sobre
la carga ¢, es decir:

en que las fuerzas F; estan dadas por 1.1.

- 1 qq(7 —75)
Fi(r) = A ETE 1.1
(7) dmreq |7 — 753 (1)

En la ecuacién anterior las cargas ¢; ocupan las posiciones dadas por los vectores 7; (i = 1,...,n)
y la carga ¢ esta en el punto 7. El principio de Superposicion es conocido también como la
'regla del paralelogramo de fuerzas’.

1.4 Distribuciones de Carga

Consideremos el problema siguiente: Se tiene un cuerpo macroscépico, de volumen 2, cargado.
Queremos calcular la fuerza que este objeto ejerce sobre una carga puntual ¢, localizada en un
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punto 7. Supongamos que el volumen €2 del cuerpo se divide en un nimero N de pequenos
‘cubos’ AQ); , de volumen AS); y carga Ag;, centrados en puntos 7;(i = 1,2,..., N).

Evidentemente, Q = Aq; +Aqgs +.....+ Agy es la carga total del cuerpo y 2 = AQy +AQy +
...+ AQy es su volumen. Si el nimero de los elementos de volimen A(); tiende a infinito,
mientras su tamano tiende a cero, manteniendo las relaciones anteriores, entonces la fuerza que
el cuerpo ejerce sobre la carga puntual puede aproximarse por la suma o superposicién de
aquellas fuerzas AF; debidas a los elementos de carga Ag;.

ﬁq(F) ~ qi A%(Fi)(F— Fz)

i

, 1.1
dreg|T — 7|3 (1.1)
en que se ha puesto Ag;(7;) para hacer resaltar el hecho que la carga contenida en el elemento
de voluimen A(); depende de 7; ; en otras palabras, depende de la posicion del elemento de
voliimen en cuestién.

Definamos la densidad de carga -volumétrica- en la vecindad del punto 7; como

Agi(7) _ dg(7)
AQ; aQ -

Esta es, también, la densidad de carga promedio en un volimen A€, cuando este se hace muy
pequeno, es decir, tiende a un punto’; por lo tanto p(7) se interpreta como la densidad de carga
en le vecindad del punto 7.

Si se reemplaza Ag; por p(7;)AQ; en la ecuacién 1.1 se tiene exactamente la definicién de
una integral de Riemmann; por lo tanto, pasando al limite se tiene

R
admrey |7 — 7|

dcy. (1.3)

En la expresién anterior hemos reemplazado el indice de suma 7, por la variable continua 7,
al pasar al limite, también d€)’ es el elemento de volimen, en las variables vecr’. La geometria
del problema se muestra en la siguiente figura. Notar que las variables con ’prima’ ( ) se
refieren siempre a las de la 'fuente’, mientras que la variable 7 se refiere al punto donde se

observa la fuerza, en la posicién de la carga puntual q.

celda centrada en

distribucion de carga O

en un volumeg

Figura 1.2: Geometria de las fuerzas sobre distribuciones de carga.
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Notemos que el hecho que tratemos con una distribucién de carga en volimen no es lo
mas relevante de la féormula; evidentemente podemos escribir férmulas andlogas para cargas
distribuida sobre una superficie o sobre una linea. Para ello basta escribir la fuerza sobre la
carga ¢ en la forma més general:

dq () (7 = ')
D 4mey|F — 7|3

Fy (=g , (1.4)

donde dq(7") = p(7)dQY si la distribucién es sobre un volimen A. Tambien reemplazamos el
volumen €2, por una distribucién cualquiera D. Definamos ahora las distribuciones superficial
y lineal de carga.

e Densidad superficial de carga o: Suponer que la carga se halla distribuida sobre una
superficie S, entonces

Aq(r) _ dg(r)

e Distribucidon lineal de carga \: Si la carga se distribuye sobre una linea L, entonces
definimos
, Aq(r dq(r
M) = limagpy 240 _ da() (1.6)

Al dl

Hay que hacer una observacion respecto al paso al limite en las definiciones anteriores. No
se trata de un limite en el sentido matematico abstracto, ya que,segiin hemos dicho las cargas
son por naturaleza discretas. Hay que notar que, en una distribuciéon macroscopica arbitraria se
encuentra un nimero muy grande, del orden de Ny particulas cargadas (aqui Ny es el numero
de Avogadro, Ny = 6.02 - 10%* ). EI limite debe entenderse como sigue: La razén Ag/AQ
representa la densidad de carga promedio en una regién AS). Esta region es, desde el punto de
vista atémico, muy grande y, a la vez, muy pequena desde el punto de vista macroscopico.

Usando las expresiones anteriores es muy facil-aunque no muy 1til- escribir una férmula
para la fuerza entre dos distribuciones de carga arbitrarias. Por otra parte, el hecho de tener
una formula para las fuerzas entre dos cuerpos esconde el hecho que esta fuerza depende de una
manera complicada de la distribucion de carga y la forma -geometria- de los cuerpos. Ademads,
en muchos casos, la distribucién de carga no es conocida a priori - es decir, p(7) o o()- es
desconocida. Obviamente que en ese caso, las formulas que tenemos a nuestra disposicién no
son de utilidad. Por esta razén se introduce el concepto de campo eléctrico, que nos permite
resolver la situacién de que hablamos.

1.5 Campo Eléctrico

Nos restringiremos a situaciones estaticas por el momento, es decir, las cargas se encuentran
en equilibrio estatico. Supongamos que se desea estudiar las propiedades de una distribucion
de carga €2 -en volimen, para fijar ideas y sin pérdida de generalidad-. La tinica manera de
explorar la propiedades eléctricas de una distribucién es observando el comportamiento otras
cargas en su vecindad. Lo mas simple es, obviamente, tomar una carga puntual ¢ y observar
las fuerzas eléctricas sobre ella, debidas a la distribucién que se desea estudiar.
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Cuando un objeto cargado se aproxima a otro, se ejercen fuerzas eléctricas sobre ambos ob-
jetos. Normalmente, esto implica que las cargas en ambos objetos se redistribuiran, adquiriendo
una nueva configuracién de equilibrio. La excepciéon a esto, naturalmente, es que las cargas
esten imposibilitadas de redistribuirse, esto tltimo debe hacerse por la accién de fuerzas no
eléctricas. El siguiente ejemplo puede ayudar a entender la situacién.

Consideremos dos cargas puntuales, ambas de magnitud @), una de las cuales se mantiene
fija. Las cargas se encuentran unidas por un resorte de constante k. La distancia de equilibrio
entre las cargas es a. Una tercera carga, de magnitud ¢ se coloca en la linea que une las dos
primeras cargas, a una distancia b de la primera carga. Calcular la nueva posicion de equilibrio
de la segunda carga de la figura.

Q K Q q

| b
(carga fija)

Figura 1.3: Dos cargas puntuales unidas por un resorte. La carga de la izquierda esta fija.

Cuando se encuentran presentes sélo las dos cargas de magnitud @, el equilibrio de las
fuerzas es tal que

2
ka = @

==,
dmeg

de manera que a = Q*/(4wegk). Si ahora consideramos lo que ocurre al acercar la carga ¢ hasta
una distancia b, tenemos que la fuerza eléctrica sobre la carga en cuestiéon es

2
R @ . Q@
dmegy?  Ameg(b — y)?

(1.1)

La fuerza mecanica, debida al resorte es F},, = ky, cuando ¢ = 0, y a es la distancia de equilibrio.
Si |g| << |Q| , entonces podemos escribir y = a + z , donde |x| deberd ser pequeno comparado
con a 'y con (b — a). Tenemos, para |z| << a,

Q? 2 qQ 2
k R 1-— 1
(a+) 47T6[]Cl2( a )+ dmeq(b — a)Q( *

) (1.2)

reordenando términos se llega al resultado, vélido para |¢| << |Q|,

3
a q
x % S —_— . 1-3
et (13)
Este ejemplo sencillo nos ha mostrado que, en general, una distribucién de carga es afectada
o modificada por la presencia de una carga, u otra distribucin de carga en su vecindad. Si ésta
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ultima es una carga puntual, la magnitud de la perturbacién es proporcional a la magnitud de
la carga perturbadora; en este ejemplo, a g y, por lo tanto el efecto se anula cuando ¢ — 0.
Estas consideraciones nos llevan en forma natural a concluir que, si queremos observar una
distribucién de carga, debemos hacerlo usando una carga puntual de magnitud ’sufientemente
pequena’, de manera que su efecto sobre la distribucién sea despreciable. Hay, sin embargo, una
dificultad, ya que si ¢ — 0, también la fuerza sobre ¢ tiende a cero, ya que F es proporcional
a q. Evidentemente, la razon ﬁ/q no se anula cuando ¢ — 0 y tiene un valor bien definido, po
lo tanto, definimos el Campo Eléctrico en el punto 7 como
d qy) (1.4)

E(7) = limg_

La discusion anterior explica entonces la razén de introducir el limite en la ecuacion 1.4. Una
carga testigo es una carga puntual cuya magnitud es tan pequena que su presencia no afecta la
distribucién de carga que se desea estudiar. Entonces, el campo eléctrico puede definirse como
la razén entre la fuerza que actiia sobre una carga testigo y la magnitud de la carga testigo.
La ecuacién 1.4 nos permite escribir la expresion general para el campo eléctrico en un punto
cualquiera del espacio.

Ao [ da) =)

D 4meg|i — |3

(1.5)

1.6 Calculo de Campos Eléctricos

1.6.1 El Plano Infinito

Consideremos un plano infinito, con carga distribuida uniformemente con densidad o = o (una
constante). Se quiere determinar el campo eléctrico en todos los puntos del espacio. Elijamos
ejes de coordenadas tales que el plano cargado coincide con el plano zy (ver Figura), y llamemos
7 un punto cualquiera del espacio. El campo eléctrico, en el punto 7 estara dado por

P(xy.2)

Figura 1.4: Plano infinito, con densidad de carga superficial o(z, y) = oy.

// oo (T dx dy’
(7)
~ e \r — ’
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donde hemos puesto o (i) = g y los limites de integracién son Foo, ademas

ﬁJ‘

2+’

corresponde a un punto del plano cargado, y

= 2i+yj+ 2k

corresponde al punto de observacién, cualquiera.
Antes de hacer los calculos, podemos decir algunas cosas respecto al campo eléctrico, basados
en la simetria del problema:

i E es independiente de x,y, ya que cualquier punto de observacién sobre el plano 've’ lo
mismo (s no cambia), ademas

ii E es perpendicular al plano z — y, E(7) = E(2)k
iii E(z) es antisimétrica, F(—z) = —E(z).

iv E(z) es independiente de z, ya que no existe ninguna escala natural de longitud en el
problema.

Veremos como cada una de estas propiedades puede establecerse muy facilmente. Observe-
mos primero que 7 es un punto fijo, por lo tanto podemos hacer el cambio de variables de
integracion

(=a"—z, n=y —y.

De esta forma

l/ (z%—ny%—zk)d(dn (1.1)

47T60 (C2+n?+ 22)3/2

Es claro de esta expresion que E(f’) es independiente de x, ¥, ya que solo ha quedado z en
la integracién. Ahora, las componentes = e y estan dadas por la misma expresion,

¢dg
47T€0 / / (C2 + 02 + 22)3/2 (1.2)

ndn
4mm/ /a@+nr+gpm (1.3)

Notamos que las integrales entre parentesis cuadrados son ambas nulas: La integral de una
funcién antisimétrica entre limites simétricos es siempre cero, por lo tanto, £, = E, = 0 en
todo el espacio. La unica componente no nula es F,, la cual depende -en principio- sélo de z,

(1.4)

47T€0/ / <2+77 —i—z)?’/2

Cambiando a coordenadas polares en el plano (7 tenemos

271' Zpdp
: 1.5
471'60/ / (p? + 22)3/2’ (15)




12 CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

esta ultima integral es facil de evaluar, ya que

N d N
plp* + 2P = ——(p* +2°) 2,

dp
luego ,
o 0oz 1 09z 1 o
E,(F) = — 22 (p? 2)-1/2j00 _ 202 = F0° - _ 70 g, _
(r) 260 (p tz ) ‘0 260 ‘Z| 26[] |Z‘ 26[] ZgnO(z)

1.6.2 Alambre Infinito

Determinar el campo eléctrico debido a un Alambre infinito, con densidad de carga Ay (uni-
forme) por unidad de longitud.

densidad A

/ ' P(x,y,2)

Figura 1.5: Alambre infinito, con densidad de carga lineal A(z) = .

Veamos primero lo que nos dice la simetria del problema. Notamos que hay simetria
cilindrica: todos los puntos que se encuentran a la misma distancia del alambre son equiv-
alentes. Introduzcamos un sistema de coordenadas cuyo eje z coincida con el alambre, entonces
E satisface:

i es perpendicular al eje z.
ii es independiente de z.

iii es independiente del 4ngulo de rotacién en torno al eje z (dngulo 6).

Por lo tanto, E(7) = E,(p)p. Veremos como se verifican cada una de estas propiedades.
Escribamos el campo en la forma integral correspondiente

E(:r,y,z)— Ao /(F—F’)dz’ (1.6)

" 4meg |7 — 3

donde los limites de integracion son +oo; ademés Ay se ha sacado fuera de la integral, debido
a que es una constante. Los vectores 7y 7, que indican la posicién del observador y de los
puntos de la fuente son:

= i+yj+ 2k
= k. (1.7)

ﬁi =
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El campo eléctrico se puede escribir como

. A
E(z,y,2) =

: Kxi+—yj)/n( 4z +

€y 22+ y? + (2 — 2')2)3/2

k/ ( (2= 2)dz ) (1.8)

12 + yQ + (Z _ 21)2)3/2

La segunda integral se anula; mientras que la primera se evalia con facilidad; en efecto,
hagamos el cambio de variable de integracion

2 =2+ ptg(a),

donde z es fijo en la integracion y p es la distancia del punto de observacion al alambre,
p=(a"+y")""

Por lo tanto tenemos dz’ = psec’a , ademés p? + (z — 2')? = p’sec’a. Los limites de
integracién son +7/2, como se verifica facilmente. Con todo esto, la integral se convierte en

2

E(7) = Ag

E Aop
2 2mep

(zi + y))
T€o p

1.6.3 Esfera Solida

Determinemos el campo eléctrico debido a una esfera de radio R, con densidad de carga uniforme
Po-

r d=|r-r|

Figura 1.6: Esfera sélida, de radio R, con densidad de carga uniforme p(x,y, z) = po.

Para calcular el campo eléctrico en un punto arbitrario, a una distancia r del centro de la
esfera, observamos que por simetria el campo eléctrico debe ser 'radial’, es decir, su direccién
debe coincidir con la de la recta que pasa por el origen y el punto de observacion; ademas, debe
depender sélo de r y no de su direccién (7). Como el punto de observacién es fijo, llamemos
eje z al que coincide con la direccion antes mencionada, por lo tanto,

F=rk, 7 =2i+yj+ k. (1.9)

Introduciendo coordenadas esféricas tenemos
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' = r'sinf cos ¢
y' = r'sinfsin ¢
2" =1r'cos.

donde, 0 < ' < R para los puntos de la distribucién de carga. Podemos escribir también
™ =r'sinf¢ + r' cos k. Con todo esto tenemos

///27r r—rcos@)k—rsm@qﬁ) 2 sin 0d9ddr

(r2 +r'2 — 2rr' cos 0)3/2

E =
47T60

Observamos de inmediato que hay dos integrales triviales

2r
pdp = 0,

2m

~

kdp = 2k, (1.10)

ademas

7 pok/ / (r — 7' cos 0)r'"? sin OdOdr'

2¢0 2472 — 2r1' cos 0)3/2

Esta tltima integral es un poco dificil, y requiere de un ’truco’ para resolverla. Notamos
que

d
(r — ' cos0)(r® + ' — 2r1' cos §) 73/ = d—(r2 + 7% — 217’ cos ) 71/2,
r

E 0

R
= =22 [T [T 0 = 20" cos )72 sin gy’
€p ar 0

La integral angular se hace ficilmente ahora, el resultado final es (los detalles se dejan como
ejercicio).

E = PoT si r<R
36&
r
= i <R 1.11
dmegr? T ( )

Se deja como ejercicio calcular el campo eléctrico producido por una superficie esférica con
carga uniformemente distribuida sobre su superficie, usando el mismo método que en el ejemplo
anterior.

Una conclusién importante es que, para una distribucién de carga con carga total finita
@, el campo eléctrico a grandes distancias de la distribucién de carga es como el campo de
una carga puntual de magnitud (), mas algunas correcciones; si llamamos d al tamano de la
distribucién (la zona donde existe carga), entonces
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= Q R
E(F) ~ Wr ,para r >>d. (1.12)

Si la carga total de la distribucién es infinita, como el caso de un plano infinito, entonces el
resultado anterior no es valido.

1.7 Lineas de Campo Eléctrico

Dada una distribucion de cargas, en cada punto del espacio existe un campo eléctrico. Definimos
las lineas de campo eléctrico como aquellas lineas cuya tangente es paralela al campo eléctrico
en cada punto.

/
T

Figura 1.7: Lineas de campo eléctrico, entre dos cargas de signo opuesto.

De acuerdo a esta definicién, si £ es el vector tangente a la linea de campo, entonces se tiene
t = di/ds (vector tangente a una curva dada, s es la longitud de arco). La definicién nos dice
que

dr  E(F)
ds ~ B () -

Como ejemplo simple, calculemos las lineas de campo eléctrico de una carga puntual positiva,
q, localizada en el origen de coordenadas. Como F es paralelo a 7 , entonces

ar
— =T
ds
Esta ecuacion se puede escribir como
dy _ By
de  E,
dz E,
- 2 1.2
dz E,’ (1.2)
lo cual da
dy _y dz_z (1.3)

de z' dx =z
que se integran facilmente, dando y = ¢yx , z = cox , para valores arbitrarios de ¢; y ¢y. Por
lo tanto, la solucién encontrada correponde a una familia de rectas que pasan por el origen,
donde esta ubicada la carga puntual en cuestion.
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Dado que las lineas de campo no tienen una direccién propia, por ejemplo, las lineas de
campo recién calculadas son las mismas independiente del signo de la carga, se adopta la
convencién que ’las lineas de campo salen de las cargas positivas y terminan en las cargas

negativas’.

1.8 Teorema de Gauss y Flujo Eléctrico.

El concepto de flujo tiene su origen en problemas de mecédnica de fluidos, como una manera de
cuantificar la cantidad de fluido que sale o entra por una determinada superficie por unidad
de tiempo. En electrostatica el flujo no mide nada ’material’; sin embargo, se puede imaginar
que se mide el flujo de un ’fluido eléctrico’. Hay que tener cuidado de no llevar la analogia
demasiado literalmente. Con esta salvedad, definimos el flujo del campo eléctrico a través de
una superficie S como

zp:fsﬁ(r)-d§ (1.1)

Normalmente, es interesante considerar solo flujos eléctricos a través de superficies cerradas.
Notemos la siguiente propiedad del campo eléctrico de una carga puntual:

V.-E() =0 ,para 7#0 (1.2)

Esta propiedad se demuestra muy facilmente por diferenciacién. En efecto, el campo de una
carga puntual es

Qr

Amegr3’

E(7)

Calculemos la divergencia de E(F’),

V- E(F) =
(7) ox + dy + 0z
En detalle, se tiene
oE, Q 0 Q , 3 5 _x
88x N 4750 aax(r?’) 476560 ’ 31 )
B, _ Y -3 2 -5
oy  4dmeg ay(r3) 4me (r )
oL, Q 0,z Q  _; 5 s
_ (Y = -3 1.3
0z 4dreq 82(r3) 4dreq (r @) (1.3)
sumando tenemos
V- E(f) = 47?60 (3r=2 = 3(2* + y*> + 2%)r™°) = 0, para 7 # 0. (1.4)

Consideremos ahora una superficie cerrada S, y calculemos el flujo de E a través de S,

W(S) = éﬁ(r) .d§, (1.5)
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segun el Teorema de la Divergencia, tenemos
%E -dSﬁ——/Vﬁ-E_'dQ,
s (r) Q (7)

donde  es el voliimen limitado por S. Por lo tanto, si no hay ninguna carga puntual en (S),
entonces el flujo a través de S es cero, porque

¢(S):fsﬁ(r)-d§:/gﬁ-ﬁ(ﬁ)d9:/go-d9:o

este hecho nos permite decir que el flujo a través de la superficie que encierra a la carga puntual
¢ es independiente de la forma de la superficie; por lo tanto podemos usar cualquier superficie
para calcularlo. Tomemos entonces una superficie esférica,

_ - Q7 -
S)= ¢ Br)-aS=¢ = .as
() s (r) s dmegr3
donde ahora dS es el elemento de drea de una esfera de radio R que contiene a la carga puntual
(y que elegimos concentrica),
dS = #r? sin 0dOdodr

con lo que se obtiene, que el flujo es independiente de la superficie, y tiene el valor

Resultado: (5) -el flujo del campo eléctrico- es independiente de la superficie usada para
calcularlo, y vale

W(S) = L sig eqs)

€

— 0 siq ¢9S) (1.6)

Generalizacién: Si se tiene un conjunto de cargas puntuales, entonces, por el principio de
superposicién, Q(S) =q¢ + @+ ...+ ¢ y

(S) = (cargatotal € (S))/ey = Q) (1.7)

€o

Para una distribucion de cargas cualquiera, tenemos

Q($) = | dg (18)

Si la distrbucién es en volimen, p(7), tenemos Q(S) = [ p(7)dQ2, por lo tanto tenemos el
Teorema de Gauss

§ B a3 l/Qp(f)dQ (1.9)

€0

Notemos que la superficie S es completamente arbitraria y, ademas, que podemos escribir

By -as = [ ¥ B0 = %/Qp(F)dQ,
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o bien

que conduce a la 'forma diferencial de la ley de Gauss’,

V. B = < (). (1.10)

€0

Las expresiones 1.9 y 1.10 son equivalentes; ambas son validas en general. La forma integral
del Teorema de Gauss es 1til, en algunos casos, para calcular el campo eléctrico; sin embargo,
ésta es mas bien la excepcién, ya que se requiere que el problema a tratar tenga gran simetria,
como las que consideraremos a continuacion.

Una observacion importante es que el teorema de Gauss depende en forma crucial en el
hecho que el exponente en la Ley de Coulomb sea exactamente '2’, y no algo diferente.

1.8.1 Carga puntual en r =0

Consideremos una superficie esférica de radio r, que encierra a la carga y tiene su centro en
la posicién de la carga (q). El problema tiene simetria esférica, es decir, el campo eléctrico
depende solo de r y esta dirigido radialmente

E(7) = E(r)f

El flujo, a través de la esfera de radio r, de un campo que satisface las condiciones anteriores
es (R) = 47r’E(r) , lo cual debe ser igual a la carga encerrada por la esfera de radio r (dividida
por €g), luego

4mr?E(r) = 2,
€0
finalmente .
E(f) = .
(") 47T60T2T

Este resultado era ya conocido por nosotros, pero es bueno ver como se obtiene con las
nuevas herramientas a nuestra disposicion.

1.8.2 Cascara esférica

Se tiene una cdscara esférica (hueca) de radio R, con carga distribuida uniformemente sobre su
superficie con densidad oy.

El campo tiene simetria esférica, por lo tanto, al igual que en el ejemplo anterior, tenemos
E(7) = E(r)#, por lo tanto, tomando una superficie gaussiana de radio r, se tiene 1h(R) =
47r2E(r). Hay dos casos que considerar, que son : (a) 7 < Ry (b) r > R.

a) Para r < R. En este caso, la carga en el interior de la superficie gaussiana es cero, luego

E(r) =0 parar < R
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b) Parar > R. En este caso, la carga encerrada es Q = 41 R%0y , la carga total del casquete
esférico, luego
Q

E(r)= arar > R.
( dmegr? P

El resultado sorprendente aqui es que el campo en el interior del casquete esférico es cero.
Una carga puntual colocada dentro del casquete no experimentara fuerza eléctrica alguna
(fuerza cero), en cualquier parte del interior que se encuentre (no sélo en el centro).

1.8.3 Campo de un Alambre Infinito

Se tiene un alambre muy largo con carga \g (uniforme) por unidad de longitud. Determinemos
el campo eléctrico usando el teorema de Gauss.

En primer lugar, la simetria del problema indica que usemos coordenadas cilindricas, con eje
de simetria coincidente con el eje z de las coordenadas, y llamemos r = v/x? + y? la distancia de
un punto al eje z, 7 un vector unitario cuya direccién va desde el eje z al punto de observacion.
Con esto, el campo se expresa en la forma

E(7) = E(r)f.

Consideramos una superficie gausiana S, consistente en un cilindro de altura h y radio r,
coaxial con el alambre. Entonces, el flujo del campo eléctrico es

% E-dS = 2nrhE(r),
S
que debe ser igual a la carga total encerrada por la superficie, Q(S) = h\;. Entonces tenemos

E(r)= o

o

1.8.4 Plano infinito

Un plano infinito, con carga oy (uniforme). Determinemos el campo eléctrico, usando el teorema
de Gauss. Comenzamos considerando la simetria del problema, que indica que debemos usar
coordenadas cartesianas. Hacemos coincidir el plano coordenado zy con el plano cargado, y 2
es el eje perpendicular al plano. Entonces, el campo debe tener la forma

E(7) = E(2)k.

De esta manera, el campo es independiente de (z,y). Ademds, debe ser antisimétrico, es decir

Usamos entonces una superficie gaussiana consistente en un cilindro de altura 2z (z > 0),
con tapas en +z y —z, y radio R. El flujo es

$E-dS=[ FE-aS+[ F-.a§
S tapas manto
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Como hemos dicho, el campo es perpendicular al manto, por lo cual el flujo correspondiente es
cero, mientras que el flujo sobre las tapas vale

E-dS = (nR)(B(z) — E(—2)) = (rR?)Z.

tapas €0
Entonces el campo tiene el valor
-» o
E(z) = —0(2),

€o
en que la funcién ©(z) =1si 2> 0y O(z) = —1si 2 < 0.

1.9 Trabajo y Energia

Consideremos primero el problema del movimiento de cargas en campos eléctricos estaticos
(electrostaticos, para abreviar). Tomemos una carga testigo ¢ en presencia de un campo
eléctrico E(r). De acuerdo a la segunda ley de Newton se tiene (movimiento no relativista),

2 =
m% — JB(). (1.1)
Como problema de mecanica esto se reduce a resolver la ecuacion 1.1, con las condiciones
iniciales apropiadas. Hay, sin embargo, algunos resultados de gran simplicidad y elegancia, que
se cumplen bajo ciertas condiciones. En efecto, si la ecuacion 1.1 se multiplica escalarmente

por di/dt, y se integra entre t = t; y t = t5, se obtiene

bodF F b dF
LR / B - Lar,
M =), B0
por lo tanto
m”; 2) _ va( ) q/ "B - dF (1.2)
r1

La ecuacién 1.2 no es otra cosa que el teorema de Trabajo y Energia, especializado a fuerzas
eléctricas.

1.9.1 Movimiento en Campo Uniforme

Una carga puntual (carga ¢ y masa m ) se lanza con velocidad vy? en un campo eléctrico
uniforme E(F) = FEyj. Determinar la deflexién vertical § que ha experimentado después de
viajar una distancia horizontal D.

La componente horizontal de la velocidad no cambia, puesto que no hay fuerza en la direccion
horizontal; por lo tanto, la parti cula demora un tiempo 7' en recorrer la distancia D, donde

T = D/ .
La componente y de la velocidad es v, (t) = gEyt/m. El desplazamiento vertical es y(?),
y(t) = qEot*/(2m),
por lo tanto, en £ =T tenemos

. quD2
o o2mad
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1.9.2 Modelo de Bohr

Un electrén (carga —e = —1.6 - 107 1°Cb y masa m) se mueve en presencia de un protén (carga
+e y masa M, M >> m). Determinar la energia total, velocidad orbital y momentum angular
en una oOrbita circular de radio R.

Propuesto como ejercicio. Investigar el modelo atémico de Bohr.

1.9.3 Potencial Electrostatico

Sabemos por mecanica que, si una parti cula se mueve en un campo de fuerzas conservativas,
entonces la integral de linea en la ecuacién 1.2 satisface algunas propiedades interesantes, las
cuales se cumplen en el caso de las fuerzas eléctricas.

i) La integral
ro
/ E() - dF
T1
es independiente de la trayectoria de la particula, es decir, no depende de 7= 7(t).
ii) El ‘rotor’ de E(F) es siempre cero:
V AE(7) = 0.
iii) La integral de linea
74 B(7) - di =0,
sobre una trayectoria cerrada cualquiera es siempre cero.
iv) Existe una funcién escalar V(7) tal que

E(7) = =VV(f).

Todas la propiedades anteriores son equivalentes. Para demostrarlo, consideremos primero
el campo eléctrico de una carga puntual ¢, situada en 7= 0

E(r) =

Amegr3’

Encontremos el potencial V'(7) de una carga puntual; para lo cual debemos resolver las ecua-
ciones

ov qr

A = —E(f) = 17

o (7) o) =~ e

_. - qy

- — _E(f) = —

) () =

oV qz

— (7 = _EZ r) = — 13

0z (7) (7) 4dmegrs (13)
Para resolver estas ecuaciones, observemos que dr/0x = x/r, ademds d(1/r)/0x = —x /13,y

similarmente para las derivadas respecto a y y z; por lo tanto

V() = o e

4dmegr
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en que ¢ es una constante de integracién. Por lo tanto V(7) existe (lo hemos encontrado
explicitamente ). Es facil ver que las otras propiedades son también ciertas. Nosotros no lo
demostraremos, sino que procederemos a construir, usando el principio de superposicion, el
potencial para una distribucién de carga arbitraria.

Si tenemos un sistema de cargas puntuales ¢y, qs, ...., ¢y, ubicadas en las posiciones rq, ...... rN
, el potencial electrostatico de esta distribucion es

- G 42 4N
Vv = + + ... +—+ 1.4
(7) Ameg|r — ri|  Ameg|r — 1o dmeg|r — ry| ¢ (14)

En general, para una distribucién cualquiera, se debera sumar sobre la distribucién (D)

Lo de™) (1.5)

7l

V() = =
dmey Jo |7 —
Observar que la constante ¢ no queda determinada por la definicién dada, por lo tanto,

se puede elegir a gusto. En muchos casos una elecciéon conveniente es tomar el potencial en

r = oo como cero, lo cual da ¢ = 0. Hay que notar, sin embargo, que hay situaciones en que

no es posible hacer la elecciéon anterior; esto ocurre en ciertos casos 'patolégicos’, en que la

distribucién de carga tiene carga total infinita.

1.9.4 Casquete esférico

Se tiene un casquete esférico de radio R, con carga superficial 0 = gy. Determinar el potencial
electrostatico en todo el espacio.
Podemos comenzar por determinar el campo eléctrico por el teorema de Gauss,

—

E(7) = B(r)F,

donde E(r)

=0parar < R,y E = Q/(4meer?), para r > R. Para calcular V(r) usamos la
definicién de V(

r), dV/dr = —E(r). Se obtiene

V(r)=V, para r<R, y V(r)= 472 . + Vopara r > R.
0

Imponemos que el potencial sea cero en el infinito, luego tenemos Vo, = 0; y que V(r) sea
continuo al atravesar la superficie r = R, lo que nos da

__Q
dreo R

Vi

Se puede resolver este problema sin recurrir al conocimiento previo del campo eléctrico; para
lo cual se puede integrar directamente, usando la férmula 1.5. Se deja como ejercicio verificar
que se obtiene el mismo V'(r) por ambos métodos.

1.9.5 Plano Infinito

Se tiene un plano infinito cargado con carga ¢ = . El plano coincide con el plano zy.
El campo eléctrico ha sido calculado previamente por integracion directa, de manera que
podemos usar la definicién, E (i) = —=VV () , que en este caso nos da
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dVv 0o
—_— = —— >0
dz 2¢g ‘
0o
= — <0 1.6
26, (1.6)
Esta ecuacién se integra facilmente, con el resultado:
(o0 ¥4
1% = —— , 2>0
(2) 2260 +ci, 2
00
= — , 2<0 1.7
260 + Co, 2 ( )

Las constantes ¢; y ¢y deben ser tales que
i El potencial V(z) sea continuo en z = 0, es decir: ¢; = cs.
ii V(z=0)=0, por eleccién de nivel de referencia, luego ¢; = ¢, = 0.

Notar que no podemos tomar V(oc) = 0; esto se debe a que -como veremos- la carga total
de esta distribucién es infinita: La distribucion no es acotada.

1.9.6 Alambre de largo 2L

Determinemos el potencial producido por una linea de carga de largo 2L, con carga A por
unidad de longitud. Tomando como eje z al que coincide con el alambre, y el origen en el
centro de éste, tenemos

A L dz'
V() = /
(7) dreg J-L (22 +y? + (2 — 2')2)1/2

Para realizar este clculo, haremos un cambio simple, poniendo u = 2z’ — z, entonces

A (L—2) d
V() = / ! .
471'6[] —(L+2) (502 + y2 + U2)1/2
Para proseguir, llamemos r = /22 + y?, y hagamos el cambio de variable

u = rtan(a),

en que los limites de integracién son ahora a; y as, en que

tan(oy) =— (L+2)/r
tan(ag) = (L —2)/r
Entonces tenemos
A @ do A
= S i oz,
V(z,y,2) o /al cos(a) ~ Ine n[sec(a) + tan(a)] |3
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Para obtener una expresion final, conviene obtener expresiones para las funciones trigonométricas
de a; y as, estas son:

tan(oy) =— (L+2z)/r (1.10)
sec(ay) = r2+ (L + z)?/r (1.11)
tan(ay) = (L—2z)/r (1.12)
sec(ag) = r2+ (L —2)?/r (1.13)
El potencial es entonces
v A . r2+(L—2)?2+L—-=z2
dmeg r2 4+ (L4 2)2 — (L + 2)

Se propone como ejercicio el calculo de esta integral. Verifique que, cuando L se hace muy
grande, el campo eléctrico es precisamente el de una linea de largo infinito; ademads, a grandes
distancias -para L finito- el campo es como el de una carga puntual -mas algunos términos
correctivos-.

1.10 Ecuaciones de Poisson y Laplace
Hemos visto ya que un campo electrostatico satisface la ecuacién
V-E= p(7)/€o,

donde p(7) es la distribucién de carga en volimen. Si utilizamos el potencial electrostatico en
la ecuacién anterior tenemos:

V.- E=-VV(7),
por lo tanto, se tiene la ecuacién de Poisson:

V2V () = —p(7) /eo. (1.1)
En las regiones en que no hay carga eléctrica, se satisface la ecuacion de Laplace,

V*V(7) = 0. (1.2)

Las anteriores son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales; por lo tanto, para su resolu-
cion se requiere de condiciones de borde.

1.11 Condiciones de Borde

Para ver la necesidad de imponer condiciones de borde, asi como entender en qué consisten,
consideremos un problema trivial: un plano infinito, cargado con densidad de carga o, por
unidad de superficie.
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Figura 1.8: Plano infinito, con carga o, por unidad de area.

La simetria indica que las coordenadas mas apropiadas para resolver este problema son las
cartesianas; ademds, como o es constante, V =V (z), luego:

V() =V"(z) =0  para z#0.
Integrando se obtiene
V(z) = c1+cz ,2 <0
= ) +cyz , 2> 0. (1.1)
Impongamos las siguientes condidiones:
e V(2)=0en z=0.
e V(z) es continuo en z = 0.

Estas dos condiciones implican que ¢; = ¢ = 0; ademas, la simetria indica que V' (2) = V(—2),
lo cual da ¢, = —¢y por lo tanto; finalmente:

V(z) = co|2|.

Falta determinar cy; para hacer esto, usamos el teorema de Gauss, aplicandolo a una ’caja de
pildoras’. Se obtiene 2¢o = o/¢y. En el caso general, consideremos una region separada por
una superficie, en la cual existe una densidad de carga superficial ¢. Tomando una superficie
gaussiana infinitesimal, en torno a un punto P, tenemos (ver figura):

E(P,) -7 — E(P_)-Z0(P)/e.

1.12 Casquete Esférico

Se tiene un casquete esférico de radio a, con densidad superficial de carga o (uniforme). De-
terminaremos el potencial electrostatico resolviendo la ecuacion de Laplace.

1d v

2 2\ — R
VaV(r) = r2 dr(r dr)

para r # 0.
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@ A_= B
@ C s~ b @
E
1 Dl

Figura 1.9: Geometria de las condiciones de borde. La componente de E normal a la superficie
es discontinua, si hay carga en la superficie.

Integrando, se tiene

—ci1/r4+c r<a
Vir) = { —c’?r+c’ r>a
1 2

Tomamos en cuenta las condiciones de borde
e No hay carga en el interior, ¢; = 0.
e V(o) =0, lo que implica ¢, = 0.
Resumiendo:

e r<a
V(T)_{ —d/r r>a

No hemos agotado las condiciones de borde,
e La continuidad en r = a, nos da ¢; = —acs.
e La condicion de borde de la componente normal del campo electrico nos dice que:
E(a+) = ¢2/a, E(a—) =0,

lo cual implica ¢3/a = o/¢€q , 1o cual determina totalmente el problema.



Capitulo 2

Conductores

Un medio conductor es un material en el que los portadores de carga poseen libertad de moverse
en su interior, en respuesta a campos eléctricos. Un conductor perfecto o ideal es un conductor
en que los portadores de carga se moveran en respuesta a cualquier campo eléctrico, por pequeno
que éste sea (gran movilidad).

Nos interesa, por ahora, estudiar el comportamiento de los medios conductores en presencia
de campos eléctricos estaticos. El primer resultado de importancia es que el campo eléctrico
en el interior de un conductor es cero.

En efecto, supongamos que producimos una inhomogeneidad en la distribucion de carga en
el interior de un conductor. Inicialmente, las cargas en el interior se moverdan en respuesta al
campo eléctrico presente y lo seguiran haciendo mientras E sea distinto de cero, por lo tanto,
el equilibrio se alcanzara sélo cuando E =0 en el interior del conductor. Cuando se alcance tal
situacion de equilibrio, necesariamente, no habra carga neta en el interior del conductor; por
lo tanto si hay una carga neta en el conductor, ésta residira en su superficie.

2.1 El Campo Eléctrico y los Conductores

Como hemos discutid, en un conductor en equilibrio se cumple

—

i) E =0 en su interior.

ii) Las cargas libres residen en la superficie del conductor, con densidad superficial o (no
necesariamente uniforme).

iii) Como E=0enel interior, V' = cte en el interior del conductor. Se dice que Un conductor
es una reqion equipotencial del espacio y su superficie es una superficie equipotencial.

Consideremos un conductor de forma arbitraria, y una _carga puntual de magnitud ¢, en su
vecindad. En equilibrio, E =0ensu interior, pero como E # ( fuera del conductor, las cargas
se reordenaran produciendo una distribucién de carga o (la carga total sigue siendo cero).

i El campo en la vecindad de un conductor es perpendicular a su superficie.

Si esto no fuera cierto, las cargas superficiales no estarian en equilibrio, ya que estarian
sometidas a fuerzas tangenciales.

27
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o(N#0

S

Figura 2.1: Una carga puntual frente a un conductor de forma arbitraria.

ii El campo eléctrico cerca de la superficie de un conductor tiene el valor o/e.

Esta afirmacion se puede demostrar usando el Teorema de Gauss, que establece que
En(+) = En(=) = 0/e0,
ademds F(—) = 0, luego E,(+) = o/eo.

iii Como E = —VV, E.(+) = E-n= —0V/0n es la derivada en la direccién perpendicular a
la superficie del conductor (la direccién de 7). La condicién anterior se puede considerar
como una ‘condicién de borde’ para la resolucién de la ecuacién de Laplace, o/¢y =

—oV/on.

2.1.1 Carga puntual y Esfera

Una carga puntual en el centro de una cdscara esférica conductora hueca,de radio interior a
y exterior b, que es puesta a potencial V. Estudiaremos el problema usando la ecuacién de
Laplace, en coordenadas esféricas, debido a la simetria del problema. Suponemos entonces que
el potencial depende sélo de la variable radial, V' = V' (r), entonces

1AV
r2dr dr

La ecuacién anterior tiene una solucién de la forma

V2V (7) = ) = 0.

V(r) = ; +d,

en que ¢y d son constantes, que se determinan de las condiciones de borde del problema. El
potencial se puede escribir en la forma:

c/r+d; 0<r<a
V(r)=< cfr+dy a<r<b
c3/r+ds b<r

Las condiciones de borde son

e £ =0 en el interior de conductor, ¢, = 0.
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p— VO
M

Figura 2.2: Una carga puntual dentro de una esfera conductora hueca

e V(r)=0parar — oo, b3 = 0.

e V(r) es continuo en r = a y r = b, nos da las ecuaciones

cl/a+b1 = bQ
Cg/b :bQ

e Hay una carga puntual en r = 0, luego ¢; = ¢/(4meg).

Reemplazando todo tenemos, finalmente:

ds a<r<b
cs/r b<r

q/dmegr+d; 0<r<a
V(r) =
Imponiendo la (dltima) condicién, V(r = b) = V; nos da dy = Vj, entonces
q/(4mep)(1/r —1/a)+Vy O0<r<a
V(r)=<¢ Vo a<r<b
Vo/r b<r

Ahora podemos determinar las cargas inducidas en las superficies r = a, y r = b.

e Enr =10,

o(b) = Vo /b

e Enr=ua

o(a) = —q/4na®
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2.2 Teorema de Unicidad

En muchos casos, uno requiere la solucion de la ecuacion de Poisson en regiones en que no hay
carga eléctrica; en éste caso, la ecuacién que se obtiene es la llamada ecuacién de Laplace.

V2V (r) = 0.

Observamos que esta ecuacién es lineal, ya que si Vi(r) y Vi(r) son ambas soluciones,
entonces cualquier combinacién lineal de ellas es también una solucién posible (principio de
superposicién). El teorema de Unicidad establece que dos soluciones de la ecuacién de Laplace
que satisfacen la mismas condiciones de borde, difieren, a lo sumo, en una constante aditiva.

2.3 Meétodo de Imagenes

Es un método que se usa para resolver la ecuacién de Laplace en algunos casos de alta simetria.
La idea del método se explica mas facilmente resolviendo un ejemplo.

Consideremos el problema de un plano conductor infinito, mantenido a potencial cero (a
tierra); frente a una carga puntual de magnitud q.

Figura 2.3: Plano infinito, a tierra, con una carga puntual ¢ al frente.

El problema es determinar el campo eléctrico, en la regién z > 0 (fuera del conductor). La
regién z < 0 (dentro del conductor) no es interesante, puesto que el campo eléctrico se anula
alli. Las condiciones de borde del problema son:

e El potencial se anula en el plano conductor, V(z,y,z = 0) = 0.

e El campo eléctrico cerca del plano un conductor, E(x,y,z = 0+) es perpendicular al
plano conductor.

e El potencial se anula en el infinito, V' = 0 para z — oo.
Observamos que el campo de una carga puntual, por si sélo, no satisface las condiciones
del problema, es decir, el campo debe ser modificado por la presencia del conductor. En este

problema, el campo eléctrico, en éste problema, puede imaginarse como la superposicion de

i) el campo eléctrico de la carga puntual ,
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ii) el campo eléctrico producido por las cargas inducidas sobre la superficie del conductor,
o(r).

Obviamente, si se conociera la forma en que la carga inducida se distribuye, el problema
estaria resuelto. En este caso la dificultad estriba precisamente en que tal distribucién se
conocerd solo cuando se haya resuelto el problema completo. El método de las imagenes intenta
determinar una distribucién de cargas que produzcan el campo deseado en la zona de interés.

Consideremos ahora el problema siguiente, aparentemente no relacionado con el problema
anterior: dos cargas puntuales, de igual magnitud y signo opuesto, localizadas a una distancia
2h entre si. El potencial electrostatico V(7) de éste sistema esta dado por

N 1 q q
vir) = 47reg((x2 +y2 + (2 — h)2)1/2 N (22 + % + (2 + h)2)1/2)

y satisface :
e V(F)=0en z =00

e V(7) =0 en el plano que pasa por el punto medio de la recta que une las dos cargas; en
otras palabras, tal plano (z = 0) es una equipotencial.

Ademas, el campo eléctrico producido por las cargas es

~

P [:ci+yj+(z—h)k _ ai+y)+ (z+h)k |
(22 +y?2(z — h)?)%? (22 +y?+ (2 + h)?)3/?

4reg

luego, en z = 0+ tenemos

q —2hk
dmeq (2% 4 y? + h2)3/2]’

que es perpendicular al plano z = 0. Notemos que, en la regién z > 0, el potencial de las
dos cargas satisface las mismas condiciones que debe satifacer V() para el problema del plano
y la carga; por lo tanto, el teorema de Unicidad nos dice que, en la region de interés, ambos
potenciales coinciden.

El problema original puede ser resuelto ahora, introduciendo una distribucion de cargas
ficticias (una sola carga, en este caso), que llamaremos ’cargas imagen’, y que resuelven el
problema. La dificultad principal, que limita la aplicabilidad del metodo, estd en encontrar
tales cargas imagen.

Ahora podemos determinar la carga inducida en el conductor plano

E(m,y,zzﬁ) =

e

o(x,y) = ——

Y 21 (22 + y2 + h2)3/2

La carga inducida es gijngucida = —¢ , como lo muestra la integracion directa, y como debia

ser (intuitivamente).Se puede demostrar ficilmente que la fuerza con que la carga es atraida
por el plano conductor esta dada por

¢

——Fk.
16megh?
Otros problemas que pueden resolverse facilmente usando el método de las imagenes son
algunos con simetria esférica y cilindrica, como los que se indican a continuacién:

F =
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i) esfera a tierra frente a una carga puntual.
ii) esfera a potencial Vj, frente a una carga puntual.

iii) etcetera (invente alguno).

2.4 Capacidad

Consideremos un sistema de dos conductores aislados. Supongamos primero que ¢; = ¢i9 ¥
¢2 = 0. Llamemos Vi(r) a la solucién de este problema. El potencial en el conductor "1’ sera
Vi(1), mientras que el del conductor "2’ serd Vi (2).

Si la carga de conductor "1’ se multiplica por una constante A , manteniendo ¢, = 0, vemos
que la solucién de este problema estda dada por A\Vi(r). Los conductores estaran ahora a los
potenciales AV;(1) y AV;(2), por lo tanto podemos decir que los potenciales son proporcionales
a las cargas. Si g; = 0, entonces

Vl(l) =DP11q1
V1(2) = P21491-

Similarmente, si consideramos ahora el problema electrostdtico en que ¢4 = 0y g2 = @q90, ¥
hacemos el mismo analisis anterior, vemos que

V2(1) = P12q2
V2(2) = P22q2.

Si ahora nos planteamos el problema mas general en que las cargas son ¢; en el conductor #1,
v geen el conductor #2, éste tendra la solucion

V(r) =Vi(r) + Va(r),

donde Vi (r) es la solucién del problema #1, y V5(r) es la solucién del problema #2. Por lo
tanto el potencial en el conductor #1 seré:

V(1) = Vi(1) + Va(1) = puiqr + p12ge,

mientras que en el conductor #2 sera:

V(2) = Vi(2) + Va(2) = parqr + p22go.

Resumiendo, tenemos la relacién lineal (que puede generalizarse ficilmente) :

V(1) =puq + piege
V(2) = paqi + pa2ge

Los p’s se llaman coeficientes de potencial. Puede demostrarse que los coeficientes son simétricos
( p21 = p12 ). Hay un caso particular de la relacién anterior, que presenta gran interés practico:
el condensador. Se trata de un sistema formado por dos conductores, cargados con cargas +¢q
y —q, respectivamente.

Usando las relaciones entre cargas y potenciales se encuentra que la diferencia entre los
potenciales de los conductores es
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AV =V (2) =V (1) = (p11 + p22 — 2p12)4;

en otras palabras, la ’carga’ ¢ en el condensador es proporcional a la diferencia de potencial
entre los conductores, ¢ = CAV, donde

. 1
P11 + P22 — 2pi2

es la capacidad del condensador.

2.4.1 Condensador Plano

Supongamos que se tienen dos placas conductoras planas, muy grandes que se encuentran
cargadas con cargas totales +q y —¢, separadas por una distancia d (la distancia d es mucho
mas pequena que las dimensiones de la placa). Las cargas positivas y negativas de las placas
se atraen entre si, quedando finalmente depositadas en las caras interiores de las placas con
densidades uniformes o y —o (evidentemente, ésta es sélo una solucién aproximada),

o =q/A,
en que A es el area de las placas. Como resultado de esto, el campo sera aproximadamente
uniforme, con el valor

E =0/¢.

La diferencia de potencial entre las placas es :

AV =0o/eg = (qd) /(e A).

Por lo tanto, la capacidad del condensador plano es

c=¢eA/d.

La unidad MKSA de medicién de la capacidad es el 'farad’ (abreviado f). Desde el punto
de vista practico, 1 f es una unidad bastante grande; por ejemplo, uno encuentra que los
condensadores comerciales tienen capacidades del orden de los 'micro-farad’ (uf = 1076 f).

Nota : la soluciéon exacta del condensador plano es un problema matematicamente dificil,
debido a los ’efectos de borde’.

area A

v, . e /__
/ b

Figura 2.4: Condensador plano, de lados a, b, area A = ab y separacién d.
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2.4.2 Condensador Esférico

Estd formado por dos esferas concéntricas (radios a y b)

Q)

Figura 2.5: Condensador esférico, formado por dos conductores concéntricos, de radios a y b,
a <<b.

Dada la simetria del problema, las cargas se distribuyen uniformemente con densidades que
se pueden determinar facilmente usando, por ejemplo el teorema de Gauss. El resultado es

ola) =— Q/(4mepa?)
o) = Q/(4meeh?)
C = drmegab/(b—a).

2.4.3 Conexion de Condensadores

Las maneras de conectar condensadores son muchas. Dos de ellas tienen importancia especial
(por su simplicidad), y se representan en la figura.

=
%

! c ! 1! ]
1 1 2 ]
“ LH

Figura 2.6: Condensadores conectados en serie y en paralelo.

e Conexion en Serie :

e Conexion en Paralelo:
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2.4.4 Fuerza entre las placas de un Condensador

Notar que la fuerza no es qE (s E = campo entre las placas), ya que tal campo incluye
‘auto-fuerzas’. La fuerza correcta es, por lo tanto:

F=—0%A/(2¢).
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Capitulo 3

Electrostatica en medios Dieléctricos

Un material dieléctrico ideal no tiene cargas libres en su interior. Las cargas en un material
dieléctrico -aislador- se encuentran ligadas, y no pueden moverse como lo hacen en los conduc-
tores. Deseamos estudiar la respuesta de los medios aislantes a la accién de campos eléctricos.

3.1 Experimento de Faraday

Supongamos que se tiene dos condensadores, -geométricamente idénticos-, uno con vacio entre
las placas y otro con un dieléctrico entre ellas.

Figura 3.1: Experimento de Faraday en dieléctricos
[ ] [ ]

7

d $ (vacio)

Conocemos la capacidad del condensador #1-Cy- (con vacio). Se mide la capacidad del
condensador #2-C- y se comparan; el resultado es

o _
Co

en que kK > 1 es una constante. Se encuentra, ademas, lo siguiente,

K,

i) k es independiente de la geometria; es decir, no depende de la forma del condensador.
ii) x depende sélo del material.
ii) £ > 1.

Como = C'AV, entonces, para la misma diferencia de potencial AV, la carga () contenida
en el condensador con dieléctrico es mayor que (g ,

Q/QO :C/CO =K > 1.

Por esta razon, el campo eléctrico entre las placas debe tambien ser modificado por la
presencia del dieléctrico. En efecto, un calculo sencillo muestra que:

37
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E/EU = 1/:‘43 < 1,
por lo tanto podemos escribir

E =o0/(ek).

El campo neto E entre las placas es menor que cuando no hay dieléctrico. Como los campos
se superponen linealmente, podemos escribir (simbdlicamente)

Etotal = Econductor + Edieléctrico
E =o/ep+ (1/k —1)o /€.

Este resultado permite decir que ha aparecido una carga superficial, localizada en el dieléctrico,
la cual produce un 'campo de polarizacion’, de valor

Figura 3.2: Cargas libres y de polarizacion en un dieléctrico.

(0) +++++++++++++++++ -+ttt + 4+ \O-

- -0
o-p - = /

Como puede entenderse este hecho?. Podemos imaginar que un dieléctrico estda formado
por cargas que, si bien no son capaces de desplazarse libremente, pueden desplazarse de sus
posiciones de equilibrio, en respuesta a los campos eléctricos que actian sobre ellas. Estos
desplazamientos dan lugar a momentos dipolares eléctricos, que a su vez producen un campo
eléctrico adicional al campo ’externamente’ aplicado. La aparicién de los momentos dipolares
microscopicos da lugar a una polarizacion macroscépica, cuyo significado se ilustra en la figura.

En base a este modelo sencillo puede construirse una teoria macroscépica del fenomeno; sin
embargo, nosotros sélo haremos un bosquejo de ella, enfatizando su significado fisico, y no el
aspecto formal.

Definamos el vector ’polarizacion’ ﬁ, en un punto 7, como el ’limite fisico’ - ya explicado
previamente- de la cantidad:

5 . Ap(7)

P(’F) = lZmAQ_mi (31)

en que Ap(7) es el momento dipolar eléctrico de un trozo de material con volumen A(.

i) Una polarizacién ﬁ(F) produce un campo eléctrico E},(F), que se puede calcular como
sigue:
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en que

39

(3.2)

ii) La polarizacién P(7) surge como respuesta a campos eléctricos debidos a distribuciones

de carga, luego el campo eléctrico total es :

—

E = Ecargas + Ep-

iii) Se puede demostrar que el campo E}, se puede calcular a partir de ciertas 'cargas de

polarizacion’, o, y p,, en la manera ‘standard’, es decir

~ ~

) d3r! 1 /Up(r)dS’

=]

vy = L [ 2!

" 4meg |7 — 77| dreg

(3.3)

donde las integrales son, respectivamente sobre el volumen y la superficie del dieléctrico;

ademas,

op = ﬁ-ﬁ,
b = .

Observemos que, si la polarizacién P(7) fuera una funcién conocida de

.entonces la ex-

presién anterior permitiria calcular el campo eléctrico en todas partes. En general, P(7) se
origina como respuesta al campo eléctrico total, el cual incluye el campo producido por la
propia polarizacién P, y es desconocido. Se ha encontrado, en forma experimental, que existen

relaciones de la forma;:

P =P(E).

Este tipo de relaciones se denominan, genéricamente, relaciones ’constitutivas’. En general,

muchos medios materiales satisfacen una relacién de la forma :
P = xF,

en que Y es una constante. Volveremos a este punto luego.

3.2 Teorema de Gauss

Consideremos un conjunto de cargas, rodeadas por un medio material dieléctrico, infinito. El
campo eléctrico se debe a todas las cargas del sistema, por lo tanto es valido el teorema de

Gauss, en la forma
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/E : dg: Qtotal/GOa

donde la carga total, Qe €s la carga real mas la carga de polarizacién

Qtotal = Q + Qp-
Para simplificar, tomar un conductor con carga (), de superficie S., y una superficie S, que
contiene a S.. La carga de polarizacién es

Q, = — / P hds,
luego, se puede escribir

—

Se define el ‘vector desplazamiento’ D= GOE + P, entonces

-]l
Wy

.d§ =Q, (3.6)

en forma equivalente -diferencial-

3.3 Constante Dieléctrica

Hemos definido una constante x, llamada susecptibilidad dieléctrica, que relaciona la polar-
izacién P con el campo eléctrico, para medios materiales lineales, is6tropos y homogéneos (en
adelante, LIH, para abreviar). La relacién P= XE, se puede expresar como una relacion entre
los vectores E y 5, que tiene la forma

D= (e +X)E.

Se acostumbra a definir la 'constante dielectrica’, € como

€ = €+ X-

De lo que hemos dicho, es facil ver la relacion que existe entre las diferentes constantes Yy,
€Y K.

K = €/¢€g
X =€~ €
X = (k= 1)eg

Para referencia futura, incluyamos algunas definiciones

e Medio Lineal: Es un material en que la relacién entre P y F es una funcién lineal. Esto
quiere decir que dicha relacion se puede expresar en la forma

Py = xi By + XioEo + XizEs.

En otras palabras, los elementos xij (4,7 = 1,2, 3) forman una matriz simétrica.
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Material | & Ervaz
Volt/m
Vacio 1.00 —
Aire 1.0006 | 3.0 - 10° (1 atm. )
Aire 1.054 | (100 atm. )
COy 1.001 | (1 atm. )
H>,O 88 (20 C, destilada)
Petroleo | 2.1 12.0-10°

Tabla 3.1: Valores de la constante dieléctrica k, y el campo de ruptura, para algunos materiales
dieléctricos.

e Medio Isétropo: Es un material cuyas propiedades dieléctricas no dependen de la
orientacién del material. En el caso de lo medios que son ademas lineales, esto significa
que la relacién se expresa como (i = 1,2, 3)

Py = xE;.
e Medio Homogéneo: Es un material cuyas propiedades dieléctricas son las mismas en

todo punto del material. Si el medio es lineal, la (o las) x son constantes, indpendientes
de la posicién en el material.

3.4 Campo de Ruptura

La relacién P = XE puede ser considerada como una relacion andloga a la ley de Hooke
(analogia mecdnica). En general, un medio dieléctrico sometido a un campo eléctrico muy
intenso ’se rompe’ - es decir, se vuelve conductor-, si el campo en el interior del material supera
un valor critico minimo. Este campo es el llamado 'campo de ruptura’.

3.5 Condiciones de Borde en Dieléctricos

Con referencia a la figura anterior, se puede demostrar que las condiciones de borde en la
interfase entre dos medios dieléctricos, se pueden escribir en la forma

— —

Dy i~ Dy -

3>
|
Q

~

El't—EQ'f - 0

3.5.1 Carga puntual en dieléctrico

Una carga puntual en un dieléctrico (isotropo, lineal, homogeneo). Determinemos losa campos

E, Dy P. Usando la ley de Gauss, con una superficie esférica S, de radio r, concéntrica con
la carga ¢, se tiene
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Figura 3.3: Interfase entre dos dieléctricos (1’ y '27).

A
n

— >

(1)
(2)

-dS = 4rr*D(r) = q.

ﬁ\e\
S

Entonces, se tiene

D(r) = gq/4nr?
E(r) = q/4mer?
P(r) = (e—e)q/4mer?,

3.5.2 Esfera conductora en dieléctrico

Consideramos una esfera conductora, con carga (), rodeada por un dlelectrlco hneal isétropo,
homogéneo, de permitividad € y extensiéon infinita. Calculemos los campoe E D y las densi-
dades de carga real y de polarizacion.

Este problema se resuelve usando el mismo método que el anterior, pues presenta la misma
simetria. Por este motivo, para r > R los campos son los mismos que en el problema anterior
(con @ en vez de ¢). Falta entonces calcular las densidades de carga superficial, las que se
obtienen de

D-fh= o,
en que D es el vector desplazamiento en la vecindad de la superficie del conductor, y n es
el vector normal a la superficie de la esfera conductora r = R, que apunta hacia fuera del
conductor Con esto,

o= Q/ArR*.
De la misma manera, la densidad de carga de polarizacion superficial es
op = ﬁ . ’fl,

en que n apunta hacia afuera del dieléctrico, opuesta a la normal al conductor.
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op = —(e— €)Q/4meR%.

Se observa que op es de signo opuesto a o, pues las cargas negativas del dieléctrico se deben
arpximar a las cargas positivas del conductor.

3.5.3 Carga puntual en interfase

Una carga puntual en la interfase plana entre dos medios dieléctricos (LHI) homogéneos, semi-
infinitos en extensién. Podemos partir observando que el sistema debiera presentar al menos
alguna forma de simetria esférica, incompleta desde luego. FKEscojamos las coordenadas de
manera que los dos semiespacios estdn separados por el plano z = 0, y que la carga puntual ¢
se encuentra dicho plano, y su posicién coincide con el origen de coordenadas.

Las condiciones de borde que se deben satisfacer, en el plano z = 0, son

i) continuidad de la componente normal del vector D, que se expresa como

D(z,y,2=0")= D(z,y,2=07).

ii) continuidad de las componentes tangenciales de E,

Ey(r,y,2=07) = Ey(x,y,2=0%)
E (z,y,2=0") = Ey(x,y,z:0+).

Se puede comprobar facilmente que el campo eléctrico F tiene simetria esférica, pues es la tinica
manera de asegurar la satisfacci
on de las condiciones anteriores, por lo tanto, debe tener la forma:

k.
r

Arr?

E(7) =

La constante k debe determinarse usando el teorema de Gauss; para lo cual escribimos
D(z,y,2<0) = eE(x,y,2<0)
ﬁ(x,y,z <0) = egﬁ(.fr,y,z > 0).
Calculamos el flujo de este campo, obteniendo
%D_)dg: 27T(€1+€2)k:q,

donde



44 CAPITULO 3. ELECTROSTATICA EN MEDIOS DIELECTRICOS

z
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Figura 3.4: Condensador plano, con una placa dieléctrica entre las placas conductoras.

3.5.4 Condensador con placa dieléctrica

Consideremos el problema de una placa dieléctrica entre las placas de un condensador plano, y
determinemos los campos y la fuerza entre las placas. La geometria es como sigue: placas de
lados a, b, con separacién d; ademads, se inserta una placa de material dieléctrico, de espesor d
y ancho b, que ingresa una distancia ¢ entre las placas, como se observa en la figura.

Hacemos la suposicién que las placas son grandes, en comparacién con la separacion, lo que
nos hace suponer que tanto a, como b y t son mucho mayores que d. Esto nos permite despreciar
los esfectos de los bordes de las placas, y suponer que los campos E y D son perpendiculares
a la superficie de las placas, paralelos a la direccion k

willesT]

Estos campos son los que existen en el espacio entre las placas conductoras. Los campos en
el resto del espacio son nulos, incluyendo desde luego el interior de los conductores. Como los
campos deben satisfacer las ecuaciones de la electrostatica, la ecuacion

0z
Notamos que hay dos regiones, que llamaremos (I) y (II), respectivamente. En la region (I)
setiene 0 <z < b, 0<y<a-—t, 0<z<d; mientras que en la regién (II) se tiene 0 < z0b,

a—t<y<a,y0<z<d Sabemos entonces que el campo E es el mismo tanto en la zona [
como en la zona II, mientras que
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D; = ¢FE enlazonal

D;; = €FE en lazona Il

Si la placa superior de la figura esta a un potencial Vj, respecto a la placa superior, entonces
E = —V4/d, pues de esta manera el campo queda dirigido de la placa superior a la inferior.
Podemos calcular las cargas en la placa superior, usando la relacién

—

oc=D-n,
usando n = —,I;, que es el vector normal a la superficie de dicha placa. Se obtiene entonces
oy = — D[ = 60‘/0/d
o =— D= 6Vo/d

Obtengamos la capacidad C' de este condensador, para lo cual debemos obtener primero la
carga en las placas. Llamemos A; = b(a — t) y A;; = bt, con esto podemos expresar la carga
en la placa superior como

Vo

Q = O'[A[ + OIIAII = (Gg(a - t) + Gt)bz,

por lo tanto la capacidad es

EOA[ 1 GOAII . (Gg(a - t) + Et)b

C== d d

Basados en esta relacion, podemos decir que la capacidad obtenida es equivalente a la combi-
nacién en paralelo de dos condensadores, de capacidades C; = ¢gAr/dy Ci; = €Aqr/d.

Podemos obtener ahora el vector polarizacién ﬁ, y la densidad de carga de polarizacion en
la placa superior. Evidentemente, en la zona en que hay vacio (zona I) el vector polarizacién
se anula, mientras que en la otra zona se tiene

P = (e—e@ﬁz—@/@
(€ —€)Vo

op :p‘iﬁ:— d
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Capitulo 4

Energia Electrostatica

Para reunir un sistema de cargas en una configuracion dada es necesario realizar trabajo. Por el
teorema del trabajo y la energia, el trabajo realizado pasa a formar parte de la energia potencial
del sistema, en este caso se trata de energia potencial electrostatica.

4.1 Energia de un Sistema de Cargas

Para comenzar, supongamos que tenemos un sistema de n cargas puntuales, ¢, ¢, - . ., ¢,, inM-
ersas en un medio dieléctrico lineal, isétropo y homogéneo, de permitividad e. Determinemos
el trabajo necesario para llevar a estas n cargas desde una configuracién inicial en que se en-
cuentran infinitamente separadas hasta la configuracién final en que se encuentran ubicadas en
posiciones 77, 79, ..., Ty.

Traer la primera carga no cuesta ningun trabajo,

Wy = 0.
Traer la segunda carga implica realizar trabajo contra el campo de la primera carga,

" 12 A odi— q192
o dmer?’ Ameryy

Wy = (-)

Traer la tercera carga, cuando ¢; v g2 ya estan presentes requiere un trabajo Wi,

4193 I 4293
47'('67'13 47'('67'23 '

Wy =

asi, traer la carga (j 4 1) requiere un trabajo W(; 1), dado por

=

W]+1 = q3j+1) Z
i=1

Por lo tanto, traer las n cargas ha costado un trabajo total W,

47‘(67‘1 (]+1)

W =W +Wy+ ... + Wy
— J nwj’

j=1

lo que puede escribirse como (notar el factor 1/2):

47
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ZZ o (41)

47rer”

Ahora identificamos el trabajo realizado con la energia potencial electrostatica del sistema,
U = W. Observemos que esta relacion se puede escibir en la forma

1 n
=3 >4V,
7j=1

donde V; es el potencial en la posicion de la carga ¢;, debida al resto de las cargas,

!

V, =

i=1

4d;
47'('67”1']'

Notar la " sobre la ¥, que indica que el término con ¢ = j debe omitirse de la suma.

4.2 Distribuciones continuas

Notemos que las formulas pueden generalizarse al caso de distribuciones continuas de carga,
p(r), para lo cual consideramos un volimen V', y lo dividimos en N elementos de volimen dV;,
con carga d@Q; = p;dV;). Usamos la expresion

ZZ 4iq; ’

i#j 47'('67”1']'

que es eplicable al caso de un conjunto de cargas puntuales, y la aplicamos a nuestro caso,
tomando luego el limite en que N — oo, entonces se tiene:

/3 d3 d3 li
T2 // 47re|r — ’

y también

=3 [ oAV

Notemos que, en la ltima expresion, V(r) es el potencial electrostatico total, debidoa toda
la distribucién de cargas.

4.3 Sistema de Conductores

Como en cada conductor el potencial es constante, y la carga se distribuye en la superficie con
densidad o, se tiene:

Z [ eV (Fas;

Entonces, la energia de un sistema de n conductores se puede escribir como
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U= lZQz’VQ-
23

Notar que la energia de un sistema de conductores luce formalmente idéntica a la de un
sistema de cargas puntuales. Sin embargo, hay que notar que la expresién para conductores
incluye ’auto-energias’, es decir, la energia necesaria para crear la configuracién de cargas en
los conductores. Veremos que la energia electrostatica puede interpretarse como almacenada
en el espacio, como alternativa a la interpretacion que fluye de la ecuacién anterior.

Teorema: La energia potencial electrostatica puede escribirse como

Lz o R
U= / SE® - D' (4.2)

4.3.1 Energia Electrostatica de una Esfera

Se tiene una esfera de radio a, con densidad de carga p(), en el vacio. Se desea determinar su
energia potencial electrostatica. Esta energia puede ser calculada usando la expresion anterior
-generalizada apropiadamente- o bien con el siguiente procedimento:

Supongamos que la carga de la esfera se trae en cascarones de espesor dr, con carga dQ(r).
El trabajo necesario para traer el cascarén de espesor dr, ubicado en (r,r + dr) es :

- Qe

drer

en que Q(r) es la carga que ya ha sido traida, estd contenida entre los radios 0 y r, y esta
dada por

Q(r) = / p(F)dPr = / dma?p(x)d.
0 0
De esta manera, la carga del cascarén, dQ(r) es

dQ(r) = 4mr?p(r)dr.

Tomemos, para simplificar el calculo, p = constante, y llamemos @)y a la carga total de le
esfera. Se tiene

_ ("3
Q) = (hy'an
por lo tanto, dU = Q%dr/(4weR?), y finalmente

3 QF
U=- )
S4meR

4.3.2 Condensador plano

Aplicamos la féormula para conductores, y tenemos las siguientes expresiones alternativas:
U =QAV/2
=C(AV)?/2
— Q)20
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Usando la densidad de energfa, u, = E2/(2¢), con el campo E = 0 /ey, y 0 = Q/A),

ue = 02/ (2€),

lo cual da el resultado anterior,

U= /ued3r — 02 Ad /2.

4.3.3 Esfera con carga superficial uniforme

Determinar la energia potencial electrostdtica de una esfera de radio R, con carga superficial
o, uniformemente distribida sobre su superficie. El potencial electrostatico de esta distribucién
es

Vi) = Q/Amer para 1> R
| Q/4meR para R >,
donde Q = 47 R%0. El campo eléctrico es
0_ 0 para r < R
| Q/4megr? para r >R
La densidad de energia electrostdtica es wu,,
QQ
U = ———— ,para > R
© 32m2eyrt P
y se anula para r < R. Integrando, obtenemos U ,
Q2
- 87T€0R.
Como se trata de una cdscara esférica, y ésta se encuentra a potencial constante, tenemos
QQ
U=QV(R)/2= ,
QV(R)/ "

el mismo resultado anterior.

4.4 Calculo de Fuerzas y Torques

Como veremos en esta seccion, el conocimento de la energia electrostatica de un sistema nos
permitird obtener informacion acerca de las fuerzas y torques sobre sus partes.

4.4.1 Sistema aislado

Consideremos una sistema aislado y permitamos que una parte de este sistema se mueva bajo
la accién de la fuerzas eléctricas. Sea dx el desplazamiento del sistema. El trabajo mecédnico
AW e realizado es

AWnee = Fdzx.
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Como el sistema esta aislado, el trabajo mecdnico se realiza a costa de la energia eléctrica
del sistema,

AU + dWee = 0
por lo tanto,
oU
Fdx = —dU = —(—)|g=cte.dx.
x (5, |@=cte.dz

La fuerza F' queda dada entonces por

oU
F= _E‘Q:cte- (43)

El desplazamiento = puede ser lineal o angular; si es lineal, F' es una fuerza, mientras que
si es angular F' es un torque.

4.4.2 Sistema a potenciales constantes

Tenemos un sistema de conductores, los cuales se mantienen a potenciales fijos, por medio de
fuentes de energia externas (baterfas). Si dejamos que una de las partes se mueva tendremos:

AU + dWpee = dWy,

en que dW, es el trabajo de las baterias, necesario para mantener V' = cte. en los conductores.
Por otra parte, para un sistema de conductores la energia se escribe

v=L1squ.
2i=1

por lo tanto, a potenciales V; constante,

AU = % 3 VidQ;.
i=1

Por otra parte, dW, es el trabajo necesario para traer cargas d(); a los conductores, luego
n
dW, = > V;dQ; = 2dU
i=1

luego (notar la diferencia de signo con el caso (a)),

AWinee = +dU

Finalmente, la fuerza queda dada por

oU
F=4—|/_ 4.4
o0x V=cte (4:4)
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4.4.3 Condensador plano

Fuerza entre las placas de un condensador plano. Se distinguen dos casos, aunque es claro que
la fuerza es la misma en ambos.

i) Carga constante. La energia se puede expresar en funcién de la carga, como
2
x
U= Q_ = —QQa
2C  2€A
en que A es el drea de las placas del condensador, z la separacién de las placas, € la

constante dieléctrica, y C' = eA/x la capacidad. Con esto, podemos evaluar facilmente la
fuerza,

oU Q?
F - —— — = ——.
ox lo=cte. 2¢A
ii) Potencial constante. Podemos expresar la energia en funcién de la diferencia de potencial
AV, para poder hacer la derivada en forma sencilla,

C(AV)?  eA(AV)?

U = =
2 2v
entonces la derivada es facil de realizar, y vale
ou eAAV)?  @?

F — - —Cte. — — ,
+ ox av=cre. 212 2¢ A

en que hemos supuesto que la carga del condensador es Q = CAV.

4.4.4 Carga puntual y plano conductor

Una carga puntual ¢, a una distancia h frente a un plano conductor infinito, a potencial cero (’
a tierra’). El campo eléctrico para esta configuracién ya ha sido resuelto po medio del mtodo
de las imagenes, ahora queremos calcular la fuerza que el plano ejerce sobre la carga ¢q. Para
calcular esto podemos proceder de dos maneras.

En primer lugar, usando la idea de dicho método, la fuerza buscada debe corresponder a la
fuerza entre la carga ¢ y su imagen, que obtendremos a partir de la energia potencial de las dos
cargas, separadas por la distancia r,

2

U =

_471'60’/“.
Con esto, la fuerza sera

ou q>
Tor dmegr?
Ahora, la distancia entre las cargas es r = 2h, por lo tanto

q2

16megh?’
Naturalmente, una vez reconocido el hecho que la fuerza es aquella entre dos cargas puntuales,
el resultado anterior es evidente.

Otra manera de verlo consiste en observar que la fuerza corresponde a la interaccion entre
la carga ¢, y la densidad de carga inducida o(x, y), obtenida previamente. Por lo tanto, basta
integrar para calcular dicha fuerza.

F=-
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4.4.5 Torque sobre un dipolo en campo externo

Determinemos la fuerza sobre un dipolo en un campo externo E = —§V(F). Supongamos que
el dipolo esta dispuesto en un punto de coordenadas 7, y lo visualizamos como una carga (—q)
ubicada en 7, y una carga +¢, localizada en 7"+ @. Entonces, la energia del dipolo en este campo
externo es

U =qV(F+d)—qV(F) = qi - VV(7) = = E(7).

Supongamos que el campo F puede considerarse como uniforme, entonces, llamando « al &ngulo
que forma el momento dipolar p con el campo eléctrico E,

U = —pEcos(a).

El torque es la derivada

oU
T=go = —pEsen(a).

Esto indica que el dipolo no experimenta torque para los angulos a = 0, 7, 2. Indudablemente,
la configuracion a = 0 es de equilibrio estable, mientras que la correspondiente a @ = 7 es
inestable.
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ENERGIA ELECTROSTATICA



Capitulo 5

Corriente Eléctrica

Hemos visto con algin detalle los fenémenos eléctricos estaticos. Es natural preguntarse ahora
por los efectos producidos por el movimiento de cargas eléctricas. En términos muy generales,
el movimiento de cargas eléctricas constituye una corriente eléctrica. En mayor o menor grado,
todos los materiales son capaces de ’conducir’ una corriente electrica. Las caracteristicas del
fenémeno de conduccion dependen del material considerado. Se puede clasificar los materiales
de acuerdo a si conducen corriente electrica con facilidad o no ( conductores y aisladores), o
bien en forma mas cuantitativa, como lo haremos mas adelante. La siguiente tabla nos da
algunos ejemplos de materiales conductores de diversos tipos.

5.1 Corriente Eléctrica

Una corriente electrica es, simplemente, el movimiento de cargas electricas. Definimos la cor-
riente electrica I, como la carga eléctrica d@) que pasa a traves de una seccién de area A de
conductor, por unidad de tiempo dt,

_ 4

I=
dt

(5.1)

La corriente electrica I se mide entonces en coulomb por segundo (ampere) (1 A =1 Cb/seg).
Notemos que, de acuerdo a nuestra definicién, tanto los portadores de carga positiva como
negativa contribuyen a la corriente en el mismo sentido (del mismo signo).

Tabla 5.1: Tipos de materiales, portadores de carga y ejemplos de materiales reales en los que
se encuentran

Tipo de Conductor

Portador de carga

Ejemplo

Conductor metalico
Semi-conductor
Superconductor
Gases ionizados

electrones
electrones y huecos
par de Cooper
iones

Cu, Au, Ag, Pt, Al
Si, Ge, GaAs, etc.
Pb, Hg, etc.

29
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5.2 Densidad de corriente

De la definicion anterior resulta claro que la corriente que pasa por una seccion dada de con-
ductor depende tanto del niimero de portadores de carga como de su velocidad. Consideremos
un conjunto de cargas que se mueven todas con la misma velocidad v (tienen la misma carga
q). Supongamos que hay n cargas por unidad de volumen.

Figura 5.1: Definicion de densidad de corriente.

En un intervalo de tiempo dt, las cargas se mueven una distancia vdt; por lo tanto la
cantidad de carga que pasa por el ara A es d(@,

dQ = qn(vdtA),
por lo tanto, la corriente que pasa por el area A es
I =nquA.
Se define entonces la densidad de corriente, j, tal que

1:/f-d§
S

5.3 Conservacion de la carga Eléctrica

La carga neta en cualquier region del espacio se conserva constante. Este principio fundamental
se expresa matematicamente en la ecuacion de continuidad: Consideremos un elemento de
volumen V', cualquiera, limitado por la superficie S,

La corriente que sale del voliumen V', lo hace sélo a través de S,

1=/f-d§,

por el principio de conservacién, la corriente que sale del volumen V', se debe a un decrecimento
de la carga contenida en V', I = —d@Q/dt. Por otra parte,

Q= / p(F)dV,
luego, como V' es un volumen cualquiera, se tiene la ecuacion de continuidad.

. —:_ -2
V-T+5=0 (5.2)
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S = superficie que limita
al volumen V

efi cualquiera

Figura 5.2: Balance de carga eléctrica en un volumen. El cambio de le carga en una region es
debido a la corriente que sale a través de la superficie S que limita el volumen V.

Tabla 5.2: Valores de la resistividad y el parametro de variaciéon con la temperatura, para
algunos materiales.

Material | n =1/g | a (200C)
(Q/m) | (K"

Al 2.8-10-8 | 0.0039

Cu 1.7-10-8 | 0.0039

Au 2.4-10-8 | 0.0034

Ge 0.45 -0.048

Ge 0.01 (52107%% As)

5.4 Ley de Ohm

Experimentalmente se ha encontrado que, para muchos conductores, a temperatura constante,
la densidad de corriente en el material es proporcional al campo electrico,

J=gE. (5.3)

La constante g se denomina conductividad, y es una propiedad del material. La siguiente tabla
muestra algunos valores tipicos de la resistividad n = 1/g.

Se encuentra, tambien experimentalmente, que la resistividad varia con la temperatura en
la forma

La constante « es el cambio fraccional de la resistividad con la temperatura

1dn
o= ——|r=1,-
ndT T=To
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Consideremos un medio conductor ‘ohmnico’ (J = gF), con una permitividad dielectrica e.
Tomando en cuenta la ley de Ohm en la ecuacion de continuidad, se tiene

€ €
Por lo tanto, se cumple la relacion
dp | g
—+ = 0
ot " /

cuya solucién es, para un volumen V' con carga inicial (g,

Qt) = Qoe /™.

La constante 7 = g/e es del orden de 1075 seg para un conductor bueno. En otras palabras,
el tiempo que demora el interior de un conductor en alcanzar su estado de equilibrio estatico
es del orden de 10 seg , virtualmente instantdneo.

5.5 Modelo de Drude

Este modelo proporciona una descripcién adecuada, desde el punto de vista fisico, del fendmeno
de conduccidn eléctrica, basado en un modelo muy sencillo.

El modelo consiste en considerar a un conjunto de portadores de carga (electrones, de carga
g = —e y masa m), con densidad n por unidad de volimen. Por ejemplo, en un conductor
metalico, existe un conjunto de iones, que se encuentran dispuestos formando un enrejado
periddico, y tienen una movilidad mucho menor que los electrones. En presencia de un campo
eléctrico, solo los electrones se pueden mover, y lo hacen de acuerdo a las leyes de Newton, es
decir, si @ es la velocidad de un electrén, entonces

Por lo tanto, la velocidad de los electrones es de la forma

€ -
U(t) = vy — —FE't.
v(t) = -

Al modelo no le interesa el comportamiento de los electrones individuales, sino sdlo el
promedio sobre un nimero muy grande de electrones, por este motivo, la cantidad de intereés
es el promedio de la velocidad. Se hace entonces las siguientes hipotesis sobre el movimiento
del conjunto de electrones:

e Los electrones se mueven libremente entre colisiones, las que son principalmente con los
iones.

e Luego de cada colison, los electrones ceden toda su eneria a los iones.
e El tiempo promedio entre colisiones es 7

e La velocidad media de un conjunto de electrones es aleatoria.
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De esta manera, la velocidad media de los electrones es
— — € =
<UT>=<1yg>——E <t>,
m

en que el promedo < vy >= 0, por la hiétesis de movimiento aleatorio de los electrones, y
<t >= 7. De esta manera, se puede determinar la corriente eléctrica, J = nqu,

TLBQT

J = E.
m
Vemos entonces que el modelo de Drude proporciona una manera sencilla de entender la
ley de Ohm. Al mismo tiempo, permite entender el mecanismo de intercambio de energia que

explica la ley de Joule. De acuerdo al modelo de Drude, la conductividad eléctrica es

5.6 Resistencia
Tomemos un alambre conductor largo, con una seccion de area A y largo . Sometamos los

extremos de este conductor a una diferencia de potencial AV (independiente del tiempo, el
sistema se encuentra en regimen permanente). El campo electrico en el interior del alambre

sera E, y la diferencia de potencial sera
AV = [ E-dl
El campo eléctrico sera paralelo al alambre (ya que no puede acumularse carga), luego
AV = FEl.
La corriente I que pasa por el alambre es [ = ff dg, luego
I =JA=gFA,

lo cual puede escribirse en la forma
AV = RI,

en que R es la 'resistencia’del alambre,

En general, dado un objeto, su resistencia depende a la vez de sus caracteristicas geometricas
y su conductividad.
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5.7 Circuitos de Resistencias

Es interesante considerar ‘circuitos’ formados por varias resistencias, conectadas de diversas
maneras. Antes de entrar en mayores detalles respecto a estos circuitos, describiremos algunas
de las formas mas comunes de conectar resistencias entre si, a la vez que introducir el concepto
de ‘resistencia equivalente’.

Consideremos un elemento resistivo; esto es, un conductor con conductividad finita g (un
conductor perfecto tiene conductividad infinita). Si, por esta resistencia, pasa una corriente I,
y la resistencia entre sus extremos a y b es Ry, entonces la diferencia de potencial V,;, entre los
extremos es

Vab = Rap 1.

5.7.1 Conexiones Serie y Paralelo

Las formas mas sencillas de conectar resistencias se conocen por los nombre de conexion ‘serie’
y ‘paralelo’, que describimos a continuacion.

Figura 5.3: Representacion de un resistor ideal, por medio de una linea geubrada, y de las
combinaciones de resistencias en serie y en paralelo.
R

—AAANA—— resistor ideal
Rl R2
— NN ANAANA—  conexion
en serie
R1
m conexion
en paralelo
R

a) Conexién en Serie Considerar dos (o mas) resistencias conectadas como muestra la
figura. La diferencia de potencial entre los puntos a y b se puede escribir como

Vab = Vac + ‘/cb-
Como la corriente que circula por Ry y Ry es I, entonces

Vdc :Rll
Voo = Rol

For lo tanto,
Va = (Ry + Ry)1,

luego podemos decir que la 'resistencia equivalente’ de la combinacion de dos resitencias
en serie es

Rab = R1 + RQ. (54)
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b) Conexién en Paralelo En este caso, la diferencia de potencial entre los extremos de
ambas resistencias es la misma, V,

Vap =Vi =V,

La corriente, en cambio satisface (por la ecuacion de continuidad)

I = ]l + IQ;
luego, tenemos

]1 = ab/Rl

]2 = ab/RQ-

Utilizando, finalmente, la relacién V,, = R, I, se debe cumplir

L_1 1
Ry R Ry

(5.5)

Es importante nota que no todas la conexiones pueden reducirse a los casos ’serie’
y ’paralelo’.

5.8 Campos Eléctricos en Régimen Permanente

En régimen permanente, en un medio conductor, se tiene

J =0
:gE

~ <L

El problema presente es determinar el campo electrico £ en el medio conductor. De las
relaciones anteriores se tiene,

V- (gE) =0.
La otra relacion importante es que el campo es estatico, es decir
VAE=0,
que equivale a E = —§V(F). Juntando todo esto,
V- (gVV) = 0.
Si el medio conductor es homogeneo, entonces se satisface la ecuacion de Laplace, lo cual permite

utilizar analogias electrostaticas en problemas con medios conductores en regimen permanente
(teorema de unicidad).

V2V () = 0.
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5.8.1 Ejemplo

Se tienen dos conductores esfericos -perfectos-, concentricos, de radios a y b, mantenidos a
potenciales V, y V}, respectivamente. El espacio entre los conductore se llena con un material
conductor homogeneo, de conductividad ¢g. Determinar la corriente electrica, el campo electrico
y la resistencia del sistema.

Solucion: En la region ente los conductores perfectos, se satisface la ecuacion de Laplace;
que, en coordenadas esféricas es (suponiendo, ademads, que la solucion es esféricamente simétrica)

1d v

2 ) — P
vV = r2 dr(r dr )

La solucion es, entonces , para a <r <b
c
V(r)= — + co,

en que las constantes ¢; y ¢ deben satisfacer

Vie) =V, =—ci/a+c
V(b) :%:—Cl/b+02.

Resolviendo estas ecuaciones se tiene,

o =—Va—W)/(1/a—1/b)
e =Va—-V)/(b—a)
E(r) = —c¢/r?

j(ry =gE = —gc/r%
La corriente total es I, y la resistencia son

] = (Va_‘/b)/R
R = (b—a)/(4mgab).

5.9 Fuerza Electromotriz

Como ya se ha mencionado, para mantener un corriente en regimen permanente, es necesario
disp[oner de una fuente externa de energia. Las fuerzas que mueven las cargas son de origen
no electrostatico. No nos ocuparemos de su origen, sino de sus caracteristicas generales.
Definamos lo que entenderemos en adelante por un circuito: Es una trayectoria cerrada,
a traves de un medio conductor, por donde fluye corriente eléctrica. Observamos que una
corriente permanente en un circuito cerrado requiere de la accién de fuerzas no electrostaticas
(’quimicas’,etc.). En efecto, consideremos un circuito (¢) por el que fluye una corriente I.

Si calculamos la circulacion del campo eléctrico, a lo largo del cicuito ¢, tenemos

— — ]_ — —
E-dl:—j{J-dl 0,
7{ gA 7
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Figura 5.4: Un circuito cerrado cualesquiera, c.

O

puesto que j es paraleo a dl en todo punto. Por otra parte, si F fuera un campo electrostatico,
la integral anterior seria cero, luego, E' no puede ser un campo puramente electrostatico. Por
lo tanto, para moverse en el conductor las cargas sentirdn un ’campo efectivo’ F,

— — 4*
E.=FE+FE",
en que E,¢ es el campo efectivo, £/ es un campo electrostatico y £* es un 'campo’ no electro-
statico (entendido como una fuerza/unidad de carga adicional sobre los portadores de carga).
Este campo adicional provee la energia externa necesaria para hacer circular la corriente, es lo

que se llama ‘fuerza electro-motriz’ o, simplemete, ‘fem’. Mas precisamente, se define la fem’
( fuerza electro-motriz) de un circuito cerrado como

fem:e:jl{E‘ef-df. (5.6)
Como ¢, E - dl = 0, entonces

6:7{5*-dl-j

5.10 Ecuacion Fundamental de Circuitos

Tomemos un segmento a — b de un circuito,
De acuerdo a la ley de Ohm,
By=B+B =17

Integrando desde a hasta b, tenemos

fb’jef'dl:=ffq'dlzg o
[Ey-di =[B-di+[Ed
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Figura 5.5: Ecuacién fundamental de circuitos. Esta relacién establece, para casa segmento de
circuito, una relacién entre la corriente, la resistencia, la diferencia de potencial y la f.e.m. en
dicho segmento.

Tenemos, ademas
JE-dl  =V,-V,
TE*-dl = ey
[J-dl)g = Ruyl.

en que €g es la fem’ del tramo a — b (definicién), y la dltima relacion es facil de probar para
un alambre. Obtenemos entonces la relacion

(Ve = Vb) + €ap = Rap1, (5.7)
que tambien puede escribirse en la forma:
V;)_Va = €ab _Rab[7

con la interpretacion 'grafica’ de la figura 5.10.

5.11 Leyes de Kirchoff

Se trata de dos 'reglas’ que permiten estudiar circuitos en forma sistematica. Estas reglas se
deducen en forma directa de las ecuaciones de campo. Para formular las leyes se necesita definir
algunos conceptos:

i) Circuito: Un camino conductor, en el que se encuentran fuentes de ’fem’ (baterias).

ii) Nudo o Nodo : Puntos en un circuito en los que se unen al menos tres conductores.

e Ley de Nodos: Se deduce de la ecuacion de continuidad -regimen permanente-. ”La suma
algebraica de las corrientes que entran a un nodo es siempre cero.”

e Ley de Mallas: Se deduce de la 'relacion fundamental’, discutida recientemente : ‘En
toda trayectoria cerrada en un circuito, la suma algrbraica de las 'fem’ y las caidas de
potencial (RI) es igual a cero’.
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Observamos que para aplicar correctamente esta leyes es necesario establecer una conven-
cion:
e Cuando, al recorrer la trayectoria, nos movemos en el sentido de la corriente, la caida de
potencial (RI) tiene signo (-).

e Si al pasar por una fuente de 'fem’ nos movemos del terminal (-) al terminal (+), la 'fem’
en cuestion se toma con signo (+).

5.11.1 Ejemplo

Una bateria real es (puede considerarse como) una fuente de 'fem’ ideal €, conectada en serie con
una resistencia r; (resistencia interna). Si conectamos una 'carga’ R a la bateria, la corriente
que fluye por el circuito es

€
I = ,
(r+r;)
la caida de tension en la resistencia es
Re
V=Rl = ———,
! (R + TZ')

lo cual es cercano a € para r; << R.

Observacion: Las ecuaciones de un circuito constituyen un sistema de ecuaciones lineales.
Se puede demostrar (no lo haremos aqui) que este sistema siempre tiene solucion; ademas: En
un circuito con r ramas y n + 1 nodos se pueden escribir m (m = r — n) ecuaciones de malla
indpendientes y n ecuaciones de nodo. El niimero de ecuaciones independientes es m +n = r.

5.12 Balance de Energia y Ley de Joule

Supongamos que en el intervalo de tiempo dt se transporta una carga dq (dq = Idt) entre el
punto a y el punto b de un circuito. Al pasar de a a b, la energia de los portadores de carga dg
experimenta un cambio dU,,, dado por

AUy = (Vs — Va)dg,

pero
Vi) _Va = €ab _Rabl-

entonces

dUab = (GabI — Rab[2)dt.

La interpretacion de esta ecuacion es la siguiente, €,,Idt es la energia entregada por la fuente,
R, I%dt es la energia disipada en la resistencia. En un circuito cerrado, a = b, y V, = V}, luego
ean]l = RaI?%; en otras palabras, la potencia entregada por la bataria es igual a la potencia
disipada.

La energia que 'se va’ del sistema se disipa en forma de calor. Esto constituye el llamado
efecto joule. La presencia de un elemento resistivo va siempre acompanada de calentamiento
en el circuito (esto es, a veces, deseable - calefactores electricos, etc.- y otras veces indeseable -
parte de la energia disponible ‘se malgasta’).
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5.13 Maxima transferencia de potencia

Volvemos al ejemplo de la bateria con una carga R y resistencia interna r;. La potencia disipada
en la resistencia (carga) es P,
P = RI?
= Re*/(R +r;)>.

La maxima potencia que se puede obtener de la bateria es

Pmaa: - -
4TZ'
Esto se obtiene de la condicién de extremo
dP 0
drR
ya que
dP €2 2R

g 1 .
dR (R+n)2( (R—i—ri))’
el resultado es que P = P,,,,, como funcion de R, cuando R = r;, ademas

62

Proz = —.
47“1'
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Magnetismo

El fenémeno del magnetismo se conoce desde hace miles de anos. Las manifestaciones cono-
cidas mas antiguamente son las que corresponden, primero, a los imanes, que se encuentran
naturalmente en la forma de algunos depdsitos minerales, como la magnetita. Posteriormente,
probablemente los chinos, descubrieron el magnetismo terrestre, produciendo como resultado
tecnolodgico la invencién de la brujula, y su posterior aplicacién a la navegacion maritima. El
estudio sistematico de los fenémenos magnéticos comenzo6 hace algunos siglos, y encontrandose
a Gauss entre los investigadores que realizaron contribuciones de importancia. En el siglo
pasado, Oersted (cerca de 1820) descubrié que las corrientes eléctricas dan origen a efectos
magnéticos, en particular, la corriente eléctrica que circula por un conductor produce un efecto
que es completamente equivalente al que produce un iman, siendo capaz de atraer objetos de
fierro, deflectar una brujula, etc.

Nosotros comenzamos nuestro estudio siguiendo no el camino histotico, sino el desarrollo
de la teoria en base a los campos magnéticos producidos por corrientes eléctricas, debido a que
permite un enfoque unificador de los fenoémenos magnéticos bajo un solo modelo teorico.

6.1 Ley de Biot y Savart

Debido a que es mas sencillo, estudiaremos primero los efectos magnéticos de corrientes en
régimen permanente. Los experimentos realizados el siglo pasado para determinar las fuerzas
magnéticas entre conductores con corriente (Oersted, Ampere, etc.) se pueden presentar en
forma resumida en la expresiéon que sigue, que permite calcular la fuerza magnética sobre el
circuito ¢;, debida al circuito c¢o:

uohlz//dll |Cil2 e (6.1)

1—7”2|

Esta es la llamada ley de Biot-Savart, que describe la fuerza magnética entre dos circuitos con
corriente. El numero /47 es, por definicién, igual a 107" Newton/(Ampere)?.

6.1.1 Fuerza entre dos alambres paralelos.

Calculemos, como primera aplicaciéon de la ley de Biot-Savart, la fuerza entre dos alambres muy
largos, que llevan corrientes I, e I;. Tenemos, en primer lugar, las coordenadas de los puntos

67
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circuito C1

Figura 6.1: Ley de Biot y Savart. Elementos para el cdlculo de la fuerza entre dos circuitos,
Cly C2.

de los dos alambres, en que el primer alambre coincide con el eje 2, y el segundo pasa por y = a,

y es paralelo al anterior.

[24d12

A

Bl
£21
‘—/ =

&Y @
Figura 6.2: Fuerza entre dos alambres paralelos.

Ty = Clj + ZQI{J
La fuerza es entonces,

s “01 ; v kdz A kd21 A ((z2 = 21))k + ai)

La fuerza total es infinita (porque los alambres son inﬁnitos), pero la fuerza por unidad de largo

es finita, y vale

21 — —

i ,U/OIIIQd
oa
Ta
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La fuerza es atractiva si las corrientes tienen el mismo signo, y repulsiva en caso contrario.
Observar que, a pesar de la apariencias, se cumple la relacion

ﬁQl —|— ﬁ12 — 0

6.2 Campo Magnético

A partir de la ley de fuerzas se puede definir un campo magnético é(f’), con el proposito de
representar el efecto de una corriente sobre otra. Usando la ley de Biot-Savart, definimos

_ [L()IQ dl_i A (’Fl - FQ)
47 |F1 — ’FQ|3

dBs (7)) (6.2)

con esto, la fuerza magnética se escribe como

ﬁ21 — / Ildl_i /\ éQ(Fl),
C1

donde EQ(F) es - por definicion- el campo magnético producido por el circuito ¢; en el punto 7.

B(f) = M/M (6.3)

4 |7 — |3
De esta manera, al igual que hicimos en el caso electrostatico, no estudiaremos la fuerza total
que un circuito ejerce sobre otro, sino solamente la fuerza por unidad de longitud (y corriente);
esta cantidad es la que llamamos el campo magnético B(F).

Figura 6.3: Geometria del campo magnético. La regla de la mano derecha.

0]

Nota: En MKSA| el campo magnético se mide en Tesla, que equivale a 1Tesla = 1 Newton/(Am) =
1Weber /m?.
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6.3 Ejemplos

6.3.1 Alambre Infinito

Calculemos el campo producido por un alambre recto, de largo infinito, por el que circula
una corriente I. FEscojamos las coordenadas de manera que el alambre esté colocado sobre
el eje z. Por la simetria cilindrica del problema, la magnitud del campo magnético debe
depender solamente de la distancia del punto de observacién al eje, esto es r = /22 + y?, y ser
independiente de z, por el hecho de que el alambre es infinitamente largo.

Comenzamos indicando el vector de posicién 7 del punto de observacién, y el del punto de
la fuente, 7,

r=xl+yj)+ zk 7 =2k
Usando ahora la definicion del campo magnético, podemos expresar sus componentes carte-
sianas, en la forma:

B.(z,y,2) = — ﬂ/oo Lyd-'
z\4s Y, A1 J— o [x2+y2_|_(z_z/)2]3/2
T Txd?
By(x; Y, Z) - E /;oo [{,EQ + y2 + (Z . 21)2]3/2
B.(z,y,z) = 0.

Observamos que, para calcular ambas componentes serd suficiente calcular la integral siguiente:

/00 dz' _ /00 du 2
oo [22 + Y2 + (2 — z’)2]3/2 oo [r2 4 u2]3/2 r2’

Este tltimo resultado se habia obtenido anteriormente, al calcular el campo eléctrico debido a
un alambre infinitamente largo. En definitiva podemos expresar nuestro resultado en la forma:

_ ol
o2rr

B(r, ¢, z)

6.3.2 Espira Circular

Calculemos ahora el campo producido por una anillo (o espira) circular, de radio a, en un punto
de su eje. Escogemos los ejes de manera que el origen coincide con el centro de la espira, y el
eje z es perpendicular el plano de la espira, como se indica en la figura. La corriente I circula
en el sentido contrario a los punteros del reloj, por lo tanto, de acuerdo a la regla de la mano
derecha, el campo magnético en el eje z debe estar dirigido a lo largo del eje z. El campo fuera
del eje es muy dificil de calcular analiticamente, por lo cual sélo calcularemos el campo en el
eje, es decir, E(O, 0, z). Comenzamos por indicar los vectores 7y 7,

A

7= 2F 7 = a(cosgi + send)) = ar.

Con esto podemos evaluar todos los términos de la definicién del campo, obteniendo

B(0,0.2) = 10 [7 G+ Rl
T dr Jo  [a2 —i-22]3/2 [a? —i-22]3/2 .
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Figura 6.4: Una espira circular de radio a, por la que circula la corriente I.
A
z

[r—rll

C =

Este resultado se obtiene pues la integral [#d¢ = 0, mientras que la otra [kdd = 2rk. Ob-
servemos que, en este resultado el campo depende de z, que representa la distancia entre el
punto z y el centro de la espira.

6.3.3 Solenoide

Calculemos ahora el campo, en el eje de un solenoide de N vueltas, radio a y largo L. Podemos
expresar los vectores de posicion del observador y la fuente,

Figura 6.5: Un solenoide de radio a y largo L, por el que circula la corriente I.

i )

<9

| =< a=>|

7= zk 7 = ai + (h/27) ok,

en que —L/2 < 2/ < L/2, 7 = cospi + senpj, —Nm < ¢ < Nm, y h = L/N es el paso de la
hélice. Podemos expresar en forma de integral las tres componentes del campo en el eje z es,
pero so6lo indicaremos la componente z

pola® (N7 d¢
BZ(O,O,Z) - 47T /—N [ 9 23/2'
m [a® + (2 — ho/27)?]
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Usamos los cambios de variable u = h¢ /27 + z, y luego definimos el dngulo 6 tal que u = atg(6),

entonces:
pola® [L/2-2 du ol

2h Jop/242) (a2 + 2P 2h

0>
B.(0,0,2) = i cos(6)db.

El resultado final es,

B.(0,0,2) = P 1 een6,) — sen(8y)],
en que
ooy = L= gy p = 2L,
Por lo tanto,
(1/2— 2) (L)2+ 2)
sen(fy) = T sen(0;) = — 73 -
(%) [a? + (L/2 — 2)?)"/ &) a2 + (L/2 + 2)?]"

. Se acostumbra a definir el nimero de vueltas por unidad de largo de la bobina, m = 1/h =
N/L, entonces, el campo en el eje z tiene el valor
pomI (L)2 - z) (L/2+ 2)
2 e+ (L/2= 22" [0+ (L/2+2)7]'*
Podemos demostrar que las componentes horizontales B, y B,, en el eje z son muy pequenas,

si el solenoide es muy largo (L >> a) y el enrollado es muy apretado (N >> 1). En este caso,
el campo es muy uniforme dentro del solenoide, con el valor aproximado

B.(0,0,2) =

Bz = Momla

excepto cerca de los bordes, z = £L/2, en que el campo

6.3.4 Plano Infinito

Como un tltimo ejemplo, consideremos el campo producido por una corriente confinada a un
plano (el plano xy), con corriente superficial J; = Jsj. De acuerdo a la regla de la mano
derecha, y a la simetria del problema, el campo debe tener la forma

E(m,y,z) = B(2)i,

en que B(z) = —B(—z). Para proceder sistematicamente, basta calcular el campo en un punto
del eje z, tomando 7= zk, y 71 = (x,y,0)

J dxd
B,(0,0,2) = MOSZ// - 3/2
[22 + y? +22/

B,(0,0,2) = 0
B.(0,0,z) = 0.

La componente z del campo es B,(0,0, 2) = B(z), y se puede escribir como (transformando
a coordenadas cilindricas)

B(z) =

todsz /00 2mrdr todsz /00 rdr
o | o |

47 - r2 4 Z2]3/2'

r2+z2]3/2 9
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Evaluando, se obtiene
_ s 2
2 |z

B(z)

6.4 Fuerza de Lorentz

Una particula cargada, en presencia de un campo magnético B(7) experimenta una fuerza ﬁ,
dada por (la llamada fuerza de Lorentz)

F=qinB (6.4)

Notamos que la fuerza depende de la carga eléctrica ¢, y la velocidad de la carga. Una
particula inicialmente en reposo no experimenta fuerza magnética. Si la particula se encuen-
tra en movimiento, experimenta una fuerza que es perpendicular a la velocidad y al campo
magnético.

Para el caso de un circuito, ya hemos visto que la fuerza esta dada por la expresion

ﬁ:/[df/\é.

Tambien, para una distribucién de corrientes j(7) se escribe:

—

F= /f(f’) A B(R)dr,

6.4.1 Movimiento de Particulas Cargadas en Campos Magnéticos

Usando la ley de Newton, en conjunto con la fuerza de Lorentz, la ecuacién de movimiento de
una partficula es (no relativista)

—

dv >
— =gV N\ B. .
m— = qu A (6.5)

Si multiplicamos esta ecuacién por la velocidad, obtenemos:

dv S
md—:-U:q(ﬁ/\B)-ﬁzo,
lo que equivale a
d mi?
—(——) =0.
dt( 2 )

La cantidad entre paréntesis es la energia cinética de la particula. Lo que la expresion
anterior dice es que cuando una particula cargada se mueve en un campo magnético B(7)
-uniforme o no -, su energia cinética permanece constante.

6.4.2 Campo Magnético Uniforme
Si el campo magnético es uniforme, ademas de lo anterior, podemos ver que

dv

— .B=gq(@AB)-B=0
m— q(7 A B) ,
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lo cual equivale a:
d

dt

Por lo tanto, la trayectoria de una particula cargada en un canpo magnético uniforme es una
hélice. Por componentes (cartesianas ), las ecuaciones de movimiento son (se ha definido como
eje z, al eje del campo magnético)

—(B-7)=0.

dv, qB
= —u

dt m Y
dv, qB
A — _ _UI

dt m
dv, 0

dt

Llamando w, = ¢B/m, la solucién del sistema tiene la forma:

vy (t) = Asin(w.t + ¢)
vy(t) = Acos(wt + @)
v,(t) = const.,

de donde se ve que la trayectoria es una helice de paso h = v,T, en que T' = 27 /w, es el periodo
del movimiento circular en torno a la direccién del campo magnético.

6.5 Propiedades del Campo Magnético

Por el momento nos restringimos a campos magnéticos producidos por corrientes estacionarias
( o de régimen permanente),
di’ A (F—7")
/ \r — 73

Demostraremos que el campo magnético previamente definido satisface

- —

V-B=0. (6.6)
La demostracién es simplemente un calculo,
S i dl A (F—7)
B= I/V
)

usamos una identidad vectorial,

=, -, -

V-(@Ab)=—id- (VAD) +b-(VAQI),

en que tomamos @ = dl (la integracién es ¢/r a las coordenadas con ’) y b = (7 — ) /|7 — [

y tenemos

Y
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lo tltimo porque b es el gradiente de |7 — 7|™1), lo cual completa la demostracién.

Es importante destacar que que la ley estd en relacion directa con la no existencia de
‘cargas magnéticas ’ ( comparar con V.-D = p ), un hecho experimental. Lo que significa la
demostracion matematica es que nuestra definicion de campo magnético B es compatible con
esta ley.

e 10 hay cargas magnéticas (ley experimental)
e campo magnético es solenoidal.

e las lineas de campo magnético son siempre cerradas.

6.6 Potencial Magnético

Veremos que es posible definir un potencial vectorial, fT(F), en forma andloga a como se define
el potencial electrostatico. La relacion (ley) V- B = 0 implica matemdaticamente que existe una
funcién vectorial A(7) que satisface:

- —

B(F) =V A A(F).

Inversamente, si B(7) = V A A(F), entonces V - B = 0. Fl vector A es el llamado potencial
magnético vectorial.

Notemos que, dado é, el potencial A puede calcularse usando la definicién VAA= E, que
constituye una ecuacion diferencial para fY(F) . No cabe duda que hay al menos una solucién.
La verdad es que hay infinitas. Esto no debe preocuparnos, ya que lo que interesa fisicamente
es B y no A (esto no es del todo trivial, como lo muestra el experimento de Bohm-Aharonov).

Para ilustrar lo anterior, supongamos que A(7) y A'(7) dan lugar al mismo campo magnético
B, es decir

VAA =B

VAA =B,
por lo tanto,

VAMA —A)=0
Esto no implica que A = /T, sino que

A= A+ VK,

en que K es una funcién escalar (invariancia de medida o 'de gauge’). Por qué ocurre esto?.
En realidad, la definicién de A no define un tnico potencial (como ya vimos), para hacer tal
cosa se necesita saber algo mas de /f especificamente, hay que conocer la divergencia de A ,
pero no hay ninguna condicién fisica que nos dé esta informacién, lo que significa que puede
ser elegida ’a gusto’. Una eleccion conveniente es tomar el ‘Gauge de Coulomb’,

V-A=0,

lo que posibilita el cdlculo de /_f(F) Para una corriente en un circuito filiforme,
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o o Idl

A(r) = — 6.7
D= dr Je = 67
mientras que, para una distribucion de corriente en volumen,
- Mo j(?ﬁ)d?’?“l
A(r) = —/7 6.8
(") A7 |7 — 7 (6.8)

Es facil comprobar que estos potenciales efectivamente satisfacen V- A =0. Notemos ademés
la similaridad que existe entre este potencial (magnético) y el potencial electrostético. Esta
analogia nos lleva a concluir que :

Por otra parte,

luego, se tiene la ley de Ampere,
V A B(F) = pgd. (6.9)

Notar que esta ecuacion es compatible con V-J=0.La ley de Ampere puede tambien escribirse
en forma integral, usando la corriente enlazada

I= / J-ds,
S
y el teorema de Stokes,
fé A= o, (6.10)

donde I es la corriente encerrada por el circuito ¢ = 9S (borde de la superficie a través de la
cual fluye la corriente).

6.7 Aplicaciones de Ley de Ampere

6.7.1 Alambre infinito

Volvemos sobre este ejemplo, ya discutido, y calculemos el campo magnético usando la ley de
Ampere. Para esto consideramos una trayectoria circuler C,, de radio r, cuyo centro esta en
el alambre, y esta contenida en el plano perpendicular al alambre. El campo magnético tiene
simetria cilindrica, lo que se puede expresar en la forma

B = B(r)¢.
Por esto, es posible expresar la circulacién de B en la forma
B-di = 2rrB(r).
Cr
El resultado anterior es de aplicaciéon a todos los casos de simetria cilindrica. Con esto, pode-
mos igualar con la corriente encerrada por el circuito C, (multiplicada por pg ), obteniendo
finalmente

ol
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6.7.2 Cilindro

El caso de un cilindro que lleva una corriente distribuida tambien se puede resolver usando la
ley de Ampere, si la corriente tiene simetria cilindrica tambien, con

J = J(r)k.

En este caso es aceptable culaquier distribucién de corriente en que J = J(r), y r = /22 + 2.
Aqui consideraremos sélo el caso en que J = Jy (constante), es decir, una distribucién uniforme.
Igual que en el caso anterior, la circulacién es 277 B(r). Lo que cambia es la corriente encerrada
por el circuito C,., que tiene expresiones diferentes segiin se trate de r > a y r < a.

Si r > a, estamos en el mismo caso anterior, en que I = I; es la corriente total, Iy = wa?J,.
Si 7 < a, entonces la corriente encerrada por el circuito C, es funcién de r, y vale I(r) = wr?.J;.
Con esto, el campo magnético, para r < a se puede expresar como

_ tolor
2ra?

B(r)

6.7.3 Potencial para Campo uniforme

Se puede comporbar con mucha facilidad que el potencial magnético A correspondiente a un
campo magnético uniforme, B = Byk es

- . B
A= (1/2)BAT= 70(3,7— yi).

Podemos agragar que existen muchos potenciales distintos que generan el mismo campo B por
medio de la operacion V A A. En efecto, considere los potenciales

fi‘l = Bol'j
A/IQ = — Boyi

Ademas, se puede ver que la diferencia entre ambos se puede expresar como el gradiente de
una funcion escalar, y por lo tanto, ambos potenciales generan el mismo campo magnético.

fi’l - fi’g = Bo$j+ Bgi = 6(Bol‘y)

6.8 Expansiéon Multipolar de A

Consideremos el potencial magnético de un circuito ¢, por el cual circula una corriente I.
Llamemos R al 'radio’ del circuito, definido como la maxima distancia entre dos puntos del
circuito,
R = (1/2)MCE${F’FIEC}‘F— 7:"
Esta definicién se reduce al radio usual, para un circuito circular, de manera que es una buena
definicién. Calculemos el potencial A(7) a gran distancia del circuito (esto es, el punto de
observacién r estd a una distancia >> R ), | — 7| >> R, para todo 7 € c.
Usamos la expansion multipolar,

>

1 .
(1+—;

m:; , +)
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luego,

—

7 = @7{ e dl’
7= f
en que se ha usado el hecho

/J:a

Se puede demostrar que esta expresion anterior para A es equivalente a

—

—;/\—;
Ay = o7

A 3

(6.11)
en que m es el momento dipolar magnético, m = ]5, y S es un el 4rea del circuito. Si el circuito
es plano, S es perpendicular al plano del circuito, y su magnitud es igual al drea geométrica
del circuito.

§=(1/2) fi” dF.

El campo magnético é(f’) se obtiene facilmente, tomado el rotor de A’; con el resultado:

—

B =1 stm-m)ry
(M) =3 )
Es facil probar que (se propone como ejercicio)

e la fuerza sobre un dipolo magnético en un campo magnético uniforme es cero.

e el torque sobre un dipolo -en un campo magnético uniforme- es m A B.



Capitulo 7

Propiedades Magnéticas de la Materia

De acuerdo a sus propiedades magnéticas, los medios materiales se pueden clasificar en

i) diamagnéticos: Los materiales diamagnéticos son ‘débilmente repelidos’ por las zonas de
campo magnético elevado.

ii) paramagnéticos: Débilmente atraido por las zonas de campo magnético intenso. Se ob-
serva frecuentemente en gases.

iii) ferromagnéticos: Fuertemente atraidos por las zonas de campo magnético intenso (pre-
sentan ademds fendmenos de histéresis y existen dominios ferromagnéticos). Se observa
en fierro, niquel, cobalto y aleaciones.

7.1 Modelo de Magnetismo

Cualitativamente, el comportamiento magnético de los materiales, se puede entender en términos
del siguiente modelo: El campo magnético externo (é) orienta o induce dipolos magnéticos
microscépicos ( magnetizacion Z\7[), esto, a su vez, da origen a un campo magnético que se
superpone al campo original. El campo total, a su vez, actia sobre M. Puede pensarse que
este es un proceso dinamico de ajuste, el que llega al estado estacionario muy rapidamente.
Se ha encontrado, en forma experimental, que M es proporcional al campo é, para materiales
‘dia’ y ‘para’ magnéticos. El caso ferromagnético es mas complicado, y sélo lo describiremos
brevemente mas tarde.

Yendo un poco mas al aspecto microscopico, se puede imaginar que la magnetizacion M
proviene de la existencia de ciertas 'corrientes atomicas’. En esta teoria, los atomos se compor-
tan como pequenos dipolos magnéticos, de momento magnético m, dado por

m=Ain
en que A es el drea de la 6rbita del electrén, i es la corriente electrénica, i = ¢/T, T es el

periodo de la érbita, y e la carga del electrén. Tambien se puede escribir

wa?

m = (T)Q'

79
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Estas ‘corrientes atomicas’ estan ligadas a los atomos, por lo cual no producen transporte
de carga neta en un volimen finito de material. El mecanismo de produccién de fenémenos
magnéticos es entonces claro, pues las corrientes anteriores (llamadas ’"de magnetizacién’) pro-
ducirdn un campo magnético finito.

Para entender correctamente el magnetismo se requiere una teoria microscépica, que ex-
plique como aparecen las corrientes atomicas a las que nos referimos previamente, y permita
calcularlas. Nosotros consideraremos sélo el aspecto macroscopico del magnetismo.

7.2 Magnetizacion

Definimos la magnetizacion ]\7[, como la densidad de dipolos magnéticos por unidad de voliimen,

- 1
M:l v e -)z' 1
imsvo 3o 3 (7.1)

—

de esta manera, M es una funcién del punto 7, M = M (7). Una muestra de material estd
magnetizada si M # 0, y desmagnetizada si M = vec0.
El momento dipolar magnético de una porcién dV' de material serd:

dm(7) = M(7)dV'

Recordemos que un dipolo magnético de momento 1 produce un campo magnético é, que
puede obtenerse a partir del potencial A(7). La contribucién del momento magnético dmi (),
localizado en 7, al potencial en 7 es :

_@dﬁi(?)/\ﬁ

dA(P) = 2 — 22 7.2
(F) 47T R3 ? ( )
en que R=7F—F.El potencial total es entonces
R po [ M)A (F—7)dV’!
Am=12 7.3
(7) A Jvy 7 — 7|3 (7.3)
Obtengamos ahora el campo 5=V A /Y,
N L =
B ——/V/\M LAY 7] 7.4
M=te [ nliiea E20] (1.0
Para hacer este célculo, recordemos la identidad vectorial:
r— -, 1
—— =V . 7.5
e (9

Con esto, podemos escribir

im="0f () A <#> v (7.6)

4r |r — |
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Para simplificar esta expresién, podemos usar la identidad

— 1 — 1 - 1 =l
V'A|—= M) =V A M) + V' A vecM.
= /
|7 — 77| i — 7|

El primer término del segundo miembro es precisamente muestro integrando, excepto por el
orden de los factores del producto vectorial. Podemos reordenar los factores de manera que

-

M(f’)Aﬁ'( ! ): ! 6'AM(W)—6'A(ﬁM(f')>.

|r — '] |r — ']

Con esto, podemos escribir:

A = Z; /V |‘1M_(7:)| dv' — Z; /V VA f,_l m]\ZI(F')] v, (7.7)
donde Jy (7) = V A M (7). Ademas podemos usar la identidad
/V(ﬁAﬁ)dV:fS(V)mﬁdsz—fﬁAdﬁ (7.8)
Si definimos la ’corriente superficial de magnetizacion’, j]‘s/[’
Jo () = M(7) A#, (7.9)
entonces podemos escribir
A(F) = Z; /V 0 {nM_“:) dv' + Z—; /S O |‘i_,“54_(7;)| 'S, (7.10)

El calculo no esta concluido, pues todavia hay que calcular el rotor de /Y(f’), lo cual seria un
calculo bastante largo, si lo emprendiéramos de manera directa. Sin embargo, el haber trabajado
con el potencial A nos da dividendos ahora pues nuestros resultados indican que el campo
magnético produmdo por la magnetizacion M es el mismo que producen las distribuciones de
corriente Jys y JM Ademas, ya conocemos la ley de Ampere, luego,

6/\BM(F) :MOjMa

en que el campo By = V A A (7) es el producido por la magnetizacién M.

El campo magnético total es la superposicién del campo producido por ciertas corrientes
reales J y el producido por la magnetizacién del material, M a los cuales denominamos BJ y
BM, respectivamente, entonces

- — - — - — - -

VAB(F) =V AB(F)+V ABy(7) = po(J + Jur).

Por 1ultimo, reemplazando la corriente de magnetizacion Ju =V A 2\7[, y definiendo el campo
H, tenemos
woH + M = B.
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Tabla 7.1: Valores de la susceptibilidad magnética para algunos materiales

Material Xm

Aluminio 2 x 107° paramagnético
CO, (1 atm.) | —119 x 10~® | diamagnético
Bi —1,6 x 107* | diamagnético
Cu —0.98 x 10~° | diamagnético
etc.

Podemos ver que H satisface una relacién diferencial simple, llamada ’ley de Ampere’ (gen-
eralizada), que se obtiene de la definicién de H,

VAHF) =T (7.11)

Con esto, las ecuaciones de campo para el magnetismo en medios materiales ( en condiciones
estaticas) son las que siguen:

V-B =0 (7.12)

VAH = 1, (7.13)

las que deben ser suplementadas con la definicién de H', ademas de la relacién experimental
entre By H, de la que discutiremos proXimamente.
De la ecuacion VA H deducimos ahora la forma generalizada de la ’ley circuital de Ampere’:

fﬁ =1, (7.14)

7.3 Susceptibilidad magnética
Falta una relacién entre B y H (andloga a la relacién entre j y E para medios conductores).
Para una gran cantidad de materiales se cumple una relacién lineal :

M = . H. (7.15)
La cantidad y,, es adimensional y se denomina susceptibilidad magnética

e El material se denomina paramagnético si ., > 0.
e El material se denomina diamagnético si x,, < 0.

e Si x,;, >> 1, el material es ferromagnético.

La susceptibilidad y,, mide la capacidad de los momentos magnéticos microscopicos a alin-
earse con el campo externo. Se define tambien la 'permeabilidad magnética’ del medio u, que
establece una relacion de proporcionalidad entre B y H,

B = po(H + M) = pio(1 + xm)H = pH,

entonces p = po(1 + xm). Para los materiales no ferromagnéticos se puede decir que p ~ pyg,
en cambio, los ferromagnéticos tienen permeabilidades muy altas, p/puy >> 1 (este cuociente
puede valer del orden de 5000).
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Figura 7.1: Curva de magnetizacién y permeabilidad relativa del hierro comercial (recocido).

7.4 Ferromagnetismo e Histéresis

Como se ha indicado, los materiales ferromagnéticos afectan drasticamente las caracteristicas
de los sistemas en los que se los usa. Los materiales ferromagnéticos no son ‘lineales’. Esto
significa que las relaciones entre B y H (o entre H y 2\7[) no corresponden a lineas rectas. En
realidad, lo que ocurre es mas complicado e interesante; la relacion entre B y H presenta el
fendomeno de histéresis. Esto significa que, cuando se somete al meterial a un ciclo de operacion,
la magnetizacién (relaciéon B — H) sigue una curva complicada. En general, se considera que
el campo excitante es H (pues estd directamente relacionado a la corriente). Puede entonces
ocurrir que H = 0, y tanto B como M sean distintos de cero: esto es lo que se conoce
corrientemente como un iman. Los materiales ferromagnéticos son el Hierro, Niquel, Cobalto,
y algunas aleaciones. Desde el punto de vista tecnoldgico son muy importantes para aplicaciones
en generaciéon de energia, motores eléctricos, almacenamiento de informacién (cintas y discos
magnéticos), etc.

Para entender el fenémeno, se considera una muestra de material ferromagnético, inicial-
mente desmagnetizada. Se considera que el parametro de control experimental es el campo
ﬁ, pues éste esta directamente relacionado a la corriente eléctrica (por la ley de Ampere). Si
el campo H se incrementa, desde cero, la magnetizacion del material crecerda mondtonamente,
describiendo una curva como la de la figura 7.4. Si uno definiera y = B/H, el valor de p seria
una funcién de H con un rango de variariacién de varios érdenes de magnitud. Se observa, en
primer lugar la existencia de una saturacion; esto es, que si el campo H alcanza un valor sufi-
cientemente elevado, la magnetizacion M alcanza un valor maximo, que depende del material.
Este resultado experimental puede entenderse simplemente, pues significa que en una muestra
saturada todos los dipolos magnéticos elementales se han alineado con el campo H.

Imaginese ahora la muestra ya magnetizada, y en presencia de un campo H. Si ahora se
disminuye FI, la relaciéon B — H no describe la curva inicial de la figura anterior 7.4, sino que
regresa por una nueva curva, como la de la figura 7.4 siguiente, llegando hasta el punto r, en
que H = 0, pero B # 0. Si ahora se continia aumentando H en sentido inverso al original,
la muestra adquiere una magnetizaciéon invertida, pasando por el punto c, en que B = 0, pero
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Figura 7.2: Curva de histéresis para un material ferromagnético.

H # 0. Si ahora se hace aumentar H, entonces B regresa por la parte inferior de la curva
B — H. Se observa que la curva para H creciente es distinta a aquella para H decreciente. Este
fenémeno se denomina histéresis, y la figura 7.4 es la llamada curva de histéresis del material.

Se observa que la curva de histéresis depende del material, pero ademas del valor maximo
de H al cual se encuentra sometido el material. Si el valor de H,,,, es suficientemente intenso,
la forma de la curva no cambia al aumentar H,,,;, como se observa en la figura 7.4 que sigue.

Las aplicaciénes més frecuentes de los materiales ferromagnéticos son (1) para aumentar el
flujo en circuitos de corriente (motores, generadores), (2) como fuentes de campo magnético
(imanes) y (3) en almacenamiento magnético de informacién. Cuando una muestra de material
ferromagnético se utiliza como iman, primero se le magnetiza hasta su saturacién, y luego se
elimina el campo H. El campo magnético remanente B = r se llama retentividad.

Para ilustrar la gran variedad de comportamiento magnético entre los materiales ferro-
magnéticos, mostramos las curvas de histéresis para dos materiales distintos, el fierro comercial
y un acero al tungsteno, en la Figura 7.4.

7.5 Ejemplos

7.5.1 Condiciones de Borde y Aplicacion

Estudiaremos la interfaz de dos medios materiales magnéticos; nos interesa establecer las condi-
ciones de borde que satisfacen los vectors de campo, al cruzar dicha interfaz. Para hacer esto,
utilizamos las ecuaciones de campo:

<
>
T
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Figura 7.3: Curvas de histéresis de un material, para varios valores de H,,,,. La linea punteada
muestra la saturacion de la curva B — H.

Figura 7.4: Curvas de histéresis para hierro comercial y acero al tungsteno.
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Figura 7.5: Trayectoria ABC D contenida en dos medios magnéticos distintos, 1 y 2.

H-dl = I(c) (7.18)

De la primera ecuacién se obtiene, como ya se sabe, la continuidad de la componente de B
perpendicular a la intrerfaz; es decir, B,, es continua. La ecuacion para H nos da informacién
nueva. En efecto, usamos la forma integral de la ley de Ampere -recientemente generalizada- y
la aplicamos a un circuito infinitesimal ABC' D, en torno a un punto P, el que esta contenido
en ambos medios materiales, como se observa en la figura

Al aplicar el teorema se obtiene:

— — B—» ~ C—» — D—; ~ A—» —
$ri-dl= [ Hyddi+ [Cf el [ (b [ A -l (7.19)
c A B C D

En nuestro caso I(¢) = 0 (suponemos que no hay corriente superficial Jg en la interfaz), y el
vector £ es tangente a la interfaz. El resultado es

(Hy— Hy)-i=0  (Jg=0). (7.20)

Esto significa que, en ausencia de corrientes superficiales, las componente(s) del campo H
tangentes a la interfaz son continuas al atravesar la superficie. Como caso especial, tenemos
el de dos medios lineales, con permeabilidad p; y ps; en cuyo caso B = uﬁ en cada medio.
Supongamos tambien que la interfaz entre los medios es plana, y coincide con el plano zy. Las
relaciones entre los campos son entonces

HQI = le

componentes tangenciales
Hgy — Hly } p g

Bs, = By, }componente normal

Supongamos - para fijar ideas - que H, = 0, entonces

Hy, = Hi, (7.21)
By, = By, = poHy, = pHy,, (7.22)
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entonces
HQac

poHy, B pi Hy,

= itgPr = patgps,

en que ¢; es el angulo que forma ﬁl con el plano horizontal. De esta manera, el angulo que
forma Hs con el plano horizontal es

tgps = (ﬂ> tgo1.
M2

7.5.2 Solenoide recto con ntucleo de fierro

Consideramos un solenoide recto, de m = N/L vueltas por unidad de longitud, por el que
circula una corriente I. Al aplicar la ley circuital de Ampere,

74 B-di=1,
se obtiene

H=mlI.

Sin embargo, el campo B = uH = pml, el cual puede ser mucho mayor que el campo en vacio,
si el nicleo tiene p >> pg, lo cual ocurre con los niicleos de fierro (y otros materiales).

Si el nicleo del solenoide es de un material ferromagnético, en un estado magnetizado, con
magnetizacion ]\270, no podremos usar la relacion B = pH, entonces se debe usar la relacion
mas general, que da en este caso

NI
B = po(H + M) = po—— + fo M.

7.5.3 Enrollado toroidal

Consideremos ahora un enrollado toroidal, con un corte en el material. Sea [ el largo del toroide,
y d el espesor del corte. Queremos determinar el campo magnético tanto dentro del material
ferromagnético, como fuera de él.

Para calcular esto, llamamos B; al campo dentro del material, y By al campo en el corte
(entrehierro). Tenemos entonces, dentro del material

By = poHy + poM,

mientras que, en el entrehierro,
By = pgH,.

Tambien usamos la relacién (ley circuital de Ampere),
74 H.-di'= NI
Con esto obtenemos las ecuaciones

Hi({—d)+Hyd = NI (7.23)
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Figura 7.6: Un enrollado toroidal, con un entrehierro de ancho d.

Circuito Elétrico

Circuito Magnético

fem= fuerza electromotriz
fE-df:EO:fem

I = intensidad de corriente eléctrica
I=[J-dS

ecuacién de nodos

I=1+1

R = resistencia eléctrica
R=[dl/gA

ley de circuitos

fem = RI

fmm = fuerza magneto-motriz
§H-dl=NI=fmm
® = flujo magnético

d=[B-dS
(I) - (I)l + (I)Q
R = reluctancia
R=[dl/uA
fmm = R®

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene las soluciones:

NI Md
H = —— —
! ¢ ¢
NI d
Hy = —+M(1--
NI 1
By = By= MOT + poM(1 — Z>

Esto es un ’‘circuito magnético’, que sigue una analogia muy estrecha con un circuito

eléctrico.




Capitulo 8

Induccién Electromagnética

Como hemos discutido, las corrientes electricas producen efectos magnéticos. Una corriente
eléctrica j(7) produce un campo magnetico B(7). Una pregunta que surge en forma natural es
si es posible que algiin fenomeno magnético produzca tambien un fenémeno eléctrico. Faraday
(1831) descubrié que los efectos buscados aparecen como consecuencia de la variacién temporal
de los campos magnéticos.

Antes de discutir los resultados de Faraday, definamos el concepto de flujo magnético.

@(S)Z/SE-dﬁ

es el flujo magnético que atraviesa una superficie S. El flujo magnetico tiene varias propiedades
interesantes,

e El flujo a traves de una superficie cerrada cualquiera es siempre cero, ya que
/é-dﬁ:/(ﬁ-é)d%zo,
S v
en que V es el volumen encerrado por la superficie S.

e Debido a lo anterior, el flujo a través de una superficie S abierta no depende de su forma,
sino sélo de la curva que lo limita.

e El hecho anterior puede hacerse explicito, notando que

B-dS = [(VAA)-dS = [, A7) -dI,

i
A

) =

oo

donde C es la curva que limita la superficie S, C' = 0S. Por lo tanto, podemos hablar del
"flujo enlazado por un circuito’

2

Unidades : Campo magnetico = Weber /m~2 = Tesla, lo cual implica que el flujo magnetico

se mide en Weber.

89
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Vs Nucleo (Fe)
 —
T )
Primario Secundario

Figura 8.1: experimento de Faraday

8.1 Experimento de Faraday

En el experimento de Faraday, al cerrar el interruptor en el circuito ’primario’, se produce
una corriente en el secundario. Al cabo de un tiempo, la corriente cesa. Si entonces se abre
el interruptor, vuelve a aparecer corriente en el secundario, la cual nuevamente cesa al cabo
de un tiempo breve. Es importante recalcar que los circuitos primario y secundario se hallan
fisicamente separados (no hay contacto electrico entre ellos).

Los resultados del experimento de Faraday (y muchos otros) se pueden entender en términos
de una nueva ley experimental, que se conoce como la ley de Faraday-Lenz:

La variacion temporal del flujo magnético enlazado por un circuito, induce en éste una 'fem’

dd
Cdt
Ley de Lenz: EI sentido de la ’fem’ inducida es tal que siempre tiende a oponerse a la
variacion del flujo magnetico (lo cual explica el signo (-)).
La variacién temporal del flujo magnético enlazado por un circuito puede deberse a varias
causas, entre las cuales se puede mencionar:

(8.1)

€ =

—

i) Variacion temporal de B, B = B(r, ).
ii) El circuito se mueve.
iii) El circuito se deforma.

Por supuesto, una combinacién de las causas anteriores tambien producira variacion del flujo.
Observemos tambien que la Ley de Faraday es una ley experimental, que no puede deducirse,-en
su forma general, de ningiin otro hecho previamente conocido.
Recordemos ahora que la 'fem’ de un circuito C' se define como, en que este campo eléctrico
E no es un campo electrostatico.
€= ]{ E-dl.
c

— —

®(S)= [ B-dS,
S

El flujo magnetico es @,

por lo tanto,
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Supongamos que el circuito no se mueve ni se deforma, entonces la variacion del flujo @ sélo
puede deberse a la variacién temporal de B, es decir B = B(7,t) , luego

%Ewﬁ:— 9B s
c Sat

Usando el teorema de Stokes,

— — é —
/(V/\E+a—)-d5‘=0.
S ot

Como S es una superficie cualquiera, se tiene la ley de Faraday en forma diferencial,

E=-2—
VA 5

que constituye la generalizacién de la relacion V A E = 0 (electrostédtica). Hasta ahora, cono-
cemos las siguientes ecuaciones para el electromagnetismo (en el vacio):

V.-D =p VANE =-0B/ot
VB =0 VAB =y,
ademas, tenemos la ecuacién de continuidad
Vig+—=0.
T

Maxwell se di6 cuenta que, en el caso de rfgimen no permanente, la ley de Ampere y la ecuacién
de continuidad son contradictorias. Eso significa que se debe modificar la ley de Ampere, pues
ley de conservacion de carga es considerada como mejor establecida. Para preservar lo mas
posible la forma de la ley de Ampere, Maxwell propuso una modificacién de la forma

VAB=puo(J + Jp).

donde jD debe satisfacer la condicion

luego, por la ecuacion de continuidad,

— - — — a — -
VJ+V&b=—£+Vub=Q
Entonces p
5 ¢ _0Op
V-Jp=—.
Y
Esta ecuacién no define completamente a Jp. Se encuentra que la eleccién més simple posible
es .
- oD
Jp = —,
P ot

satisface todas las condiciones matematicas y estd de acuerdo con toda la evidencia experimental
acumulada; por lo tanto la generalizacion de la ley de Ampere al caso de regimen no permanente
es:

VAB=puy(J+ —
10 ot )
Esta ecuacion incluye a la ecuacién de continuidad. La cantidad Jp tiene las dimensiones de

una corriente eleé¢trica -densidad- y se le llama ’corriente de desplazamiento’ de Maxwell.
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8.2 Ejemplos

8.2.1 Un tren eléctrico

Consideremos dos rieles conductores, de resistencia despreciable, conectados entres si por una
barra ( el tren ) conductora, y separados por una distancia [ . En el otro extremo, se coloca
un interruptor y una bateria, caracterizada por una f.e.m. ¢;. Todo el sistema se encuentra
inmerso en una zona en que el campo magnético es uniforme, EO, perpendicular al plano de los
rieles.

Figura 8.2: Rieles conductores, unidos por una barra, colocados en un campo magnético B

y

X B

VO

X

En este problema, se conecta el interruptor en ¢ = 0, comenzando a fluir la corriente, como
consecuencia, el campo magnético ejerce una fuerza sobre el circuito, la que hace que se mueva
la barra. A su vez, el movimiento de la barra hace aparecer una f.e.m., que modifica la corriente
circulante.

Con las coordenadas definidas en la figura, la fuerza sobre la barra (es la que interesa, pues
es el elemento que estd libre de moverse) es

F= /deA By = 1By (=) A (k) = —BylTi,

pues el campo magnético es By = Byk. FEsto indica que la fuerza es atractiva si la corri-
ente circula en el sentido de los punteros del reloj. Entonces, la ecuacién para el movimiento

longitudinal de la barra es

dv
— = —Byll.
" 0

Por otro lado, la corriente esta regida por la ecuacion de Kirchoff, que establece que fem = RJ,
en que

1 N dd
em = e€ €inducida — €0 — —7,-
0 ducid 0T
Como el flujo es ® = — Bylv, la f.e.em. inducida es € = Bylv., y la ecuacion del circuito es

€0 +B[]l?} = RI.
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Para resolver las ecuaciones debemos especificar las condiciones iniciales adecuadas. Por ejem-
plo, consideremos el caso en que el interruptor se cierra en ¢ = 0, con la barra moviéndose
hacia la derecha, con velocidad inicial vy, a una distancia z; a la derecha de la bateria. Las
condiciones iniciales son (para t = 0), I(0) = 0 y v(0) = 0. Las ecuaciones se pueden resolver
expresando v en funcion de I, a partir de la ecuacién de circuito,

RI €o

"7 Bl By
y reemplazando en dv/dt = (R/Byl)(dI/dt), se obtiene

dI  (Bgl)?
dt mR
Para expresar la solucién, conviene definir el parametro 7 = mR/(Byl)?, que tiene las dimen-
siones de un tiempo, pues la ecuacion se expresa como
dal 1
— 4+ — = 0
dt 7 ’
cuya solucién es muy conocida, y se expresa en funcién de una constante de integracién Iy y

del parametro 7 recién definido,
I(t) = Ipe™'/".

Con esto, la velocidad del tren es

R[O —t/ €0
t) = — T— =
vlt) = B Bol’
donde
o RIO €o

VO =B T B T
Se concluye que la corriente en t = 0 debe ser

Bylvg — €
L)

8.2.2 Motor y Generador

Consideremos una forma muy simple de generador eléctrico, que consiste en una espira de N
vueltas y radio a, que esta conectada a un circuito como el del la figura, con contactos moviles,
que permiten que ella gire libremente. FEl sistema estd colocado en presencia de un campo
magnético uniforme Eg, y se hace girar la espira con velocidad angular constante w.

El sistema funciona como un generador de energia eléctrica, pues el flujo enlazado por el
circuito depende de la orientacion de éste con respecto al campo magnético, y se expresa en la
forma

® = NByAcos(),

en que A = ma® es el area de la espira, y 6§ = wt es el dngulo que forma el campo magnético
con la direccioén perpendicular a la espira. De esta manera, el flujo enlazado por el circuito
varia, induciendo una f.e.m. e,

2

do
e=—— = N ByAwsen(wt).
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Figura 8.3: Un generador de corriente alterna

B

QO

Por lo tanto, la corriente inducida en el circuito es
€o
I(t) = —sen(wt),
(1) = Lsen(wr)

en que hemos usado la constante ¢g = N BgAw, para abreviar las expresiones.
Podemos evaluar la potencia disipada en el circuito, tanto instantanea como en promedio.

La potencia instantanea es
2

P(t) = RI* = 6Eﬁlserﬂ(u)iﬁ).

Definimos la potencia promedio (sobre un ciclo o periodo, T = 27 /w) como
1 /T
< P>= T/ P(t)dt = RI2/2 = /2R,
0

Evidentemente, esto nos dice que, para hacer que la espira gire con la velocidad angular w, se
debe realizar cierto trabajo en contra del campo magético inducido, que se refleja en la potencia
que hemos calculado. Podemos escribir la ecuacién para el movimiento de rotacion de la espira,
en la forma

dL dw

_— = K— =

dt dt
en que L es el momentum angular en torno al eje de rotacién, y 7 es el torque a lo largo de esa
direccion. El torque se opone al movimiento, y se puede calcular con facilidad, con el resultado
7 =mBsen(f), en que m = NI(t)A es el momento dipolar magnético de la espira.

T,

8.3 Coeficientes de Autoinduccion e Induccion mutua

La idea es que un circuito interactiia con si mismo y con sus vecinos, como consecuencia directa
de la ley de Faraday-Lenz. Los coeficientes de autoinduccin e induccion mutua son una medida
de esta interacion o ’acoplamiento’ inductivo.

Para definir los coeficientes, consideremos dos circuitos ¢; y ¢y, por los cuales circulan
corrientes I el,, respectivamente -ver dibujo-



8.3. COEFICIENTES DE AUTOINDUCCION E INDUCCION MUTUA 95

Figura 8.4: Coeficientes de autoinduccion e induccién mutua.

\ 2

1

El flujo magnético total enlazado por el circuito ¢; es

(I)IZ éd‘g‘la

St

aqui, S7 es una superficie que tiene borde ¢;. Similarmente,

(I)Q = é . d§2,
Sa
es el flujo enlazado por el circuito ¢;. El campo magnetico é(f’) es producido por ¢; y ¢, €s
decir

—

B(r) = Bi(F) + Ba(7),
por esto, podemos escribir
O, =y + Py
Oy = Dy + Py
donde ®;; es el flujo -magnetico- enlazado por el circuito ¢, debido al campo magnetico del
circuito j.
Notemos, ademas, que Bl(ﬁ -el campo magnetico producido por el circuito ¢;- es propor-
cional a la corriente [; (similarmente para Bs), luego:

®ij = Mi;l;
O, =Myl + Ml
Oy = My I) + Myoly;

los coefientes M;; se llaman coeficientes de ’autoinduccion’ y los M;; (con i # j) se llaman
coefientes de induccion mutua.

Unidadaes: [M] =Weber/Ampere = Henry

8.3.1 Formula de Newmann

Es una expresion para la inductancia mutua de dos circuitos. Se parte de la definicion

= [ Bo(d) - dSi,
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lo que se puede escribir en funcion de los potenciales vectoriales,

i = [ A7) di (A7)

El resultado final es
dl, - di,
Mo =12 [ [ S (82)

1 J¢c2 ‘72 _Tl‘

la formula muestra tambien que M;2 = Ms1. Notar que esta formula no se debe usar para
calcular inductancias propias.

8.4 Ejemplos

8.4.1 Autoinductancia de una bobina

Consideramos una bobina o solenoide, de N vueltas, largo | y radio a (el largo [ >> a).
Determinaremos el coeficiente de autoinduccién L de esta bobina. Recurriremos a la definicién,
calculando el flujo enlazado por la bonina, debido a su propio campo magnético. El flujo tiene
el valor

b = NByA,

en que By = g NI/l es el campo magnético el el interior de la bobina, y A = ma?. Entonces

N2AT
@:ﬂLr—:LL

de donde obtenemos
/L()NQA

L=
[

8.4.2 Inductancia mutua de dos embobinados

Consideramos un cilindro de largo [ y radio a, sobre el que se han colocado dos embobinados,
uno de N; vueltas, y el otro de Ny vueltas, y el mismo largo (I). Calcularemos el coeficiente de
induccién mutua, M, para lo cual evaluaremos es flujo enlazado por el embobinado Ny, debido
al embobinado Ns,

@12 = / EQ ‘ dgl = NlABQ,
S1
en que By = 119NoI /1, entonces el coeficiente es

po N1 No A

M =
l

Se verifica que M? = L;Ly; en general, se tiene la relacion M? = kL, L, (0 <k < 1).
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8.4.3 Efecto de transformador

Consideremos el problema de un transformador, formado por dos bobinas (inductancias L; y
L), acopladas magnéticamente, con coeficiente de induccién mutua M, como se muestra en
la figura siguiente. El circuito primario (lado izquierdo) tiene una fuente de tensién () =
gocos(wt), y el secundario tiene una ’carga’ resistiva R. Las ecuaciones para los circuitos
primario y secundario son:

dd
() - =0
dd,

——= = RI
dt 2

Para estudiar este problema, consideramos la situacién de ’'régimen sinusoidal’, en que las
corrientes son todas sinusoidales (cuando ya ha pasado el efecto transitorio), es decir I1(t) =
Icos(wt — ¢1) e I(t) = INcos(wt — ¢). Resulta mds facil, algebraicamente, trabajar con
cantidades complejas fl(t) y fQ(t), definidas por

jl(t f{lejwt
jg(t) = j?@jwt.

~—

De esta manera, las corrientes reales son simplemente las partes reales de Iy y I, ademas,
calcular las derivadas se reemplaza simplemente por la multiplicacién por el factor jw. Con
esto,

dd - i i
d—tl e ]w®1 :]CU(Lljl +M]2)
dd - ; i
d—t2 — ](_,()@2 = ](.A)(Mll + LQIQ)'

Entonces, las ecuaciones de los circuitos son:

£ — ijlfl — jwa =0
—jUJMfl - ijQ = ng
De la segunda ecuacion, obtenemos la relacion entre las corrientes complejas,
~ ]wM ~
Lh=————=1I.
(R+ jwLs)

Reemplazando este resultado en la primera ecuacion, se obtiene

YT WE(M? = LiLy) + jwlyR

(,<)2(]\42 — LlLQ) +ij1R'



98 CAPITULO 8. INDUCCION ELECTROMAGNETICA

Es interesante calcular el cuociente entre los 'voltajes’ en las dos inductancias, VLI = ijlfl
y VL2 = jwj?a
Vi, jwM L,

Vi, (R4 jwly) Ly
Si consideramos el caso en que R = 0, y suponemos que las inductancias corresponden a las
dos bobinas (calculado anteriormente), tenemos

Vi, M N

Vi, Ly Ny

Esto significa que el voltaje en el secundario es una fraccién del nimero de vueltas. Por ejemplo,
si No/N;y > 1, el voltaje en el secundario serd mayor que en primario, lo cual da lugar a su
aplicacién mas conocida, para ’subir’ o ’bajar’ voltajes. Normalmente, un transformador de
una linea de dictribucién baja el voltaje al nivel adecuado para uso domiciliario.

8.4.4 Inductancia mutua de dos espiras

Considerar dos espiras, de radios a y b, dispuestas de manera que sus centros estan en el mismo
eje (eje z), sus planos son perpendiculares al eje z, y sus centros estan a una distancia d. Si
una de las espiras es muy pequena, d >> a, por ejemplo, es posible obtener el coeficiente de
autoinduccién en forma muy simple.

Figura 8.5: Dos espiras a distancia d.
“ A\

X

El campo magnético, en el eje de la espira mayor (de radio a) es

fiola?

)= e P

Como la espira menor es muy pequena, el campo en cualquier punto de ella debe ser constante,
de valor
pola?

B.(z=d)= —"——
(s =d) 2 [a? + d2*
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luego el flujo enlazado por la espira de radio b, debido a la otra espira es

poma’b?l
2 [a? + d2]3/2'

Con esto, el coeficiente de inducciéon mutua es

poma’b?

M= HeTer
2[a® + d2]3/2

8.5 Inductancia como elemento de circuito

Conectemos una bobina (solenoide) a una fuente de fem continua (ver figura):

Figura 8.6: bobina conectada a una fuente de fem

Toda bobina real posee resistencia (R) e inductancia propia (L). Es facil verificar que
una inductancia fisica puede ser representada como la combinacion de una resistencia y una
inductancia, ambas ideales. Si por el circuito de la figura fluye una corriente I(t), entonces la
fem total es

dl
fem = € = €pateria T €inducida = €b — L— = R[,
dt
luego:
dl
= L—+ RI
€ dt + 3

de donde se tiene la representacion descrita. Notemos que, si el circuito se encontraba abierto
(I =0ent=0), al cerrar el circuito habra un periodo ’transiente’ y, finalmente se llegara a
la corriente

Ifinal = 6b/R-

Examinemos como se llega desde I = 0 hasta I = Iy;,,. La ecuacion que describe el
comportamiento del circuito es

dl
€p — LE + RI

la solucion de esta ecuacion es:
I(t) = (1 — e BV/E)
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Notemos que I(t = 0) =0, ademas

dl €p
—(t=10)=-.
dt( 0) L

La ultima relacion nos dice que el comportamiento de la corriente es gobernado por el valor de
L, en particular, si L es muy pequeno, la corriente demora un tiempo muy breve en pasar de
I = 0 a su valor final, el cual es independiente de L.

Si ahora el circuito se abre en ¢t = 0, cuando la corriente vale I = Iy = €,/ R, entonces

[(t) = ]UeiRt/L.

La corriente no cae a cero instantaneamente, sino que demora un tiempo del orden de 7 = L/R
, que es caracteristico del circuito.

8.6 Energia Magnética

Consideremos el problema de la bobina real (RL) por la que circula una corriente Iy = ¢,/ R. La
energia que se disipa en el circuito desde ¢ = 0 hasta que la bobina se 'descarga’ completamente
es: N N
W= / RI?dt = RI? / e~2RUL G = []2/2
0 0

La energia disipada por el sistema debe haber estado almacenada en el, en otras palabras,
una bobina puede ser usada para almacenar energia en forma de una corriente circulando por
ella.

W, =LI?/2=®I/2=3*/2L (&= LI)

Se puede establecer una analogia clara entre condensadores e inductancias.

Tabla 8.1: Analogia entre las férmulas para la energia eléctrica y magnética.

.bcm
Condensador | Inductancia
QV/2 d1/2
CcVv?/2 LI?/2
Q?/2C ®2 /2L
Up = 6052/2 Upy = §2/2ug

Como hemos visto ya, un sistema magnetico es capaz de almacenar energia, precisamente
aquella energia necesaria para establecer las corrientes que dan lugar al campo magnetico B. Es
facil argumentar en favor de una formula como LI?/2 para la energia. Veamos su generalizacion
a mas de un circuito. Tomemos N = 2 circuitos, con corrientes Iy, .

e para llegar a la configuracion final (I3, Iy), las corrientes deben cambiar desde cero hasta
tales valores.
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e supongamos que hacemos que las corrientes varien en la forma:

i(t) =a(t) (8.3)
is(1) = a(t)ly, (8.4

en que a(t) es una funcion que varia ’lentamente’ desde a = 0 (en ¢ = 0) hasta a = 1 (en
t = 00).

e al variar i; e iy, se inducen fem’s €1, €5 en ambos circuitos, € (t) = —®da/dt, e (t) =
—®yda/dt, en que Py, Py son los valores finales de los flujos. -para hacer crecer la
corrientes hay que efectuar trabajo contra las fem inducidas,

N .« N 1
AW = — 2/ €;(1)i;(t)dt = Z‘I%fa/ ada
7j=1 7j=1
luego,
N 1 N
W= (300 [ ada= 3> a1,
7j=1 0 2 j=1

Tambien podemos escribir,
1NN

donde se reemplazo el flujo ®; por

Es posible demostrar que (recordar los coeficientes de potencial, en electrostatica):
1 2 73
W=_— / B2dr
2410

Esto ultimo puede interpretartse diciendo que ’la energia magnetica se almacena en el es-
pacio, con una densidad que depende de la magnitud del campo magnetico’. Al igual que en
electrostatica, consideraciones de energia permiten calcular fuerzas y torques sobre circuitos.

8.7 Energia Magnética Estatica

Hemos analizado el circuito R — L, llegando a la conclusién que, cuando circula una corriente
I, la inductancia almacena energia,
1 1
W ==-LI*=-d®I, (8.5)
2 2
en que & = LI es el fluujo magnético enlazado por la inductancia. Se satisface la relacion de
circuitos

V—i—émd:RI.
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Consideramos es trabajo que cuesta mover una carga dq por el circuito,

Vidq = (RI%’dt + d®I)
trabajo efecto trabajo efectuado
externo joule contra la fem inducida.

El cambio en la energia del circuito es dW, = d®I. Para un conjunto de circuitos acoplados
tenemos

N

aw, = 3 Ldd; (8.6)
k=1
N

Ao, = Y Mydl,. (8.7)

=1

Con esto, podemos calcular el trabajo total W,, como el cambio total en la energia de los
circuitos, al llevarlos desde la configuracién en que todas las corrientes son cero, hasta los
valores finales.

Para calcular esto ultimo, podemos considerar que las corrientes varian desde I = 0 hasta
su valor final en la forma

I(t) = La(t),

en que a(t) es una funcién conocida de ¢. De esta manera tenemos
d®,(t) = ®}da,
en que ®) es el flujo final enlazado por el circuito k-ésimo. Realizando la integral, tenemos
1 N
W, = /ngcbgada =5 > 1o, (8.8)
k k=1
Ahora, puedo ‘olvidarme’ de los indices °, y escribimos

1 N
U=2-Y &I, (8.9)
2k:l

en que hemos identificado Wj, como la energia magnética almacenada por el circuito.
Podemos escribir ahora

@, :f A.di,= [ B-dS, (8.10)
Ck Sk
entonces
1Y .
U==> ¢ LA-dl. (8.11)
k=1"Ck

Recordamos que Idl — fd3r, entonces podemos escribir:

]_ — —
U= —/ T Adr. (8.12)
2 Jv
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Podemos realizar una transformacion matematica a la expresién anterior, basada en la identidad
V- (ANHY=H-(VANA) —A-(VAH).

Observando que el segundo término del lado derecho es precisamente nuestro integrando, lleg-

amos a la conclusién (despues de usar el teorema integral de la divergencia)

1 — —
U= —/ (- B)d*r. (8.13)
2 JRs
Esto permite definir una 'densidad de energia’ magnética u,,,,
1 — —

8.8 Calculo de Fuerzas y Torques

Consideremos un sistema de corrientes, y calculemos el trabajo mecanico realizado por el sis-
tema cuando se somete al sistema a una desplazamiento di” de una de sus partes. Este trabajo
viene dado por

dW = F - dr.

Por otra parte, este trabajo puede tambien expresarse como un balance entre la energia entre-
gada por las baterias (dW}) y el cambio de la energia del sistema (dU),

dW = dW, — dU.

Podemos encontrar una relacion entre dU y dW, si consideramos primero el caso en que las
corrientes se mantienen constantes durante el desplazamiento virtual. En ese caso,

1
AU = 5 3" Tud%y.
k

mientras que el trabajo dWj, es

AW, = 3 [,d®), = 2dU.
k

Entonces dU = F - dr, lo cual permite escribir

oU
P = (_> (8.14)
9T ) 1_cte.
Similarmente, si los flujos pueden ser considerados constantes, entonces:
oU
F,=— (—) (8.15)
ox |,

8.9 Circuitos en regimen transitorio

Hemos estudiado ya los casos

e circuito R — C.

e circuito R — L.
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8.9.1 Circuito RLC (en serie)

Estudiemos un circuito RLC', en serie, con una fuente de ‘fem’ continua: ¢,. Para encontrar la
ecuacion del circuito escribimos la fem total,
dl
€total = €b T Einducida = €b — LE =V +V,
donde V. es el voltaje en el condensador; V. = Q/C ( C es la capacidad del condensador) y V,
es la caida de tension en la resistencia, V, = RI, finalmente

dI
@=L +RI+Q/C, I=dQ/dt.

I
|
C

Figura 8.7: Un circuito RLC', con una f.e.m. continua &,,.

Esta ecuacion puede resolverse para la corriente o la carga en el condensador. Las condi-
ciones iniciales seran (si el interruptor se cierra en ¢ = 0): Q(t =0) =0 I(t = 0) = 0. Una
solucion particular de la ecuacion se obtiene con () = constante, lo que da

]:U, Q:CE(,.

Esta es la solucion que se obtiene al cabo de un tiempo largo: el condensador se carga y no
circula corriente. La solucion de la ecuacion homogenea es de la forma

Q(t) = Ae™,
donde a y A son constantes, y a se determina resolviendo la ecuacion caracteristica,
La*> + Ra+1/C =0,

cuya solucion es
a=—(R/2L) ¥ ((R/2L)* — 1/LC)"2.
Por lo tanto, hay tres casos, dependiendo del signo del argumento de la raiz cuadrada,
i) (R/2L)? > 1/LC — w = ((R/2L)*—1/LC)"?. La solucion que satisface I =0 en t =0

es
I(t) = 24e~ B2 Senh(wt).
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ii) (R/2L)? < 1/LC — w = (1/LC — (R/2L)*)"/2.
I(t) = 2iAe™ 2 sin(wt).
iii) (R/2L)?> =1/LC — w = 0.
I(t) = Ate™F/2E

Los casos 7 y itz son puramente amortiguados, mientras que ¢ es mas interesante.

8.10 Fuente de fem alterna: €(t) = ¢, cos(wt)

Como siempre hay transiente, esperamos un tiempo suficientemete largo y este desaparece.
Cuendo se llega a esta situecion, solo interesa la solucion particular de la ecuacion diferencial
(régimen ’cuasi-estacionario’). En este caso, si la fuente es sinusoidal, la solucion (particular)

es tambien sinusoidal,
i(t) = ig cos(wt — D),

en que ® es una constante, llamada la ‘fase’ ( angulo de fase).

|
|
C

. 8
&, @

~

R 3

P

Figura 8.8: Un circuito RLC', con una f.e.m. continua &,,.

La manera mas simple de resolver este problema es introducir fasores’ (es decir, numeros
complejos):
€(t) = Re(E(t)), E(t) = e,

y similarmente para la corriente,
i(t) = Re(I(t)), I(t)= Iy’
Con esto tenemos las relaciones
Vi, = Ldi/dt = Re(LdI/dt) = Re(jwLlI)

Vi = Re(RI)
Ve = Re((1/jwC)I)

luego,
i E(t) = (R+j(wL —1/wC))I = Z(w)I,
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permite definir la impedancia compleja Z(w),
Z(w) =R+ j(Xc+ X1).
De esta forma,
e /r=R,
e /; =7X,en que X;, =wl.
e Zc=jXc,en que Xg = —1/wC.
Las impedancias se conectan igual que las resistencias. Para nuestro problema,
I(t) = (eo/Z(w))e™™",
luego, escribiendo Z(w) = |Z(w)|e’®, tenemos
I(t) = (co/1Z (w) )&/,
La corriente real es i(t) = Re(I(t)),
i(t) = Re(I(t)) = (eo/|Z(w)]) cos(wt — ®),
en que el angulo de fase es tg(®) = (wL — 1/wC)/R, y la magnitud de Z es
Z(w)] = (R? + (wL — 1/wC)?)'2,

8.11 Potencia

Es la velocidad a la que se realiza trabajo. La potencia instantanea es:
P(t) = V(t)i(t).
La potencia entregada por la bateria es (ejemplo del circuito RLC-serie)
P(t) = (3 /| Z(w)|) cos(wt) cos(wt — ®).

La cantidad de interes practico, en aplicaciones a circuitos de corriente alterna, es la potencia
promedio:

P —1 TP d
= — t)dt
< > /{; (),

en que T' = 27 /w es el periodo de oscilacion de la fuente externa de ‘fem’. Haciendo el calculo
se tiene:

€5 cos(®) | Z(w)lifcos(®)

21Z(w)| 2 '

Utilizando el hecho que iy = ¢y/|Z(w)]| es la amplitud de la corriente, y que cos(®) = R/|Z],
podemos escribir

< P >=

< P >= Ri}/2.

Esta expresion es identica a la que se obtiene para corriente continua, si se define la corriente

‘efectiva’ _
0
Ij=—.

V2

De igual manera, se define el voltaje ‘efectivo’ v,y = Vo/V2.



Capitulo 9

Ondas Electromagnéticas

En este capitulo se discute brevemente acerca de la existencia, propiedades, generacion y de-
teccion de ondas electromagnéticas.

9.1 Ecuaciones de Maxwell

Hemos establecido previamente las ecuaciones del Campo Electromagnético, en las condiciones
mas generales posibles. Este conjunto de ecuaciones, denominado Ecuaciones de Maxwell,
describe todos los fenomenos electromagnéticos, a nivel macroscopico.

VAE=-2F Sad=7i+2D 9.1
ot o (9.1)
V.D=p V.-B=0 (9.2)

Las relaciones generales entre los campos macroscopicos son

D = egE+ P (9.3)

— 1 — —

H = —B— M. (9.4)
Ho

Para poder resolver las ecuaciones, se debe conocer las relaciones constitutivas, entre M y H,
entre Py E, y entre J y F.

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio ( B=uH, D=cE, J=0,p= 0) son:
— — a — — —
VAE=—-—B V-E=0 (9.5)
ot
— — a — — —

Estas ecuaciones implican la existencia de ‘ondas electromagnéticas’, que se propagan en
el vacio con velocidad ¢ = (go/t0)~"/2. Por el momento, tomemos ¢ como una definicién (es
facil ver que tiene las dimensiones de una velocidad), y tratemos de obtener una ecuacién que
involucre solamente a F. Para hacer esto ultimo, tomemos el rotor de la ’ecuacion de Faraday’,

— — 8

VANNAE)=-VA (Eé)’ (9.7)

107
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3t

recepcion t

J

X

emision t

Figura 9.1: El punto de emisién y recepcion de una onda estan separados por un tiempo
dt = d/c, en que d es la distancia entre los puntos.

lo cual da,
. 9 2 10 -
V(V-E)-V E:_C_Q?E (9.8)
Finalmente, se tiene
b= 1 0% o
VE -~ 5o5E=0. (9.9)

Esta es la llamada ecuacién de ondas para el campo eléctrico. El campo magnético B satisface
la misma ecuacién de ondas. L o
5 = S
VB > 8252B =0. (9.10)
El valor de ¢ ~ 299.000 (km/s), representa la velocidad de propagacién de los frentes de onda
(en realidad es la 'velocidad de fase’).

Hay varias preguntas que uno se puede hacer, y que responderemos a continuacion. En
primer lugar, ;Cémo se produce una onda electromagnética?. La respuesta mas simple es que
basta tener cargas en movimiento acelerado, o corrientes que varian en el tiempo.

Para dar una descripcién matematica del proceso de emisién de una onda electromagnetica,
deberemos obtener los campos eléctrico y magnético, o bien los potenciales dinamicos, /Y(F, t)
y 5(77, t). Observamos, en forma muy simple, que los potenciales anteriores satisfacen las
ecuaciones de onda siguientes:

, 1 ;
1 02

Recordamos que el potencial estatico /T(F) satisface

—

AR = Z—; / @. (9.13)

7
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Como éste potencial satisface una ecuacién diferencial similar a la ecuacién de ondas, suponemos
que la forma del potencial es tambien similar. Hay una importante diferencia, la que ilustramos
en la figura, pues cuando se detecta una onda en el punto 7, en el instante ¢, ésta fué emitida
en el instante anterior ¢, en un punto 7, tal que t — ' = d/c, en que d es la distancia entre los
puntos de emision y recepcién. Se dice entonces que el potencial es retardado. De esta forma,
escribimos

- Mo /J(f’,t’)d3r’
‘—b

Aty = - (9.14)

enquet—t' =|F—7/c.

Hemos visto que, en las zonas sin cargas ni corrientes, las ecuaciones de Maxwell conducen a
las ecuaciones de ondas para los campos E y B. En las zonas en que existen cargas y corrientes,
es mejor buscar las ecuaciones para los potenciales. Tomemos primero el potencial magnético
ff, y reemplazamos en la ley de Faraday, obteniendo

— — 8 — = — 8 -,
E=—-—B E+—A) = 1
VA o = VA ( +6t ) =10 (9.15)
Deeducimos entonces que
. . o -
E=-Vd—-—A 1
\Y BT (9.16)

Tomamos ahora la ecuacién para el campo H, y obtenemos

V(V-A)-V2A - =0 02
. =T~ (Vo &+ o5 A). (9.17)

Tenemos entonces la siguiente ecuacion para el potencial A,

- 5 oo o 0
(V? —)A=—puJ+V(V-A+ Guaé). (9.18)

Se impone usualmente la llamada condicién de Lorentz, que establece que la cantidad entre
paréntesis en al lado derecho de la ecuacién anterior se anula idénticamente,

- .0
VoAt eus® =0, (9.19)

Con esto, es potencial ff, satisface la ecuacion de ondas clasica, con fuentes, que escribimos
anteriormente. Reemplazando en la ley de Gauss, se obtiene tambien la ecuacién de ondas
para el potencial ®. Hay que hacer notar que, como se dijo ya en magnetostatica, existe una
ambiguedad en la definicién del potencial /T, que permite imponer una condicién de 'gauge’
como la condicion de Lorentz.

82 Ed -

(V2—euﬁ)A = —ulJ (9.20)
62

(VQ—e,uﬁCD = —ple. (9.21)
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9.2 Flujo de Energia Electromagnética

Recordemos que anteriormente se definié las densidades de energia

]_—; — ]_—; —
-D-E & Uy = =B - H
2 2

Ue =

. Es posible hablar de energia electromagnética?: Es natural imaginar que la cantidad u es un
buen candidato a ’densidad de energia electromagnetica’,

1 = = = =
u=3(E-D+B-H). (9.22)

Para ver que esta cantidad tiene propiedades adecuadas, calculemos la variacion de u, con
respecto al tiempo,

0 1/0 = = = S

Reemplazando las ecuaciones de Maxwell, tenemos

8 ]. 8-» — — =2 — = - — — — 8—»
&u_§<&E-D+E-(V/\H— )—(V/\E)-H+B-§H>. (9.24)
ou 1(0E = - OH o 2 = - =
E_i(E'DJFB'E_V'(EAH)_J'E) (9.25)
Obtenemos entonces P L | .
=~ N (EANHY-ZT-E .
5= 55 2V( N H) 2J E, (9.26)
de donde se concluye que:
0 5> o o .
au—i—V-(E/\H):J-E. (9.27)

Esta ecuacién constituye el balance de energia electromagnética, pues relaciona la variacion
temporal de u con el flujo del vector de Poynting S = E A H, y con las fuentes de ésta energia
(el término J - E).

9.3 Ondas Planas Monocromaticas

La ecuacion de ondas tiene soluciones de la forma de ‘ondas que se desplazan sin cambiar de
forma’. Consideremos primero el caso unidimensional, para una funcién u(x,t),

0* 1 92

La solucion general de esta ecuacion es de la forma
u(z,t) = f(x —ct) + g(z + ct), (9.29)

en que f(x)y g(x) son funciones arbitrarias -por el momento- de z y ¢, y se relacionan con las
condiciones iniciales y de borde del problema.
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El caso tridimensional es mucho mas rico en soluciones, por lo cual sélo estudiaremos algunas
de las mds importantes. Si consideramos una onda que se mueve en la direccion de n, £ =7+ n

Viu — Z5at =0 (9.30)

QS(F’ t) = f(f - Ct) + g(f + Ct)’ (931)

llamadas 'ondas planas’, pues ((a t = cte.) el argumento permanece constante para todos los

puntos del plano £ = 7- n = cte. perpendicular a n. En el caso de los vectores de campo E, E,
las ondas planas son de la forma

E(7,t) = E,f(F- 7 + ct). (9.32)

Una onda plana sinusoidal, se escribe en la forma exponencial

— —

E(7,t) = E,eFr=s), (9.33)

en que ¢ = k-7 — wt es la fase’ de la onda. Si comparamos la fase ¢ con la forma anterior de
la onda plana, vemos que se debe satisfacer

ko7 —wt=k(h-7— %t), (9.34)

lo que implica las relaciones
e La frequencia angular w = 27 /T = 27v, en que T es el periodo y v la frecuencia.

e El vector de onda k = kn, es inversamente proporcional a la longitud de onda A = 27 /k.
e La velocidad (de fase) de la onda, vy = w/k = Av.

Se puede escribir, en forma equivalente, (£ = 7 - 7)

ko7 —wt=k(E—ct) = 2n(§ — ut) = etc. (9.35)

En forma alternativa a las exponenciales, se puede tratar todo integramente con funciones
reales, combinaciones de senos y cosenos. El tratamiento es completamente equivalente, pero
los célculos son, generalmente, bastante mas engorrosos, por lo cual nosotros preferiremos la
representacién compleja (llamada tambien representacién ’fasorial’). De esta forma, escribire-
mos los campos complejos

E(Ft) = BEeEre v B = B eihru), (9.36)

Veremos que los vectores E, B y k no son cualesquiera, sino que estan relacionados como
se observa en la figura; esto es, forman un trio ortogonal. En efecto; en un medio lineal (con

p=0,J=0)
Z B ihrwt) v B

V-B=0= ik Bye" —0=k-By=0 (9.37)
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V.E=0=ik-Be®™0 = 0= k. By = 0. (9.38)
VAE = ik A EyeiFmwn B

= wBy =k A E
_%g _ Zwéoez(k F—wt)

Por esta razon se dice que las ondas electromagnéticas son ’transversales’; esto es E y Bson L
a la direccién de propagacion (k)
— k . —

1
w v

ANE, (9.39)

La velocidad de propagaciéon v = 1/,/eq, reservamos ¢ = 1/,/€yfig para la velocidad de la
luz en el vacio. Definimos el indice de refraccién’, n, como el cuociente entre la velocidad de la
luz en el vacio y la velocidad de la luz en el medio material,

c [ en
= - =, — = ) 9.40
n » o \/ €/ €0 ( )

La tltima relacién se sigue del hecho que, para todos los materiales no ferromagnéticos se tiene
i po. Ademas, se tiene que n >= 1.

9.4 Leyes de Reflexién y Refraccién

Consideramos una onda plana, monocromatica, que incide sobre una superficie plana, que es
la interfaz entre dos medios dieléctricos. Esta onda se caracteriza por el vector de onda El
Llamamos ’plano de incidencia’ al plano generado por el vector El, y el vector normal a la
interfaz, n = k. De acuerdo a esta geometria, los vectores de campo se descomponen en la
forma siguiente:

E, = Eb%ikimon Y FO — EYcoshi — senb;k)
Ey, = E%itkmwn 3 FO — EY(cosbyi + senbyk) (9.41)
E; = Egei(E3'F_“t) EY = EY(cosbzi — senfzk)

Los vectores de onda, a su vez, estan dados por

- w ~

ki = —(isenb; + cosbik) (9.42)
U1

ky = Uﬂ(isenﬁg—cosﬁgiﬁ) (9.43)
1

by = g(5567193—1—00593/2:). (9.44)
Uy

Observamos tambien que
w w

kl = (E)nl & I{JQ = (C)n2
La condiciones de borde, en z =0 (V(z,y)) son:

By, = By, Ey = Ey(%)
(9.45)
Hlt:HQt Dln:D2n-
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Usamos ahora estas condiciones para obtener relaciones entre las amplitudes y las fases de las
ondas incidente, reflejada y transmitida. Partimos usando la ecuacién (*), la cual, cuando se
escribe para z = 0 nos da

(*) E?COSQl ez(kla:senﬂl—wt) + Egﬂcosegez(klxsenﬂg—wt) — Egcoseb)ez(hxsenﬂg—wt)

La igualdad anterior sélo puede ser satisfecha, para todo valor de z (y de y), si se tiene las
igualdades
kisenty = kisenfy = kssenbs, (9.46)

es decir,
01 - 02, (947)

que se conoce como 'Ley de Reflexion’, y
nisenby = nysenbs, (9.48)

conocida como 'Ley de Snell’ de la refraccion. Estas dos relaciones, junto con el hecho que
una onda viaja en linea recta en un medio homogéneo, constituyen el fundamento de la 6ptica
geométrica. Tenemos, ademas la relaciéon entre las amplitudes

Elcost + EJcosh, = Ecoshs (9.49)
Si imponemos ahora Dy, = Ds,, obtenemos:
—e1senbied + ey senf By = —egsenfs By (9.50)

Notemos que las otras dos condiciones de borde no aportan, en este caso ninguna informacion
adicional. La solucion de estas ecuaciones da

E_g B 2¢, senf; cosb, (9.51)
EY  eysenflzcost + e senfcoshs’ ‘
EY _ e1senb;costly — exsenflzcost (9.52)

EY  eysenBycost + e senbcosls

Estas relaciones se conocen como ’'ecuaciones de Fresnel’, y expresan las relaciones entre las
amplitudes de los campos eléctricos de las ondas incidente, reflejada y transmitida.

9.5 Ondas Planas en Medios Conductores

Consideramos brevemente el problema de propagacién de una onda en un medio conductor
homogéneo. Las ecuaciones de Maxwell,

— — B’ — —

V/\E:—a— V.-B=0,
ot

VANH =]+ — \Y =p
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— —

deben usarse en conjunto con las relaciones 'constitutivas’, de un conductor J = gE, D = eE,
y B = pH.

Tomemos una onda monocromatica, de la forma E = E(r)ei“t, etc. Entonces la parte
espacial de la onda satisface las relaciones

—

VAB = u(g+iwe)E
VAE = —iwB

Una onda que se mueve en la direccién z, satisface

VANVAE)=-V*E+V(V-E)=—gpi— — €ji——-, (9.53)
ot ot?
que se reduce a la expresion mas simple (tomando E = F(z)i)
d? 5 .
@E + (wep + iwgu)E = 0. (9.54)
Podemos escribir entonces
E = @) con v = wlep + iwgl. (9.55)
c [ = )+ (g
v =1le
tgd = wgp/(Winp) = g/(we)
Tambien se puede separar las partes real e imaginaria de -,
v = a+if (9.56)
1 1 q
= —+ —/1 — 2) 9.57
o = wya(5E 51+ () (9.57)
B = wgn/2a. (9.58)

De esta manera, F se puede escribir como una onda sinusoidal, que viaja y se atenia exponen-
cialmente en la direccion z,
E = Eye'@t-a®)e=hz (9.59)

A frecuencias bajas, w << g, se puede aproximar la fase a 7/2, pues
tgd — +00 = 3§ — 7/2; (9.60)

lo cual significa que v es imaginario puro. La parte imaginaria es entonces

B Jwgn/2 = % (9.61)

La cantidad d se llama ’espesor de piel’. Para v = 10'°H z, por ejemplo, se tiene d = 107 (cm).
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9.6 Radiacion de Una Antena Corta

Consideremos una antena tipo dipolo, en que la corriente que circula por la antena es

. dg Iy
-0 _ .62
i " = q(t) senwt (9.62)

El campo eléctrico es el de un dipolo eléctrico oscilante, en que el momento dipolar es

Iyt
p(t) = ¢l = (<5 senwt. (9.63)
w
El potencial retatardado ® es
. p(t")cosb
O(r,t) = ———— 9.64
(1) = 5o, (9.64

en que el dipolo se evalia en el instante retardado t' =t — r/c. Los campos distantes r >> /¢
son (w =ck ).

~ k senf -

E ~ —/I — .
eOCé 0 sen(kr — wt)0 (9.65)

i o~ (k)2 senir — wh)d, (9.66)

Es fundamental observar que estos campos tienden a cero mas lentamente que el campo de una
carga puntual ¢, y consituyen los campos de radiacién. Como consequencia de esto, el flujo de
energia que escapa de una esfera de radio arbitrario es siempre finita. El (promedio temporal
del) vector de Poynting nos da

k2(01)? 56712072

2¢ec 72

<S>=<EANH>= (9.67)
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Capitulo 10

Repaso de Calculo Vectorial

Este es un repaso de los elementos matematicos minimos necesarios para el curso de Electro-
magnetismo.

10.1 Vectores

En matematicas, los vectores se definen como ciertos entes abstractos, que satisfacen un con-
junto de propiedades.

Llamemos V' a un conjunto de entidades (vectores), que denotaremos como @, g, c, ete., y C
a un cuerpo (en el sentido matemético), cuyos elementos llamaremos escalares (con elementos
a, 3, etc).

a) Se ha definido la operacién de suma de vectores, es decir, para cualquier par de vectores,
el resultado de la operacion @ + b = ¢, en que € es un vector.

b) Se define el producto por un escalar, es decir, para cualquier @ que pertenece a V, la
cantidad ad tambien pertenece a V.

Al par de conjuntos (V/, C) serd un espacio vectorial si se cumplen las siguientes propiedades:

=

i) Conmutatividad: @ +b=b+a
ii) Asociatividad: (@+b) +¢&=a+ (b + @)

=

iii) Distributividad: (@ + b) = ad + ab
iv) Elemento neutro: @ +0=0+d =a
v) Elemento inverso: @+ (—@) = 0

Es claro que la definicién dada anteriormente es sumamente general.En la mayoria de las
aplicaciones en fisica, en cambio no encontramos con una definicién de vectores que es algo mas
restringida, por motivos que seran claros en lo que sigue. En efecto, para nuestros propositos,
el espacio vectorial estara constituido por elementos que tienen una representacion geométrica
en el espacio tridimensional, y que, desde luego, representan cantidades fisicas medibles, como
vetores de posicién, velocidades, fuerzas, campos elé¢tricos y magnéticos, etc. Por este motivo,

117
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y para establecer la conexion con las definiciones anteriores, nuestro espacio vectorial sera el
espacio tridimensional R3, en conjunto con el cuerpo de los niimeros reales R.

El espacio tridimensional R3, entonces, es un espacio vectorial bajo los niimeros reales,
que tiene, ademds una propiedad fundamental: tiene una mfrica; es decir, a los vectores del
espacio tridimensional (en adelante, simplemente, del espacio) se les puede asignar una longitud:
El espacio fisico es un espacio tridimensional con métrica. Esta métrica es, simplemente,
la conocida métrica euclideana, lo cual significa, simplemente, que la longitud de un vector
corresponde a nuestra nocion elemental de longitud.

10.2 Coordenadas Cartesianas

Hemos dicho que el espacio fisico es tridimensional. Esto significa que toda base del espacio debe
tener exactamente 3 vectores linealmente independientes. Lo mds usual, en fisica, es escoger
estos tres vectores de una manera especial: se toman tres vectores mutuamente perpendiculares,
de longitud 1. Esta eleccion garantiza que los vectores elegidos son linealmente independientes,
y que las componentes de los vectores tienen una interpretacién geométrica que es simple (es
decir, de acuerdo con nuestra intuicién). En efecto, todo vector @ del espacio fisico, puede
escribirse en la forma:

a=a,T+ a,y + a2,

en que los niumeros reales (a,, a,, a,) son las componentes cartesianas del vector @, y los vectores
unitarios z, ¢, Z forman una base de vectores unitarios. Es costumbre tambien asignar un orden
a los vectores unitarios (el que se ha dado ya). Ocasionalmente, cuando ya se ha establecido
una base, basta entonces dar las componentes del vector respecto a dicha base, por lo que se
puede entonces escribir:

a=(az,ay,a,).

De esta manera, la suma de vectores se puede evaluar facilmente usando la representacion
de los vectores en sus componentes cartesiamas, es decir,

=+ b= (a,® + ayf + a,2) + (b + byG + by2) = (ag + by)2 + (ay + by)ij + (a, +b,)2.

Esto significa, naturalmente, que las componentes del vector ¢ son

C; = Qg+ by
cy = ay+0b,
c, = a,+Db,

Desde el punto de vista geométrico, esto corresponde que la suma de vectores satisface la
llamada regla del paralelgramo.
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10.3 Producto Escalar de Vectores

El producto escalar de vectores se puede definir de dos maneras equivalentes, una manera alge-
braica, y otra geométrica. Comenzaremos con la manera geométrica, que tiene un significado
intuitivo.

Tomemos dos vectores @ y l;, y llamemos « al Angulo que ellos forman. Entonces, el producto
escalar entre dichos vectores es:

a@-b=|albcos(a),

en que |d| y |I;\ corresponden a las longitudes de los vectores @ y b, respectivamente. Natural-
mente, debe cumplirse que

Si usamos la representacién cartesiana, se tiene que:
12 2 2 2
‘CL| = Gy + ay +az7

es decir, se satisface el teorema de Pitagoras, conocido de nuestros estudios de geometfa elemen-
tal. Indudablemente, la definicion del producto escalar de vectores puede usarse para definir el
angulo entre dos vectores,

S
S

cos(a) = :

al[b]
De acuerdo a la definicién dada, es facil ver que el producto escalar de dos vectores puede
tambien definirse usando las componentes cartesianas de los vectores,

L

q-b= agby + ayb, + ab,.

10.4 Producto Vectorial

Se acostumbra definir tambien una segunda clase de producto entre vectores, cuyo resultado es
esta vez un vector. Partiremos con la definicién geométrica primero, llamemos ¢ = @ A b. El
producto ¢ es tal que:

i) Es perpendicular al plano generado por los vectores @ y b. La direccién es la dada por la
regla de la mano derecha.

ii) | = |@||b|seno(a), en que « es el 4ngulo que forman los vectores @ y b.

Como los vectores unitarios z,y y zZ forman un trio ortonormal derecho, se tiene:

=
Ny
Il
NS
N>
Il
N>
=
Il

A A A
A\ A\ A

=>
=>
Il
[eTIIRN3
Ny
Ny
Il
ol =
N>
N>
Il
[T

De esta manera, podemos escribir el producto entre dos vectores cualquiera en la forma
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donde
ANT =a,Yy\NT+a,z\NT = —ayz+ a,y
ANY=a;TANY+aZNY = a2 — a,%
ANEZ=0a,ZNE+a, N2 = —a,+ a,t
Juntando todo, tenemos:

Cx = ayb, —a,b,

¢y = aby — agb,

c, = azby — ayb,

De acuerdo a las reglas de célculo de determinantes, es posible reescribir los resultados
anteriores en la forma

A T
C=|a, ay, a,
by b, b,

Hay algunas combinaciones de productos que son interesantes, y que aparecen con alguna
frecuencia en los cdlculos, como por ejemplo el llamado triple producto escalar (como ejercicio,
demostrar la igualdad que sigue)

D=ad-(bAd)=—b-(@Ac).
Finalmente, el triple producto vectorial aparece tambien con frecuencia demostrar la igual-
dad que sigue)

D=aA(bAd) = (G Ab—(d-b)e

Para finalizar, indiquemos que la diferencia entre el punto de vista matemético y fisico
respecto a los vectores consiste en que, en fisica usamos una definicién algo més restringida,
pues los vectores que se consideran tienen una medida (euclidea). Para los vectores del espacio,
entonces, existe siempre una cantidad que es invariante bajo rotaciones, que es la longitud del
vector. Tambien, y muy importante, las ecuaciones fisicas que escribimos son invariantes bajo
este grupo de rotaciones; dicho en otras palabras, una igualdad entre vectores es indpendiente
del sistema de coordenadas utilizadas.

10.5 Otros Sistemas de Coordenadas

Junto a las coordenadas cartesianas, es de gran importancia poder utilizar coordenadas que
sean las mas adecuadas para el problema que se desea estudiar. La conveniencia de un tipo de
coordenadas sobre otro viene dictada, naturalmente, por la geometria del problema.
Consideramos que nuestro sistema de coordenadas fundamental son las coordenadas carte-
sianas, por lo cual, cualquier otro sistema lo definiremos por sus relaciones con éste. Existen
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varios sistemas que son convenientes para distintas aplicaciones, siendo los sistemas esféricos y
cilindricos los méas utilizados por nosotros (hay muchos otros, que no mencionaremos)

10.5.1 Coordenadas Cilindricas

Se definen mediante las ecuaciones

r = rcos(o)
= rsen(¢)
z = z

Las relaciones inversas son

r = Va?+ 22
tg(¢) = y/=

z = Z

El significado geométrico de estas coordenadas es simple, las superficies de radio constante,

r= \ﬂxQ +2?) son cilindros cuyo eje coincide con el eje z; las superficies de 4ngulo ¢ constante,
son planos que cortan el eje z; y las superficies de z constante son planos perpendiculares al
eje z (paralelos al plano zy).
La distancia entre dos puntos muy proximos en el espacio, dl, se puede calcular a partir de
la definicién
di* = da?® + dy? + d2?,

en que
de = a—xdr + g_¢>d¢ + 8—dz = cos(¢)dr — rsen(d)de
dy = 6yd 6¢>d¢ + 8y dz = sen(p)dr + rcos(¢)de
dz = dz

De esta manera, se obtiene
A’ = dr® + r’d¢” + d2°

Geométricamente, esto significa que, dos puntos separados radialmente por una diferencia de
coordenadas dr estan a una distancia dr; si las coordenadas difieren sélo en un angulo d¢, la
distancia es rd¢; mientras que si las coordenadas difieren sélo en dz la distancia entre ellos es
dz.

De acuerdo a lo anterior, el elemento de volumen, en coordenadas cilindricas se puede
calcular como

d*r = (dr)(rd¢)(dz) = rdrdédz.

Respecto al elemento escalar de drea sobre un manto cilindrico de radio R, éste se calcula
multiplicando las longitudes de los desplazamientos sobre la superficie correspondiente, es decir

dSp = Rd¢dz,
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mientras que el elemento de area sobre un plano z = cte, sera

dS, = rdrde.

10.5.2 Coordenadas Esféricas

Las coordenadas esféricas se definen de acuerdo a las siguientes relaciones

Las relacones inversas son:

ro= a2+ y?+ 22
Y
tg(o) = =

cos(f) = c ©

Vg +2 7

Geométricamente, los dngulos (6, ¢) de las coordenadas esféricas corresponden casi exacta-
mente a las coordenadas de latitud y longitud definidas sobre la superficie de la Tierra.

El elemento de longitud se puede calcular de la misma manera que se hizo para el caso de
las coordenadas cilindricas,

ox ox ox
dr = Edr + —d0 + —¢d¢
= sen(ﬁ)cos(qﬁ)dr + rcos(0)cos(¢p)dh) — rsen(f)sen(p)ded
_ Oy, Oy, Oy
dy = 5ydr+ 550+ 5o
= sen(G)sen(¢)dr + rcos(f)sen(¢)df + rsen(f)cos(¢)de
0z 0z
dz — Edr + —d0 + a—¢d¢

= cos(@)dr — rsen(6)df
De esta manera, el elemento de longitud se expresa como

di* = dr® + r*df® + (rsen(0))*d¢®

Con esto, el elemento de volumen se puede expresar como

d*r = r?drsen(0)d0de.

El elemento de drea (escalar), sobre una superficie de esférica de radio R sera entonces

dSg = r’sen(0)dfdg.
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10.6 Campos Escalares y Vectoriales

Un campo escalar corresponde a una magnitud fisica que requiere sélo de un nimero para
su caracterizacion. Esto puede corresponder, por ejemplo, a la distribucion de temperaturas
dentro de un cuerpo, a las presiones dentro de un fluido, o a un potencial electrostatico. Un
campo vectorial, en cambio, corresponde a una magnitud fisica que requiere de varios niimeros
para su descripccién, como puede ser un campo de fuerzas gravitacionales o eléctricas.

Matematicamente, un campo escalar es una funcién ®(7), escalar, cuyo valor depende del
punto del espacio en que se considere, y que escribimos en la forma

®=d(F) = P(x,y, 2),

en que 7 es un vector que representa la posicién del un punto de observacion en el espacio, de
coordenadas (cartesianas) (z,y, 2).

Recordamos la nocién de superficie equipotencial, de valor ®,3, que corresponde al lugar
geométrico de los puntos que tienen igual potencial,

B(7) = .

Un ejemplo conocido, y por lo tanto intuitivo, es el de las curvas de nivel en cartografia,
que se usa para poder representar la topografia de una regién en un mapa bidimensional. En
este caso, el campo escalar que corresponde es el campo de alturas H(z,y), de una regién de
la superficie de la tierra, en funcién de la posicién de puntos sobre un plano (proyeccién). Se
trata, evidentemente de un campo escalar en el espacio bidimensional, la altura de un punto
estd dada por z = H(x,y).

10.6.1 Gradiente

Consideremos un campo escalar, ®(z,y, z), y tomemos dos puntos vecinos, de coordenadas

7= (x,y,2) y 7 = F+dr = ((x + dz),(y + dy), (z + dz)). Calculemos la variacién que
experimenta el campo entre estos dos puntos vecinos

A = &7+ dr) — () = g—ida: + g—jdy + g—(fdz

Indudablemente, d® es un escalar, ya que es la diferencia entre dos escalares, y puede
escribirse en la forma:

dd(7) = VO(F) - dF,

en que hemos definido el operador diferencial V, cuya accién sobre un campo escalar esta dada

por
= 0d. 00, 09
V(I)(T) = %1‘ + a—y + Ez

Como hemos dicho, d® es un escalar, y dr es un vector, por lo tanto, la cantidad §CI>(F)
debe ser un vector, pues s6lamente el producto de un vector por otro vector puede ser escalar.
El gradiente tiene algunas propiedades interesantes; en primer lugar, se puede demostrar que
el gradiente de una funcion escalar en un punto dado, 77, 6@(770), es perpendicular a la superficie
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equipotencial que pasa por dicho punto. En efecto, cuando consideramos desplazamientos sobre
la superficie equipotencial, se tiene d® = 0, por lo tanto

dd = Vo (F) - dF = 0,

por lo tanto, como dr es paralelo a la superficie, se concluye que §CI>(F) es perpendicular a ella.

10.6.2 El Gradiente en Coordenadas Ciliindricas y Esftricas

Podemos extender facilmente la operacion de gradiente a otros sistemas de coordenadas. En
efecto, tomaremos como idea central que la variacién que experimenta un campo escalar es
tambien escalar,

Coordenadas Ciliindricas

La expresion anterior para d® es escalar e invariante, esto significa que, si expresamos los
vectores dr' y V® en coordenadas cilindricas, tendremos

L or or  or
dr = Ed +a—¢+a—dz—drr+rd¢¢+dzz
en que se ha definido
= cos(d)T + sen(¢)y,
¢ = —sen(¢)i + cos()i

Con esto, se tiene

=

dd = VO(7) - dif = dr(V®), + rdp(V®)y + dz(VD),.

Esto se debe comparar con
8<I> 0P 8CI>

d = — il =
d dr 3 do + dz

con lo que se obtiene,

0P -

el d),

e (Vo)

0P -

0d 5

el P),

P (Vo)

Finalmente,
ﬁé(r,dgz):aq)A 109 - 8<I>Z

6d)¢
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Coordenadas Esféricas
El caso esférico se trata de la misma manera, considerando
7 = rsen(f)cos(¢p)x + rsen(0)sen(p)y + rcos(f)z.
Se puede ver facilmente entonces que
A7 = dri + rdff + rsen(0)doo,
en que los vectores unitarios son

i sen(f)cos(@)x + sen(f)cos(¢)y + cos(6)z
6 = cos(0)cos(p)z + cos(B)cos(p)y — sen(6)z

~

¢ = —sen(p)z + cos(9)y

=>

Si se completa, para las coordenadas esféricas, el procedimiento utilizado para las coorde-
nadas ciliindricas, se puede llegar al resultado siguiente

§ 0 10% . 1 0,
V<I>(r, 9, d)) = ET + ;%0 + 7’[‘8671(9) 6_¢¢

10.7 Integracion y Operadores Vectoriales

Como se verd, existe una relacién bastante estrecha entre ciertas integrales y algunos operadores
diferenciales que se definen a partir del operador gradiente. No tendremos tiempo de tratar
esto en detalle, de manera que nos limitaremos a entregar sus definiciones mas conocidas (que
no son particularmente interesantes, como se verd).

Comenzaremos discutiendo brevemente algunas ideas de integracién. No discutiremos aqui
acerca de las técnicas de integracion, sino sélo conceptos. Los ejemplos que se desarrollen en
clase de Catedra y ejercicios servirdn como recordatorio practico.

10.7.1 Integral de Linea: Circulacién

Nos interesa considerar aqui la integral de linea que se define en mecdnica en conexién con la
idea de trabajo. Matemdticamente, se tiene un campo vectorial F', y se considera la cantidad

Wy = /F A7) - dr,
a—b

en que se recorre una trayectoria I', desde un punto a hasta un punto b.

En general, si se desea evaluar una integral de este tipo en forma directa, se procede a
parametrizar la curva, lo que significa que se escribe una expresién (o expresiones) para describir
la forma de la curva, en la forma

7= 7(u),

— —,

en que u es un parametro tal que 7, = 7(uq), y 7™ = 7(up), con lo cual la integral se convierte
en una integral unidimensional usual,
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Wass :/ ﬁ(F)-sz/ubﬁ(F(u))-%(wdu.

Tu_p Uq u

En muchas ocasiones, como veremos en el curso, es importante considerar una integral de
linea sobre una trayectoria cerrada,

ﬁﬁ(f) A7,

Como se sabe, los campos para los cuales toda integral sobre una curva cerrada se anula son
llamados conservativos, y presentan muchas propiedades interesantes.

10.7.2 Integral de Superficie: Flujo

Se considera un campo vectorial ﬁ(F), y se define el flujo del campo, a través de una superficie
S como la integral:

w(s) = [ F# - dS,

en que dS es el elemento vectorial de superficie, que es un vector perpendicular a la superficie,
cuya magnitud es el elemento de area. Si la superficie es cerrada, la convencién usual es que
el elemento dS apunta hacia afuera del volumen encerrado por la superficie. Evidentemente, el
flujo es un escalar.

10.7.3 Divergencia

La divergencia de un campo vectorial F(F) se puede definir como el limite siguiente:

— 1 — —
divF =1 — F-d
(2 ZmAV—)OAV NS S,

en que AV es un pequeno elemento de volumen en torno a un punto, encerrado por la superficie
AS.

Evidentemente, la divergencia del campo F es un campo escalar, definido en el centro de
la region de integracion. La definiciaén anterior tiene la virtud de ser independiete de las
coordenadas elegidas.

Se puede demostrar que, en coordenadas cartesianas se tiene:

oF, OF, OF,

divF =V . F =
i \Y% 8x+8y+3z’

mientras que en coordenadas esféricas es:

1 0 1 0F,

rsen(6) %(S6H(G)Fg) * rsen(f) 0¢

. - - 190
divF =V -F = ——(r’F,
iv Y r28r(r ) +
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10.7.4 Teorema de la Divergencia

Este es un teorema muy importante, debido a Gauss, que establece que, bajo condiciones
matemdaticamente razonables (diferenciabilidad),

/6--ﬁd3r:75 F.ds,
1% ov

en que V es un volumen del espacio (tridimensional), y dV es la superficie que limita a di-
cho volumen. De acuerdo a la definicion que se di6 de divergencia, este resultado no resulta
demasiado sorprendente.

10.7.5 El Rotor

Se puede definir el rotor de un campo vectorial en una forma similar a la definicién de diver-
gencia,

— ]_ — —
tF =1i - dS A F.
e THAVSOAY fas

Usando esta definicién, se puede ver que, en coordenadas cartesianas, se obtiene:

- OF, OF,
7, = £=_ %
(rotF)s CE
= oF, OF,
(rotF), = 5, " o
~ oF, OF.
F, = Ly _ %=
(rotF). oz oy

10.7.6 Teorema de Stokes

Este teorema establece una relacion entre ina intgral de linea y una de superficie,
fﬁ-df’:/%\ﬁ-ds“,
c S

en que S es una superficie abierta, y C' es la cueva cerrada que limita a dicha superficie.
La direccion de recorrido de la curva C' determina la orientacién del vector dg, normal a la
superficie.

Nuevamente, dada la definicion que se ha dado del operador rotor, este teorema resulta una
consecuencia bastante natural.

Dado que todas las operaciones definidas se pueden expresar en términos del operador
gradiente, en adelante usaremos esa notacién en forma exclusiva, es decir,

divF =V - F
rotF =V AF
Otra igualdad importante se relaciona con la integral de linea del gradiente de un campo

escalar,

/abﬁq)(f) dF = /abd@ — () — ¥(a).
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10.7.7 Otras Propiedades del Gradiente

Es importante recalcar que los operadores gradiente, divergencia y rotor, son operadores difer-
enciales lineales, lo que tiene importantes consecuencias para las operaciones que se realiza con
ellos.

La siguiente es una lista de propiedades importantes, deducibles todas a partir de calculos
directos, aunque laboriosos en algunos casos.

V-V® = Vo
V-VAF =0
VAVE = 0
VANNVAFE) = V(V-F)-V*F
v (D0) (VO)U + VI
V(F-G) (F-VYG+FANAG) +(G-V)YE+GA(VAF)
V- (DF) (V®)-F+ &V - F
V- (FAG) (VAF)-G—(VAG)-F
V A (®F) (VO)AF +®VAF
VA(FAG) = (V-GF - (V-F)G+(G-V)G— (F-V)G



Capitulo 11

Ejercicios y Controles Resueltos

11.1 Ejercicio No. 1
24 de Marzo de 1999

11.1.1 Problema # 1

Se tiene un cono, de altura h y radio basal R. Se define un sistema de coordenadas cartesianas,
cuyo origen coincide con el apex del cono, y el eje z coincide con el eje del cono, como se muestra
en la figura.

a) Determine, por integracién directa, el volumen del cono.

b) Determine el elemento de drea vectorial ds (magnitud y direccion), y el drea del manto
del cono.

11.1.2 Solucion Problema 1.

a) El volumen del cono se calcula més facilmente en coordenadas cilindricas, con ry = ztg(«),

h h 0 2
v :/ dz/ dxdy:/ dz/ / drrdo.
0 x4y’ <=r2 0 0o Jo

Con esto, se puede integrar primero el angulo ¢,

h ro h
V= / dz/ 2rrdr = 7r/ rédz,
0 0 0

h3
E:

reemplazando rg,

h
V = 7tg*(a) / 2dz = ntg*(a)
0

que se puede expresar como
R?h
=
3

129
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Figura 11.1:

b) El elemento de drea se puede calcular como el producto vectorial de los desplazamientos
independientes sobre la superficie, con angulo azimutal = «,

dS = [rsen(a)ddd] A [dri).

Se obtiene . )
dS = rsen(a)drde0,

~

donde 6 = sen(a)k + cos(a)(cos(¢)i + sen(a)]). Ahora podemos calcular el drea A del

manto como la integral
d 2m d2
A= /dS = / rsen(a)dr do = ﬂsen(a)g = 1 Rh.
0

0
Aqui hemos utilizado d = h/cos(a), y R = htg(a).

11.1.3 Problema # 2

Un plano, que coincide con el plano zy, tiene carga distribuida superficialmente, con densidad

(8%
d2+x2+y2]3/2’

o(x,y) =—
en que « es una constante positiva.
a) Determine la carga total contenida en el plano

b) Encuentre el campo eléctrico que la distribucién anterior produce en un punto de coor-
denadas (0,0, d)
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11.1.4 Solucion Problema 2.

a) Se pide determinar la carga total del plano,
o [0 [ dxdy
Q= /U(%?J)dﬂiy = _%/Oo /Oo [d? + 22 + 232

Para evaluar esta integral usamos coordenadas polares planas (r, ¢), entonces

a [ rdr 2m o0 rdr

2 r2 + d? 2+ 4232
Notamos de inmediato que el integrando se puede escribir como:
r d 1

[r2 + d2]3/2 T dr [r2 + d2]1/2’

con esto, la integral es inmediata,

00 rdr B 1 > 1
_/0 2+ d232 [w + dQ]WL 4
Entonces, la carga total es
o«
Q=2

b) El campo eléctrico en la posicién 0,0, d) se puede escribir como:

B 1 /OO/OOa(x’,y’)(zl%—:c’i—})d:c’dy’

= ’

donde 7= dk, v 7 = z'i +v'j. Reemplazando todo esto en la expresién de E, y usando
coordenadas polares planas tenemos

1 oo 20 o(dk — reos(@)i — rsen(¢)])ddrdg
47eg /0 /0 2m(r? + d?)3 '

Es inmediato ver que las integrales angulares se anulan, [ sen(¢)d¢ = [i™ cos(¢)dd = 0,
mientras que fUQ’r d¢ = 27, con lo cual se tiene

Fo-

- adk o~ rdr
B= / ,
o [r?+d?3

en que el integrando es una derivada exacta, pues

4dmeq

di(ﬁ b)) = (4 ),
T

por lo tanto,
r 1d 1

Ty dF  ddr T

entonces
1 1 1

/OO _rdr_ _ Bl S S
0 [r2 +d2]3 Y [r2 +d2]2 0 7 yqt
finalmente, el campo eléctrico es

o ~

E=—-—
167egd?
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11.2 Ejercicio No. 2
7 de Abril de 1999

11.2.1 Problema 1

Se tiene una varilla de largo 2[, con carga total () distribuida uniformemente, dispuesta a lo
largo del eje Z de las coordenadas escogidas, y cuyo punto medio coincide con el origen de
coordenadas.

a) Determine el potencial electrostatico V' (z), para puntos de observacién ubicados a lo largo
del eje Z.

b) Determine tambien la componente del campo eléctrico a lo largo del eje Z, E,(z).

carga Q

e

Figura 11.2:

11.2.2 Solucién Problema 1.
a) Usamos integracion directa para calcular el potencial V(z),

1 dq
CAmey ) |[F— 7

V(z)

)

en que dg¢’ = \dZ', con A =Q/(21), ¥ = zk, v 7 = 2'k. Tenemos entonces,

1 Qe d
dmeg 20 =1 |z — 2|

V()

Consideremos primero el caso en que z > [, entonces |z — 2’| = z — 2, por lo tanto

I Iy
z) = =
dreg 21 Jor=—1 (2 — 2')’

la integracion es inmediata, y da

Q

8megl

Q ln(z—i-l

Vi(z) = — [In(z — Z’)]lfz = _87T€0l[ln(z — 1) —ln(z+1)] = 8megl  Cz — l)‘
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Notamos que, si z < —I, V(z) es simétrico, entonces podemos escribir, para |z| > [,

Q , lz[+1
= l
V(@) 8meol g 2| =1

).

Para |z| <1 ( =l < z <) tenemos

Q (7=t dY Q .. z=0 (7 LodY
Vi) = | =~ lim | [ / .
(=) 8megl Ja=—1 |z — 2|  8megl o0 [J 22 * w46 2 — 2

Las integraciones son elementales, y dan el resultado:

V(z) = Sgol lim [~ [In(z — )] + [In(z' = 2)). | = %Gol lim | —20n(8) + In(1* — %)) .

Este resultado es obviamente divergente, para 6 — 0, sin embargo el campo eléctrico se
puede calcular, como se vera en la parte (b).

Para calcular el campo eléctrico en el eje basta derivar las expresiones obtenidas anteri-
ormente, F, = —dV/dz. Considerando en primer lugar el caso |z| > [ tenemos

Q d, |2+ Q 1 1 ,
B=——2% S . .
8meg dz n 2| — l) 8meo ||2| +1 |2 =1 signo()

Reordenando un poco, se puede escribir, para |z| > [,

B — Qsigno(z)
© dmeg(22 — 12)°

Para |z| < [ usamos la expresion anterior, tomando la derivada antes del limite, con lo
cual el término —2In(d) no contribuye. El resultado es entonces,

Qz

“ dregl(z2 — 12)

11.2.3 Problema 2

Se tiene un conductor esférico, de radio a, rodeado por una distribucién de carga uniforme,
concéntrica, de radio b y densidad p(7) = py.

a)

b)

Si el conductor tiene carga total (), determine el campo eléctrico y el potencial elec-
trostatico en todo el espacio.

Si el conductor se encuentra a potencial cero (a tierra), encuentre el campo eléctrico y el
potencial electrostatico en todo el espacio.
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g

7

(AN REAAEAIY
mﬂ%
Q

Figura 11.3:

11.2.4 Solucion Problema 2.

a) Usaremos el Teorema de Gauss para reseolver este problema. Notamos que el problema
tiene simetria esférica, con lo cual el campo tiene la forma E(7) = E(r)7, en que r es la
distancia del centro de la esfera al punto de observacion, y 7 es el vector unitario radial.

Tomamos una superficie gaussiana esférica de radio 7, concéntrica con las esferas del
problema, y tenemos
Q(S)
3

€o

%E -dS = 4nr®E(r) =
con lo cual tenemos

i) Como la carga encerrada es 0 para r < a, E = 0 en dicha region.

ii) En la regiéon a < r < b la carga encerrada es

Q(S) = Qo + /0 4 ()2 p(r')dr' = Qo + dmpo(r® — a®) /3,
por lo tanto, el campo eléctrico es

_ Qo +4mpy(r® —a’)/3 _ Qo — 4mpoa’/3 4 v
N Ameyr? N 4meqr? 3eg

E(r)

iii) Finalmente, para r > b, la carga encerrada es Q(S) = Qo + 4mpo(b* — a®)/3, con lo
cual obtenemos el campo

Qo+ 4mpe(b* —a’)/3
N Ameyr? '

E(r)

Para obtener el potencial, basta integrar el campo eléctrico. Haremos esto partiendo
desde la region exterior, r > b,

i) Claramente, se tiene,
Qo+ 4mpe(b* —a’)/3
N dmegr

V(r)

Y
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i)

iii)

suponiendo que V' (c0) = 0 (lo que anula la constante de integracién). Notemos que
el potencial en r = b™ es (usaremos esto més adelante)

Qo +4mp(b* —a)/3
N 4megh ’

V(bh)

En la regiéon a < r < b tenemos

Qo —4mpea’ /3 por?
N dmegr 1)

V(r) + 1.

Para evaluar ¢; usamos la condicion de continuidad del potencial en r = b, es decir,
se debe tener V(r =b~) = V(r = b"), que nos da la relacién

Qo — 4mpoa®/3  pob? b= Qo + 4mpo(b® —a’) /3
4menb 6¢g L 4menb '

Con esto, la constante ¢; queda determinada,

pob?
i = —.
! 260

Finalmente, veamos lo que pasa para en r = a, el potencial en la superficie del
conductor,

_ Qo —A4mpa’/3  poa’

Qo —Ampea® /3 poa*  pob® Qo po(b® —a?)
= ~8= 4 + .
4dmega 6€g

4mega 6eg 260 ATmega 2€

V(a)

&1
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11.3 Ejercicio No. 3
28 de Abril de 1999

11.3.1 Problema 1

Se tiene un condensador plano, con placas de area A, separadas por la distancia d. Entre las
placas del condensador se coloca un material dieléctrico lineal e is6tropo, pero no homogéneo,
con una 'constante’ dieléctrica que depende de la posicién, en la forma e(x) = €0e®/®, en que
a es una constante, €, es la permitividad dieléctrica del vacio y = es la distancia respecto a la
placa inferior (ver figura). Suponga que la diferencia de potencial entre las placas es Vj.

a) Determine los campos E, 5, y las cargas de polaricacion.

b) Determine tambien la capacidad del condensador y el potencial electrostatico V' (z).

—
\6 — € (X) d
]

Figura 11.4:

11.3.2 Solucion Problema 1

Las ecuaciones de campo son V - D=0 y VA E = 0. La simetria del problema nos dice
que podemos suponer que los campos depende solo de la coordenada z, medida respecto a la
placa inferior de la figura, D = D(z)i, E = E(z)i. Con esto, se cumple automaticamente que
V A E = 0, mientras que la ecuacién V - D = 0 implica dD/dx = 0, es decir, D = cte.. Con

esto, tenemos

E(z) = % = ge—x/a,

por lo tanto podemos determinar el potencial V' (z), resolviendo la ecuacién

av. D .,
dZU €0 ’
que tiene la solucién
D
V(z) = 2= emala 4 cte.,
€o

en que la contante se determina imponiendo V(z = 0) = 0, lo que nos da
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Finalmente,
aD
€o

V(z) = —(e /- 1).

El vector de polarizacién es P = P(x)i, que se obtiene de la definicién, P =D — ¢E, por
lo tanto, las cargas de polarizacion son:

eop(r=d =Plx=d)-i=D— Bz =d) = 2.

o op(z=0)=P(z=0)-—(i) = 0.

—

. P(z) = ¢V - E(z) = Re7/o,

a

<

o pp(r) =—

La capacidad se determina facilmente de los resultados anteriores, pues la carga en la placa
superior es 0 = Dcot(—1) = —D = /A, entoces

. coAVp
@= a(l —e-d/a)’
y la capacidad es
. 6[]14
‘= a(l —e-d/a)’

11.3.3 Problema 2

Se tienen dos condensadores, con capacidades ¢; v ¢3. El condensador ¢; se encuentra cargado
con carga (Q, y el otro se encuentra descargado. Se conecta ambos condensadores en paralelo.

a) Determine las cargas finales en ambos condensadores.

b) Suponga que el condensador ¢; es plano, con placas de drea A y separacién d, y se inserta
una placa dieléctrica (espesor d) entre las placas de este condensador. Determine las
cargas en ambos condensadores, en funciéon de la distancia s que la placa dieléctrica ha
ingresado al condensador.

174
= b
e

74

_ A:ab

Figura 11.5:
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11.3.4 Solucion Problema 2

a) La carga @) se reparte en los dos condensadores, de acuerdo a la condicién que ambos se
encuentren al mismo potencial, AV} = AV, = AV, entonces AV; = Q1 /c1, AVy = Qo /cs.
Ademas, la carga total no cambia, luego ) = )1 + Q2. Resolviendo estas ecuaciones
tenemos

Q1 = cQ/(c1+ )
Q2 = aQ/(c1 +ca).

b) Al insertar la pieza de material dieléctrico, la capacidad del condensador ¢; dependerd
(en principio) de s, entonces serd c;(s). Podemos considerar que c¢;(s) corresponde a
la conexién en paralelo de dos condensadores, uno de capacidad ¢; = esb/d, y otro de
capacidad ¢, = ¢y(a — s)b/d, con lo cual tenemos

€A (e —¢€)sb

ci1(s) =cs+ ¢, = ¥ + y

Con esto, las cargas se reparten de acuerdo a las expresiones de la parte (a).
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11.4 Ejercicio No. 4
5 de Mayo de 1999

11.4.1 Problema 1

Se tiene un condensador plano, con placas de area A, separadas por la distancia d. Suponga
que el condensador se carga a la diferencia de potencial Vg, por medio de una bateria, y luego
ésta se retira. Enseguida se coloca una placa conductora de espesor d, entre las placas del
condensador como se muestra en la figura. Se pide determinar la energia electrostatica, en los
casos que se indican:

a) Si la placa tiene carga cero.

b) Si la placa tiene carga total Q.

Figura 11.6:

11.4.2 Solucién Problema # 1

El condensador adquiere una carga @y = cVj, en que ¢ = egA/d.

a) Al introducir la placa descargada, el sistema corresponde a dos condensadores conectados
en serie, de capacidades ¢; = €gA/d; y ¢o = €9A/ds, con lo cual su capacidad eqivalente
serd ¢, en que

1 1 1 - dl + dQ - d—w

d ¢ e €A €A’
entonces
C’ . 6014
(d—w)

La carga del condensador no cambia, por lo tanto, su energia es

- Q_% _ e0A(d — w)VUQ.

-2 2d?
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b) Al introducir la placa cargada, el sistema no puede considerarse como un condensador
equivalente, por lo cual hay que determinar los campos y densidades de carga. La placa
inferior tiene carga total —()y, la placa intermedia tiene carga total @), y la placa superior
tiene carga total ()y. Estas cargas se distribuyen con densidades oy, 03, 03, 04, 05 ¥ 06,
respectivamente.

Por conservacion de carga se tiene:

(01 +09)A = Q= o0pA
(0'3 + 0'4)14 == Q =0cA
(05 +06)A = —Qo= —0pA

Por el teorema de Gauss se tiene:

(0'2 +O'3) ==
(0’4 +O'5) =
(0'1 +O'6)

I
S

Notamos que la ultima ecuacién no es independiente de las anteriores, de manera que se
necesita otra ecuacion. Por simetria tenemos

01 = Og,
con lo que tenemos la solucion

o = 0/2

o = 0/2

oy = 09g—0/2
o3 = —0g+ 0'/2
o, = /24 a9
o5 = —0g—0/2

Necesitamos la diferencia de potnecial entre la placa inferior y la placa intermedia, AV],
y la placa superior, AV;, tenemos

A‘/l = O'4d1 = (0'/2 + O'g)dl
A‘/Q = A‘/l + O'ng = (0'/2 + O'U)dl + (—0'/2 -+ Oo)dg

La energia serd entonces,

1 1
U= §QAV1 + §Q0AV2;
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11.4.3 Problema 2

Un condensador esférico, formado por dos esferas conductoras, de radios a y b, se carga a una
diferencia de potencial V};. Enseguida, se introduce entre las esferas un dieléctrico liquido, hasta
llenar la mitad del volumen interior.

a) Encuentre los campos E y D entre las placas conductoras.

b) Determine el cambio en la energia electrostatica del sistema, debida a la introduccién del
dieléctrico.

Figura 11.7:

11.4.4 Soluciéon Problema # 2

El condensador se carga con una carga Qo = ¢V, en que ¢ = 4megab/ (b — a). Al introducir
el dieléctrico, ésta carga permanece constante, pero cambian los campos. Por la simetria del
problema el campo eléctrico mantiene su simetria esférica, E(F) = E(r)7, en que r es la distancia
al centro de la esfera.

a) Bl campo E(r) tiene la forma E(r) = a/r2, en que o es una constante. El vector D tiene
la forma Dgy(r) = E(r)/€y en la zona con vacio, y D;(r) = E(r)/e, en la zona con dieléctrico.
La constante « se puede determinar usando el teorema de Gauss, pues (tomando una esfera
gaussiana de radio a < r < b)

fﬁ-dgz 27 (e + €9)a = Qo.

Con esto, a = Qy/2m (e + €).
b) El potencial es V(r) = a/r + cte., y la diferencia de potencial es

1 1_1 Qo
AV_O‘(E_E) B (a b)27r(€—|-60)’

con lo cual, la capacidad es

b
CI — 27T(6 + eo)ba_ - — (6 ;_6060)0.
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La energia, en la nueva configuracién es U’ = Q%/(2¢'), mientras que, en la configuracién
original es U = Q2/(2¢), por lo tanto, el cambio en la energia es

:Q_g(l_l)_@Q_ﬁ

U —U _ ,
2 ¢ ¢ (€0 +€) 2¢
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11.5 Ejercicio No. 5
26 de Mayo de 1999

11.5.1 Problema 1

Se tienen dos baterias, de f.e.m. €; y €5 y resistencia interna r; y ro respectivamente, conectadas
en paralelo. Demuestre que estas baterias son equivalentes a una sola bateria, de f.e.m. ¢ y
resistencia interna r, y encuentre los valores de ¢ y 7.

€ 1
I MAAN
— + - M1 —e
I MAAN
+e r
82 2
Figura 11.8:

11.5.2 Soluciéon Problema #1

Para demostrar que las dos baterias en paralelo son equivalentes a una sola, agregamos una
carga, de resistencia R, y tenemos un circuito que es simple de resolver. Llamamos I; a la
corriente que pasa por la bateria # 1, I, a la corriente que pasa por la bateria #2, e I a la
corriente que pasa por la carga, entonces, aplicando las leyes de Kirchhoff tenemos:

Cl—RI—Rlll =
GQ—RI—RQIQ ==

Podemos despejar las corrientes I; e Iy, en funcién de I,

(61 — RI)
L = —
1 Rl
1,2 _ (62 - R]) .
Ry

Ahora podemos calcular la corriente 7,

€1 €9 1 1

T=L+L= (L 42y (— 4~

L TS X

LLamemos R., = RiRy/(Ry + R»), entonces 1/R., = 1/Ry + 1/ Ry, entonces podemos reorga-
nizar la ecuacién anterior en la forma

)RI.

R)I:(6_1+62

Req Rl E),

(1+
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multiplicando por R., tenemos:

(R261 -+ R1€2)
(Ry + Ry)

Ahora podemos identificar la f.e.m. y la resistencia interna equivalentes,

(R+ Reg)l =

(R261 + R1€2)

€0

(R1 + R»)
RiRy
- R, =2
’ *~ (R, + Ry)

11.5.3 Problema 2

Encuentre la corriente que fluye a través de la resistencia R; del circuito de la figura, en que
las resistencias son R; = 10(2), Ry = 20(Q2), R3 = 30(Q2) y los potenciales en los puntos (1),
(2) v (3) son igualesa V3 =10 (V), Vo =6 (V),yVa=5 (V).

| IZ/N/(.Z :
V=10 (V) 1 /N\Rz V,= 6 (V)
*—
1) R, ~N, Rs
X 5

3)

Figura 11.9:

11.5.4 Solucién Problema #2

Para resolver este problema escribimos las ecuaciones que se obtienen de aplicar la ecuacién
fundamental de circuitos, para un segmento de circuito,

Vy =V, =€, — RI.

Tenemos entonces, como no hay f.e.m. en los tramos en cuestién,

Vo= Vi = R, — Ryl
Vs—Vi = —Rsly3— RiI
Vo= Vo = —Rsls+ Rols.

Observamos que la dltima ecuacion es la diferencia de las dos primeras, por lo que no entrega
informacion independiente. Las corrientes estan relacionadas por

]1 :IQ +[3
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Despejamos I3 en funcién de I e I,
Iy =1, — I,

y reemplazamos esto en las primeras dos ecuaciones de voltajes (con un cambio de signo global
de por medio),

Vi—Vo = R + Rels
Vi—Vs = R3([1 — L)+ Rl = (R + R3)[, — R,

Ahora podemos eliminar la corriente Iy, despejandola de las ecuaciones anteriores,

Vi=Va) R,
R, Ry
(Vi—=Vs)  (Ri+Rs)ly

L, = —
’ Rs | R

Entonces tenemos:

(Vi — V) B R I _ _(Vl - Vi) n (R + R3) 11
R, R, R; R ’

y reordenando:

(Vi —Va) " (V1 —V3) _ R\ I, " (R, + R3)1,
R2 R3 R2 R3 ’

multiplicando ahora por R, R3,
(RiRs + R Ry 4+ RyR3) 1) = Rs(Vy — Vo) + Ry (Vi — V),

finalmente,

(R3(Vi — V2) + R (Vi — 13))

I, =
! (R\R; + R\ Ry + RyR3)

Usando los valores dados,

Rs(Vi — Va) + Ry(Vi — V3) = 30(10 — 6) +20(10 — 5) = 220V

220
L = —(A4)=0,2(4
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11.6 Ejercicio No. 6
9 de Junio de 1999

11.6.1 Problema 1

Se tiene una cinta muy larga, de espesor despreciable y de ancho a, que lleva una corriente total
I, distribuida uniformemente en su superficie.

a) Escriba las expresiones que permiten calcular el campo magnético producido por la cinta.

b) Calcule ahora las integrales para las dos componentes no nulas del campo B.

x &

Figura 11.10:

11.6.2 Soluciéon Problema #1

Tratamos el problema como una corriente superficial, en que Jg = I/a, pues se desprecia el
espesor de la cinta. Usamos la definicién de campo magnético,

L [ JsANF=T)
B(7) = _/ =~ 7dS
"= Js Tjr—rp 95"

en que la corriente superficial es Jg = JgJ, los puntos de la cinta son @ = (x',y',2"), en que

0<2a' <a —o0 <y <oo,y 2 =0;los puntos del espacio tienen coordenadas 7 = (z,y, 2)
cualquiera, y el elemento de area dS' = dz'dy’. Procedemos a evaluar el integrando en forma
sistematica, comenzando por el numerador

Js A (F=7) = Js(x —2')(—k) + 2Jsi,
luego el denominador es

PP = (= a) + (- )+ P
Entonces, el campo magnético viene determinado por

Js(x — ') (=k) + Jszi

Ho L
B :—/ da'dy'.
(F) 47T g [(l‘ _ ;'E,)Q + (y _ yl)Q 4 22]3/2 T ay
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Las componentes cartesianas de B son:

By(r.y.2) = ugJS/ zdx'dy’
R A KR M) e
,uOJS/ —(x — 2")da'dy’
B.(z,y,2) =
R A (P R ) e U

Para evaluar las integrales, realizamos primero el cambio de variables simple u = 2’ — =z,
v =1y —y, con lo que se tiene:

/,LOJS a—x o0 dU

Bac(l‘a Y, Z) = A /u:—ac zdu /v:—oc [U2 + 1)2 + 22]3/2
poJs [o=® > dv

B.(z,y.2) = —~ Z;I“mfé_w[ul+v2+zﬂwf

En ambos casos hay que evaluar integrales similares

/00 dv 2
v=—oo [UZ + V2 + 2232 u2 4 22

El valor dado se obtiene definiendo R = v/u? + 22, y haciendo el cambio de variables v = Rtg(6),
con lo cual los limites de integracién (—oo, 00) se transforman en (—7/2,7/2), y la integral es
elemental. Entonces,

wods (o7 zdu
Buwn.d) = 50 [ v

mods (o= udu
B:(w.y.z) = 27 /u:—a: [u? + 22

11.6.3 Problema 2

Un haz de particulas cargadas, que se mueven con velocidad vy, en la direccion del eje z, pasa sin
desviarse, a través de una regién del espacio en la que existen campos el’ectricos y magnéticos
estaticos, mutuamente perpendiculares (E y B). Cuando el campo magnético se desconecta,
la traza del haz sobre la pantalla se corre una distancia Az. Si se conocen las distancias a y b
de la figura, determine el valor del cuociente ¢/m de las particulas.

11.6.4 Solucion Problema 2

Se sabe que el campo eléctico esta dirigido a lo largo del eje = de la figura, pues las particulas
se desvian en esa direccion, cuando el campo magnético esta ausente. Suponemos entonces que
el campo eléctico es de la forma E = Ei.

Respecto al campo magnético, éste debe tener una direccién tal que, cuando estan ambos
presentes ambos, las particulas deben pasar sin desviarse. Para esto es necesario que se cumpla
que la fuerza sobre las particulas del haz sea nula,

F=q(E+1 A B).
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pantalla
X : w
J
Y~z

b—

region
sin campos

Figura 11.11:

Se puede verificar facilmente que B= Bj ( perpendicular a E, como se indica en el enunciado)
es adecuado, pues

—

F = q(E — vyB)i.
De esta manera, los campos estan relacionados,
E = U[]B.

Cuando las particulas ingresan con velocidad vyk, en ausencia de campo magnético, son
aceleradas por el campo eléctico, en la region 0 < z < a, de donde emergen al cabo de un
tiempo t; = a/vg, con una pequena desviacién ’vertical’ zq, y velocidad o7,

;= qBEd®/2mv]
vy = qFEa/mu
Vi, = 1.

El siguiente tramo se realiza a velocidad constante, en un tiempo ty = b/vg, en que las
particulas llegan a la pantalla, con desviacion total Ax,

Az = ) + vty = Ea*/20] + qEab/mug.

De esta manera, obtenemos
q 202 Az

m  ala+2b)E’
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11.7 Control No. 1
12 de Abril de 1999

11.7.1 Problema 1

Se tiene dos cascarones esféricos concéntricos, de radios ry y ro ( 79 > r1). El cascarén exterior
tiene carga total ¢, y el cascarén interior se encuentra a potencial cero ('a tierra’).

a) Determine el potencial electrostatico V(r), en todo el espacio. Suponga que el cascarén
exterior tiene un grosor despreciable.

b) Determine la carga total del cascarén interior, en funcién de la carga del cascardén exterior.

carga q

Figura 11.12:

11.7.2 Solucion Problema 1

Claramente, el problema tiene simetria esférica, por lo tanto el potencial V(7) = V(r), es decir,
depende solamente de la variable radial r, y no de las variables angulares (6, ¢).
El potencial V(r), se puede escribir en la forma

0 O<r<n
Vir)=9 S+8 ri<r<mn
%—1-5 ro <T

Hemos supuesto que el cascarén exterior es muy delgado, y despreciamos su espesor. Suponemos,
ademds, que V(oo) = 0, lo cual implica que § = 0.

Aplicamos ahora las condiciones de continuidad del potencial en » = ry y r = r{, lo que nos
da las relaciones

(0%
~ 0 11.1
47T€07“1+B ( )
Y, — (11.2)

Ameyrs Amegrs
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De estas ecuaciones obtenemos,

«

= — 11.3

5 47T€0T1 ( )
1 1

= —— —). 11.4

8 047“2(T2 7‘1) ( )

Falta determinar «, lo cual se puede hacer usando el teorema de Gauss a una superficie gaussiana
esférica de radio r, tal que r; < r < ry. El campo eléctrico en dicha regién es

con lo cual su flujo es

755 - d§ = 472 E(r) = 47a = Q(S) /<.
Evidentemente, ¢ = Q(S) = 4meya puede identificarse con la carga en la esfera interior, que
estd ’a tierra’. De la misma manera, el campo en el exterior nos dara informacién sobre la carga
total del sistema, que debe ser (q 4+ ¢’). Por el teorema de Gauss, podemos identificar

ATegy = q+q'

con esto tenemos, usando ¢ y ¢' en lugar de a y 7,

1 1 Tro
G+ =) =d - 2,
2 r 1
lo cual nos da la relacion
1
¢ =—-——q
Ty

Ahora podemos escribir todos los coeficientes,

!

q (]

= —— 11.5

“ 41reg 47reg7‘2q ( )

o 1

- _= 11.6

B 1 47T6(]T'2q ( )
q 1

— 1— L 11.7

ot 47mm( TQ) (11.7)

Para completar, podemos escribir el potencial V'(r) en todo el espacio, en la forma

0
V(’I") = 4#301"2 (1 - %)
-
4meqr T9
La carga en el conductor interior ya ha sido determinada, y tiene el valor ¢’ = —:—;q. Notar

que habria sido incorrecto suponer que el conductor interior estuviera descargado, pues no se
encuentra aislado.
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— -|z|/a
P %)e

Figura 11.13:

11.7.3 Problema 2

Se tiene una distribucién de carga con simetria plana, p(7) = poe *1/%, en que py y a son
constantes. Se pide determinar el campo eléctrico E(F), en todo el espacio. Resuelva este
problema por integracion directa, indicando y fundamentando claramente las consideraciones
de simetria que sean aplicables.

11.7.4 Solucion Problema 2

La distribucién da carga dada p(7) = p(z), no depende de las variables (z,y), por lo tanto,
como, para cada z = cte. se extiende indefinidamente sobre un plano infinito, tenemos una
situacion similar al caso del plano infinito visto en clase, lo cual indica que el campo eléctrico
debe ser independiente de las variables x,y. Por el mismo argumento, el campo eléctrico debe
ser perpendicular al plano zy, es decir, E(F) = E(z)l%, en que k es un vector perpendicular al
plano zy. Las componentes E, y E, del campo se anulan.

Se puede decir tambien que este problema es equvalente a una superposicion de planos
infinitos, paralelos al plano zy, con densidad de carga superficial p(2')dz’, cada uno de los
cuales contribuye al campo eléctrico con la cantidad

p(z')dz'

26[]

dE(z,7') = H(z - 2'),

en que H(z) es el signo de z. Por lo tanto, el campo total debido a todos los planos serd
00 Ndz'
E(2) :/ PENE e, oy,
—00 260

Con esto podemos ahora calcular el campo para la distribucion de carga que nos interesa.
Podemos escribir

E(z) =287 e I H (2 — 2")d2'
= 2”700 J2 e FaH (2 — 2 d2 + ;TOO e lFeH (2 — 2")d2
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Observamos enseguida que, para 2’ en el intervalo (—oo, z) se tiene H(z — 2') = 1, mientras
que para 2’ en el intervalo (z,00) tiene el valor H(z — 2') = —1. Por esto, podemos escribir

By = [ g PO [ g

260 € Jz

Para evaluar estas integrales, supongamos primero que z > 0, entonces z = |z|, y separamos
las integrales en la forma

—2] ) |2] , 0 )
E(z) = 2 [/ e 7 /“dz’+/ ‘e*\z /a g, _/ o1z /adzl] _

260 ) 2|

Notamos de inmediato que, por la simetria del integrando, la primera integral y la ultima se
cancelan, por lo tanto, para z > 0

|2| )
E(l2]) = &/ o1 1/ag,!.

2¢q 2|

Es facil ver tambien que, si z < 0 tendremos en cambio la misma expresion, pero con el signo
opuesto. De nuevo, debido a la simetria (de reflexién especular respecto al plano z = 0, se tiene
E(—|z|) = —E(|z|), y resumiendo

B(:) = 2HC) [ gy
2€g —|z|

La integral restante es trivial,

‘Z‘ , ‘Z‘ ’
/ e Fllagy = 2/ e FlVady = 2a(1 — e FV/9),
0

—2|

de manera que el resultado final es

E(z) = %‘Lu — ey (),

11.7.5 Problema 3

Un modelo atémico simple representa al nicleo como una carga puntual de valor Ze, y a los
electrones a su alrededor como una distribucién esférica, uniforme, de radio a y carga —Ze,
concéntrica con el nicleo.

a) Encuentre el campo eléctrico E(f’), en todo el espacio, producido por esta distribucién de
carga.

b) Determine el potencial electrostatico V(7), en todo el espacio. Suponga que el potencial
V'(7) se anula en el infinito.
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j3

A
.

Figura 11.14:

11.7.6 Solucion Problema 3

El problema corresponde al modelo atémico de Thompson. Para resolver este problema, us-
aremos el teorema de Gauss, notando que hay simetria esférica, E(7) = E(r)#, por lo tanto el
flujo que atraviesa una superficie esférica de radio r, concéntrica con el nucleo y la distribucion
de carga esta dado por

72 E-dS = 4nr2E(r) = Q(S) Jeo.

i) Para 0 < r < a la carga encerrada es Q(r) = Ze + 4nr3py/3, en que py = —3Ze/4ra?,
por lo tanto tenemos (despues de simplificar),

By = 2L -1y

drreg 12 ad

ii) Para r > a, la carga encerrada es cero, luego el campo eléctrico E = 0. Ahora podemos
determinar el potencial electrostdtico V'(r), a partir de la ecuacién —dV/dr = E(r), y

tenemos

Ze Zer?
V(r) = { 4megr + 8megad +c O<r<a
€2 r>a

Usamos ahora las condiciones de borde del problema, V(00) = 0, que implica ¢; = 0, y
la continuidad de V'(r) en r = a, que da la ecuacién

Ze Ze

+
dmega  8mepa

+c1 =0,

de donde obtenemos ¢; = —3Z¢/8mepa, y finalmente

Ze (1 r 3
V(T): 4ﬂ60(;+m_%) 0<T<a
0 T > a.
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11.8 Control #2 Electricidad y Magnetismo
10 de Mayo de 1999

11.8.1 Problema 1

Se tienen tres condensadores conectados a una bateria, en la forma que se indica en la figura.
Existen dos interruptores, Sy y S, que se encuentran inicialmente abiertos.

a) Se cierra el interruptor S;. Determine las cargas en cada una de las placas conductoras y
la energia electrostatica del sistema.

b) Enseguida, se cierra el interruptor S;. Determine la carga en condensador ¢3 y la nueva
energia electrostatica.

Nota: Los condensadores tienen las siguientes capacidades:

albl agbg GoA
, co = 4meq =

c1 = 4meg

by — ay by — as

Figura 11.15:

11.8.2 Soluciéon Problema #1

Al cerrar el intrerruptor S, el condensador equivalente se carga con la diferencia de potencial
Vo. Su capacidad (eqivalente) es ¢, correspondiente a ¢; y ¢ en serie, ¢ = ¢1¢o/(c1 + ¢2), luego
la carga es Qg = cVj. Las cargas son: @) en la placa (1), —Qo en la placa (2), Qo en la placa
(3), vy —Qo en la placa (4).

La energia potencial electrostdtica U es

U cVg§ _ c10V§ ‘
2 2(61 + CQ)

Al cerrar el interruptor Sy, habiendo retirado la bateria, la carga (), se raparte entre el
condensador c¢3 y el condensador 'equivalente’ ¢, de manera que
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Q3 +0Q = Qo
A = Py
C3 C

resolviendo estas ecuaciones tenemos

C3

Qs = c+03QU
¢
@ = c+03QU'

La energia electrostatica sera ahora

Q2 Qg C3 2 C 2
v 2c + 2c3 (c+03Q0) / 63+(C+C3QU) 2

reordenando

2
3 2 ¢ 2 0
U= = —.
2(0+63)2Q0jL 20c+¢3)2 " 2(c+ )

11.8.3 Problema 2

155

Se tiene una esfera conductora, de radio a, semienterrada hasta la mitad en un dieléctrico
homogéneo seminifinito, de constante dieléctrica e (suelo). La otra mitad se encuentra rodeada

de aire; se puede suponer que la constante dieléctrica del aire es €¢5. Se pide determinar:

a) Los campos E, D, v el potencial electrostitico V(r), en todo el espacio.

b) La capacidad de la esfera y la densidad de carga superficial sobre la superficie de la esfera.

Nota: Suponga a priori que el campo eléctrico E tiene simetria esférica.

0

&
i Ziiii
// f/
. é

Figura 11.16:



156 CAPITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS

11.8.4 Solucién Problema #2

a) La esfera conductora estd a potencial V5. De acuerdo a la indicacidn, el campo eléctrico
tiene simetria esférica, y por lo tanto, el potencial V' (r) tambien. Entonces, es inmediato
que

V() =+,

en que las constantes o y 8 dependen de las condiciones de borde. Suponemos que el
potencial se anula en el infinito, por lo tanto, la constante 5 debe anularse, § = 0; ademas,
en r = a se tiene V(r = a) =V},

V@
a
Tenemos entonces,
V(r) = Voa/r
E(r) = Vya/r?
D(r) = &FE ,para 2z >0
= ¢E ,para 2z <0

b) La carga sobre la esfera conductora se determina usando el toerema de Gauss, que nos da
Q= 7{5 -dS = 2maVy(e + €).

Con esto tenemos, de imediato, los resultados

2ma(e + €)
o = (e+¢)/a.

11.8.5 Problema 3

Un cable coaxial esta formado por dos conductores perfectos, cilindricos, coaxiales, de radios a
y b, de longitud L ( L >> a,b ). El espacio entre los conductores se llena con dos dieléctricos
imperfectos de constantes (e1,91) v (€2, ¢2), como se muestra en la figura. La diferencia de
potencial entre los conductores es V.

a) Determine el los campos E y J dentro del cable.

b) Determine la resistencia R del cable coaxial, y represéntela graficamente como un circuito
equivalente.
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N

Figura 11.17:

11.8.6 Soluciéon Problema #3

a) Podemos suponer que tanto el potencial como el campo eléctrico tienen simetria cilindrica,
E = E(r)#, en que r es la distancia al eje z, y 7 el vector unitario radial. De esta manera,
el campo debe ser de la forma

E(r) =

Q
r
El potencial se obtiene de su definicién, y tiene la forma
)
N
T'o

para valores adecuados de a y ry. Suponiendo que los potenciales en los conductores, V,
y V, son tales que Vy =V, — V}, tenemos

V(r) = —ain

V, = —aln {L}
To

V, = —aln {L}
To
b

Vo = aln [—]
a

Notemos que el campo eléctrico radial (simetria cilindrica) garantiza que la componente
del campo eléctrico paralelo a la interfaz entre los conductores es continua. El campo
eléctrico es entonces

El vector densidad de corriente es J_;
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J = glﬁ en el medio 1
= ggﬁ en el medio 2

b) Para determinar la resistencia R debemos calcular la corriente total que fluye entre los

conductores,
1= [ J.a$ /](gl—i-gQ)L.
De acuerdo con esto, la resistencia debida a los medios conductores (1) y (2) es
_ Inb/d]
- 1L(g1 +g2)

Es evidente, de la disposicién geométrica, que este resultado puede interpretarse como la
combinacién en paralelo de los medios (1) y (2). En efecto, notamos que las resistencias
de cada medio por separado, Ry, y Ry, respectivamente, son

R - In[b/al
mLg
R, — In [b/a].
mLgs
Con esto, es claro que se cumple la relacién
L1 N 1
R R Ry

que indica que se trata efectivamente de una combinacién en paralelo.
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11.9 Control # 3
14 de Junio de 1999

11.9.1 Problema 1

Se tiene una argolla muy delgada, de radio interior a y exterior b, a la que se ha cortado un
trozo, de angulo . La argolla estd hecha de un material de conductividad ¢, y sus extremos
estan terminados en dos placas muy delgadas hechas de conductor ideal, las que son mantenidas
a una diferencia de potencial Vj, por medio de una bateria.

a) Determine la densidad de corriente J_; el campo eléctrico E, y el potencial V' (7), dentro de
la argolla . Suponga que el potencial electrostatico depende s6lamente de la coordenada
angular ¢.

b) Determine el campo magnético B', producido por la distribucién de corriente j, en el
centro de la argolla.

(vista lateral)
a (vista desde arriba)

Figura 11.18:

11.9.2 Solucion Problema 1

a) Podemos suponer, de acuerdo a la indicacién, que el potencial V = V(¢), y por lo tanto
la corriente fluye en la direccién contraria a los punteros del reloj (aqui suponemos que
V(0) =0,y V(2r — a) = V)). La ecuacién de Laplace se convierte simplemente en

d*v
d¢?
cuya solucion, con las condiciones de borde indicadas, es

Vo

V() = m¢-

=0,

Por lo tanto, el campo eléctrico y la corriente son:

, 1 dV Vo -

ok A —
r do (27r—oz)rd)

AL

27 —a)r

~
I

yE - -
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Como la argolla es muy delgada (espesor §), podemos representar su efecto por el de una

corriente superficial Jg,
7 Voo ¢;

Js = —
8 (2r — a)r

El campo magnético en el punto de coordenadas ¥ = 0 se puede evaluar mediante la
expresion

B(G) 4#/Md51'

=3

Para evaluar esta expresion tomamos primero el numerador,

= Voo gVod -
Te(@) A7 = — IO =——k
sFYAT (27 — a)r o=y’ 27 —a)
entonces E(O) o 1oV . b dr
T 22 —a) Ja r?
Finalmente,
= togVod  [1 1} >
B(0) = —£0970? 12 _
(0) 22r —a) la b

11.9.3 Problema 2

a)

b)

Considere un campo magnético con simetria ciliindrica, de la forma é(r, ¢,z) = B(r, 2)7+
B,(r, z)z. Suponga que 0B,/0z # 0, entonces demuestre que, para r pequeno se tiene:
rdB,(0, z)

By(r.2) = 2 Oz

Considere una espira pequena, de radio a, colocada en el eje de simetria de un campo
magnético como el descrito en la parte (a). Calcule la fuerza magnética que dicho campo
ejerce sobre la espira, y muestre que se puede escribir en la forma:

ﬁ _ maBZ(U, Z) 2,
0z

en que m = wa’l es el llamado momento dipolar magnético de la espira.

El campo magnético B, (0, z), en el eje de un solenoide (o bobina) de radio a, largo L, y
N vueltas, por el que circula una corriente I estd dado por

poNIa? (L/2 — 2) N (L/2+ 2)
20 a2+ (L2 22 \Ja2+ (L/2+2)?
Use los resultados anteriores para calcular la componente radial de este campo magnético,

en puntos sobre una espira dispuesta como en la parte (b), y la fuerza que este campo
ejerce sobre ella.

B, =
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z

B,(no) | |
NS>
| B (r,p)
a L=
I y
X B, (rg) \_

Figura 11.19:

11.9.4 Solucion Problema 3

a) El campo magnético tiene simetria cilindrica, es decir B = B,(r, 2)7 + B,(r, )k, entonces
la ecuacién V - B = 0 se puede escribir como

10 0B, (r, 2)
;E(TBT(T, Z)) + T

Entonces, para r pequeno tenemos

o(rB,(r,z)) _TGBZ(T, z) _TGBZ(O,z).

or B 9z 0z
Entonces, se debe tener (aproximadamente)
r? OB, (0, 2)
Br =—-——" )
r 5 B +c

en que ¢ es una constante. Para que la ecuacion sea valida en particular para r = 0
debemos tomar ¢ = 0, entonces:

_19B,(0, 2)

B (r.2) = 2 0z

b) Si colocamos una espira pequena en el eje de simetria del campo anterior, ella experimenta
una fuerza magnética dada por

F= Id7 A B(7).

espira

En nuestro caso, ¥ = ar, dr' = a$d¢; entonces
F= - Tadg (Br(a, 2)(—=k) + B.(a, z)(f)) :
espira

Se observa que el segundo término de la integral se anula, por lo tanto, reemplazando el
resultado obtenido en (a),

0B.,(0, z) -

F = —2rIaB,(a,2)k = k.
wlaB,(a,2)k =m P



162 CAPITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS

¢) Podemos usar la férmula demostrada en (b), para lo cual calculamos la derivada de B,,

0B,  poNIa? a’ N a’
0z 2 a2 + (L)2 — 2)23/2  [a? + (L2 + 2)2]3/2
Entonces, la componente radial de B es

poNIra? a’ a’
B (r,z) = — 1 <_ (a2 + (L2 — 2)2]*/2 + [a®> + (L/2 + 2)2]3/2> .

11.9.5 Problema 3

Se tiene un cilindro conductor de radio a, muy largo; por cuya superficie fluye una corriente
superficial Jg, en la forma que se indica en la figura.

a) Determine el campo magnético en el interior del cilindro. Muestre rigurosamente que el
campo debe ser uniforme.

b) Determine la presién que el campo magnético anterior ejerce sobre las paredes del cilindro.
Nota: Estrictamente, en este calculo se debe usar el campo en puntos sobre la distribucién
de corriente; este campo es la mitad del campo calculado en (a).

Figura 11.20:

11.9.6 Solucion Problema 3

a) Por la simetria del problema, sabemos que el campo magnético debe estar dirigido a lo
largo del eje z, ademas, éste campo solo puede depender de r, y no de z, pues el cilindro
es muy largo. Entonces

B = B(r)k.

De esta manera, como V A B = 0, entonces,

- — aBA —
VAB=——¢=0,
r
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por lo tanto, concluimos que el campo magnético es uniforme, tanto en el interior del
cilindro, como en el exterior, donde vale cero. En cuanto a su valor, laey circuital de Am-
pere, aplicada a una trayectoria rectangular paralela al eje del cilindro, permite mostrar
que

B = By = poJs.

Para determinar la presion, calculamos la fuerza sobre un elemento de corriente, dﬁ, de
area d.JS,

dF' = Js N\ B',
en que, como se indicé, el campo aplicado sobre el conductor es B = (BU/Q)]AC. Tenemos
entonces

dF = J,¢ A B'kdS' = poJ?2dS'7.

Esto significa que, sobre cada elemento de drea dS’ se ejerce una fuerza radial, esto es,
una presiéon, P, dF = PdS'r, donde la presién es:

P = pgJ2)2.
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11.10 Examen
6 de Julio de 1999

11.10.1 Problema #1

En el cicuito de la figura, la f.e.m. alterna es de frecuencia w = 1/v/LC'". Determine la amplitud
y la fase de la corriente que pasa a través de la resistencia, en funcion de los pardmetros del

circuito.

Figura 11.21:

11.10.2 Solucion Problema 1

En el circuito, la resistencia (Zg = R ) y el condensador (Z¢c = 1/jwC') estdn en paralelo, con

impedancia Z,, donde
I | N 1 e
Zo  Zn  Zo R YT

entonces

R . wOR?
ZO = 5 —J o
1+ (wCR) 1+ (wCR)
La impedancia del sistema es Z = Zy + jwlL,

(/DR 1 |

wl |1 —
3 T W [ 1+ (WOR)?

" 1+ (WCR)
Por lo tanto, en el caso indicado, w = 1/+/LC, la impedancia Z, su magnitud y fase son
R+ j,/L/C
1+ CR?/L
VL/C
V1+CR?/L
tg(¢) = wL/R=+/L/C.
Suponemos que la fem es e(t) = eqcos(wt), por lo tanto £y = egexp(jwt), y la corriente I(t) es

Jjwt
ger ] = %cos(wt — ®).

I(t) = Re [
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11.10.3 Problema #2

Para alturas pequenas, el campo magnéticos terrestre puede aproximarse por B = (By —

az)(—

7), de acuerdo a las coordenadas de la figura. Se deja caer una espira conductora, de

resistencia R, y masa m, desde una altura h y con velocidad inicial cero. Se pide:

a) Determine la corriente inducida en la espira, despreciando los efectos de autoinduccién.

b) Calcule la fuerza magnética sobre la espira, y

c¢) la velocidad de la espira, en funcién del tiempo.

g ® a

B

h

Figura 11.22:

N
NN

11.10.4 Solucion Problema 2

a)

Suponemos que la corriente I circula en direccién de los punteros del reloj. De acuerdo
con esa direccién de recorrido, la normal es dS = dydz(—1i), y el flujo sobre la espira es

5 o h+a a
CI)z/B-dS:/ Bg(l—az)dz/ dy = Bya (a—aa2/2—aah).
s h 0

Podemos calcular ahora la fem inducida sobre la espira, observando que dh/dt = v,
dd

£ = ——— = Byaa®v.

dt
Para determinar la corriente, usamos la ley de Kirchoff, ¢ = RI,

B 2
I(t) = “Oj‘; v

La fuerza magnética sobre la espira se calcula usando la expresién

F= IdiAB = —Bglaal%.
1234
Este resultado se obtiene notando que B depende sélo de z, lo que implica que las in-
tegrales sobre los dos tramos verticales se cancelan entre si. Como se observa, la fuerza
estard dirigida hacia abajo si I > 0, y hacia arriba si / < 0, que es nuesto caso, pues la
corriente es negativa si v < 0.
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¢) La ecuacién de movimiento de la espira, expresada en funcién sélo de la velocidad v es

dv

ma—

(Boa)%a®
—p

Por lo tanto, la solucién para la velocidad es:

v(t) = g (1 - e_t/T) :

en que:

Vo

11.10.5 Problema #3

mR
(By)?a?

Un cilindro muy largo, de radio interior a y exterior b estd polarizado, con un vector polar-
izacién P = Py(a/r)r. El cilidro rota en torno a su eje de simetria con velocidad angular w.

Despreciando los efectos de borde, calcule:

a) Las densidades de carga de polarizacién y las corrientes correspondientes.

b) El campo magnético en todo el espacio.

11.10.6 Solucion Problema 3

a) Las densidades de carga de polarizacién son pp = v ]3, y op = P. ﬁ, en que 7 es un
vector unitario normal (exterior) a la superficie del dieléctrico. Entonces tenemos
- 1d
=-V:-P=——(rP(r))=0
or — (P (1))
Ahora, en la superficie r = a, n = —r, mientras que en r = b, n = +7, por lo tanto las

densidades superficiales de carga de polarizacién son:

)=—-F

a

Oq p(T

o
o

Op p(T

b) Las densidades de carga o, y o} giran en torno al eje del cilindro, por lo cual producen
densidades de corriente superficiales,

J_; = awaaqu—wapoqz
J_;, = bwabd;:waPoqAﬁ.

Para calcular el campo magnético, usamos la ley circuital de Ampere, en la forma

%B‘-dlﬁ: pol(c).
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El campo magnético tiene la direccién vertical, B= Bl%, por lo que evidente B = 0 para
r < a, y tambien para r > b. Tomando una trayectoria rectangular, de altura h, tenemos

fé cdl'= hB = pphawPy,

por lo tanto X
B = pgawPyk.



