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Cap��tulo 1Ele
trost�ati
a en el Va
��oEn este 
ap��tulo dis
utiremos los he
hos m�as elementales de la ele
trost�ati
a.1.1 No
iones FundamentalesLos fen�omenos el�e
tri
os, espe
���
amente los de ele
tri�
a
i�on est�ati
a han sido 
ono
idos desdeha
e ya miles de a~nos. Para introdu
irnos al estudio de estos fen�omenos dis
utiremos algunos'experimentos', que nos permiten, a pesar de su simpli
idad, obtener algunas 
on
lusionesimportantes.1.1.1 Ele
tri�
a
i�on por Frota
i�onTomemos un trozo de vidrio y un trozo de resina solidi�
ada (�ambar), ninguno de los 
ualespresenta propiedades 'el�e
tri
as'. Reali
emos las siguientes pruebas 
on estas muestras:a) Frotar los dos trozos entre s��, y mantenerlos en 
onta
to. Se observsa que no muestran'propiedades el�e
tri
as'.b) Separar las muestras. Se observa enton
es que �estas se atraen mutuamente. Este es elefe
to 'el�e
tri
o' al que nos referiamos previamente; la intera

i�on de las muestras.Si ahora tomamos otros dos trozos, uno de vidrio y el otro de resina, y los frotamos entres��, se observar�a lo siguiente:i Los dos trozos de vidrio se repelen entre s��.ii Los dos trozos de resina se repelen entre s��.iii El vidrio siempre atrae a la resina.Este sen
illo experimento nos permite 
on
luir que existen dos 
lases de 'ele
tri
idad', quepodemos llamar 'tipo vidrio' o 'positiva' y 'tipo resina' o negativa. Naturalmente, un soloexperimento no es su�
iente para estable
er este he
ho, pero lo a
eptaremos ya que todoslos experimentos realmente realizados en siglos de experimenta
i�on son 
ompatibles 
on laexisten
ia de s�olo dos 
lases de 'ele
tri
idad'. Desde luego que no hay nada intr��nse
amentepositivo ni negativo en el vidrio ni el �ambar (resina), se trata s�olo de una 
onven
i�on �util, sobretodo en el mar
o de la teor��a que se expondr�a en estos apuntes.3



4 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IO1.1.2 Ele
tri�
a
i�on por Indu

i�onConsideremos ahora un re
ipiente met�ali
o, no ele
tri�
ado, aislado. Se introdu
e un trozo devidrio ele
tri�
ado (
arga positiva) en el interior del re
ipiente, sin to
arlo. Enton
es, vistodesde el exterior, el re
ipiente met�ali
o apare
e 
omo 
argado positivamente. Esta situa
i�onse pue
e visualizar si se suspende del re
ipiente un par de l�aminas met�ali
as 
one
tadas alre
ipiente por medio de un hilo met�ali
o. La situa
i�on se muestra en la �gura 1.1.

++

�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������

Figura 1.1: Ele
tri�
a
i�on for indu

i�on. Un re
ipoiente met�ali
o, 
on un objeto 
argadopositivamente en su interior. El ele
tros
opio muestra que la 
arga en el exterior es positiva.Tomemos ahora un trozo de resina, tambien ele
tri�
ada, y a
erqu�emoslo al re
ipiente. Seobserva lo siguiente:� Hay atra

i�on entre el trozo de resina ele
tri�
ado y el re
ipiente, 
omo si el re
ipienteestuviera 
argado positivamente.� Si se a
er
a un trozo de vidrio ele
tri�
ado, hay repulsi�on.� Si se sa
a el trozo de vidrio del re
ipiente, �este no presenta ele
tri�
a
i�on.� El experimento puede ser repetido 
on un trozo de resina en su interior, 
on resultadossimilares a los ya observados.1.1.3 Ele
tri�
a
i�on por Condu

i�onConsideremos dos re
ipientes met�ali
os (de 
obre o aluminio, por ejemplo), ambos aislados entres��. Tomemos un trozo de vidrio ele
tri�
ado e introduz
�amoslo dentro de uno de lo re
ipientes-sin to
ar sus paredes-. Llamemos 'A' a �este re
ipiente y 'B' al otro re
ipiente. Tomemos untrozo de alambre met�ali
o (
obre) y unamos los re
ipientes A y B 
on �el. Se observa lo siguiente:� El re
ipiente B se ele
tri�
a, 
on 
arga del mismo signo que A, en este 
aso, positiva.� Si se hubiera usado un hilo de algod�on o seda, en vez del alambre 
ondu
tor, no se habr��aobservado 
arga el�e
tri
a en B. Esto permite una primera 
lasi�
a
i�on de los materialesen 
ondu
tores, 
omo el 
obre y aisladores, 
omo el hilo de algod�on o seda.



1.2. LEY DE COULOMB 5No seguiremos des
ribiendo la multitud de experimentos que se han realizado, nos bastar�a
on de
ir que estos experimentos apoyan la idea que en la naturaleza existen s�olo dos tiposde ele
tri
idad, que llamamos negativa y positiva. Podemos a~nadir, adem�as, dos propiedadesimportantes de la 
arga el�e
tri
a, 
on el objeto de 
omenzar a apre
iar su signi�
ado. Estasson la 
onserva
i�on de la 
arga ele
tri
a, y la 
uantiza
i�on de la 
arga el�e
tri
a. Estaspropiedades son, hasta donde se sabe, independientes.� Conserva
i�on de la Carga El�e
tri
a: Signi�
a que la 
arga de un sistema 
erradono 
ambia en el tiempo. Esta es una ley fundamental de la naturaleza, y no se 
ono
enex
ep
iones a ella.� Cuantiza
i�on de la Carga El�e
tri
a: A prin
ipios de siglo, Millikan realiz�o un exper-imento, que le permiti�o demostrar experimentalmente, que en la naturaleza la 
argael�e
tri
a siempre se en
uentra en m�ultiplos de una unidad fundamental. Esta unidad esla 
arga de un ele
tr�on, que denotamos 
on la letra e y tiene el valor e = �1:6 �10�19(Cb).1.2 Ley de CoulombResulta 
laro que la fuerza el�e
tri
a entre dos objetos ma
ros
�opi
os depende de su forma.Por esta raz�on, resulta natural preguntarse por la forma de la intera

i�on entre objetos 
uyasdimensiones sean mu
ho m�as peque~nas que 
ualquier dimensi�on relevante. La abstra

i�onnatural de este 
on
epto es la '
arga puntual'. En 17xx, C.A. Coulomb demostr�o que la ley defuerzas entre 
argas puntuales -en el va
��o- puede es
ribirse en la forma (en nota
i�on moderna):~F12 = kq1q2~r12r312 (1.1)Aqu�� ~F12 es la fuerza que a
t�ua sobre la part��
ula 2, 
on 
arga q2, debida a la part��
ula1, 
on 
arga q1; ~r1, ~r2 son los ve
tores de posi
i�on de las 
argas 1 y 2, ~r21 = ~r2 � ~r1 que vadesde la 
arga q1 hasta q2, y r21 = j~r21j es la distan
ia entre las 
argas. k es una 
onstante depropor
ionalidad, que depende de las unidades usadas para medir la fuerza.La fuerza 
oulombiana posee las siguientes 
ara
ter��sti
as (que se pueden leer de la e
ua
i�on 1.1): � Es propor
ional al produ
to de las 
argas, q1q2. Por lo tanto, la fuerza es atra
tiva para
argas de distinto signo, y repulsiva para 
argas de igual signo.� La fuerza depende inversamente del 
uadrado de la distan
ia entre las 
argas.Notamos que la Ley de Coulomb (e
ua
i�on 1.1) tiene la misma forma que la Ley de Grav-ita
i�on de Newton. Por lo tanto, gran 
antidad de resultados son 
omunes a la Ele
trost�ati
ay la Gravita
i�on (a la Newton).Una observa
i�on respe
to a las unidades. Si se ha
e un an�alisis dimensional de la e
ua
i�on 1.1se tiene: [F ℄ = [k℄[Q℄2[L℄�2;



6 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOen que hemos llamado [Q℄ a la dimensiones de 
arga el�e
tri
a y [L℄ a las de longitud o distan
ia;llamando adem�as [M ℄ a las dimensiones de masa y [T ℄ a las de tiempo. Como las dimensionesde fuerza se expresan 
omo [F ℄ = [M ℄[L℄[T ℄�2, tenemos[k℄ = [M ℄[L℄3[T ℄�2[Q℄�2:Las unidades de k dependen de la ele

i�on de las unidades de [Q℄ (y vi
eversa). En unidadesdel sistema interna
ional (SI) se es
oje el valork = 14��0 = 8:988 � 109(farad=m)�1;en que �0 se denomina permitividad diel�e
tri
a del va
��o, y tiene el valor�0 = 8:8542 � 10�12(farad=m)La e
ua
i�on 1.1 da la fuerza sobre la 
arga q2 debida a la 
arga q1. Es 
laro que la expresi�ones sim�etri
a, por lo tanto la fuerza el�e
tri
a satisfa
e el prin
ipio de a

i�on y rea

i�on (3a Leyde Newton). ~F12 + ~F21 = ~0:El exponente de la Ley de Coulomb es, hasta donde se sabe hoy en d��a, exa
tamente 2.Esto tiene 
onse
uen
ias importantes, 
omo veremos m�as adelante. Experimentalmente se sabeque, si el exponente fuera de la forma (2 + Æ), enton
es jÆj < 10�16.1.3 Prin
ipio de Superposi
i�onSe ha 
omprobado -tambi�en experimentalmente- que las fuerzas el�e
tri
as se 
omportan enforma aditiva, es de
ir; la fuerza el�e
tri
a sobre una 
arga q, debida a un 
onjunto de 
argasq1; : : : ; qn es igual a la suma de las fuerzas que ~Fi, que 
ada 
arga qi,ejer
e separadamente sobrela 
arga q, es de
ir: ~Fq = ~F1 + : : :+ ~Fn = nXi=1 ~Fi;en que las fuerzas ~Fi estan dadas por 1.1.~Fi(~r) = 14��0 qqi(~r � ~ri)j~r � ~rij3 : (1.1)En la e
ua
i�on anterior las 
argas qi o
upan las posi
iones dadas por los ve
tores ~ri (i = 1; : : : ; n)y la 
arga q est�a en el punto ~r. El prin
ipio de Superposi
i�on es 
ono
ido tambi�en 
omo la'regla del paralelogramo de fuerzas'.1.4 Distribu
iones de CargaConsideremos el problema siguiente: Se tiene un 
uerpo ma
ros
�opi
o, de volumen 
, 
argado.Queremos 
al
ular la fuerza que este objeto ejer
e sobre una 
arga puntual q, lo
alizada en un



1.4. DISTRIBUCIONES DE CARGA 7punto ~r. Supongamos que el volumen 
 del 
uerpo se divide en un n�umero N de peque~nos'
ubos' �
i , de volumen �
i y 
arga �qi, 
entrados en puntos ~ri(i = 1; 2; : : : ; N).Evidentemente, Q = �q1+�q2+ :::::+�qN es la 
arga total del 
uerpo y 
 = �
1+�
2+: : : + �
N es su volumen. Si el n�umero de los elementos de vol�umen �
i tiende a in�nito,mientras su tama~no tiende a 
ero, manteniendo las rela
iones anteriores, enton
es la fuerza queel 
uerpo ejer
e sobre la 
arga puntual puede aproximarse por la suma o superposi
i�on deaquellas fuerzas �~Fi debidas a los elementos de 
arga �qi.~Fq(~r) � q NXi �qi(~ri)(~r � ~ri)4��0j~r � ~rij3 ; (1.1)en que se ha puesto �qi(~ri) para ha
er resaltar el he
ho que la 
arga 
ontenida en el elementode vol�umen �
i depende de ~ri ; en otras palabras, depende de la posi
i�on del elemento devol�umen en 
uesti�on.De�namos la densidad de 
arga -volum�etri
a- en la ve
indad del punto ~ri 
omo�(~ri) = lim�
i!0�qi(~ri)�
i = dq(~ri)d
 : (1.2)Esta es, tambi�en, la densidad de 
arga promedio en un vol�umen �
, 
uando este se ha
e muypeque~no, es de
ir, 'tiende a un punto'; por lo tanto �(~r) se interpreta 
omo la densidad de 
argaen le ve
indad del punto ~r.Si se reemplaza �qi por �(~ri)�
i en la e
ua
i�on 1.1 se tiene exa
tamente la de�ni
i�on deuna integral de Riemmann; por lo tanto, pasando al l��mite se tiene~Fq(~r) = q Z
 14��0 �(~r1)(~r � ~r0)j~r � ~r0j d
0: (1.3)En la expresi�on anterior hemos reemplazado el ��ndi
e de suma i, por la variable 
ontinua ~r0,al pasar al l��mite, tambi�en d
0 es el elemento de vol�umen, en las variables ve
r0. La geometr��adel problema se muestra en la siguiente �gura. Notar que las variables 
on 'prima' ( ~r0) sere�eren siempre a las de la 'fuente', mientras que la variable ~r se re�ere al punto donde seobserva la fuerza, en la posi
i�on de la 
arga puntual q.

distribucion de carga

en un volumen Ω

´

r
i

r
i

r - )(
r
i

O

q

r

celda centrada en 

Figura 1.2: Geometr��a de las fuerzas sobre distribu
iones de 
arga.



8 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IONotemos que el he
ho que tratemos 
on una distribu
i�on de 
arga en vol�umen no es lom�as relevante de la f�ormula; evidentemente podemos es
ribir f�ormulas an�alogas para 
argasdistr��buida sobre una super�
ie o sobre una l��nea. Para ello basta es
ribir la fuerza sobre la
arga q en la forma m�as general: ~Fq(~r) = q ZD dq(~r0)(~r � ~r0)4��0j~r � ~r0j3 ; (1.4)donde dq(~r0) = �(~r0)d
0 si la distribu
i�on es sobre un vol�umen �. Tambien reemplazamos elvolumen 
, por una distribu
i�on 
ualquiera D. De�namos ahora las distribu
iones super�
ialy lineal de 
arga.� Densidad super�
ial de 
arga �: Suponer que la 
arga se halla distribuida sobre unasuper�
ie S , enton
es �(~r) = lim��!0�q(~r)�S = dq(~r)dS (1.5)� Distribu
i�on lineal de 
arga �: Si la 
arga se distribuye sobre una l��nea L, enton
esde�nimos �(~r) = lim�l!0�q(~r)�l = dq(~r)dl (1.6)Hay que ha
er una observa
i�on respe
to al paso al l��mite en las de�ni
iones anteriores. Nose trata de un l��mite en el sentido matem�ati
o abstra
to, ya que,seg�un hemos di
ho las 
argasson por naturaleza dis
retas. Hay que notar que, en una distribu
i�on ma
ros
�opi
a arbitraria seen
uentra un n�umero muy grande, del orden de N0 part��
ulas 
argadas (aqu�� N0 es el numerode Avogadro, N0 = 6:02 � 1023 ). El l��mite debe entenderse 
omo sigue: La raz�on �q=�
representa la densidad de 
arga promedio en una regi�on �
. Esta regi�on es, desde el punto devista at�omi
o, muy grande y, a la vez, muy peque~na desde el punto de vista ma
ros
�opi
o.Usando las expresiones anteriores es muy f�a
il-aunque no muy �util- es
ribir una f�ormulapara la fuerza entre dos distribu
iones de 
arga arbitrarias. Por otra parte, el he
ho de teneruna f�ormula para las fuerzas entre dos 
uerpos es
onde el he
ho que esta fuerza depende de unamanera 
ompli
ada de la distribu
i�on de 
arga y la forma -geometr��a- de los 
uerpos. Adem�as,en mu
hos 
asos, la distribu
i�on de 
arga no es 
ono
ida a priori - es de
ir, �(~r) o �(~r)- esdes
ono
ida. Obviamente que en ese 
aso, las f�ormulas que tenemos a nuestra disposi
i�on noson de utilidad. Por esta raz�on se introdu
e el 
on
epto de 
ampo el�e
tri
o, que nos permiteresolver la situa
i�on de que hablamos.1.5 Campo El�e
tri
oNos restringiremos a situa
iones est�ati
as por el momento, es de
ir, las 
argas se en
uentranen equilibrio est�ati
o. Supongamos que se desea estudiar las propiedades de una distribu
i�onde 
arga 
 -en vol�umen, para �jar ideas y sin p�erdida de generalidad-. La �uni
a manera deexplorar la propiedades el�e
tri
as de una distribu
i�on es observando el 
omportamiento otras
argas en su ve
indad. Lo m�as simple es, obviamente, tomar una 
arga puntual q y observarlas fuerzas el�e
tri
as sobre ella, debidas a la distribu
i�on que se desea estudiar.



1.5. CAMPO EL�ECTRICO 9Cuando un objeto 
argado se aproxima a otro, se ejer
en fuerzas el�e
tri
as sobre ambos ob-jetos. Normalmente, esto impli
a que las 
argas en ambos objetos se redistribuir�an, adquiriendouna nueva 
on�gura
i�on de equilibrio. La ex
ep
i�on a esto, naturalmente, es que las 
argasesten imposibilitadas de redistribuirse, esto �ultimo debe ha
erse por la a

i�on de fuerzas noel�e
tri
as. El siguiente ejemplo puede ayudar a entender la situa
i�on.Consideremos dos 
argas puntuales, ambas de magnitud Q, una de las 
uales se mantiene�ja. Las 
argas se en
uentran unidas por un resorte de 
onstante k. La distan
ia de equilibrioentre las 
argas es a. Una ter
era 
arga, de magnitud q se 
olo
a en la l��nea que une las dosprimeras 
argas, a una distan
ia b de la primera 
arga. Cal
ular la nueva posi
i�on de equilibriode la segunda 
arga de la �gura.
b

Q Qk q

(carga fija )Figura 1.3: Dos 
argas puntuales unidas por un resorte. La 
arga de la izquierda est�a �ja.Cuando se en
uentran presentes s�olo las dos 
argas de magnitud Q, el equilibrio de lasfuerzas es tal que ka = Q24��20 ;de manera que a = Q2=(4��0k). Si ahora 
onsideramos lo que o
urre al a
er
ar la 
arga q hastauna distan
ia b, tenemos que la fuerza el�e
tri
a sobre la 
arga en 
uesti�on esFe = Q24��0y2 + Qq4��0(b� y)2 : (1.1)La fuerza me
�ani
a, debida al resorte es Fm = ky, 
uando q = 0, y a es la distan
ia de equilibrio.Si jqj << jQj , enton
es podemos es
ribir y = a+ x , donde jxj deber�a ser peque~no 
omparado
on a y 
on (b� a). Tenemos, para jxj << a,k(a+ x) � Q24��0a2 (1� 2xa ) + qQ4��0(b� a)2 (1 + 2xb� a) (1.2)reordenando t�erminos se llega al resultado, v�alido para jqj << jQj,x � a3(b� a)2 ( qQ): (1.3)Este ejemplo sen
illo nos ha mostrado que, en general, una distribu
i�on de 
arga es afe
tadao modi�
ada por la presen
ia de una 
arga, u otra distribu
i�n de 
arga en su ve
indad. Si �esta



10 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IO�ultima es una 
arga puntual, la magnitud de la perturba
i�on es propor
ional a la magnitud dela 
arga perturbadora; en este ejemplo, a q y, por lo tanto el efe
to se anula 
uando q ! 0.Estas 
onsidera
iones nos llevan en forma natural a 
on
luir que, si queremos observar unadistribu
i�on de 
arga, debemos ha
erlo usando una 
arga puntual de magnitud 'su�entementepeque~na', de manera que su efe
to sobre la distribu
i�on sea despre
iable. Hay, sin embargo, unadi�
ultad, ya que si q ! 0, tambi�en la fuerza sobre q tiende a 
ero, ya que ~F es propor
ionala q. Evidentemente, la raz�on ~F=q no se anula 
uando q ! 0 y tiene un valor bien de�nido, polo tanto, de�nimos el Campo El�e
tri
o en el punto ~r 
omo~E(~r) = limq!0 ~Fq(~r)q (1.4)La dis
usi�on anterior expli
a enton
es la raz�on de introdu
ir el l��mite en la e
ua
i�on 1.4. Una
arga testigo es una 
arga puntual 
uya magnitud es tan peque~na que su presen
ia no afe
ta ladistribu
i�on de 
arga que se desea estudiar. Enton
es, el 
ampo el�e
tri
o puede de�nirse 
omola raz�on entre la fuerza que a
t�ua sobre una 
arga testigo y la magnitud de la 
arga testigo.La e
ua
i�on 1.4 nos permite es
ribir la expresi�on general para el 
ampo el�e
tri
o en un punto
ualquiera del espa
io. ~E(~r) = ZD dq(~r0)(~r � ~r0)4��0j~r � ~r0j3 (1.5)1.6 C�al
ulo de Campos El�e
tri
os1.6.1 El Plano In�nitoConsideremos un plano in�nito, 
on 
arga distribuida uniformemente 
on densidad � = �0 (una
onstante). Se quiere determinar el 
ampo el�e
tri
o en todos los puntos del espa
io. Elijamosejes de 
oordenadas tales que el plano 
argado 
oin
ide 
on el plano xy (ver Figura), y llamemos~r un punto 
ualquiera del espa
io. El 
ampo el�e
tri
o, en el punto ~r estar�a dado por
O

x

y

z

P(x,y,z)

r

σ (x,y) = σ 0Figura 1.4: Plano in�nito, 
on densidad de 
arga super�
ial �(x; y) = �0.~E(~r) = 14��0 Z Z �0(~r � ~r0)dx0dy0j~r � ~r0j3 ;



1.6. C �ALCULO DE CAMPOS EL�ECTRICOS 11donde hemos puesto �(~r0) = �0 y los l��mites de integra
i�on son �1, adem�as~r0 = x0 {̂+ y0|̂
orresponde a un punto del plano 
argado, y~r = x{̂+ y|̂+ zk̂
orresponde al punto de observa
i�on, 
ualquiera.Antes de ha
er los 
�al
ulos, podemos de
ir algunas 
osas respe
to al 
ampo el�e
tri
o, basadosen la simetr��a del problema:i ~E es independiente de x; y, ya que 
ualquier punto de observa
i�on sobre el plano 've' lomismo (s no 
ambia), adem�asii ~E es perpendi
ular al plano x� y, ~E(~r) = E(z)k̂iii E(z) es antisim�etri
a, E(�z) = �E(z).iv E(z) es independiente de z, ya que no existe ninguna es
ala natural de longitud en elproblema.Veremos 
omo 
ada una de estas propiedades puede estable
erse muy f�a
ilmente. Observe-mos primero que ~r es un punto �jo, por lo tanto podemos ha
er el 
ambio de variables deintegra
i�on � = x0 � x; � = y0 � y:De esta forma ~E(~r) = �04��0 Z Z (�{̂+ �|̂+ zk̂)d�d�(�2 + �2 + z2)3=2 : (1.1)Es 
laro de esta expresi�on que ~E(~r) es independiente de x; y, ya que solo ha quedado z enla integra
i�on. Ahora, las 
omponentes x e y estan dadas por la misma expresi�on,Ex = �04��0 Z d� Z �d�(�2 + �2 + z2)3=2 (1.2)Ey = �04��0 Z d� Z �d�(�2 + �2 + z2)3=2 (1.3)Notamos que las integrales entre parentesis 
uadrados son ambas nulas: La integral de unafun
i�on antisim�etri
a entre l��mites sim�etri
os es siempre 
ero, por lo tanto, Ex = Ey = 0 entodo el espa
io. La �uni
a 
omponente no nula es Ez, la 
ual depende -en prin
ipio- s�olo de z,Ez(z) = �04��0 Z d� Z zd�(�2 + �2 + z2)3=2 (1.4)Cambiando a 
oordenadas polares en el plano �� tenemosEz(z) = �04��0 Z 2�0 d� Z0 z�d�(�2 + z2)3=2 ; (1.5)



12 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOesta �ultima integral es f�a
il de evaluar, ya que�(�2 + z2)�3=2 = � dd�(�2 + z2)�1=2;luego Ez(~r) = � �202�0 (�2 + z2)�1=2j10 = �0z2�0 1jzj = �0z2�0 1jzj = �02�0Signo(z):1.6.2 Alambre In�nitoDeterminar el 
ampo el�e
tri
o debido a un Alambre in�nito, 
on densidad de 
arga �0 (uni-forme) por unidad de longitud.
P(x,y,z)

densidad λ 0

ρ

r

O

Figura 1.5: Alambre in�nito, 
on densidad de 
arga lineal �(z) = �0.Veamos primero lo que nos di
e la simetr��a del problema. Notamos que hay simetr��a
il��ndri
a: todos los puntos que se en
uentran a la misma distan
ia del alambre son equiv-alentes. Introduz
amos un sistema de 
oordenadas 
uyo eje z 
oin
ida 
on el alambre, enton
es~E satisfa
e:i es perpendi
ular al eje z.ii es independiente de z.iii es independiente del �angulo de rota
i�on en torno al eje z (�angulo �).Por lo tanto, ~E(~r) = E�(�)�̂. Veremos 
omo se veri�
an 
ada una de estas propiedades.Es
ribamos el 
ampo en la forma integral 
orrespondiente~E(x; y; z) = �04��0 Z (~r � ~r0)dz0j~r � ~r0j3 ; (1.6)donde los l��mites de integra
i�on son �1; adem�as �0 se ha sa
ado fuera de la integral, debidoa que es una 
onstante. Los ve
tores ~r y ~r0, que indi
an la posi
i�on del observador y de lospuntos de la fuente son: ~r = x{̂+ y|̂+ zk̂~r0 = z0k̂: (1.7)



1.6. C �ALCULO DE CAMPOS EL�ECTRICOS 13El 
ampo el�e
tri
o se puede es
ribir 
omo~E(x; y; z) = �04��0 [(x{̂ + y|̂) Z dz0(x2 + y2 + (z � z0)2)3=2+k̂ Z (z � z0)dz0(x2 + y2 + (z � z0)2)3=2 ℄: (1.8)La segunda integral se anula; mientras que la primera se eval�ua 
on fa
ilidad; en efe
to,hagamos el 
ambio de variable de integra
i�onz0 = z + �tg(�);donde z es �jo en la integra
i�on y � es la distan
ia del punto de observa
i�on al alambre,� = (x2 + y2)1=2:Por lo tanto tenemos dz0 = �se
2� , adem�as �2 + (z � z0)2 = �2se
2�. Los l��mites deintegra
i�on son ��=2, 
omo se veri�
a f�a
ilmente. Con todo esto, la integral se 
onvierte en~E(~r) = �04��0 (x{̂ + y|̂) 2�2 = �0�2��0�:1.6.3 Esfera S�olidaDeterminemos el 
ampo el�e
tri
o debido a una esfera de radioR, 
on densidad de 
arga uniforme�0.

x

y

z

θ
R

φ

O

r

r’

d = |r - r´ |

Figura 1.6: Esfera s�olida, de radio R, 
on densidad de 
arga uniforme �(x; y; z) = �0.Para 
al
ular el 
ampo el�e
tri
o en un punto arbitrario, a una distan
ia r del 
entro de laesfera, observamos que por simetr��a el 
ampo el�e
tri
o debe ser 'radial', es de
ir, su dire

i�ondebe 
oin
idir 
on la de la re
ta que pasa por el origen y el punto de observa
i�on; adem�as, debedepender s�olo de r y no de su dire

i�on (~r). Como el punto de observa
i�on es �jo, llamemoseje z al que 
oin
ide 
on la dire

i�on antes men
ionada, por lo tanto,~r = rk̂; ~r0 = x0 {̂+ y0|̂+ z0k̂: (1.9)Introdu
iendo 
oordenadas esf�eri
as tenemos



14 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOx0 = r0 sin � 
os�y0 = r0 sin � sin�z0 = r0 
os �.donde, 0 < r0 < R para los puntos de la distribu
i�on de 
arga. Podemos es
ribir tambi�en~r0 = r0 sin ��̂+ r0 
os �k̂. Con todo esto tenemos~E = �04��0 Z R0 Z �0 Z 2�0 ((r � r0 
os �)k̂ � r0 sin ��̂)(r2 + r02 � 2rr0 
os �)3=2 r02 sin �d�d�dr0Observamos de inmediato que hay dos integrales trivialesZ 2�0 �̂d� = 0;Z 2�0 k̂d� = 2�k̂; (1.10)adem�as ~E = �0k̂2�0 Z R0 Z �0 (r � r0 
os �)r02 sin �d�dr0(r2 + r02 � 2rr0 
os �)3=2Esta �ultima integral es un po
o dif��
il, y requiere de un 'tru
o' para resolverla. Notamosque (r � r0 
os �)(r2 + r02 � 2rr0 
os �)�3=2 = ddr (r2 + r02 � 2rr0 
os �)�1=2;luego tenemos ~E = ��0k̂2�0 ddr Z R0 Z �0 (r2 + r02 � 2rr0 
os �)�1=2r02 sin �d�dr0La integral angular se ha
e f�a
ilmente ahora, el resultado �nal es (los detalles se dejan 
omoejer
i
io). ~E = �0~r3�0 si r < R= Qr4��0r2 si r < R (1.11)Se deja 
omo ejer
i
io 
al
ular el 
ampo el�e
tri
o produ
ido por una super�
ie esf�eri
a 
on
arga uniformemente distribu��da sobre su super�
ie, usando el mismo m�etodo que en el ejemploanterior.Una 
on
lusi�on importante es que, para una distribu
i�on de 
arga 
on 
arga total �nitaQ, el 
ampo el�e
tri
o a grandes distan
ias de la distribu
i�on de 
arga es 
omo el 
ampo deuna 
arga puntual de magnitud Q, m�as algunas 
orre

iones; si llamamos d al tama~no de ladistribu
i�on (la zona donde existe 
arga), enton
es



1.7. L�INEAS DE CAMPO EL�ECTRICO 15~E(~r) � Q4��0r2 r̂ ; para r >> d: (1.12)Si la 
arga total de la distribu
i�on es in�nita, 
omo el 
aso de un plano in�nito, enton
es elresultado anterior no es v�alido.1.7 L��neas de Campo El�e
tri
oDada una distribu
i�on de 
argas, en 
ada punto del espa
io existe un 
ampo el�e
tri
o. De�nimoslas l��neas de 
ampo el�e
tri
o 
omo aquellas l��neas 
uya tangente es paralela al 
ampo el�e
tri
oen 
ada punto.

Figura 1.7: L��neas de 
ampo el�e
tri
o, entre dos 
argas de signo opuesto.De a
uerdo a esta de�ni
i�on, si t̂ es el ve
tor tangente a la l��nea de 
ampo, enton
es se tienet̂ = d~r=ds (ve
tor tangente a una 
urva dada, s es la longitud de ar
o). La de�ni
i�on nos di
eque d~rds = ~E(~r)j ~E(~r)j (1.1)Como ejemplo simple, 
al
ulemos las l��neas de 
ampo el�e
tri
o de una 
arga puntual positiva,q, lo
alizada en el origen de 
oordenadas. Como ~E es paralelo a r̂ , enton
esd~rds = r̂:Esta e
ua
i�on se puede es
ribir 
omo dydx = EyExdzdx = EzEx ; (1.2)lo 
ual da dydx = yx; dzdx = zx; (1.3)que se integran f�a
ilmente, dando y = 
1x , z = 
2x , para valores arbitrarios de 
1 y 
2. Porlo tanto, la solu
i�on en
ontrada 
orreponde a una familia de re
tas que pasan por el origen,donde est�a ubi
ada la 
arga puntual en 
uesti�on.



16 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IODado que las l��neas de 
ampo no tienen una dire

i�on propia, por ejemplo, las l��neas de
ampo re
i�en 
al
uladas son las mismas independiente del signo de la 
arga, se adopta la
onven
i�on que 'las l��neas de 
ampo salen de las 
argas positivas y terminan en las 
argasnegativas'.1.8 Teorema de Gauss y Flujo El�e
tri
o.El 
on
epto de 
ujo tiene su origen en problemas de me
�ani
a de 
uidos, 
omo una manera de
uanti�
ar la 
antidad de 
uido que sale o entra por una determinada super�
ie por unidadde tiempo. En ele
trost�ati
a el 
ujo no mide nada 'material'; sin embargo, se puede imaginarque se mide el 
ujo de un '
uido el�e
tri
o'. Hay que tener 
uidado de no llevar la analog��ademasiado literalmente. Con esta salvedad, de�nimos el 
ujo del 
ampo el�e
tri
o a trav�es deuna super�
ie S 
omo  = IS ~E(r) � d~s (1.1)Normalmente, es interesante 
onsiderar solo 
ujos el�e
tri
os a trav�es de super�
ies 
erradas.Notemos la siguiente propiedad del 
ampo el�e
tri
o de una 
arga puntual:~r � ~E(~r) = 0 ; para ~r 6= 0 (1.2)Esta propiedad se demuestra muy f�a
ilmente por diferen
ia
i�on. En efe
to, el 
ampo de una
arga puntual es ~E(~r) = Q~r4��0r3 :Cal
ulemos la divergen
ia de ~E(~r),r � ~E(~r) = �Ex�x + �Ey�y + �Ez�zEn detalle, se tiene �Ex�x = Q4��0 ��x ( xr3 ) = Q4��0 (r�3 � 3x2r�5)�Ey�y = Q4��0 ��y ( yr3 ) = Q4��0 (r�3 � 3y2r�5)�Ez�z = Q4��0 ��z ( zr3 ) = Q4��0 (r�3 � 3z2r�5) (1.3)sumando tenemos~r � ~E(~r) = Q4��0 (3r�3 � 3(x2 + y2 + z2)r�5) = 0; para ~r 6= 0: (1.4)Consideremos ahora una super�
ie 
errada S, y 
al
ulemos el 
ujo de ~E a trav�es de S, (S) = IS ~E(r) � d~S; (1.5)



1.8. TEOREMA DE GAUSS Y FLUJO EL�ECTRICO. 17seg�un el Teorema de la Divergen
ia, tenemosIS ~E(r) � d~S = Z
 ~r � ~E(~r)d
;donde 
 es el vol�umen limitado por S. Por lo tanto, si no hay ninguna 
arga puntual en 
(S),enton
es el 
ujo a trav�es de S es 
ero, porque (S) = IS ~E(r) � d~S = Z
 ~r � ~E(~r)d
 = Z
 0 � d
 = 0este he
ho nos permite de
ir que el 
ujo a trav�es de la super�
ie que en
ierra a la 
arga puntualq es independiente de la forma de la super�
ie; por lo tanto podemos usar 
ualquier super�
iepara 
al
ularlo. Tomemos enton
es una super�
ie esf�eri
a, (S) = IS ~E(r) � d~S = IS Q~r4��0r3 � d~S;donde ahora d~S es el elemento de �area de una esfera de radio R que 
ontiene a la 
arga puntual(y que elegimos 
on
entri
a), d~S = r̂r2 sin �d�d�dr
on lo que se obtiene, que el 
ujo es independiente de la super�
ie, y tiene el valor (s) = q�0Resultado:  (S) -el 
ujo del 
ampo el�e
tri
o- es independiente de la super�
ie usada para
al
ularlo, y vale  (S) = q�0 ; si q 2 
(S)= 0 si q 62 
(S) (1.6)Generaliza
i�on: Si se tiene un 
onjunto de 
argas puntuales, enton
es, por el prin
ipio desuperposi
i�on, Q(S) = q1 + q2 + : : :+ qn y (S) = (
argatotal 2 
(S))=�0 = Q(S)�0 (1.7)Para una distribu
i�on de 
argas 
ualquiera, tenemosQ(S) = Z dq (1.8)Si la distrbu
i�on es en vol�umen, �(~r), tenemos Q(S) = R
 �(~r)d
, por lo tanto tenemos elTeorema de Gauss IS ~E(r) � d~S = 1�0 Z
 �(~r)d
 (1.9)Notemos que la super�
ie S es 
ompletamente arbitraria y, adem�as, que podemos es
ribirIS ~E(r) � d~S = Z
 ~r � ~E(~r)d
 = 1�0 Z
 �(~r)d
;



18 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOo bien Z
(~r � ~E(~r)� 1�0�(~r))d
 = 0;que 
ondu
e a la 'forma diferen
ial de la ley de Gauss',~r � ~E(~r) = 1�0�(~r): (1.10)Las expresiones 1.9 y 1.10 son equivalentes; ambas son v�alidas en general. La forma integraldel Teorema de Gauss es �util, en algunos 
asos, para 
al
ular el 
ampo el�e
tri
o; sin embargo,�esta es mas bien la ex
ep
i�on, ya que se requiere que el problema a tratar tenga gran simetr��a,
omo las que 
onsideraremos a 
ontinua
i�on.Una observa
i�on importante es que el teorema de Gauss depende en forma 
ru
ial en elhe
ho que el exponente en la Ley de Coulomb sea exa
tamente '2', y no algo diferente.1.8.1 Carga puntual en r = 0Consideremos una super�
ie esf�eri
a de radio r, que en
ierra a la 
arga y tiene su 
entro enla posi
i�on de la 
arga (q). El problema tiene simetr��a esf�eri
a, es de
ir, el 
ampo el�e
tri
odepende solo de r y est�a dirigido radialmente~E(~r) = E(r)r̂El 
ujo, a trav�es de la esfera de radio r, de un 
ampo que satisfa
e las 
ondi
iones anterioreses  (R) = 4�r2E(r) , lo 
ual debe ser igual a la 
arga en
errada por la esfera de radio r (divididapor �0), luego 4�r2E(r) = q�0 ;�nalmente ~E(~r) = q4��0r2 r̂:Este resultado era ya 
ono
ido por nosotros, pero es bueno ver 
omo se obtiene 
on lasnuevas herramientas a nuestra disposi
i�on.1.8.2 Cas
ara esf�eri
aSe tiene una 
�as
ara esf�eri
a (hue
a) de radio R, 
on 
arga distribu��da uniformemente sobre susuper�
ie 
on densidad �0.El 
ampo tiene simetr��a esf�eri
a, por lo tanto, al igual que en el ejemplo anterior, tenemos~E(~r) = E(r)r̂, por lo tanto, tomando una super�
ie gaussiana de radio r, se tiene  (R) =4�r2E(r). Hay dos 
asos que 
onsiderar, que son : (a) r < R y (b) r > R.a) Para r < R. En este 
aso, la 
arga en el interior de la super�
ie gaussiana es 
ero, luegoE(r) = 0 parar < R



1.8. TEOREMA DE GAUSS Y FLUJO EL�ECTRICO. 19b) Para r > R. En este 
aso, la 
arga en
errada es Q = 4�R2�0 , la 
arga total del 
asqueteesf�eri
o, luego E(r) = Q4��0r2 parar > R:El resultado sorprendente aqu�� es que el 
ampo en el interior del 
asquete esf�eri
o es 
ero.Una 
arga puntual 
olo
ada dentro del 
asquete no experimentar�a fuerza el�e
tri
a alguna(fuerza 
ero), en 
ualquier parte del interior que se en
uentre (no s�olo en el 
entro).1.8.3 Campo de un Alambre In�nitoSe tiene un alambre muy largo 
on 
arga �0 (uniforme) por unidad de longitud. Determinemosel 
ampo el�e
tri
o usando el teorema de Gauss.En primer lugar, la simetr��a del problema indi
a que usemos 
oordenadas 
il��ndri
as, 
on ejede simetr��a 
oin
idente 
on el eje z de las 
oordenadas, y llamemos r = px2 + y2 la distan
ia deun punto al eje z, r̂ un ve
tor unitario 
uya dire

i�on va desde el eje z al punto de observa
i�on.Con esto, el 
ampo se expresa en la forma~E(~r) = E(r)r̂:Consideramos una super�
ie gausiana S, 
onsistente en un 
ilindro de altura h y radio r,
oaxial 
on el alambre. Enton
es, el 
ujo del 
ampo el�e
tri
o esIS ~E � d~S = 2�rhE(r);que debe ser igual a la 
arga total en
errada por la super�
ie, Q(S) = h�0. Enton
es tenemosE(r) = �02�r :1.8.4 Plano in�nitoUn plano in�nito, 
on 
arga �0 (uniforme). Determinemos el 
ampo el�e
tri
o, usando el teoremade Gauss. Comenzamos 
onsiderando la simetr��a del problema, que indi
a que debemos usar
oordenadas 
artesianas. Ha
emos 
oin
idir el plano 
oordenado xy 
on el plano 
argado, y zes el eje perpendi
ular al plano. Enton
es, el 
ampo debe tener la forma~E(~r) = E(z)k̂:De esta manera, el 
ampo es independiente de (x; y). Adem�as, debe ser antisim�etri
o, es de
irE(�z) = �E(z):Usamos enton
es una super�
ie gaussiana 
onsistente en un 
ilindro de altura 2z (z > 0),
on tapas en +z y �z, y radio R. El 
ujo esIS ~E � d~S = Ztapas ~E � d~S + Zmanto ~E � d~S



20 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOComo hemos di
ho, el 
ampo es perpendi
ular al manto, por lo 
ual el 
ujo 
orrespondiente es
ero, mientras que el 
ujo sobre las tapas valeZtapas ~E � d~S = (�R2)(E(z)� E(�z)) = (�R2) ��0 :Enton
es el 
ampo tiene el valor ~E(z) = ��0�(z);en que la fun
i�on �(z) = 1 si z > 0 y �(z) = �1 si z < 0.1.9 Trabajo y Energ��aConsideremos primero el problema del movimiento de 
argas en 
ampos el�e
tri
os est�ati
os(ele
trost�ati
os, para abreviar). Tomemos una 
arga testigo q en presen
ia de un 
ampoel�e
tri
o ~E(r). De a
uerdo a la segunda ley de Newton se tiene (movimiento no relativista),md2~rdt2 = q ~E(~r): (1.1)Como problema de me
�ani
a esto se redu
e a resolver la e
ua
i�on 1.1, 
on las 
ondi
ionesini
iales apropiadas. Hay, sin embargo, algunos resultados de gran simpli
idad y elegan
ia, quese 
umplen bajo 
iertas 
ondi
iones. En efe
to, si la e
ua
i�on 1.1 se multipli
a es
alarmentepor d~r=dt, y se integra entre t = t1 y t = t2, se obtieneZ t2t1 md~rdt � d2~rdt2 dt = q Z t2t1 ~E(~r) � d~rdt dt;por lo tanto m~v2(t2)2 � m~v2(t1)2 = q Z r2r1 ~E(~r) � d~r (1.2)La e
ua
i�on 1.2 no es otra 
osa que el teorema de Trabajo y Energ��a, espe
ializado a fuerzasel�e
tri
as.1.9.1 Movimiento en Campo UniformeUna 
arga puntual (
arga q y masa m ) se lanza 
on velo
idad v0{̂ en un 
ampo el�e
tri
ouniforme ~E(~r) = E0|̂. Determinar la de
exi�on verti
al Æ que ha experimentado despu�es deviajar una distan
ia horizontal D.La 
omponente horizontal de la velo
idad no 
ambia, puesto que no hay fuerza en la dire

i�onhorizontal; por lo tanto, la part�� 
ula demora un tiempo T en re
orrer la distan
ia D, dondeT = D=v0:La 
omponente y de la velo
idad es vy(t) = qE0t=m. El desplazamiento verti
al es y(t),y(t) = qE0t2=(2m);por lo tanto, en t = T tenemos Æ = y(t = T ) = qE0D22mv20 :



1.9. TRABAJO Y ENERG�IA 211.9.2 Modelo de BohrUn ele
tr�on (
arga �e = �1:6 � 10�19Cb y masa m) se mueve en presen
ia de un prot�on (
arga+e y masa M , M >> m). Determinar la energ��a total, velo
idad orbital y momentum angularen una �orbita 
ir
ular de radio R.Propuesto 
omo ejer
i
io. Investigar el modelo at�omi
o de Bohr.1.9.3 Poten
ial Ele
trost�ati
oSabemos por me
�ani
a que, si una part�� 
ula se mueve en un 
ampo de fuerzas 
onservativas,enton
es la integral de l��nea en la e
ua
i�on 1.2 satisfa
e algunas propiedades interesantes, las
uales se 
umplen en el 
aso de las fuerzas el�e
tri
as.i) La integral Z r2r1 ~E(~r) � d~res independiente de la traye
toria de la part��
ula, es de
ir, no depende de ~r = ~r(t).ii) El `rotor' de ~E(~r) es siempre 
ero: ~r^ ~E(~r) = ~0:iii) La integral de l��nea I ~E(~r) � d~r = 0;sobre una traye
toria 
errada 
ualquiera es siempre 
ero.iv) Existe una fun
i�on es
alar V (~r) tal que~E(~r) = �~rV (~r):Todas la propiedades anteriores son equivalentes. Para demostrarlo, 
onsideremos primeroel 
ampo el�e
tri
o de una 
arga puntual q, situada en ~r = 0~E(~r) = q~r4��0r3 :En
ontremos el poten
ial V (~r) de una 
arga puntual; para lo 
ual debemos resolver las e
ua-
iones �V�x (~r) = �Ex(~r) = � qx4��0r3�V�y (~r) = �Ey(~r) = � qy4��0r3�V�z (~r) = �Ez(~r) = � qz4��0r3 (1.3)Para resolver estas e
ua
iones, observemos que �r=�x = x=r, adem�as �(1=r)=�x = �x=r3, ysimilarmente para las derivadas respe
to a y y z; por lo tantoV (~r) = q4��0r + 
;



22 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOen que 
 es una 
onstante de integra
i�on. Por lo tanto V (~r) existe (lo hemos en
ontradoexpli
itamente ). Es f�a
il ver que las otras propiedades son tambi�en 
iertas. Nosotros no lodemostraremos, sino que pro
ederemos a 
onstruir, usando el prin
ipio de superposi
i�on, elpoten
ial para una distribu
i�on de 
arga arbitraria.Si tenemos un sistema de 
argas puntuales q1; q2; ::::; qN , ubi
adas en las posi
iones r1; ::::::rN, el poten
ial ele
trost�ati
o de esta distribu
i�on esV (~r) = q14��0jr � r1j + q24��0jr � r2j + :::::+ qN4��0jr � rN j + 
 (1.4)En general, para una distribu
i�on 
ualquiera, se deber�a sumar sobre la distribu
i�on (D)V (~r) = 14��0 ZD dq(~r0)j~r � ~r0j + 
; (1.5)Observar que la 
onstante 
 no queda determinada por la de�ni
i�on dada, por lo tanto,se puede elegir a gusto. En mu
hos 
asos una ele

i�on 
onveniente es tomar el poten
ial enr = 1 
omo 
ero, lo 
ual da 
 = 0. Hay que notar, sin embargo, que hay situa
iones en queno es posible ha
er la ele

i�on anterior; esto o
urre en 
iertos 
asos 'patol�ogi
os', en que ladistribu
i�on de 
arga tiene 
arga total in�nita.1.9.4 Casquete esf�eri
oSe tiene un 
asquete esf�eri
o de radio R, 
on 
arga super�
ial � = �0. Determinar el poten
ialele
trost�ati
o en todo el espa
io.Podemos 
omenzar por determinar el 
ampo el�e
tri
o por el teorema de Gauss,~E(~r) = E(r)r̂;donde E(r) = 0 para r < R, y E = Q=(4��0r2), para r > R. Para 
al
ular V (r) usamos lade�ni
i�on de V (r), dV=dr = �E(r). Se obtieneV (r) = V1 para r < R; y V (r) = Q4��0r + V2para r > R:Imponemos que el poten
ial sea 
ero en el in�nito, luego tenemos V2 = 0; y que V (r) sea
ont��nuo al atravesar la super�
ie r = R, lo que nos daV1 = Q4��0R:Se puede resolver este problema sin re
urrir al 
ono
imiento previo del 
ampo el�e
tri
o; paralo 
ual se puede integrar dire
tamente, usando la f�ormula 1.5. Se deja 
omo ejer
i
io veri�
arque se obtiene el mismo V (r) por ambos m�etodos.1.9.5 Plano In�nitoSe tiene un plano in�nito 
argado 
on 
arga � = �0. El plano 
oin
ide 
on el plano xy.El 
ampo el�e
tri
o ha sido 
al
ulado previamente por integra
i�on dire
ta, de manera quepodemos usar la de�ni
i�on, ~E(~r) = �rV (~r) , que en este 
aso nos da



1.9. TRABAJO Y ENERG�IA 23dVdz = � �02�0 ; z > 0= �02�0 ; z < 0: (1.6)Esta e
ua
i�on se integra f�a
ilmente, 
on el resultado:V (z) = ��0z2�0 + 
1; z > 0= �0z2�0 + 
2; z < 0 (1.7)Las 
onstantes 
1 y 
2 deben ser tales quei El poten
ial V (z) sea 
ontinuo en z = 0, es de
ir: 
1 = 
2.ii V (z = 0) = 0 , por ele

i�on de nivel de referen
ia, luego 
1 = 
2 = 0.Notar que no podemos tomar V (1) = 0; esto se debe a que -
omo veremos- la 
arga totalde esta distribu
i�on es in�nita: La distribu
i�on no es a
otada.1.9.6 Alambre de largo 2LDeterminemos el poten
ial produ
ido por una l��nea de 
arga de largo 2L, 
on 
arga � porunidad de longitud. Tomando 
omo eje z al que 
oin
ide 
on el alambre, y el origen en el
entro de �este, tenemos V (~r) = �4��0 Z L�L dz0(x2 + y2 + (z � z0)2)1=2Para realizar este 
�l
ulo, haremos un 
ambio simple, poniendo u = z0 � z, enton
esV (~r) = �4��0 Z (L�z)�(L+z) du(x2 + y2 + u2)1=2 :Para proseguir, llamemos r = px2 + y2, y hagamos el 
ambio de variableu = rtan(�);en que los l��mites de integra
i�on son ahora �1 y �2, en quetan(�1) = � (L + z)=r (1.8)tan(�2) = (L� z)=r (1.9)Enton
es tenemosV (x; y; z) = �4��0 Z �2�1 d�
os(�) = �4��0 ln [se
(�) + tan(�)℄ j�2�1 :



24 CAP�ITULO 1. ELECTROST�ATICA EN EL VAC�IOPara obtener una expresi�on �nal, 
onviene obtener expresiones para las fun
iones trigonom�etri
asde �1 y �2, estas son: tan(�1) = � (L+ z)=r (1.10)se
(�1) = qr2 + (L + z)2=r (1.11)tan(�2) = (L� z)=r (1.12)se
(�2) = qr2 + (L� z)2=r (1.13)El poten
ial es enton
esV = �4��0 ln 24 qr2 + (L� z)2 + L� zqr2 + (L + z)2 � (L+ z)35 :Se propone 
omo ejer
i
io el 
�al
ulo de esta integral. Veri�que que, 
uando L se ha
e muygrande, el 
ampo el�e
tri
o es pre
isamente el de una l��nea de largo in�nito; adem�as, a grandesdistan
ias -para L �nito- el 
ampo es 
omo el de una 
arga puntual -mas algunos t�erminos
orre
tivos-.1.10 E
ua
iones de Poisson y Lapla
eHemos visto ya que un 
ampo ele
trostati
o satisfa
e la e
ua
i�on~r � ~E = �(~r)=�0;donde �(~r) es la distribu
i�on de 
arga en vol�umen. Si utilizamos el poten
ial ele
trostati
o enla e
ua
i�on anterior tenemos: ~r � ~E = �r2V (~r);por lo tanto, se tiene la e
ua
i�on de Poisson:r2V (~r) = ��(~r)=�0: (1.1)En las regiones en que no hay 
arga el�e
tri
a, se satisfa
e la e
ua
i�on de Lapla
e,r2V (~r) = 0: (1.2)Las anteriores son e
ua
iones diferen
iales en derivadas par
iales; por lo tanto, para su resolu-
i�on se requiere de 
ondi
iones de borde.1.11 Condi
iones de BordePara ver la ne
esidad de imponer 
ondi
iones de borde, asi 
omo entender en qu�e 
onsisten,
onsideremos un problema trivial: un plano in�nito, 
argado 
on densidad de 
arga �, porunidad de super�
ie.
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Figura 1.8: Plano in�nito, 
on 
arga �, por unidad de area.La simetr��a indi
a que las 
oordenadas m�as apropiadas para resolver este problema son las
artesianas; adem�as, 
omo � es 
onstante, V = V (z), luego:r2V (~r) = V 00(z) = 0 para z 6= 0:Integrando se obtiene V (z) = 
1 + 
2z ; z < 0= 
01 + 
02z ; z > 0: (1.1)Impongamos las siguientes 
ondidiones:� V (z) = 0 en z = 0.� V (z) es 
ontinuo en z = 0.Estas dos 
ondi
iones impli
an que 
1 = 
01 = 0; adem�as, la simetr��a indi
a que V (z) = V (�z),lo 
ual da 
02 = �
2 por lo tanto; �nalmente:V (z) = 
2jzj:Falta determinar 
2; para ha
er esto, usamos el teorema de Gauss, apli
andolo a una '
aja depildoras'. Se obtiene 2
2 = �=�0. En el 
aso general, 
onsideremos una region separada poruna super�
ie, en la 
ual existe una densidad de 
arga super�
ial �. Tomando una super�
iegaussiana in�nitesimal, en torno a un punto P , tenemos (ver �gura):~E(P+) � n̂� ~E(P�) � =̂�(P )=�0:
1.12 Casquete Esf�eri
oSe tiene un 
asquete esf�eri
o de radio a, 
on densidad super�
ial de 
arga � (uniforme). De-terminaremos el poten
ial ele
trost�ati
o resolviendo la e
ua
i�on de Lapla
e.r2V (~r) = 1r2 ddr (r2dVdr ) para r 6= 0:
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Figura 1.9: Geometr��a de las 
ondi
iones de borde. La 
omponente de ~E normal a la super�
iees dis
ont��nua, si hay 
arga en la super�
ie.Integrando, se tiene V (r) = ( �
1=r + 
2 r < a�
01=r + 
02 r > aTomamos en 
uenta las 
ondi
iones de borde� No hay 
arga en el interior, 
1 = 0.� V (1) = 0, lo que impli
a 
02 = 0.Resumiendo: V (r) = ( 
2 r < a�
01=r r > aNo hemos agotado las 
ondi
iones de borde,� La 
ontinuidad en r = a, nos da 
01 = �a
2.� La 
ondi
i�on de borde de la 
omponente normal del 
ampo ele
tri
o nos di
e que:E(a+) = 
2=a; E(a�) = 0;lo 
ual impli
a 
2=a = �=�0 , lo 
ual determina totalmente el problema.



Cap��tulo 2Condu
toresUn medio 
ondu
tor es un material en el que los portadores de 
arga poseen libertad de moverseen su interior, en respuesta a 
ampos el�e
tri
os. Un 
ondu
tor perfe
to o ideal es un 
ondu
toren que los portadores de 
arga se mover�an en respuesta a 
ualquier 
ampo el�e
tri
o, por peque~noque �este sea (gran movilidad).Nos interesa, por ahora, estudiar el 
omportamiento de los medios 
ondu
tores en presen
iade 
ampos el�e
tri
os est�ati
os. El primer resultado de importan
ia es que el 
ampo el�e
tri
oen el interior de un 
ondu
tor es 
ero.En efe
to, supongamos que produ
imos una inhomogeneidad en la distribu
i�on de 
arga enel interior de un 
ondu
tor. Ini
ialmente, las 
argas en el interior se mover�an en respuesta al
ampo el�e
tri
o presente y lo seguir�an ha
iendo mientras ~E sea distinto de 
ero, por lo tanto,el equilibrio se al
anzar�a s�olo 
uando ~E = 0 en el interior del 
ondu
tor. Cuando se al
an
e talsitua
i�on de equilibrio, ne
esariamente, no habr�a 
arga neta en el interior del 
ondu
tor; porlo tanto si hay una 
arga neta en el 
ondu
tor, �esta residir�a en su super�
ie.2.1 El Campo El�e
tri
o y los Condu
toresComo hemos dis
utid, en un 
ondu
tor en equilibrio se 
umplei) ~E = 0 en su interior.ii) Las 
argas libres residen en la super�
ie del 
ondu
tor, 
on densidad super�
ial � (none
esariamente uniforme).iii) Como ~E = 0 en el interior, V = 
te en el interior del 
ondu
tor. Se di
e que Un 
ondu
tores una regi�on equipoten
ial del espa
io y su super�
ie es una super�
ie equipoten
ial.Consideremos un 
ondu
tor de forma arbitraria, y una 
arga puntual de magnitud q, en suve
indad. En equilibrio, ~E = 0 en su interior, pero 
omo ~E 6= 0 fuera del 
ondu
tor, las 
argasse reordenar�an produ
iendo una distribu
i�on de 
arga � (la 
arga total sigue siendo 
ero).i El 
ampo en la ve
indad de un 
ondu
tor es perpendi
ular a su super�
ie.Si esto no fuera 
ierto, las 
argas super�
iales no estarian en equilibrio, ya que estariansometidas a fuerzas tangen
iales. 27
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Figura 2.1: Una 
arga puntual frente a un 
ondu
tor de forma arbitraria.ii El 
ampo el�e
tri
o 
er
a de la super�
ie de un 
ondu
tor tiene el valor �=�0.Esta a�rma
i�on se puede demostrar usando el Teorema de Gauss, que estable
e queEn(+)� En(�) = �=�0;adem�as E(�) = 0, luego En(+) = �=�0.iii Como ~E = �~rV , En(+) = ~E � n̂ = ��V=�n es la derivada en la dire

i�on perpendi
ular ala super�
ie del 
ondu
tor (la dire

i�on de n̂). La 
ondi
i�on anterior se puede 
onsiderar
omo una `
ondi
i�on de borde' para la resolu
i�on de la e
ua
i�on de Lapla
e, �=�0 =��V=�n.2.1.1 Carga puntual y EsferaUna 
arga puntual en el 
entro de una 
�as
ara esf�eri
a 
ondu
tora hue
a,de radio interior ay exterior b, que es puesta a poten
ial V0. Estudiaremos el problema usando la e
ua
i�on deLapla
e, en 
oordenadas esf�eri
as, debido a la simetr��a del problema. Suponemos enton
es queel poten
ial depende s�olo de la variable radial, V = V (r), enton
esr2V (~r) = 1r2 ddr (r2dVdr ) = 0:La e
ua
i�on anterior tiene una solu
i�on de la formaV (r) = 
r + d;en que 
 y d son 
onstantes, que se determinan de las 
ondi
iones de borde del problema. Elpoten
ial se puede es
ribir en la forma:V (r) = 8><>: 
1=r + d1 0 < r < a
2=r + d2 a < r < b
3=r + d3 b < rLas 
ondi
iones de borde son� ~E = 0 en el interior de 
ondu
tor, 
2 = 0.
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b

q
a

V0Figura 2.2: Una 
arga puntual dentro de una esfera 
ondu
tora hue
a� V (r) = 0 para r!1, b3 = 0.� V (r) es 
ont��nuo en r = a y r = b, nos da las e
ua
iones
1=a+ b1 = b2
3=b = b2� Hay una 
arga puntual en r = 0, luego 
1 = q=(4��0).Reemplazando todo tenemos, �nalmente:V (r) = 8><>: q=4��0r + d1 0 < r < ad2 a < r < b
3=r b < rImponiendo la (�ultima) 
ondi
i�on, V (r = b) = V0 nos da d2 = V0, enton
esV (r) = 8><>: q=(4��0)(1=r � 1=a) + V0 0 < r < aV0 a < r < bV0=r b < rAhora podemos determinar las 
argas indu
idas en las super�
ies r = a, y r = b.� En r = b, �(b) = �0V0=b2� En r = a �(a) = �q=4�a2



30 CAP�ITULO 2. CONDUCTORES2.2 Teorema de Uni
idadEn mu
hos 
asos, uno requiere la solu
i�on de la e
ua
i�on de Poisson en regiones en que no hay
arga el�e
tri
a; en �este 
aso, la e
ua
i�on que se obtiene es la llamada e
ua
i�on de Lapla
e.r2V (r) = 0:Observamos que esta e
ua
i�on es lineal, ya que si V1(r) y V2(r) son ambas solu
iones,enton
es 
ualquier 
ombina
i�on lineal de ellas es tambi�en una solu
i�on posible (prin
ipio desuperposi
i�on). El teorema de Uni
idad estable
e que dos solu
iones de la e
ua
i�on de Lapla
eque satisfa
en la mismas 
ondi
iones de borde, di�eren, a lo sumo, en una 
onstante aditiva.2.3 M�etodo de Im�agenesEs un m�etodo que se usa para resolver la e
ua
i�on de Lapla
e en algunos 
asos de alta simetr��a.La idea del m�etodo se expli
a m�as f�a
ilmente resolviendo un ejemplo.Consideremos el problema de un plano 
ondu
tor in�nito, mantenido a poten
ial 
ero (atierra); frente a una 
arga puntual de magnitud q.

Figura 2.3: Plano in�nito, a tierra, 
on una 
arga puntual q al frente.El problema es determinar el 
ampo el�e
tri
o, en la regi�on z > 0 (fuera del 
ondu
tor). Laregi�on z < 0 (dentro del 
ondu
tor) no es interesante, puesto que el 
ampo el�e
tri
o se anulaall��. Las 
ondi
iones de borde del problema son:� El poten
ial se anula en el plano 
ondu
tor, V (x; y; z = 0) = 0.� El 
ampo el�e
tri
o 
er
a del plano un 
ondu
tor, ~E(x; y; z = 0+) es perpendi
ular alplano 
ondu
tor.� El poten
ial se anula en el in�nito, V = 0 para z !1.Observamos que el 
ampo de una 
arga puntual, por s�� s�olo, no satisfa
e las 
ondi
ionesdel problema, es de
ir, el 
ampo debe ser modi�
ado por la presen
ia del 
ondu
tor. En esteproblema, el 
ampo el�e
tri
o, en �este problema, puede imaginarse 
omo la superposi
i�on dei) el 
ampo el�e
tri
o de la 
arga puntual ,
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ampo el�e
tri
o produ
ido por las 
argas indu
idas sobre la super�
ie del 
ondu
tor,�(~r).Obviamente, si se 
ono
iera la forma en que la 
arga indu
ida se distribuye, el problemaestar��a resuelto. En este 
aso la di�
ultad estriba pre
isamente en que tal distribu
i�on se
ono
er�a s�olo 
uando se haya resuelto el problema 
ompleto. El m�etodo de las im�agenes intentadeterminar una distribu
i�on de 
argas que produz
an el 
ampo deseado en la zona de inter�es.Consideremos ahora el problema siguiente, aparentemente no rela
ionado 
on el problemaanterior: dos 
argas puntuales, de igual magnitud y signo opuesto, lo
alizadas a una distan
ia2h entre s��. El poten
ial ele
trostati
o V (~r) de �este sistema est�a dado porV (~r) = 14��0 ( q(x2 + y2 + (z � h)2)1=2 � q(x2 + y2 + (z + h)2)1=2 )y satisfa
e :� V (~r) = 0 en z =1� V (~r) = 0 en el plano que pasa por el punto medio de la re
ta que une las dos 
argas; enotras palabras, tal plano (z = 0) es una equipoten
ial.Adem�as, el 
ampo el�e
tri
o produ
ido por las 
argas es~E = q4��0 [ x{̂ + y|̂+ (z � h)k̂(x2 + y2(z � h)2)3=2 � x{̂ + y|̂+ (z + h)k̂(x2 + y2 + (z + h)2)3=2 ℄luego, en z = 0+ tenemos~E(x; y; z = 0) = q4��0 [ �2hk̂(x2 + y2 + h2)3=2 ℄;que es perpendi
ular al plano z = 0. Notemos que, en la regi�on z � 0, el poten
ial de lasdos 
argas satisfa
e las mismas 
ondi
iones que debe satifa
er V (~r) para el problema del planoy la 
arga; por lo tanto, el teorema de Uni
idad nos di
e que, en la region de inter�es, ambospoten
iales 
oin
iden.El problema original puede ser resuelto ahora, introdu
iendo una distribu
ion de 
argas�
ti
ias (una sola 
arga, en este 
aso), que llamaremos '
argas imagen', y que resuelven elproblema. La di�
ultad prin
ipal, que limita la apli
abilidad del metodo, est�a en en
ontrartales 
argas imagen.Ahora podemos determinar la 
arga indu
ida en el 
ondu
tor plano�(x; y) = � q2� h(x2 + y2 + h2)3=2La 
arga indu
ida es qindu
ida = �q , 
omo lo muestra la integra
i�on dire
ta, y 
omo deb��aser (intuitivamente).Se puede demostrar f�a
ilmente que la fuerza 
on que la 
arga es atraidapor el plano 
ondu
tor est�a dada por ~F = � q216��0h2 k̂:Otros problemas que pueden resolverse f�a
ilmente usando el m�etodo de las im�agenes sonalgunos 
on simetr��a esf�eri
a y 
il��ndri
a, 
omo los que se indi
an a 
ontinua
i�on:



32 CAP�ITULO 2. CONDUCTORESi) esfera a tierra frente a una 
arga puntual.ii) esfera a poten
ial V0, frente a una 
arga puntual.iii) et
etera (invente alguno).2.4 Capa
idadConsideremos un sistema de dos 
ondu
tores aislados. Supongamos primero que q1 = q10 yq2 = 0. Llamemos V1(r) a la solu
i�on de este problema. El poten
ial en el 
ondu
tor '1' ser�aV1(1), mientras que el del 
ondu
tor '2' ser�a V1(2).Si la 
arga de 
ondu
tor '1' se multipli
a por una 
onstante � , manteniendo q2 = 0, vemosque la solu
i�on de este problema est�a dada por �V1(r). Los 
ondu
tores estar�an ahora a lospoten
iales �V1(1) y �V1(2), por lo tanto podemos de
ir que los poten
iales son propor
ionalesa las 
argas. Si q2 = 0, enton
es V1(1) = p11q1V1(2) = p21q1:Similarmente, si 
onsideramos ahora el problema ele
trost�ati
o en que q1 = 0 y q2 = q20, yha
emos el mismo an�alisis anterior, vemos queV2(1) = p12q2V2(2) = p22q2:Si ahora nos planteamos el problema m�as general en que las 
argas son q1 en el 
ondu
tor #1,y q2en el 
ondu
tor #2, �este tendr�a la solu
i�onV (r) = V1(r) + V2(r);donde V1(r) es la solu
i�on del problema #1, y V2(r) es la solu
i�on del problema #2. Por lotanto el poten
ial en el 
ondu
tor #1 ser�a:V (1) = V1(1) + V2(1) = p11q1 + p12q2;mientras que en el 
ondu
tor #2 ser�a:V (2) = V1(2) + V2(2) = p21q1 + p22q2:Resumiendo, tenemos la rela
i�on lineal (que puede generalizarse f�a
ilmente) :V (1) = p11q1 + p12q2V (2) = p21q1 + p22q2Los p's se llaman 
oe�
ientes de poten
ial. Puede demostrarse que los 
oe�
ientes son sim�etri
os( p21 = p12 ). Hay un 
aso parti
ular de la rela
i�on anterior, que presenta gran inter�es pr�a
ti
o:el 
ondensador. Se trata de un sistema formado por dos 
ondu
tores, 
argados 
on 
argas +qy �q, respe
tivamente.Usando las rela
iones entre 
argas y poten
iales se en
uentra que la diferen
ia entre lospoten
iales de los 
ondu
tores es



2.4. CAPACIDAD 33�V = V (2)� V (1) = (p11 + p22 � 2p12)q;en otras palabras, la '
arga' q en el 
ondensador es propor
ional a la diferen
ia de poten
ialentre los 
ondu
tores, q = C�V , dondeC = 1p11 + p22 � 2p12es la 
apa
idad del 
ondensador.2.4.1 Condensador PlanoSupongamos que se tienen dos pla
as 
ondu
toras planas, muy grandes que se en
uentran
argadas 
on 
argas totales +q y �q, separadas por una distan
ia d (la distan
ia d es mu
homas peque~na que las dimensiones de la pla
a). Las 
argas positivas y negativas de las pla
asse atraen entre s��, quedando �nalmente depositadas en las 
aras interiores de las pla
as 
ondensidades uniformes � y �� (evidentemente, �esta es s�olo una solu
i�on aproximada),� = q=A;en que A es el area de las pla
as. Como resultado de esto, el 
ampo ser�a aproximadamenteuniforme, 
on el valor E = �=�0:La diferen
ia de poten
ial entre las pla
as es :�V = �=�0 = (qd)=(�0A):Por lo tanto, la 
apa
idad del 
ondensador plano es
 = �0A=d:La unidad MKSA de medi
i�on de la 
apa
idad es el 'farad' (abreviado f). Desde el puntode vista pra
ti
o, 1 f es una unidad bastante grande; por ejemplo, uno en
uentra que los
ondensadores 
omer
iales tienen 
apa
idades del orden de los 'mi
ro-farad' (�f = 10�6f):Nota : la solu
i�on exa
ta del 
ondensador plano es un problema matem�ati
amente di�
il,debido a los 'efe
tos de borde'.
b

V
0

d
area A

aFigura 2.4: Condensador plano, de lados a, b, �area A = ab y separa
i�on d.



34 CAP�ITULO 2. CONDUCTORES2.4.2 Condensador Esf�eri
oEst�a formado por dos esferas 
on
�entri
as (radios a y b)
a

Q

c
b

(-Q)

Figura 2.5: Condensador esf�eri
o, formado por dos 
ondu
tores 
on
�entri
os, de radios a y b,a << b.Dada la simetr��a del problema, las 
argas se distribuyen uniformemente 
on densidades quese pueden determinar f�a
ilmente usando, por ejemplo el teorema de Gauss. El resultado es�(a) = � Q=(4��0a2) (2.1)�(b) = Q=(4��0b2) (2.2)C = 4��0ab=(b� a): (2.3)2.4.3 Conexi�on de CondensadoresLas maneras de 
one
tar 
ondensadores son mu
has. Dos de ellas tienen importan
ia espe
ial(por su simpli
idad), y se representan en la �gura.
C

1

2
C

C
1 2

C

Figura 2.6: Condensadores 
one
tados en serie y en paralelo.� Conexi�on en Serie : 1Ceq = 1C1 + 1C2 :� Conexi�on en Paralelo: Ceq = C1 + C2:



2.4. CAPACIDAD 352.4.4 Fuerza entre las pla
as de un CondensadorNotar que la fuerza no es q ~E ( si ~E = 
ampo entre las pla
as), ya que tal 
ampo in
luye'auto-fuerzas'. La fuerza 
orre
ta es, por lo tanto:F = ��2A=(2�0):
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Cap��tulo 3Ele
trost�ati
a en medios Diel�e
tri
osUn material diel�e
tri
o ideal no tiene 
argas libres en su interior. Las 
argas en un materialdiel�e
tri
o -aislador- se en
uentran ligadas, y no pueden moverse 
omo lo ha
en en los 
ondu
-tores. Deseamos estudiar la respuesta de los medios aislantes a la a

i�on de 
ampos el�e
tri
os.3.1 Experimento de FaradaySupongamos que se tiene dos 
ondensadores, -geom�etri
amente id�enti
os-, uno 
on va
��o entrelas pla
as y otro 
on un diel�e
tri
o entre ellas.Figura 3.1: Experimento de Faraday en diel�e
tri
os
d d

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

dielectrico(vacio)Cono
emos la 
apa
idad del 
ondensador #1-C0- (
on va
��o). Se mide la 
apa
idad del
ondensador #2-C- y se 
omparan; el resultado esCC0 = �;en que � > 1 es una 
onstante. Se en
uentra, adem�as, lo siguiente,i) � es independiente de la geometr��a; es de
ir, no depende de la forma del 
ondensador.ii) � depende s�olo del material.iii) � > 1.Como Q = C�V , enton
es, para la misma diferen
ia de poten
ial �V , la 
arga Q 
ontenidaen el 
ondensador 
on diel�e
tri
o es mayor que Q0 ,Q=Q0 = C=C0 = � > 1:Por esta raz�on, el 
ampo el�e
tri
o entre las pla
as debe tambien ser modi�
ado por lapresen
ia del diel�e
tri
o. En efe
to, un 
�al
ulo sen
illo muestra que:37



38 CAP�ITULO 3. ELECTROST�ATICA EN MEDIOS DIEL�ECTRICOSE=E0 = 1=� < 1;por lo tanto podemos es
ribir E = �=(�0�):El 
ampo neto E entre las pla
as es menor que 
uando no hay diel�e
tri
o. Como los 
amposse superponen linealmente, podemos es
ribir (simb�oli
amente)Etotal = E
ondu
tor + Ediel�e
tri
oE = �=�0 + (1=�� 1)�=�0:Este resultado permite de
ir que ha apare
ido una 
arga super�
ial, lo
alizada en el diel�e
tri
o,la 
ual produ
e un '
ampo de polariza
ion', de valorEp = (1� � 1) ��0 :Figura 3.2: Cargas libres y de polariza
ion en un diel�e
tri
o.
+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

−σ
σσ

P

−σ
PComo puede entenderse este he
ho?. Podemos imaginar que un diel�e
tri
o est�a formadopor 
argas que, si bien no son 
apa
es de desplazarse libremente, pueden desplazarse de susposi
iones de equilibrio, en respuesta a los 
ampos el�e
tri
os que a
t�uan sobre ellas. Estosdesplazamientos dan lugar a momentos dipolares el�e
tri
os, que a su vez produ
en un 
ampoel�e
tri
o adi
ional al 
ampo 'externamente' apli
ado. La apari
i�on de los momentos dipolaresmi
ros
�opi
os da lugar a una polariza
i�on ma
ros
�opi
a, 
uyo signi�
ado se ilustra en la �gura.En base a este modelo sen
illo puede 
onstruirse una teor��a ma
ros
�opi
a del fenomeno; sinembargo, nosotros s�olo haremos un bosquejo de ella, enfatizando su signi�
ado f��si
o, y no elaspe
to formal.De�namos el ve
tor 'polariza
ion' ~P , en un punto ~r, 
omo el 'limite f��si
o' - ya expli
adopreviamente- de la 
antidad: ~P (~r) = lim�
!0�~p(~r)�
 ; (3.1)en que �~p(~r) es el momento dipolar el�e
tri
o de un trozo de material 
on volumen �
.i) Una polariza
i�on ~P (~r) produ
e un 
ampo el�e
tri
o ~Ep(~r), que se puede 
al
ular 
omosigue:



3.2. TEOREMA DE GAUSS 39~Ep(~r) = �~rVp(~r);en que Vp(~r) = 14��0 Z (~r � ~r0) � d~pj~r � ~r0j = 14��0 Z (~r � ~r0) � ~P (~r0)d3rj~r � ~r0j : (3.2)ii) La polariza
i�on ~P (~r) surge 
omo respuesta a 
ampos el�e
tri
os debidos a distribu
ionesde 
arga, luego el 
ampo el�e
tri
o total es :~E = ~E
argas + ~Ep:iii) Se puede demostrar que el 
ampo ~Ep se puede 
al
ular a partir de 
iertas '
argas depolariza
i�on', �p y �p, en la manera `standard', es de
irVp(~r) = 14��0 Z �p(~r0)d3r0j~r � ~r0j + 14��0 Z �p(~r0)dS 0j~r � ~r0j ; (3.3)donde las integrales son, respe
tivamente sobre el volumen y la super�
ie del diel�e
tri
o;adem�as, �p = ~P � n̂; (3.4)�p = �~r � ~P : (3.5)Observemos que, si la polariza
i�on ~P (~r) fuera una fun
i�on 
ono
ida de ~r0,enton
es la ex-presi�on anterior permitir��a 
al
ular el 
ampo el�e
tri
o en todas partes. En general, ~P (~r) seorigina 
omo respuesta al 
ampo el�e
tri
o total, el 
ual in
luye el 
ampo produ
ido por lapropia polariza
i�on ~P , y es des
ono
ido. Se ha en
ontrado, en forma experimental, que existenrela
iones de la forma: ~P = ~P ( ~E):Este tipo de rela
iones se denominan, gen�eri
amente, rela
iones '
onstitutivas'. En general,mu
hos medios materiales satisfa
en una rela
i�on de la forma :~P = �~E;en que � es una 
onstante. Volveremos a este punto luego.3.2 Teorema de GaussConsideremos un 
onjunto de 
argas, rodeadas por un medio material diel�e
tri
o, in�nito. El
ampo el�e
tri
o se debe a todas las 
argas del sistema, por lo tanto es v�alido el teorema deGauss, en la forma



40 CAP�ITULO 3. ELECTROST�ATICA EN MEDIOS DIEL�ECTRICOSZ ~E � d~S = Qtotal=�0;donde la 
arga total, Qtotal es la 
arga real m�as la 
arga de polariza
i�onQtotal = Q +Qp:Para simpli�
ar, tomar un 
ondu
tor 
on 
arga Q, de super�
ie S
, y una super�
ie S, que
ontiene a S
. La 
arga de polariza
i�on esQp = � Z ~P � n̂dS;luego, se puede es
ribir Z (�0 ~E + ~P ) � d~S = QSe de�ne el `ve
tor desplazamiento' ~D = �0 ~E + ~P , enton
esZ ~D � d~S = Q; (3.6)en forma equivalente -diferen
ial- r � ~D = �(~r); (3.7)3.3 Constante Diel�e
tri
aHemos de�nido una 
onstante �, llamada suse
ptibilidad diel�e
tri
a, que rela
iona la polar-iza
i�on ~P 
on el 
ampo el�e
tri
o, para medios materiales lineales, is�otropos y homog�eneos (enadelante, LIH, para abreviar). La rela
i�on ~P = �~E, se puede expresar 
omo una rela
i�on entrelos ve
tores ~E y ~D, que tiene la forma ~D = (�0 + �) ~E:Se a
ostumbra a de�nir la '
onstante diele
tri
a', � 
omo� = �0 + �:De lo que hemos di
ho, es f�a
il ver la rela
i�on que existe entre las diferentes 
onstantes �,� y �. � = �=�0� = �� �0� = (�� 1)�0Para referen
ia futura, in
luyamos algunas de�ni
iones� Medio Lineal: Es un material en que la rela
i�on entre ~P y ~E es una fun
i�on lineal. Estoquiere de
ir que di
ha rela
i�on se puede expresar en la formaPi = �i1E1 + �i2E2 + �i3E3:En otras palabras, los elementos �ij ( i; j = 1; 2; 3) forman una matriz sim�etri
a.



3.4. CAMPO DE RUPTURA 41Material � EmaxV olt=mVa
io 1.00 |Aire 1.0006 3:0 � 106 (1 atm. )Aire 1.054 (100 atm. )CO2 1.001 (1 atm. )H2O 88 (20 C, destilada)Petroleo 2.1 12:0 � 106Tabla 3.1: Valores de la 
onstante diel�e
tri
a �, y el 
ampo de ruptura, para algunos materialesdiel�e
tri
os.� Medio Is�otropo: Es un material 
uyas propiedades diel�e
tri
as no dependen de laorienta
i�on del material. En el 
aso de lo medios que son adem�as lineales, esto signi�
aque la rela
i�on se expresa 
omo (i = 1; 2; 3)Pi = �Ei:� Medio Homog�eneo: Es un material 
uyas propiedades diel�e
tri
as son las mismas entodo punto del material. Si el medio es lineal, la (o las) � son 
onstantes, indpendientesde la posi
i�on en el material.3.4 Campo de RupturaLa rela
i�on ~P = �~E puede ser 
onsiderada 
omo una rela
i�on an�aloga a la ley de Hooke(analog��a me
�ani
a). En general, un medio diel�e
tri
o sometido a un 
ampo el�e
tri
o muyintenso 'se rompe' - es de
ir, se vuelve 
ondu
tor-, si el 
ampo en el interior del material superaun valor 
r��ti
o m��nimo. Este 
ampo es el llamado '
ampo de ruptura'.3.5 Condi
iones de Borde en Diel�e
tri
osCon referen
ia a la �gura anterior, se puede demostrar que las 
ondi
iones de borde en lainterfase entre dos medios diel�e
tri
os, se pueden es
ribir en la forma~D1 � n̂� ~D2 � n̂ = � (3.8)~E1 � t̂� ~E2 � t̂ = 0 (3.9)3.5.1 Carga puntual en diel�e
tri
oUna 
arga puntual en un diel�e
tri
o (isotropo, lineal, homogeneo). Determinemos losa 
ampos~E, ~D y ~P . Usando la ley de Gauss, 
on una super�
ie esf�eri
a Sr de radio r, 
on
�entri
a 
onla 
arga q, se tiene



42 CAP�ITULO 3. ELECTROST�ATICA EN MEDIOS DIEL�ECTRICOSFigura 3.3: Interfase entre dos diel�e
tri
os ( '1' y '2' ).
t̂

(1)

(2)

n̂

ISr ~D � d~S = 4�r2D(r) = q:Enton
es, se tiene D(r) = q=4�r2E(r) = q=4��r2P (r) = (�� �0)q=4��r2:3.5.2 Esfera 
ondu
tora en diel�e
tri
oConsideramos una esfera 
ondu
tora, 
on 
arga Q, rodeada por un diel�e
tri
o lineal, is�otropo,homog�eneo, de permitividad � y extensi�on in�nita. Cal
ulemos los 
ampoe ~E, ~D y las densi-dades de 
arga real y de polariza
i�on.Este problema se resuelve usando el mismo m�etodo que el anterior, pues presenta la mismasimetr��a. Por este motivo, para r > R los 
ampos son los mismos que en el problema anterior(
on Q en vez de q). Falta enton
es 
al
ular las densidades de 
arga super�
ial, las que seobtienen de ~D � n̂ = �;en que ~D es el ve
tor desplazamiento en la ve
indad de la super�
ie del 
ondu
tor, y n̂ esel ve
tor normal a la super�
ie de la esfera 
ondu
tora r = R, que apunta ha
ia fuera del
ondu
tor Con esto, � = Q=4�R2:De la misma manera, la densidad de 
arga de polariza
i�on super�
ial es�P = ~P � n̂;en que n̂ apunta ha
ia afuera del diel�e
tri
o, opuesta a la normal al 
ondu
tor.



3.5. CONDICIONES DE BORDE EN DIEL�ECTRICOS 43�P = �(�� �0)Q=4��R2:Se observa que �P es de signo opuesto a �, pues las 
argas negativas del diel�e
tri
o se debenarpximar a las 
argas positivas del 
ondu
tor.3.5.3 Carga puntual en interfaseUna 
arga puntual en la interfase plana entre dos medios diel�e
tri
os (LHI) homog�eneos, semi-in�nitos en extensi�on. Podemos partir observando que el sistema debiera presentar al menosalguna forma de simetr��a esf�eri
a, in
ompleta desde luego. Es
ojamos las 
oordenadas demanera que los dos semiespa
ios est�an separados por el plano z = 0, y que la 
arga puntual qse en
uentra di
ho plano, y su posi
i�on 
oin
ide 
on el origen de 
oordenadas.Las 
ondi
iones de borde que se deben satisfa
er, en el plano z = 0, soni) 
ontinuidad de la 
omponente normal del ve
tor ~D, que se expresa 
omo~D(x; y; z = 0�) = ~D(x; y; z = 0+):ii) 
ontinuidad de las 
omponentes tangen
iales de ~E,Ex(x; y; z = 0�) = Ex(x; y; z = 0+)Ey(x; y; z = 0�) = Ey(x; y; z = 0+):Se puede 
omprobar f�a
ilmente que el 
ampo el�e
tri
o ~E tiene simetr��a esf�eri
a, pues es la �uni
amanera de asegurar la satisfa

ion de las 
ondi
iones anteriores, por lo tanto, debe tener la forma:~E(~r) = k4�r2 r̂:La 
onstante k debe determinarse usando el teorema de Gauss; para lo 
ual es
ribimos~D(x; y; z < 0) = �1 ~E(x; y; z < 0)~D(x; y; z < 0) = �2 ~E(x; y; z > 0):Cal
ulamos el 
ujo de este 
ampo, obteniendoI ~D � d~S = 2�(�1 + �2)k = q;donde k = q2�(�1 + �2) :
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Figura 3.4: Condensador plano, 
on una pla
a diel�e
tri
a entre las pla
as 
ondu
toras.3.5.4 Condensador 
on pla
a diel�e
tri
aConsideremos el problema de una pla
a diel�e
tri
a entre las pla
as de un 
ondensador plano, ydeterminemos los 
ampos y la fuerza entre las pla
as. La geometr��a es 
omo sigue: pla
as delados a, b, 
on separa
i�on d; adem�as, se inserta una pla
a de material diel�e
tri
o, de espesor dy an
ho b, que ingresa una distan
ia t entre las pla
as, 
omo se observa en la �gura.Ha
emos la suposi
i�on que las pla
as son grandes, en 
ompara
i�on 
on la separa
i�on, lo quenos ha
e suponer que tanto a, 
omo b y t son mu
ho mayores que d. Esto nos permite despre
iarlos esfe
tos de los bordes de las pla
as, y suponer que los 
ampos ~E y ~D son perpendi
ularesa la super�
ie de las pla
as, paralelos a la dire

i�on k̂,~E = Ek̂~D = Dk̂:Estos 
ampos son los que existen en el espa
io entre las pla
as 
ondu
toras. Los 
ampos enel resto del espa
io son nulos, in
luyendo desde luego el interior de los 
ondu
tores. Como los
ampos deben satisfa
er las e
ua
iones de la ele
trost�ati
a, la e
ua
i�on~r^ ~E = 0 ) �E�y = 0 y �E�x = 0;esto indi
a que E depende s�olo de z, adem�as~r � ~D = 0 ) �D�z = 0:Notamos que hay dos regiones, que llamaremos (I) y (II), respe
tivamente. En la regi�on (I)se tiene 0 < x < b, 0 < y < a � t, 0 < z < d; mientras que en la regi�on (II) se tiene 0 < x0b,a� t < y < a, y 0 < z < d. Sabemos enton
es que el 
ampo ~E es el mismo tanto en la zona I
omo en la zona II, mientras que



3.5. CONDICIONES DE BORDE EN DIEL�ECTRICOS 45DI = �0E en la zona IDII = �E en la zona II:Si la pla
a superior de la �gura est�a a un poten
ial V0, respe
to a la pla
a superior, enton
esE = �V0=d, pues de esta manera el 
ampo queda dirigido de la pla
a superior a la inferior.Podemos 
al
ular las 
argas en la pla
a superior, usando la rela
i�on� = ~D � n̂;usando n̂ = �k̂, que es el ve
tor normal a la super�
ie de di
ha pla
a. Se obtiene enton
es�I = � DI = �0V0=d�II = � DII = �V0=dObtengamos la 
apa
idad C de este 
ondensador, para lo 
ual debemos obtener primero la
arga en las pla
as. Llamemos AI = b(a � t) y AII = bt, 
on esto podemos expresar la 
argaen la pla
a superior 
omo Q = �IAI + �IIAII = (�0(a� t) + �t)bV0d ;por lo tanto la 
apa
idad esC = �0AId + �0AIId = (�0(a� t) + �t)bd :Basados en esta rela
i�on, podemos de
ir que la 
apa
idad obtenida es equivalente a la 
ombi-na
i�on en paralelo de dos 
ondensadores, de 
apa
idades CI = �0AI=d y CII = �AII=d.Podemos obtener ahora el ve
tor polariza
i�on ~P , y la densidad de 
arga de polariza
i�on enla pla
a superior. Evidentemente, en la zona en que hay va
��o (zona I) el ve
tor polariza
i�onse anula, mientras que en la otra zona se tiene~P = (�� �0) ~E = �(�� �0)V0d k̂�P = ~P � k̂ = �(�� �0)V0d
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Cap��tulo 4Energ��a Ele
trost�ati
aPara reunir un sistema de 
argas en una 
on�gura
i�on dada es ne
esario realizar trabajo. Por elteorema del trabajo y la energ��a, el trabajo realizado pasa a formar parte de la energ��a poten
ialdel sistema, en este 
aso se trata de energ��a poten
ial ele
trost�ati
a.4.1 Energ��a de un Sistema de CargasPara 
omenzar, supongamos que tenemos un sistema de n 
argas puntuales, q1; q2; : : : ; qn, inm-ersas en un medio diel�e
tri
o lineal, is�otropo y homog�eneo, de permitividad �. Determinemosel trabajo ne
esario para llevar a estas n 
argas desde una 
on�gura
i�on ini
ial en que se en-
uentran in�nitamente separadas hasta la 
on�gura
i�on �nal en que se en
uentran ubi
adas enposi
iones ~r1; ~r2; : : : ; ~rn.Traer la primera 
arga no 
uesta ning�un trabajo,W1 = 0:Traer la segunda 
arga impli
a realizar trabajo 
ontra el 
ampo de la primera 
arga,W2 = (�) Z r11 q1q24��r2 r̂ � d~r = q1q24��r12 :Traer la ter
era 
arga, 
uando q1 y q2 ya est�an presentes requiere un trabajo W3,W3 = q1q34��r13 + q2q34��r23 ;as��, traer la 
arga (j + 1) requiere un trabajo W(j+1), dado porW(j+1) = q(j+1) i=jXi=1 qi4��ri;(j+1) :Por lo tanto, traer las n 
argas ha 
ostado un trabajo total W ,W =W1 +W2 + :::::+Wn= Pj=nj=1 Wj;lo que puede es
ribirse 
omo (notar el fa
tor 1=2):47



48 CAP�ITULO 4. ENERG�IA ELECTROST�ATICAW = 12XXi6=j qiqj4��rij (4.1)Ahora identi�
amos el trabajo realizado 
on la energ��a poten
ial ele
trost�ati
a del sistema,U =W . Observemos que esta rela
i�on se puede es
ibir en la formaU = 12 nXj=1 qjVj;donde Vj es el poten
ial en la posi
i�on de la 
arga qj, debida al resto de las 
argas,Vj = 0nXi=1 qi4��rij :Notar la ' sobre la �, que indi
a que el t�ermino 
on i = j debe omitirse de la suma.4.2 Distribu
iones 
ontinuasNotemos que las f�ormulas pueden generalizarse al 
aso de distribu
iones 
ont��nuas de 
arga,�(r), para lo 
ual 
onsideramos un vol�umen V , y lo dividimos en N elementos de vol�umen dVi,
on 
arga dQi = �idVi). Usamos la expresi�onU = 12XXi6=j qiqj4��rij ;que es epli
able al 
aso de un 
onjunto de 
argas puntuales, y la apli
amos a nuestro 
aso,tomando luego el l��mite en que N !1, enton
es se tiene:U = 12 Z Z �(~r)�(~r0)d3rd3r04��j~r � ~r0j ;y tambi�en U = 12 Z �(~r)V (~r)d3r:Notemos que, en la �ultima expresi�on, V (r) es el poten
ial ele
trost�ati
o total, debidoa todala distribu
i�on de 
argas.4.3 Sistema de Condu
toresComo en 
ada 
ondu
tor el poten
ial es 
onstante, y la 
arga se distribuye en la super�
ie 
ondensidad �, se tiene: U = 12Xi ZSi �(~r)V (~r)dSiEnton
es, la energ��a de un sistema de n 
ondu
tores se puede es
ribir 
omo



4.3. SISTEMA DE CONDUCTORES 49U = 12 nXi=1QiVi:Notar que la energ��a de un sistema de 
ondu
tores lu
e formalmente id�enti
a a la de unsistema de 
argas puntuales. Sin embargo, hay que notar que la expresi�on para 
ondu
toresin
luye 'auto-energ��as', es de
ir, la energ��a ne
esaria para 
rear la 
on�gura
i�on de 
argas enlos 
ondu
tores. Veremos que la energ��a ele
trost�ati
a puede interpretarse 
omo alma
enadaen el espa
io, 
omo alternativa a la interpreta
i�on que 
uye de la e
ua
i�on anterior.Teorema: La energ��a poten
ial ele
trost�ati
a puede es
ribirse 
omoU = Z 12 ~E(~r) � ~D(~r)d3r (4.2)4.3.1 Energ��a Ele
trost�ati
a de una EsferaSe tiene una esfera de radio a, 
on densidad de 
arga �(~r), en el va
��o. Se desea determinar suenerg��a poten
ial ele
trost�ati
a. Esta energ��a puede ser 
al
ulada usando la expresi�on anterior-generalizada apropiadamente- o bien 
on el siguiente pro
edimento:Supongamos que la 
arga de la esfera se trae en 
as
arones de espesor dr, 
on 
arga dQ(r).El trabajo ne
esario para traer el 
as
ar�on de espesor dr, ubi
ado en (r; r + dr) es :dU = Q(r)dQ4��r ;en que Q(r) es la 
arga que ya ha sido tra��da, est�a 
ontenida entre los radios 0 y r, y est�adada por Q(r) = Z r0 �(~x)d3x = Z r0 4�x2�(x)dx:De esta manera, la 
arga del 
as
ar�on, dQ(r) esdQ(r) = 4�r2�(r)dr:Tomemos, para simpli�
ar el 
al
ulo, � = 
onstante, y llamemos Q0 a la 
arga total de leesfera. Se tiene Q(r) = ( rR)3Q0;por lo tanto, dU = Q20dr=(4��R3), y �nalmenteU = 35 Q204��R:4.3.2 Condensador planoApli
amos la f�ormula para 
ondu
tores, y tenemos las siguientes expresiones alternativas:U = Q�V=2= C(�V )2=2= Q2=2C



50 CAP�ITULO 4. ENERG�IA ELECTROST�ATICAUsando la densidad de energ��a, ue = ~E2=(2�0), 
on el 
ampo E = �=�0, y � = Q=A),ue = �2=(2�0);lo 
ual da el resultado anterior,U = Z ued3r = �2Ad=2�0:4.3.3 Esfera 
on 
arga super�
ial uniformeDeterminar la energ��a poten
ial ele
trost�ati
a de una esfera de radio R, 
on 
arga super�
ial�, uniformemente distrib��da sobre su super�
ie. El poten
ial ele
trostati
o de esta distribu
i�ones V (r) = ( Q=4��0r para r > RQ=4��0R para R > r;donde Q = 4�R2�. El 
ampo el�e
tri
o esE = ( 0 para r < RQ=4��0r2 para r > RLa densidad de energ��a ele
trost�ati
a es ue,ue = Q232�2�0r4 ; para r > Ry se anula para r < R. Integrando, obtenemos U ,U = Q28��0R:Como se trata de una 
�as
ara esf�eri
a, y �esta se en
uentra a poten
ial 
onstante, tenemosU = QV (R)=2 = Q28��0R;el mismo resultado anterior.4.4 C�al
ulo de Fuerzas y TorquesComo veremos en esta se

i�on, el 
ono
imento de la energ��a ele
trost�ati
a de un sistema nospermitir�a obtener informa
i�on a
er
a de las fuerzas y torques sobre sus partes.4.4.1 Sistema aisladoConsideremos una sistema aislado y permitamos que una parte de este sistema se mueva bajola a

i�on de la fuerzas el�e
tri
as. Sea dx el desplazamiento del sistema. El trabajo me
�ani
odWme
 realizado es dWme
 = Fdx:



4.4. C �ALCULO DE FUERZAS Y TORQUES 51Como el sistema est�a aislado, el trabajo me
�ani
o se realiza a 
osta de la energ��a el�e
tri
adel sistema, dU + dWme
 = 0por lo tanto, Fdx = �dU = �(�U�x )jQ=
te:dx:La fuerza F queda dada enton
es porF = ��U�x jQ=
te: (4.3)El desplazamiento x puede ser lineal o angular; si es lineal, F es una fuerza, mientras quesi es angular F es un torque.4.4.2 Sistema a poten
iales 
onstantesTenemos un sistema de 
ondu
tores, los 
uales se mantienen a poten
iales �jos, por medio defuentes de energ��a externas (bater��as). Si dejamos que una de las partes se mueva tendremos:dU + dWme
 = dWb;en que dWb es el trabajo de las bater��as, ne
esario para mantener V = 
te: en los 
ondu
tores.Por otra parte, para un sistema de 
ondu
tores la energ��a se es
ribeU = 12 nXi=1QiVi;por lo tanto, a poten
iales Vi 
onstante,dU = 12 nXi=1 VidQi:Por otra parte, dWb es el trabajo ne
esario para traer 
argas dQi a los 
ondu
tores, luegodWb = nXi=1 VidQi = 2dUluego (notar la diferen
ia de signo 
on el 
aso (a)),dWme
 = +dUFinalmente, la fuerza queda dada porF = +�U�x jV=
te (4.4)



52 CAP�ITULO 4. ENERG�IA ELECTROST�ATICA4.4.3 Condensador planoFuerza entre las pla
as de un 
ondensador plano. Se distinguen dos 
asos, aunque es 
laro quela fuerza es la misma en ambos.i) Carga 
onstante. La energ��a se puede expresar en fun
i�on de la 
arga, 
omoU = Q22C = x2�AQ2;en que A es el �area de las pla
as del 
ondensador, x la separa
i�on de las pla
as, � la
onstante diel�e
tri
a, y C = �A=x la 
apa
idad. Con esto, podemos evaluar f�a
ilmente lafuerza, F = ��U�x jQ=Cte: = � Q22�A:ii) Poten
ial 
onstante. Podemos expresar la energ��a en fun
i�on de la diferen
ia de poten
ial�V , para poder ha
er la derivada en forma sen
illa,U = C(�V )22 = �A(�V )22x ;enton
es la derivada es f�a
il de realizar, y valeF = +�U�x j�V=Cte: = ��A(�V )22x2 = � Q22�A;en que hemos supuesto que la 
arga del 
ondensador es Q = C�V .4.4.4 Carga puntual y plano 
ondu
torUna 
arga puntual q, a una distan
ia h frente a un plano 
ondu
tor in�nito, a poten
ial 
ero ('a tierra'). El 
ampo el�e
tri
o para esta 
on�gura
i�on ya ha sido resuelto po medio del m�todode las im�agenes, ahora queremos 
al
ular la fuerza que el plano ejer
e sobre la 
arga q. Para
al
ular esto podemos pro
eder de dos maneras.En primer lugar, usando la idea de di
ho m�etodo, la fuerza bus
ada debe 
orresponder a lafuerza entre la 
arga q y su im�agen, que obtendremos a partir de la energ��a poten
ial de las dos
argas, separadas por la distan
ia r, U = � q24��0r :Con esto, la fuerza ser�a F = ��U�r = � q24��0r2 :Ahora, la distan
ia entre las 
argas es r = 2h, por lo tantoF = � q216��0h2 :Naturalmente, una vez re
ono
ido el he
ho que la fuerza es aquella entre dos 
argas puntuales,el resultado anterior es evidente.Otra manera de verlo 
onsiste en observar que la fuerza 
orresponde a la intera

i�on entrela 
arga q, y la densidad de 
arga indu
ida �(x; y), obtenida previamente. Por lo tanto, bastaintegrar para 
al
ular di
ha fuerza.



4.4. C �ALCULO DE FUERZAS Y TORQUES 534.4.5 Torque sobre un dipolo en 
ampo externoDeterminemos la fuerza sobre un dipolo en un 
ampo externo ~E = �~rV (~r). Supongamos queel dipolo est�a dispuesto en un punto de 
oordenadas ~r, y lo visualizamos 
omo una 
arga (�q)ubi
ada en ~r, y una 
arga +q, lo
alizada en ~r+~a. Enton
es, la energ��a del dipolo en este 
ampoexterno es U = qV (~r + ~a)� qV (~r) = q~a � ~rV (~r) = �~p � ~E(~r):Supongamos que el 
ampo ~E puede 
onsiderarse 
omo uniforme, enton
es, llamando � al �anguloque forma el momento dipolar ~p 
on el 
ampo el�e
tri
o ~E,U = �pE
os(�):El torque es la derivada � = ��U�� = �pEsen(�):Esto indi
a que el dipolo no experimenta torque para los �angulos � = 0; �; 2�. Indudablemente,la 
on�gura
i�on � = 0 es de equilibrio estable, mientras que la 
orrespondiente a � = � esinestable.
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Cap��tulo 5Corriente El�e
tri
aHemos visto 
on alg�un detalle los fen�omenos el�e
tri
os est�ati
os. Es natural preguntarse ahorapor los efe
tos produ
idos por el movimiento de 
argas el�e
tri
as. En t�erminos muy generales,el movimiento de 
argas el�e
tri
as 
onstituye una 
orriente el�e
tri
a. En mayor o menor grado,todos los materiales son 
apa
es de '
ondu
ir' una 
orriente ele
tri
a. Las 
ara
ter��sti
as delfen�omeno de 
ondu

i�on dependen del material 
onsiderado. Se puede 
lasi�
ar los materialesde a
uerdo a si 
ondu
en 
orriente ele
tri
a 
on fa
ilidad o no ( 
ondu
tores y aisladores), obien en forma mas 
uantitativa, 
omo lo haremos mas adelante. La siguiente tabla nos daalgunos ejemplos de materiales 
ondu
tores de diversos tipos.5.1 Corriente El�e
tri
aUna 
orriente ele
tri
a es, simplemente, el movimiento de 
argas ele
tri
as. De�nimos la 
or-riente ele
tri
a I, 
omo la 
arga el�e
tri
a dQ que pasa a traves de una se

i�on de �area A de
ondu
tor, por unidad de tiempo dt, I = dQdt (5.1)La 
orriente ele
tri
a I se mide enton
es en 
oulomb por segundo (ampere) ( 1 A = 1 Cb=seg).Notemos que, de a
uerdo a nuestra de�ni
i�on, tanto los portadores de 
arga positiva 
omonegativa 
ontribuyen a la 
orriente en el mismo sentido (del mismo signo).Tabla 5.1: Tipos de materiales, portadores de 
arga y ejemplos de materiales reales en los quese en
uentran Tipo de Condu
tor Portador de 
arga EjemploCondu
tor met�ali
o ele
trones Cu, Au, Ag, Pt, AlSemi-
ondu
tor ele
trones y hue
os Si, Ge, GaAs, et
.Super
ondu
tor par de Cooper Pb, Hg, et
.Gases ionizados iones 55



56 CAP�ITULO 5. CORRIENTE EL�ECTRICA5.2 Densidad de 
orrienteDe la de�ni
ion anterior resulta 
laro que la 
orriente que pasa por una se

i�on dada de 
on-du
tor depende tanto del n�umero de portadores de 
arga 
omo de su velo
idad. Consideremosun 
onjunto de 
argas que se mueven todas 
on la misma velo
idad v (tienen la misma 
argaq). Supongamos que hay n 
argas por unidad de volumen.Figura 5.1: De�ni
ion de densidad de 
orriente.
v v

v

v

v

v. n dt En un intervalo de tiempo dt, las 
argas se mueven una distan
ia vdt; por lo tanto la
antidad de 
arga que pasa por el ara A es dQ,dQ = qn(vdtA);por lo tanto, la 
orriente que pasa por el area A esI = nqvA:Se de�ne enton
es la densidad de 
orriente, ~J , tal queI = ZS ~J � d~S5.3 Conserva
i�on de la 
arga El�e
tri
aLa 
arga neta en 
ualquier region del espa
io se 
onserva 
onstante. Este prin
ipio fundamentalse expresa matem�ati
amente en la e
ua
i�on de 
ontinuidad: Consideremos un elemento devolumen V , 
ualquiera, limitado por la super�
ie S,La 
orriente que sale del vol�umen V , lo ha
e s�olo a trav�es de S,I = Z ~J � d~S;por el prin
ipio de 
onserva
i�on, la 
orriente que sale del volumen V , se debe a un de
re
imentode la 
arga 
ontenida en V , I = �dQ=dt. Por otra parte,Q = Z �(~r)dV;luego, 
omo V es un volumen 
ualquiera, se tiene la e
ua
i�on de 
ontinuidad.~r � ~J + ���t = 0: (5.2)
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V = volumen cualquiera

dQ/dt 

J(r)

S = superficie que limita
al volumen V

Figura 5.2: Balan
e de 
arga el�e
tri
a en un volumen. El 
ambio de le 
arga en una regi�on esdebido a la 
orriente que sale a trav�es de la super�
ie S que limita el volumen V .Tabla 5.2: Valores de la resistividad y el par�ametro de varia
i�on 
on la temperatura, paraalgunos materiales. Material � = 1=g � (200C)(
=m) (oK�1)Al 2:8 � 10�8 0.0039Cu 1:7 � 10�8 0.0039Au 2:4 � 10�8 0.0034Ge 0.45 -0.048Ge 0.01 (5x10�6%As)5.4 Ley de OhmExperimentalmente se ha en
ontrado que, para mu
hos 
ondu
tores, a temperatura 
onstante,la densidad de 
orriente en el material es propor
ional al 
ampo ele
tri
o,~J = g ~E: (5.3)La 
onstante g se denomina 
ondu
tividad, y es una propiedad del material. La siguiente tablamuestra algunos valores t��pi
os de la resistividad � = 1=g.Se en
uentra, tambien experimentalmente, que la resistividad var��a 
on la temperatura enla forma � = �0(1 + �(T � T0)):La 
onstante � es el 
ambio fra

ional de la resistividad 
on la temperatura� = 1� d�dT jT=T0:



58 CAP�ITULO 5. CORRIENTE EL�ECTRICAConsideremos un medio 
ondu
tor `ohmni
o' ( ~J = g ~E), 
on una permitividad diele
tri
a �.Tomando en 
uenta la ley de Ohm en la e
ua
ion de 
ontinuidad, se tiene~r � ~J = ~r � (g ~E) = g~r � ~E = g� ~r � ~D = g� �:Por lo tanto, se 
umple la rela
ion ���t + g� � = 0;
uya solu
i�on es, para un volumen V 
on 
arga ini
ial Q0,Q(t) = Q0e�t=� :La 
onstante � = g=� es del orden de 10�15 seg para un 
ondu
tor bueno. En otras palabras,el tiempo que demora el interior de un 
ondu
tor en al
anzar su estado de equilibrio estati
oes del orden de 10�15seg , virtualmente instant�aneo.5.5 Modelo de DrudeEste modelo propor
iona una des
rip
i�on ade
uada, desde el punto de vista f��si
o, del fen�omenode 
ondu

i�on el�e
tri
a, basado en un modelo muy sen
illo.El modelo 
onsiste en 
onsiderar a un 
onjunto de portadores de 
arga (ele
trones, de 
argaq = �e y masa m), 
on densidad n por unidad de vol�umen. Por ejemplo, en un 
ondu
tormet�ali
o, existe un 
onjunto de iones, que se en
uentran dispuestos formando un enrejadoperi�odi
o, y tienen una movilidad mu
ho menor que los ele
trones. En presen
ia de un 
ampoel�e
tri
o, s�olo los ele
trones se pueden mover, y lo ha
en de a
uerdo a las leyes de Newton, esde
ir, si ~v es la velo
idad de un ele
tr�on, enton
esmd~vdt = (�e) ~E:Por lo tanto, la velo
idad de los ele
trones es de la forma~v(t) = ~v0 � em ~Et:Al modelo no le interesa el 
omportamiento de los ele
trones individuales, sino s�olo elpromedio sobre un n�umero muy grande de ele
trones, por este motivo, la 
antidad de intere�eses el promedio de la velo
idad. Se ha
e enton
es las siguientes hip�otesis sobre el movimientodel 
onjunto de ele
trones:� Los ele
trones se mueven libremente entre 
olisiones, las que son prin
ipalmente 
on losiones.� Luego de 
ada 
olis�on, los ele
trones 
eden toda su ener��a a los iones.� El tiempo promedio entre 
olisiones es �� La velo
idad media de un 
onjunto de ele
trones es aleatoria.



5.6. RESISTENCIA 59De esta manera, la velo
idad media de los ele
trones es< ~v >=< ~v0 > � em ~E < t >;en que el promedo < ~v0 >= 0, por la hi�otesis de movimiento aleatorio de los ele
trones, y< t >= � . De esta manera, se puede determinar la 
orriente el�e
tri
a, ~J = nq~v,~J = ne2�m ~E:Vemos enton
es que el modelo de Drude propor
iona una manera sen
illa de entender laley de Ohm. Al mismo tiempo, permite entender el me
anismo de inter
ambio de energ��a queexpli
a la ley de Joule. De a
uerdo al modelo de Drude, la 
ondu
tividad el�e
tri
a esg = ne2�m :5.6 Resisten
iaTomemos un alambre 
ondu
tor largo, 
on una se

ion de area A y largo l. Sometamos losextremos de este 
ondu
tor a una diferen
ia de poten
ial �V (independiente del tiempo, elsistema se en
uentra en regimen permanente). El 
ampo ele
tri
o en el interior del alambreser�a ~E, y la diferen
ia de poten
ial ser�a�V = Z ~E � d~l:El 
ampo el�e
tri
o ser�a paralelo al alambre (ya que no puede a
umularse 
arga), luego�V = El:La 
orriente I que pasa por el alambre es I = R ~J � d~S, luegoI = JA = gEA;lo 
ual puede es
ribirse en la forma �V = RI;en que R es la 'resisten
ia'del alambre, R = lgA:En general, dado un objeto, su resisten
ia depende a la vez de sus 
ara
teristi
as geometri
asy su 
ondu
tividad.



60 CAP�ITULO 5. CORRIENTE EL�ECTRICA5.7 Cir
uitos de Resisten
iasEs interesante 
onsiderar `
ir
uitos' formados por varias resisten
ias, 
one
tadas de diversasmaneras. Antes de entrar en mayores detalles respe
to a estos 
ir
uitos, des
ribiremos algunasde las formas mas 
omunes de 
one
tar resisten
ias entre s��, a la vez que introdu
ir el 
on
eptode `resisten
ia equivalente'.Consideremos un elemento resistivo; esto es, un 
ondu
tor 
on 
ondu
tividad �nita g (un
ondu
tor perfe
to tiene 
ondu
tividad in�nita). Si, por esta resisten
ia, pasa una 
orriente I,y la resisten
ia entre sus extremos a y b es Rab, enton
es la diferen
ia de poten
ial Vab entre losextremos es Vab = RabI:5.7.1 Conexiones Serie y ParaleloLas formas m�as sen
illas de 
one
tar resisten
ias se 
ono
en por los nombre de 
onexion `serie'y `paralelo', que des
ribimos a 
ontinua
ion.Figura 5.3: Representa
ion de un resistor ideal, por medio de una l��nea qeubrada, y de las
ombina
iones de resisten
ias en serie y en paralelo.
R

R R

R

R

resistor  ideal

conexion
en serie

conexion 
en paralelo

1 2

1

2a) Conexi�on en Serie Considerar dos (o mas) resisten
ias 
one
tadas 
omo muestra la�gura. La diferen
ia de poten
ial entre los puntos a y b se puede es
ribir 
omoVab = Va
 + V
b:Como la 
orriente que 
ir
ula por R1 y R2 es I, enton
esVa
 = R1IV
b = R2IFor lo tanto, Vab = (R1 +R2)I;luego podemos de
ir que la 'resisten
ia equivalente' de la 
ombina
ion de dos resiten
iasen serie es Rab = R1 +R2: (5.4)



5.8. CAMPOS EL�ECTRICOS EN R�EGIMEN PERMANENTE 61b) Conexi�on en Paralelo En este 
aso, la diferen
ia de poten
ial entre los extremos deambas resisten
ias es la misma, Vab Vab = V1 = V2La 
orriente, en 
ambio satisfa
e (por la e
ua
ion de 
ontinuidad)I = I1 + I2;luego, tenemos I1 = Vab=R1I2 = Vab=R2:Utilizando, �nalmente, la rela
i�on Vab = RabI, se debe 
umplir1Rab = 1R1 + 1R2 : (5.5)Es importante nota que no todas la 
onexiones pueden redu
irse a los 
asos 'serie'y 'paralelo'.5.8 Campos El�e
tri
os en R�egimen PermanenteEn r�egimen permanente, en un medio 
ondu
tor, se tiene~r � ~J = 0~J = g ~EEl problema presente es determinar el 
ampo ele
tri
o ~E en el medio 
ondu
tor. De lasrela
iones anteriores se tiene, ~r � (g ~E) = 0:La otra rela
ion importante es que el 
ampo es est�ati
o, es de
ir~r^ ~E = 0;que equivale a ~E = �~rV (~r). Juntando todo esto,~r � (g~rV ) = 0:Si el medio 
ondu
tor es homogeneo, enton
es se satisfa
e la e
ua
ion de Lapla
e, lo 
ual permiteutilizar analogias ele
trostati
as en problemas 
on medios 
ondu
tores en regimen permanente(teorema de uni
idad). r2V (~r) = 0:



62 CAP�ITULO 5. CORRIENTE EL�ECTRICA5.8.1 EjemploSe tienen dos 
ondu
tores esferi
os -perfe
tos-, 
on
entri
os, de radios a y b, mantenidos apoten
iales Va y Vb, respe
tivamente. El espa
io entre los 
ondu
tore se llena 
on un material
ondu
tor homogeneo, de 
ondu
tividad g. Determinar la 
orriente ele
tri
a, el 
ampo ele
tri
oy la resisten
ia del sistema.Solu
ion: En la region ente los 
ondu
tores perfe
tos, se satisfa
e la e
ua
ion de Lapla
e;que, en 
oordenadas esf�eri
as es (suponiendo, adem�as, que la solu
ion es esf�eri
amente sim�etri
a)r2V (~r) = 1r2 ddr (r2dVdr ):La solu
ion es, enton
es , para a � r � bV (r) = �
1r + 
2;en que las 
onstantes 
1 y 
2 deben satisfa
erV (a) = Va = �
1=a+ 
2V (b) = Vb = �
1=b+ 
2:Resolviendo estas e
ua
iones se tiene,
1 = �(Va � Vb)=(1=a� 1=b)
2 = (Va � Vb)=(b� a)E(r) = �
1=r2j(r) = gE = �g
1=r2:La 
orriente total es I, y la resisten
ia sonI = (Va � Vb)=RR = (b� a)=(4�gab):5.9 Fuerza Ele
tromotrizComo ya se ha men
ionado, para mantener un 
orriente en regimen permanente, es ne
esariodisp[oner de una fuente externa de energia. Las fuerzas que mueven las 
argas son de origenno ele
trostati
o. No nos o
uparemos de su origen, sino de sus 
ara
teristi
as generales.De�namos lo que entenderemos en adelante por un 
ir
uito: Es una traye
toria 
errada,a traves de un medio 
ondu
tor, por donde 
uye 
orriente el�e
tri
a. Observamos que una
orriente permanente en un 
ir
uito 
errado requiere de la a

i�on de fuerzas no ele
trost�ati
as('quimi
as',et
.). En efe
to, 
onsideremos un 
ir
uito (
) por el que 
uye una 
orriente I.Si 
al
ulamos la 
ir
ula
ion del 
ampo el�e
tri
o, a lo largo del 
i
uito 
, tenemosI
 ~E � d~l = 1gA I ~J � d~l 6= 0;



5.10. ECUACION FUNDAMENTAL DE CIRCUITOS 63Figura 5.4: Un 
ir
uito 
errado 
ualesquiera, 
.

O

r

dl

C

puesto que ~j es paraleo a d~l en todo punto. Por otra parte, si ~E fuera un 
ampo ele
trost�ati
o,la integral anterior ser��a 
ero, luego, ~E no puede ser un 
ampo puramente ele
trostati
o. Porlo tanto, para moverse en el 
ondu
tor las 
argas sentir�an un '
ampo efe
tivo' ~E,~Eef = ~E + ~E�;en que ~Eef es el 
ampo efe
tivo, ~E es un 
ampo ele
trostati
o y ~E� es un '
ampo' no ele
tro-stati
o (entendido 
omo una fuerza/unidad de 
arga adi
ional sobre los portadores de 
arga).Este 
ampo adi
ional provee la energia externa ne
esaria para ha
er 
ir
ular la 
orriente, es loque se llama `fuerza ele
tro-motriz' o, simplemete, `fem'. Mas pre
isamente, se de�ne la 'fem'( fuerza ele
tro-motriz) de un 
ir
uito 
errado 
omofem = � = I
 ~Eef � d~l: (5.6)Como H
 ~E � d~l = 0, enton
es � = I ~E� � d~l:5.10 E
ua
ion Fundamental de Cir
uitosTomemos un segmento a� b de un 
ir
uito,De a
uerdo a la ley de Ohm, ~Eef = ~E + ~E� = 1g ~J:Integrando desde a hasta b, tenemosR ~Eef � d~l = R ~j � d~l=gR ~Eef � d~l = R ~E � d~l + R ~E� � d~l:
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Figura 5.5: E
ua
i�on fundamental de 
ir
uitos. Esta rela
i�on estable
e, para 
asa segmento de
ir
uito, una rela
i�on entre la 
orriente, la resisten
ia, la diferen
ia de poten
ial y la f.e.m. endi
ho segmento.Tenemos, ademas R ~E � d~l = Va � VbR ~E� � d~l = �abR ~J � d~l=g = RabI:en que �ab es la 'fem' del tramo a � b (de�ni
i�on), y la �ultima rela
ion es f�a
il de probar paraun alambre. Obtenemos enton
es la rela
ion(Va � Vb) + �ab = RabI; (5.7)que tambien puede es
ribirse en la forma:Vb � Va = �ab �RabI;
on la interpreta
ion 'gra�
a' de la �gura 5.10.5.11 Leyes de Kir
ho�Se trata de dos 'reglas' que permiten estudiar 
ir
uitos en forma sistemati
a. Estas reglas sededu
en en forma dire
ta de las e
ua
iones de 
ampo. Para formular las leyes se ne
esita de�niralgunos 
on
eptos:i) Cir
uito: Un 
amino 
ondu
tor, en el que se en
uentran fuentes de 'fem' (baterias).ii) Nudo o Nodo : Puntos en un 
ir
uito en los que se unen al menos tres 
ondu
tores.� Ley de Nodos: Se dedu
e de la e
ua
ion de 
ontinuidad -regimen permanente-. "La sumaalgebrai
a de las 
orrientes que entran a un nodo es siempre 
ero."� Ley de Mallas: Se dedu
e de la 'rela
ion fundamental', dis
utida re
ientemente : `Entoda traye
toria 
errada en un 
ir
uito, la suma algrbrai
a de las 'fem' y las 
aidas depoten
ial (RI) es igual a 
ero'.



5.12. BALANCE DE ENERG�IA Y LEY DE JOULE 65Observamos que para apli
ar 
orre
tamente esta leyes es ne
esario estable
er una 
onven-
i�on:� Cuando, al re
orrer la traye
toria, nos movemos en el sentido de la 
orriente, la 
aida depoten
ial (RI) tiene signo (-).� Si al pasar por una fuente de 'fem' nos movemos del terminal (-) al terminal (+), la 'fem'en 
uestion se toma 
on signo (+).5.11.1 EjemploUna bateria real es (puede 
onsiderarse 
omo) una fuente de 'fem' ideal �, 
one
tada en serie 
onuna resisten
ia ri (resisten
ia interna). Si 
one
tamos una '
arga' R a la bateria, la 
orrienteque 
uye por el 
ir
uito es I = �(r + ri) ;la 
a��da de tensi�on en la resisten
ia esVr = RI = R�(R + ri) ;lo 
ual es 
er
ano a � para ri << R.Observa
ion: Las e
ua
iones de un 
ir
uito 
onstituyen un sistema de e
ua
iones lineales.Se puede demostrar (no lo haremos aqui) que este sistema siempre tiene solu
ion; ademas: Enun 
ir
uito 
on r ramas y n + 1 nodos se pueden es
ribir m (m = r � n) e
ua
iones de mallaindpendientes y n e
ua
iones de nodo. El n�umero de e
ua
iones independientes es m+ n = r.5.12 Balan
e de Energ��a y Ley de JouleSupongamos que en el intervalo de tiempo dt se transporta una 
arga dq (dq = Idt) entre elpunto a y el punto b de un 
ir
uito. Al pasar de a a b, la energia de los portadores de 
arga dqexperimenta un 
ambio dUab, dado pordUab = (Vb � Va)dq;pero Vb � Va = �ab �RabI:enton
es dUab = (�abI � RabI2)dt:La interpreta
ion de esta e
ua
ion es la siguiente, �abIdt es la energia entregada por la fuente,RabI2dt es la energia disipada en la resisten
ia. En un 
ir
uito 
errado, a = b, y Va = Vb; luego�abI = RabI2; en otras palabras, la poten
ia entregada por la bataria es igual a la poten
iadisipada.La energia que 'se va' del sistema se disipa en forma de 
alor. Esto 
onstituye el llamadoefe
to joule. La presen
ia de un elemento resistivo va siempre a
ompanada de 
alentamientoen el 
ir
uito (esto es, a ve
es, deseable - 
alefa
tores ele
tri
os, et
.- y otras ve
es indeseable -parte de la energia disponible `se malgasta').



66 CAP�ITULO 5. CORRIENTE EL�ECTRICA5.13 M�axima transferen
ia de poten
iaVolvemos al ejemplo de la bateria 
on una 
arga R y resisten
ia interna ri. La poten
ia disipadaen la resisten
ia (
arga) es P , P = RI2= R�2=(R + ri)2:La m�axima poten
ia que se puede obtener de la bater��a esPmax = �24ri :Esto se obtiene de la 
ondi
i�on de extremodPdR = 0;ya que dPdR = �2(R + ri)2 (1� 2R(R + ri));el resultado es que P = Pmax, 
omo fun
ion de R, 
uando R = ri, adem�asPmax = �24ri :



Cap��tulo 6MagnetismoEl fen�omeno del magnetismo se 
ono
e desde ha
e miles de a~nos. Las manifesta
iones 
ono-
idas m�as antiguamente son las que 
orresponden, primero, a los imanes, que se en
uentrannaturalmente en la forma de algunos dep�ositos minerales, 
omo la magnetita. Posteriormente,probablemente los 
hinos, des
ubrieron el magnetismo terrestre, produ
iendo 
omo resultadote
nol�ogi
o la inven
i�on de la br�ujula, y su posterior apli
a
i�on a la navega
i�on mar��tima. Elestudio sistem�ati
o de los fen�omenos magn�eti
os 
omenz�o ha
e algunos siglos, y en
ontr�andosea Gauss entre los investigadores que realizaron 
ontribu
iones de importan
ia. En el siglopasado, Oersted (
er
a de 1820) des
ubri�o que las 
orrientes el�e
tri
as dan origen a efe
tosmagn�eti
os, en parti
ular, la 
orriente el�e
tri
a que 
ir
ula por un 
ondu
tor produ
e un efe
toque es 
ompletamente equivalente al que produ
e un im�an, siendo 
apaz de atraer objetos de�erro, de
e
tar una br�ujula, et
.Nosotros 
omenzamos nuestro estudio siguiendo no el 
amino hist�oti
o, sino el desarrollode la teor��a en base a los 
ampos magn�eti
os produ
idos por 
orrientes el�e
tri
as, debido a quepermite un enfoque uni�
ador de los feno�omenos magn�eti
os bajo un solo modelo te�ori
o.6.1 Ley de Biot y SavartDebido a que es m�as sen
illo, estudiaremos primero los efe
tos magn�eti
os de 
orrientes enr�egimen permanente. Los experimentos realizados el siglo pasado para determinar las fuerzasmagn�eti
as entre 
ondu
tores 
on 
orriente (Oersted, Ampere, et
.) se pueden presentar enforma resumida en la expresi�on que sigue, que permite 
al
ular la fuerza magn�eti
a sobre el
ir
uito 
1, debida al 
ir
uito 
2:~F21 = �04�I1I2 Z
1 Z
2 d~l1 ^ (d~l2 ^ (~r1 � ~r2))j~r1 � ~r2j3 (6.1)Esta es la llamada ley de Biot-Savart, que des
ribe la fuerza magn�eti
a entre dos 
ir
uitos 
on
orriente. El numero �0=4� es, por de�ni
i�on, igual a 10�7Newton=(Ampere)2.6.1.1 Fuerza entre dos alambres paralelos.Cal
ulemos, 
omo primera apli
a
i�on de la ley de Biot-Savart, la fuerza entre dos alambres muylargos, que llevan 
orrientes I1 e I2. Tenemos, en primer lugar, las 
oordenadas de los puntos67
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Figura 6.1: Ley de Biot y Savart. Elementos para el 
�al
ulo de la fuerza entre dos 
ir
uitos,C1 y C2.de los dos alambres, en que el primer alambre 
oin
ide 
on el eje z, y el segundo pasa por y = a,y es paralelo al anterior.

Figura 6.2: Fuerza entre dos alambres paralelos.~r1 = z1k̂~r2 = a|̂+ z2k̂La fuerza es enton
es,~F21 = �04�I1I2 Z 1�1 Z 1�1 k̂dz2 ^ hk̂dz1 ^ �(z2 � z1))k̂ + a{̂�i((z2 � z1)2 + a2)3=2 :La fuerza total es in�nita (porque los alambres son in�nitos), pero la fuerza por unidad de largoes �nita, y vale ~f21 = ��0I1I22�a ĵ:



6.2. CAMPO MAGN�ETICO 69La fuerza es atra
tiva si las 
orrientes tienen el mismo signo, y repulsiva en 
aso 
ontrario.Observar que, a pesar de la aparien
ias, se 
umple la rela
i�on~F21 + ~F12 = 0:6.2 Campo Magn�eti
oA partir de la ley de fuerzas se puede de�nir un 
ampo magn�eti
o ~B(~r), 
on el prop�osito derepresentar el efe
to de una 
orriente sobre otra. Usando la ley de Biot-Savart, de�nimosd ~B2(~r1) = �0I24� d~l1 ^ (~r1 � ~r2)j~r1 � ~r2j3 (6.2)
on esto, la fuerza magn�eti
a se es
ribe 
omo~F21 = Z
1 I1d~l1 ^ ~B2(~r1);donde ~B2(~r) es - por de�ni
i�on- el 
ampo magn�eti
o produ
ido por el 
ir
uito 
1 en el punto ~r.~B(~r) = �0I4� Z
 d~l ^ (~r � ~r0)j~r � ~r0j3 : (6.3)De esta manera, al igual que hi
imos en el 
aso ele
trost�ati
o, no estudiaremos la fuerza totalque un 
ir
uito ejer
e sobre otro, sino solamente la fuerza por unidad de longitud (y 
orriente);esta 
antidad es la que llamamos el 
ampo magn�eti
o ~B(~r).Figura 6.3: Geometr��a del 
ampo magn�eti
o. La regla de la mano dere
ha.

Nota: En MKSA, el 
ampo magn�eti
o se mide en Tesla, que equivale a 1Tesla = 1Newton=(Am) =1Weber=m2.



70 CAP�ITULO 6. MAGNETISMO6.3 Ejemplos6.3.1 Alambre In�nitoCal
ulemos el 
ampo produ
ido por un alambre re
to, de largo in�nito, por el que 
ir
ulauna 
orriente I. Es
ojamos las 
oordenadas de manera que el alambre est�e 
olo
ado sobreel eje z. Por la simetr��a 
il��ndri
a del problema, la magnitud del 
ampo magn�eti
o debedepender solamente de la distan
ia del punto de observa
i�on al eje, esto es r = px2 + y2, y serindependiente de z, por el he
ho de que el alambre es in�nitamente largo.Comenzamos indi
ando el ve
tor de posi
i�on ~r del punto de observa
i�on, y el del punto dela fuente, ~r0, ~r = x{̂ + y|̂+ zk̂ ~r0 = z0k̂:Usando ahora la de�ni
i�on del 
ampo magn�eti
o, podemos expresar sus 
omponentes 
arte-sianas, en la forma: Bx(x; y; z) = � �04� Z 1�1 Iydz0[x2 + y2 + (z � z0)2℄3=2By(x; y; z) = �04� Z 1�1 Ixdz0[x2 + y2 + (z � z0)2℄3=2Bz(x; y; z) = 0:Observamos que, para 
al
ular ambas 
omponentes ser�a su�
iente 
al
ular la integral siguiente:Z 1�1 dz0[x2 + y2 + (z � z0)2℄3=2 = Z 1�1 du[r2 + u2℄3=2 = 2r2 :Este �ultimo resultado se hab��a obtenido anteriormente, al 
al
ular el 
ampo el�e
tri
o debido aun alambre in�nitamente largo. En de�nitiva podemos expresar nuestro resultado en la forma:~B(r; �; z) = �0I2�r �̂:6.3.2 Espira Cir
ularCal
ulemos ahora el 
ampo produ
ido por una anillo (o espira) 
ir
ular, de radio a, en un puntode su eje. Es
ogemos los ejes de manera que el origen 
oin
ide 
on el 
entro de la espira, y eleje z es perpendi
ular el plano de la espira, 
omo se indi
a en la �gura. La 
orriente I 
ir
ulaen el sentido 
ontrario a los punteros del reloj, por lo tanto, de a
uerdo a la regla de la manodere
ha, el 
ampo magn�eti
o en el eje z debe estar dirigido a lo largo del eje z. El 
ampo fueradel eje es muy dif��
il de 
al
ular anal��ti
amente, por lo 
ual s�olo 
al
ularemos el 
ampo en eleje, es de
ir, ~B(0; 0; z). Comenzamos por indi
ar los ve
tores ~r y ~r0,~r = zr̂ ~r0 = a(
os�{̂+ sen�|̂) = ar̂:Con esto podemos evaluar todos los t�erminos de la de�ni
i�on del 
ampo, obteniendo~B(0; 0; z) = �0I4� Z 2�0 (zr̂ + a2k̂)d�[a2 + z2℄3=2 = �0Ia2[a2 + z2℄3=2 k̂:



6.3. EJEMPLOS 71Figura 6.4: Una espira 
ir
ular de radio a, por la que 
ir
ula la 
orriente I.

Este resultado se obtiene pues la integral R r̂d� = 0, mientras que la otra R k̂d� = 2�k̂. Ob-servemos que, en este resultado el 
ampo depende de z, que representa la distan
ia entre elpunto z y el 
entro de la espira.6.3.3 SolenoideCal
ulemos ahora el 
ampo, en el eje de un solenoide de N vueltas, radio a y largo L. Podemosexpresar los ve
tores de posi
i�on del observador y la fuente,Figura 6.5: Un solenoide de radio a y largo L, por el que 
ir
ula la 
orriente I.

a

L

x

y

z

I~r = zk̂ ~r0 = ar̂ + (h=2�)�k̂;en que �L=2 < z0 < L=2, r̂ = 
os�{̂ + sen�|̂, �N� < � < N�, y h = L=N es el paso de lah�eli
e. Podemos expresar en forma de integral las tres 
omponentes del 
ampo en el eje z es,pero s�olo indi
aremos la 
omponente zBz(0; 0; z) = �0Ia24� Z N��N� d�[a2 + (z � h�=2�)2℄3=2 :



72 CAP�ITULO 6. MAGNETISMOUsamos los 
ambios de variable u = h�=2�+z, y luego de�nimos el �angulo � tal que u = atg(�),enton
es: Bz(0; 0; z) = �0Ia22h Z L=2�z�(L=2+z) du[a2 + u2℄3=2 = �0I2h Z �2�1 
os(�)d�:El resultado �nal es, Bz(0; 0; z) = �0mI2 [sen(�2)� sen(�1)℄ ;en que tg(�2) = (L=2� z)a tg(�1) = �(L=2 + z)a :Por lo tanto, sen(�2) = (L=2� z)[a2 + (L=2� z)2℄1=2 sen(�1) = � (L=2 + z)[a2 + (L=2 + z)2℄1=2 :. Se a
ostumbra a de�nir el n�umero de vueltas por unidad de largo de la bobina, m = 1=h =N=L, enton
es, el 
ampo en el eje z tiene el valorBz(0; 0; z) = �0mI2 " (L=2� z)[a2 + (L=2� z)2℄1=2 + (L=2 + z)[a2 + (L=2 + z)2℄1=2 # :Podemos demostrar que las 
omponentes horizontales Bx y By, en el eje z son muy peque~nas,si el solenoide es muy largo (L >> a) y el enrollado es muy apretado (N >> 1). En este 
aso,el 
ampo es muy uniforme dentro del solenoide, 
on el valor aproximadoBz = �0mI;ex
epto 
er
a de los bordes, z = �L=2, en que el 
ampo6.3.4 Plano In�nitoComo un �ultimo ejemplo, 
onsideremos el 
ampo produ
ido por una 
orriente 
on�nada a unplano (el plano xy), 
on 
orriente super�
ial ~Js = Jsŷ. De a
uerdo a la regla de la manodere
ha, y a la simetr��a del problema, el 
ampo debe tener la forma~B(x; y; z) = B(z)̂{;en que B(z) = �B(�z). Para pro
eder sistem�ati
amente, basta 
al
ular el 
ampo en un puntodel eje z, tomando ~r = zk̂, y ~r0 = (x; y; 0)Bx(0; 0; z) = �0JSz4� Z Z dxdy[x2 + y2 + z2℄3=2By(0; 0; z) = 0Bz(0; 0; z) = 0:La 
omponente x del 
ampo es Bx(0; 0; z) = B(z), y se puede es
ribir 
omo (transformandoa 
oordenadas 
il��ndri
as)B(z) = �0JSz4� Z 10 2�rdr[r2 + z2℄3=2 = �0JSz2 Z 10 rdr[r2 + z2℄3=2 :



6.4. FUERZA DE LORENTZ 73Evaluando, se obtiene B(z) = �0JS2 zjzj :6.4 Fuerza de LorentzUna part��
ula 
argada, en presen
ia de un 
ampo magn�eti
o B(~r) experimenta una fuerza ~F ,dada por (la llamada fuerza de Lorentz) ~F = q~v ^ ~B (6.4)Notamos que la fuerza depende de la 
arga el�e
tri
a q, y la velo
idad de la 
arga. Unapart��
ula ini
ialmente en reposo no experimenta fuerza magn�eti
a. Si la part��
ula se en
uen-tra en movimiento, experimenta una fuerza que es perpendi
ular a la velo
idad y al 
ampomagn�eti
o.Para el 
aso de un 
ir
uito, ya hemos visto que la fuerza est�a dada por la expresi�on~F = Z
 Id~l ^ ~B:Tambien, para una distribu
i�on de 
orrientes ~j(~r) se es
ribe:~F = Z ~J(~r) ^ ~B(~r)d3r:6.4.1 Movimiento de Part��
ulas Cargadas en Campos Magn�eti
osUsando la ley de Newton, en 
onjunto 
on la fuerza de Lorentz, la e
ua
i�on de movimiento deuna part�ti
ula es (no relativista) md~vdt = q~v ^ ~B: (6.5)Si multipli
amos esta e
ua
i�on por la velo
idad, obtenemos:md~vdt � ~v = q(~v ^ ~B) � ~v = 0;lo que equivale a ddt(m~v22 ) = 0:La 
antidad entre par�entesis es la energ��a 
in�eti
a de la part��
ula. Lo que la expresionanterior di
e es que 
uando una part��
ula 
argada se mueve en un 
ampo magn�eti
o ~B(~r)-uniforme o no -, su energ��a 
in�eti
a permane
e 
onstante.6.4.2 Campo Magn�eti
o UniformeSi el 
ampo magn�eti
o es uniforme, ademas de lo anterior, podemos ver quemd~vdt � ~B = q(~v ^ ~B) � ~B = 0;
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ual equivale a: ddt( ~B � ~v) = 0:Por lo tanto, la traye
toria de una part��
ula 
argada en un 
anpo magn�eti
o uniforme es unah�eli
e. Por 
omponentes (
artesianas ), las e
ua
iones de movimiento son (se ha de�nido 
omoeje z, al eje del 
ampo magn�eti
o) dvxdt = qBm vydvydt = �qBm vxdvzdt = 0Llamando !
 = qB=m, la solu
i�on del sistema tiene la forma:vx(t) = A sin(!
t + �)vy(t) = A 
os(!
t+ �)vz(t) = 
onst:;de donde se ve que la traye
toria es una heli
e de paso h = vzT , en que T = 2�=!
 es el per��ododel movimiento 
ir
ular en torno a la dire

i�on del 
ampo magn�eti
o.6.5 Propiedades del Campo Magn�eti
oPor el momento nos restringimos a 
ampos magn�eti
os produ
idos por 
orrientes esta
ionarias( o de r�egimen permanente), ~B(~r) = �04�I Z
 d~l ^ (~r � ~r0)j~r � ~r0j3 :Demostraremos que el 
ampo magn�eti
o previamente de�nido satisfa
e~r � ~B = 0: (6.6)La demostra
i�on es simplemente un 
�al
ulo,~r � ~B = �04�I Z
 ~r � (d~l ^ (~r � ~r0)j~r � ~r0j3 )usamos una identidad ve
torial,~r � (~a ^~b) = �~a � (~r^~b) +~b � (~r^ ~a);en que tomamos ~a = d~l (la integra
i�on es 
/r a las 
oordenadas 
on ') y ~b = (~r � ~r0)=j~r � ~r0j3,y tenemos ~r^ d~l = 0~r^~b = 0;



6.6. POTENCIAL MAGN�ETICO 75lo �ultimo porque ~b es el gradiente de j~r � ~r0j�1), lo 
ual 
ompleta la demostra
i�on.Es importante desta
ar que que la ley est�a en rela
i�on dire
ta 
on la no existen
ia de'
argas magn�eti
as ' ( 
omparar 
on ~r � ~D = � ), un he
ho experimental. Lo que signi�
a lademostra
i�on matem�ati
a es que nuestra de�ni
i�on de 
ampo magn�eti
o ~B es 
ompatible 
onesta ley.� no hay 
argas magn�eti
as (ley experimental)� 
ampo magn�eti
o es solenoidal.� las lineas de 
ampo magn�eti
o son siempre 
erradas.6.6 Poten
ial Magn�eti
oVeremos que es posible de�nir un poten
ial ve
torial, ~A(~r), en forma an�aloga a 
omo se de�neel poten
ial ele
trost�ati
o. La rela
i�on (ley) ~r� ~B = 0 impli
a matem�ati
amente que existe unafun
i�on ve
torial ~A(~r) que satisfa
e: ~B(~r) = ~r^ ~A(~r):Inversamente, si ~B(~r) = ~r ^ ~A(~r), enton
es ~r � ~B = 0. El ve
tor ~A es el llamado poten
ialmagn�eti
o ve
torial.Notemos que, dado ~B, el poten
ial ~A puede 
al
ularse usando la de�ni
i�on ~r^ ~A = ~B, que
onstituye una e
ua
i�on diferen
ial para ~A(~r) . No 
abe duda que hay al menos una solu
i�on.La verdad es que hay in�nitas. Esto no debe preo
uparnos, ya que lo que interesa f��si
amentees ~B y no ~A (esto no es del todo trivial, 
omo lo muestra el experimento de Bohm-Aharonov).Para ilustrar lo anterior, supongamos que ~A(~r) y ~A0(~r) dan lugar al mismo 
ampo magn�eti
o~B, es de
ir ~r^ ~A = ~B~r^ ~A0 = ~B;por lo tanto, ~r^ ( ~A0 � ~A) = 0:Esto no impli
a que ~A0 = ~A; sino que ~A0 = ~A+ ~rK;en que K es una fun
i�on es
alar (invarian
ia de medida o 'de gauge'). Por qu�e o
urre esto?.En realidad, la de�ni
i�on de ~A no de�ne un �uni
o poten
ial (
omo ya vimos), para ha
er tal
osa se ne
esita saber algo mas de ~A; espe
���
amente, hay que 
ono
er la divergen
ia de ~A ,pero no hay ninguna 
ondi
i�on f��si
a que nos d�e esta informa
i�on, lo que signi�
a que puedeser elegida 'a gusto'. Una ele

i�on 
onveniente es tomar el `Gauge de Coulomb',~r � ~A = 0;lo que posibilita el 
�al
ulo de ~A(~r). Para una 
orriente en un 
ir
uito �liforme,



76 CAP�ITULO 6. MAGNETISMO~A(~r) = �04� Z
 Id~lj~r � ~r0j ; (6.7)mientras que, para una distribu
i�on de 
orriente en volumen,~A(~r) = �04� Z ~J(~r0)d3r0j~r � ~r0j (6.8)Es f�a
il 
omprobar que estos poten
iales efe
tivamente satisfa
en ~r � ~A = 0. Notemos adem�asla similaridad que existe entre este poten
ial (magn�eti
o) y el poten
ial ele
trost�ati
o. Estaanalog��a nos lleva a 
on
luir que : r2 ~A(~r) = ��0 ~J(~r):Por otra parte, ~r^ ~B(~r) = ~r^ (~r^ ~A)= ~r(~r � ~A)�r2 ~A= �r2 ~Aluego, se tiene la ley de Ampere, ~r^ ~B(~r) = �0 ~J: (6.9)Notar que esta e
ua
i�on es 
ompatible 
on ~r� ~J = 0. La ley de Ampere puede tambien es
ribirseen forma integral, usando la 
orriente enlazadaI = ZS ~J � d~S;y el teorema de Stokes, I
 ~B � d~l = �0I; (6.10)donde I es la 
orriente en
errada por el 
ir
uito 
 = �S (borde de la super�
ie a trav�es de la
ual 
uye la 
orriente).6.7 Apli
a
iones de Ley de Ampere6.7.1 Alambre in�nitoVolvemos sobre este ejemplo, ya dis
utido, y 
al
ulemos el 
ampo magn�eti
o usando la ley deAmpere. Para esto 
onsideramos una traye
toria 
ir
uler Cr, de radio r, 
uyo 
entro est�a enel alambre, y est�a 
ontenida en el plano perpendi
ular al alambre. El 
ampo magn�eti
o tienesimetr��a 
il��ndri
a, lo que se puede expresar en la forma~B = B(r)�̂:Por esto, es posible expresar la 
ir
ula
i�on de ~B en la formaICr ~B � d~r = 2�rB(r):El resultado anterior es de apli
a
i�on a todos los 
asos de simetr��a 
il��ndri
a. Con esto, pode-mos igualar 
on la 
orriente en
errada por el 
ir
uito Cr (multipli
ada por �0 ), obteniendo�nalmente B(r) = �0I2�r :



6.8. EXPANSI �ON MULTIPOLAR DE ~A 776.7.2 CilindroEl 
aso de un 
ilindro que lleva una 
orriente distribu��da tambien se puede resolver usando laley de Ampere, si la 
orriente tiene simetr��a 
il��ndri
a tambien, 
on~J = J(r)k̂:En este 
aso es a
eptable 
ulaquier distribu
i�on de 
orriente en que J = J(r), y r = px2 + y2.Aqu�� 
onsideraremos s�olo el 
aso en que J = J0 (
onstante), es de
ir, una distribu
i�on uniforme.Igual que en el 
aso anterior, la 
ir
ula
i�on es 2�rB(r). Lo que 
ambia es la 
orriente en
erradapor el 
ir
uito Cr, que tiene expresiones diferentes seg�un se trate de r > a y r < a.Si r > a, estamos en el mismo 
aso anterior, en que I = I0 es la 
orriente total, I0 = �a2J0.Si r < a, enton
es la 
orriente en
errada por el 
ir
uito Cr es fun
i�on de r, y vale I(r) = �r2J0.Con esto, el 
ampo magn�eti
o, para r < a se puede expresar 
omoB(r) = �0I0r2�a2 :6.7.3 Poten
ial para Campo uniformeSe puede 
omporbar 
on mu
ha fa
ilidad que el poten
ial magn�eti
o ~A 
orrespondiente a un
ampo magn�eti
o uniforme, ~B = B0k̂ es~A = (1=2) ~B ^ ~r = B02 (x|̂� y{̂):Podemos agragar que existen mu
hos poten
iales distintos que generan el mismo 
ampo ~B pormedio de la opera
i�on ~r^ ~A. En efe
to, 
onsidere los poten
iales~A1 = B0x|̂~A2 = � B0y{̂:Adem�as, se puede ver que la diferen
ia entre ambos se puede expresar 
omo el gradiente deuna fun
i�on es
alar, y por lo tanto, ambos poten
iales generan el mismo 
ampo magn�eti
o.~A1 � ~A2 = B0x|̂+B0{̂ = ~r(B0xy):6.8 Expansi�on Multipolar de ~AConsideremos el poten
ial magn�eti
o de un 
ir
uito 
, por el 
ual 
ir
ula una 
orriente I.Llamemos R al 'radio' del 
ir
uito, de�nido 
omo la m�axima distan
ia entre dos puntos del
ir
uito, R = (1=2)Maxf~r;~r02
gj~r � ~r0j:Esta de�ni
i�on se redu
e al radio usual, para un 
ir
uito 
ir
ular, de manera que es una buenade�ni
i�on. Cal
ulemos el poten
ial ~A(~r) a gran distan
ia del 
ir
uito (esto es, el punto deobserva
i�on r est�a a una distan
ia >> R ), j~r � ~r0j >> R , para todo ~r0 2 
.Usamos la expansion multipolar,1jr � r0j = 1r (1 + ~r � ~r0r2 + : : :)



78 CAP�ITULO 6. MAGNETISMOluego, ~A(~r) = �04� I
(~r � ~r0r3 + : : :)d~l;en que se ha usado el he
ho Z
 d~l = 0:Se puede demostrar que esta expresi�on anterior para ~A es equivalente a~A(~r) = �04� ~m ^ ~rr3 ; (6.11)en que ~m es el momento dipolar magn�eti
o, ~m = I ~S, y ~S es un el �area del 
ir
uito. Si el 
ir
uitoes plano, ~S es perpendi
ular al plano del 
ir
uito, y su magnitud es igual al �area geom�etri
adel 
ir
uito. ~S = (1=2) I
 ~r ^ d~r:El 
ampo magn�eti
o ~B(~r) se obtiene f�a
ilmente, tomado el rotor de ~A; 
on el resultado:~B(~r) = �04� (� ~mr3 + 3(~m � ~r)~rr5 ):Es f�a
il probar que (se propone 
omo ejer
i
io)� la fuerza sobre un dipolo magn�eti
o en un 
ampo magn�eti
o uniforme es 
ero.� el torque sobre un dipolo -en un 
ampo magn�eti
o uniforme- es ~m ^ ~B.



Cap��tulo 7Propiedades Magn�eti
as de la MateriaDe a
uerdo a sus propiedades magn�eti
as, los medios materiales se pueden 
lasi�
ar eni) diamagn�eti
os: Los materiales diamagn�eti
os son `d�ebilmente repelidos' por las zonas de
ampo magn�eti
o elevado.ii) paramagn�eti
os: D�ebilmente atra��do por las zonas de 
ampo magn�eti
o intenso. Se ob-serva fre
uentemente en gases.iii) ferromagn�eti
os: Fuertemente atra��dos por las zonas de 
ampo magn�eti
o intenso (pre-sentan adem�as fen�omenos de hist�eresis y existen dominios ferromagn�eti
os). Se observaen �erro, niquel, 
obalto y alea
iones.7.1 Modelo de MagnetismoCualitativamente, el 
omportamiento magn�eti
o de los materiales, se puede entender en t�erminosdel siguiente modelo: El 
ampo magn�eti
o externo ( ~B) orienta o indu
e dipolos magn�eti
osmi
ros
�opi
os ( magnetiza
i�on ~M), esto, a su vez, da origen a un 
ampo magn�eti
o que sesuperpone al 
ampo original. El 
ampo total, a su vez, a
t�ua sobre ~M . Puede pensarse queeste es un pro
eso din�ami
o de ajuste, el que llega al estado esta
ionario muy r�apidamente.Se ha en
ontrado, en forma experimental, que ~M es propor
ional al 
ampo ~B, para materiales`dia' y `para' magn�eti
os. El 
aso ferromagn�eti
o es m�as 
ompli
ado, y s�olo lo des
ribiremosbrevemente m�as tarde.Yendo un po
o mas al aspe
to mi
ros
�opi
o, se puede imaginar que la magnetiza
i�on ~Mproviene de la existen
ia de 
iertas '
orrientes at�omi
as'. En esta teor��a, los �atomos se 
ompor-tan 
omo peque~nos dipolos magn�eti
os, de momento magn�eti
o ~m, dado por~m = A i n̂en que A es el �area de la �orbita del ele
tr�on, i es la 
orriente ele
tr�oni
a, i = q=T , T es elper��odo de la �orbita, y e la 
arga del ele
tr�on. Tambien se puede es
ribirm = (!a22 )q:79



80 CAP�ITULO 7. PROPIEDADES MAGN�ETICAS DE LA MATERIAEstas `
orrientes at�omi
as' est�an ligadas a los �atomos, por lo 
ual no produ
en transportede 
arga neta en un vol�umen �nito de material. El me
anismo de produ

i�on de fen�omenosmagn�eti
os es enton
es 
laro, pues las 
orrientes anteriores (llamadas 'de magnetiza
i�on') pro-du
ir�an un 
ampo magn�eti
o �nito.Para entender 
orre
tamente el magnetismo se requiere una teor��a mi
ros
�opi
a, que ex-plique 
�omo apare
en las 
orrientes at�omi
as a las que nos referimos previamente, y permita
al
ularlas. Nosotros 
onsideraremos s�olo el aspe
to ma
ros
�opi
o del magnetismo.7.2 Magnetiza
i�onDe�nimos la magnetiza
i�on ~M , 
omo la densidad de dipolos magn�eti
os por unidad de vol�umen,~M = lim�v!0 1�v Xi ~mi (7.1)de esta manera, ~M es una fun
i�on del punto ~r, ~M = ~M(~r). Una muestra de material est�amagnetizada si ~M 6= ~0, y desmagnetizada si ~M = ve
0.El momento dipolar magn�eti
o de una por
i�on dV 0 de material ser�a:d~m(~r0) = ~M(~r0)dV 0Re
ordemos que un dipolo magn�eti
o de momento ~m produ
e un 
ampo magn�eti
o ~B, quepuede obtenerse a partir del poten
ial ~A(~r). La 
ontribu
i�on del momento magn�eti
o d~m(~r0),lo
alizado en ~r0, al poten
ial en ~r es :d ~A(~r) = �04� d~m(~r) ^ ~RR3 ; (7.2)en que ~R = ~r � ~r0. El poten
ial total es enton
es~A(~r) = �04� ZV0 ~M(~r0) ^ (~r � ~r0)dV 0j~r � ~r0j3 (7.3)Obtengamos ahora el 
ampo ~B = ~r^ ~A,~B(~r) = �04� ZV0 ~r^ " ~M(~r0) ^ (~r � ~r0)j~r � ~r0j3# dV 0: (7.4)Para ha
er este 
�al
ulo, re
ordemos la identidad ve
torial:~r � ~r0j~r � ~r0j3 = ~r0 1j~r � ~r0j : (7.5)Con esto, podemos es
ribir~A(~r) = �04� ZV0 ~M(~r0) ^ ~r0  1jr � r0j! dV 0: (7.6)



7.2. MAGNETIZACI �ON 81Para simpli�
ar esta expresi�on, podemos usar la identidad~r0 ^ " 1j~r � ~r0j ~M(~r0)# = r0  1jr � r0j! ^ ~M(~r0) + 1jr � r0j ~r0 ^ ve
M:El primer t�ermino del segundo miembro es pre
isamente muestro integrando, ex
epto por elorden de los fa
tores del produ
to ve
torial. Podemos reordenar los fa
tores de manera que~M(~r0) ^ ~r0  1jr � r0j! = 1jr � r0j ~r0 ^ ~M(~r0)� ~r0 ^  1jr � r0j ~M(~r0)! :Con esto, podemos es
ribir:~A(~r) = �04� ZV0 ~JM(~r0)jr � r0jdv0 � �04� ZV0 ~r ^ " 1j~r � ~r0j ~M(~r0)# dV 0; (7.7)donde ~JM(~r) � ~r^ ~M(~r). Adem�as podemos usar la identidadZV (~r^ ~F )dV = IS(V ) n̂ ^ ~FdS = � I ~F ^ d~S: (7.8)Si de�nimos la '
orriente super�
ial de magnetiza
ion', ~JSM ,~JSM(~r0) = ~M(~r0) ^ n̂0; (7.9)enton
es podemos es
ribir~A(~r) = �04� ZV0 ~JM(~r0)jr � r0jdV 0 + �04� ZS0 ~JSM(~r0)j~r � ~r0j n̂0dS 0: (7.10)El 
�al
ulo no esta 
on
luido, pues todavia hay que 
al
ular el rotor de ~A(~r), lo 
ual ser��a un
�al
ulo bastante largo, si lo emprendi�eramos de manera dire
ta. Sin embargo, el haber trabajado
on el poten
ial ~A nos da dividendos ahora, pues nuestros resultados indi
an que el 
ampomagn�eti
o produ
ido por la magnetiza
i�on ~M es el mismo que produ
en las distribu
iones de
orriente ~JM y ~JSM . Adem�as, ya 
ono
emos la ley de Ampere, luego,~r^ BM(~r) = �0 ~JM ;en que el 
ampo ~BM = ~r^ AM(~r) es el produ
ido por la magnetiza
i�on ~M .El 
ampo magn�eti
o total es la superposi
i�on del 
ampo produ
ido por 
iertas 
orrientesreales ~J , y el produ
ido por la magnetiza
i�on del material, ~M , a los 
uales denominamos ~BJ y~BM , respe
tivamente, enton
es~r^ ~B(~r) = ~r^ ~BJ(~r) + ~r ^ ~BM(~r) = �0( ~J + ~JM):Por �ultimo, reemplazando la 
orriente de magnetiza
i�on ~JM = ~r ^ ~M , y de�niendo el 
ampo~H, tenemos �0 ~H + ~M = ~B:



82 CAP�ITULO 7. PROPIEDADES MAGN�ETICAS DE LA MATERIATabla 7.1: Valores de la sus
eptibilidad magn�eti
a para algunos materialesMaterial �mAluminio 2� 10�5 paramagn�eti
oCO2 (1 atm.) �119� 10�8 diamagn�eti
oBi �1; 6� 10�4 diamagn�eti
oCu �0:98� 10�5 diamagn�eti
oet
.Podemos ver que ~H satisfa
e una rela
i�on diferen
ial simple, llamada 'ley de Ampere' (gen-eralizada), que se obtiene de la de�ni
i�on de ~H,~r^ ~H(~r) = ~J: (7.11)Con esto, las e
ua
iones de 
ampo para el magnetismo en medios materiales ( en 
ondi
ionesest�ati
as) son las que siguen: ~r � ~B = 0 (7.12)~r^ ~H = ~J; (7.13)las que deben ser suplementadas 
on la de�ni
i�on de ~H, adem�as de la rela
i�on experimentalentre ~B y ~H, de la que dis
utiremos pro�ximamente.De la e
ua
i�on ~r^ ~H dedu
imos ahora la forma generalizada de la 'ley 
ir
uital de Ampere':I
 ~H � d~l = I: (7.14)7.3 Sus
eptibilidad magn�eti
aFalta una rela
i�on entre ~B y ~H (an�aloga a la rela
i�on entre ~j y ~E para medios 
ondu
tores).Para una gran 
antidad de materiales se 
umple una rela
i�on lineal :~M = �m ~H: (7.15)La 
antidad �m es adimensional y se denomina sus
eptibilidad magn�eti
a� El material se denomina paramagn�eti
o si �m > 0.� El material se denomina diamagn�eti
o si �m < 0.� Si �m >> 1, el material es ferromagn�eti
o.La sus
eptibilidad �m mide la 
apa
idad de los momentos magn�eti
os mi
ros
�opi
os a alin-earse 
on el 
ampo externo. Se de�ne tambien la 'permeabilidad magn�eti
a' del medio �, queestable
e una rela
i�on de propor
ionalidad entre ~B y ~H,~B = �0( ~H + ~M) = �0(1 + �m) ~H = �H;enton
es � = �0(1 + �m). Para los materiales no ferromagn�eti
os se puede de
ir que � � �0,en 
ambio, los ferromagn�eti
os tienen permeabilidades muy altas, �=�0 >> 1 (este 
uo
ientepuede valer del orden de 5000).
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Figura 7.1: Curva de magnetiza
i�on y permeabilidad relativa del hierro 
omer
ial (re
o
ido).7.4 Ferromagnetismo e Hist�eresisComo se ha indi
ado, los materiales ferromagn�eti
os afe
tan dr�asti
amente las 
ara
ter��sti
asde los sistemas en los que se los usa. Los materiales ferromagn�eti
os no son `lineales'. Estosigni�
a que las rela
iones entre ~B y ~H (o entre ~H y ~M) no 
orresponden a l��neas re
tas. Enrealidad, lo que o
urre es m�as 
ompli
ado e interesante; la rela
i�on entre ~B y ~H presenta elfen�omeno de hist�eresis. Esto signi�
a que, 
uando se somete al meterial a un 
i
lo de opera
i�on,la magnetiza
i�on (rela
i�on B � H) sigue una 
urva 
ompli
ada. En general, se 
onsidera queel 
ampo ex
itante es H (pues est�a dire
tamente rela
ionado a la 
orriente). Puede enton
eso
urrir que H = 0, y tanto B 
omo M sean distintos de 
ero: esto es lo que se 
ono
e
orrientemente 
omo un im�an. Los materiales ferromagn�eti
os son el Hierro, Niquel, Cobalto,y algunas alea
iones. Desde el punto de vista te
nol�ogi
o son muy importantes para apli
a
ionesen genera
i�on de energ��a, motores el�e
tri
os, alma
enamiento de informa
i�on (
intas y dis
osmagn�eti
os), et
.Para entender el fen�omeno, se 
onsidera una muestra de material ferromagn�eti
o, ini
ial-mente desmagnetizada. Se 
onsidera que el par�ametro de 
ontrol experimental es el 
ampo~H, pues �este est�a dire
tamente rela
ionado a la 
orriente el�e
tri
a (por la ley de Amp�ere). Siel 
ampo ~H se in
rementa, desde 
ero, la magnetiza
i�on del material 
re
er�a mon�otonamente,des
ribiendo una 
urva 
omo la de la �gura 7.4. Si uno de�niera � = B=H, el valor de � ser��auna fun
i�on de H 
on un rango de variaria
i�on de varios �ordenes de magnitud. Se observa, enprimer lugar la existen
ia de una satura
i�on; esto es, que si el 
ampo H al
anza un valor su�-
ientemente elevado, la magnetiza
i�on M al
anza un valor m�aximo, que depende del material.Este resultado experimental puede entenderse simplemente, pues signi�
a que en una muestrasaturada todos los dipolos magn�eti
os elementales se han alineado 
on el 
ampo H.Imag��nese ahora la muestra ya magnetizada, y en presen
ia de un 
ampo ~H. Si ahora sedisminuye ~H, la rela
i�on B �H no des
ribe la 
urva ini
ial de la �gura anterior 7.4, sino queregresa por una nueva 
urva, 
omo la de la �gura 7.4 siguiente, llegando hasta el punto r, enque H = 0, pero B 6= 0. Si ahora se 
ontin�ua aumentando H en sentido inverso al original,la muestra adquiere una magnetiza
i�on invertida, pasando por el punto 
, en que B = 0, pero
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Figura 7.2: Curva de hist�eresis para un material ferromagn�eti
o.H 6= 0. Si ahora se ha
e aumentar H, enton
es B regresa por la parte inferior de la 
urvaB�H. Se observa que la 
urva para H 
re
iente es distinta a aquella para H de
re
iente. Estefen�omeno se denomina hist�eresis, y la �gura 7.4 es la llamada 
urva de hist�eresis del material.Se observa que la 
urva de hist�eresis depende del material, pero adem�as del valor m�aximode H al 
ual se en
uentra sometido el material. Si el valor de Hmax es su�
ientemente intenso,la forma de la 
urva no 
ambia al aumentar Hmax, 
omo se observa en la �gura 7.4 que sigue.Las apli
a
i�ones m�as fre
uentes de los materiales ferromagn�eti
os son (1) para aumentar el
ujo en 
ir
uitos de 
orriente (motores, generadores), (2) 
omo fuentes de 
ampo magn�eti
o(imanes) y (3) en alma
enamiento magn�eti
o de informa
i�on. Cuando una muestra de materialferromagn�eti
o se utiliza 
omo im�an, primero se le magnetiza hasta su satura
i�on, y luego seelimina el 
ampo H. El 
ampo magn�eti
o remanente B = r se llama retentividad.Para ilustrar la gran variedad de 
omportamiento magn�eti
o entre los materiales ferro-magn�eti
os, mostramos las 
urvas de hist�eresis para dos materiales distintos, el �erro 
omer
ialy un a
ero al tungsteno, en la Figura 7.4.7.5 Ejemplos7.5.1 Condi
iones de Borde y Apli
a
i�onEstudiaremos la interfaz de dos medios materiales magn�eti
os; nos interesa estable
er las 
ondi-
iones de borde que satisfa
en los ve
tors de 
ampo, al 
ruzar di
ha interfaz. Para ha
er esto,utilizamos las e
ua
iones de 
ampo: r � ~B = 0 (7.16)~r^ ~H = ~J (7.17)
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Figura 7.3: Curvas de hist�eresis de un material, para varios valores de Hmax. La l��nea punteadamuestra la satura
i�on de la 
urva B �H.

Figura 7.4: Curvas de hist�eresis para hierro 
omer
ial y a
ero al tungsteno.



86 CAP�ITULO 7. PROPIEDADES MAGN�ETICAS DE LA MATERIAFigura 7.5: Traye
toria ABCD 
ontenida en dos medios magn�eti
os distintos, 1 y 2.

I
 ~H � d~̀ = I(
) (7.18)De la primera e
ua
i�on se obtiene, 
omo ya se sabe, la 
ontinuidad de la 
omponente de ~Bperpendi
ular a la intrerfaz; es de
ir, Bn es 
ont��nua. La e
ua
i�on para ~H nos da informa
i�onnueva. En efe
to, usamos la forma integral de la ley de Ampere -re
ientemente generalizada- yla apli
amos a un 
ir
uito in�nitesimal ABCD, en torno a un punto P , el que est�a 
ontenidoen ambos medios materiales, 
omo se observa en la �guraAl apli
ar el teorema se obtiene:I
 ~H � d~l = Z BA ~H2 � t̂dl + Z CB ~H � d~l + Z DC ~H1 � (�t̂)dl + Z AD ~H � d~l: (7.19)En nuestro 
aso I(
) = 0 (suponemos que no hay 
orriente super�
ial ~JS en la interfaz), y elve
tor t̂ es tangente a la interfaz. El resultado es( ~H2 � ~H1) � t̂ = 0 ( ~JS = 0): (7.20)Esto signi�
a que, en ausen
ia de 
orrientes super�
iales, las 
omponente(s) del 
ampo ~Htangentes a la interfaz son 
ontinuas al atravesar la super�
ie. Como 
aso espe
ial, tenemosel de dos medios lineales, 
on permeabilidad �1 y �2; en 
uyo 
aso ~B = � ~H en 
ada medio.Supongamos tambien que la interfaz entre los medios es plana, y 
oin
ide 
on el plano xy. Lasrela
iones entre los 
ampos son enton
esH2x = H1xH2y = H1y ) 
omponentes tangen
ialesB2z = B1x o 
omponente normalSupongamos - para �jar ideas - que Hy = 0, enton
esH2x = H1x (7.21)B2z = B1z ) �2H2z = �1H1z; (7.22)
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es H2x�2H2z = H1x�1H1z ) �1tg�1 = �2tg�2;en que �1 es el �angulo que forma ~H1 
on el plano horizontal. De esta manera, el �angulo queforma ~H2 
on el plano horizontal es tg�2 =  �1�2! tg�1:7.5.2 Solenoide re
to 
on n�u
leo de �erroConsideramos un solenoide re
to, de m = N=L vueltas por unidad de longitud, por el que
ir
ula una 
orriente I. Al apli
ar la ley 
ir
uital de Ampere,I ~H � d~l = I;se obtiene H = mI:Sin embargo, el 
ampo B = �H = �mI, el 
ual puede ser mu
ho mayor que el 
ampo en va
��o,si el n�u
leo tiene � >> �0, lo 
ual o
urre 
on los n�u
leos de �erro (y otros materiales).Si el n�u
leo del solenoide es de un material ferromagn�eti
o, en un estado magnetizado, 
onmagnetiza
i�on ~M0, no podremos usar la rela
i�on B = �H, enton
es se debe usar la rela
i�onmas general, que da en este 
asoB = �0(H +M) = �0NIL + �0M:7.5.3 Enrollado toroidalConsideremos ahora un enrollado toroidal, 
on un 
orte en el material. Sea l el largo del toroide,y d el espesor del 
orte. Queremos determinar el 
ampo magn�eti
o tanto dentro del materialferromagn�eti
o, 
omo fuera de �el.Para 
al
ular esto, llamamos B1 al 
ampo dentro del material, y B2 al 
ampo en el 
orte(entrehierro). Tenemos enton
es, dentro del materialB1 = �0H1 + �0M;mientras que, en el entrehierro, B2 = �0H2:Tambien usamos la rela
i�on (ley 
ir
uital de Ampere),I ~H � d~l = NI:Con esto obtenemos las e
ua
ionesH1(`� d) +H2d = NI (7.23)�0(H1 +M) = �0H2 (7.24)
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on un entrehierro de an
ho d.

Cir
uito El�
tri
o Cir
uito Magn�eti
ofem= fuerza ele
tromotriz fmm = fuerza magneto-motrizH ~E � d~l = �0 = fem H ~H � d~l = NI = fmmI = intensidad de 
orriente el�e
tri
a � = 
ujo magn�eti
oI = R ~J � d~S � = R ~B � d~Se
ua
i�on de nodosI = I1 + I2 � = �1 + �2R = resisten
ia el�e
tri
a R = relu
tan
iaR = R dl=gA R = R dl=�Aley de 
ir
uitosfem = RI fmm = R�Resolviendo estas e
ua
iones se obtiene las solu
iones:H1 = NI` � Md` (7.25)H2 = NI` +M(1� d̀) (7.26)B1 = B2 = �0NI` + �0M(1� 1̀ ) (7.27)Esto es un '
ir
uito magn�eti
o', que sigue una analog��a muy estre
ha 
on un 
ir
uitoel�e
tri
o.



Cap��tulo 8Indu

i�on Ele
tromagn�eti
aComo hemos dis
utido, las 
orrientes ele
tri
as produ
en efe
tos magn�eti
os. Una 
orrienteel�e
tri
a ~j(~r) produ
e un 
ampo magneti
o ~B(~r). Una pregunta que surge en forma natural essi es posible que alg�un fenomeno magn�eti
o produz
a tambien un fen�omeno el�e
tri
o. Faraday(1831) des
ubri�o que los efe
tos bus
ados apare
en 
omo 
onse
uen
ia de la varia
i�on temporalde los 
ampos magn�eti
os.Antes de dis
utir los resultados de Faraday, de�namos el 
on
epto de 
ujo magn�eti
o.�(S) = ZS ~B � d~Ses el 
ujo magn�eti
o que atraviesa una super�
ie S. El 
ujo magneti
o tiene varias propiedadesinteresantes,� El 
ujo a traves de una super�
ie 
errada 
ualquiera es siempre 
ero, ya queZS ~B � d~S = ZV (~r � ~B)d3r = 0;en que V es el volumen en
errado por la super�
ie S.� Debido a lo anterior, el 
ujo a trav�es de una super�
ie S abierta no depende de su forma,sino s�olo de la 
urva que lo limita.� El he
ho anterior puede ha
erse expl��
ito, notando que~B(~r) = ~r^ ~A(~r)�(S) = RS ~B � d~S = RS(~r^ ~A) � d~S = RC ~A(~r) � d~l;donde C es la 
urva que limita la super�
ie S, C = �S. Por lo tanto, podemos hablar del'
ujo enlazado por un 
ir
uito'Unidades : Campo magneti
o = Weber=m�2 = Tesla, lo 
ual impli
a que el 
ujo magneti
ose mide en Weber. 89
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A

SecundarioPrimario

Nucleo (Fe)

Figura 8.1: experimento de Faraday8.1 Experimento de FaradayEn el experimento de Faraday, al 
errar el interruptor en el 
ir
uito 'primario', se produ
euna 
orriente en el se
undario. Al 
abo de un tiempo, la 
orriente 
esa. Si enton
es se abreel interruptor, vuelve a apare
er 
orriente en el se
undario, la 
ual nuevamente 
esa al 
abode un tiempo breve. Es importante re
al
ar que los 
ir
uitos primario y se
undario se hallan�si
amente separados (no hay 
onta
to ele
tri
o entre ellos).Los resultados del experimento de Faraday (y mu
hos otros) se pueden entender en t�erminosde una nueva ley experimental, que se 
ono
e 
omo la ley de Faraday-Lenz:La varia
i�on temporal del 
ujo magn�eti
o enlazado por un 
ir
uito, indu
e en �este una 'fem'�: � = �d�dt : (8.1)Ley de Lenz: El sentido de la 'fem' indu
ida es tal que siempre tiende a oponerse a lavaria
ion del 
ujo magneti
o (lo 
ual expli
a el signo (-)).La varia
i�on temporal del 
ujo magn�eti
o enlazado por un 
ir
uito puede deberse a varias
ausas, entre las 
uales se puede men
ionar:i) Varia
ion temporal de ~B, ~B = ~B(r; t).ii) El 
ir
uito se mueve.iii) El 
ir
uito se deforma.Por supuesto, una 
ombina
i�on de las 
ausas anteriores tambien produ
ir�a varia
i�on del 
ujo.Observemos tambien que la Ley de Faraday es una ley experimental, que no puede dedu
irse,-ensu forma general, de ning�un otro he
ho previamente 
ono
ido.Re
ordemos ahora que la 'fem' de un 
ir
uito C se de�ne 
omo, en que este 
ampo el�e
tri
o~E no es un 
ampo ele
trost�ati
o. � = IC ~E � d~l:El 
ujo magneti
o es �, �(S) = ZS ~B � d~S;por lo tanto, IC ~E � d~l = � ddt ZS ~B � d~S
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ir
uito no se mueve ni se deforma, enton
es la varia
i�on del 
ujo � s�olopuede deberse a la varia
i�on temporal de ~B, es de
ir ~B = ~B(~r; t) , luegoI
 ~E � d~l = � ZS � ~B�t � d~S:Usando el teorema de Stokes, ZS(~r^ ~E + � ~B�t ) � d~S = 0:Como S es una super�
ie 
ualquiera, se tiene la ley de Faraday en forma diferen
ial,~r^ ~E = �� ~B�t ;que 
onstituye la generaliza
i�on de la rela
i�on ~r ^ ~E = 0 (ele
trost�ati
a). Hasta ahora, 
ono-
emos las siguientes e
ua
iones para el ele
tromagnetismo (en el va
��o):~r � ~D = � ~r^ ~E = �� ~B=�t~r � ~B = 0 ~r^ ~B = �0 ~J;ademas, tenemos la e
ua
i�on de 
ontinuidad~r �~j + ���t = 0:Maxwell se di�o 
uenta que, en el 
aso de r�rgimen no permanente, la ley de Ampere y la e
ua
i�onde 
ontinuidad son 
ontradi
torias. Eso signi�
a que se debe modi�
ar la ley de Ampere, puesley de 
onserva
i�on de 
arga es 
onsiderada 
omo mejor estable
ida. Para preservar lo m�asposible la forma de la ley de Ampere, Maxwell propuso una modi�
a
i�on de la forma~r^ ~B = �0( ~J + ~JD);donde ~JD debe satisfa
er la 
ondi
ion ~r � ( ~J + ~JD) = 0;luego, por la e
ua
ion de 
ontinuidad,~r � ~J + ~r � ~JD = ����t + ~r � ~JD = 0:Enton
es ~r � ~JD = ���t :Esta e
ua
i�on no de�ne 
ompletamente a ~JD. Se en
uentra que la ele

i�on m�as simple posiblees ~JD = � ~D�t ;satisfa
e todas las 
ondi
iones matem�ati
as y est�a de a
uerdo 
on toda la eviden
ia experimentala
umulada; por lo tanto la generaliza
ion de la ley de Ampere al 
aso de regimen no permanentees: ~r ^ ~B = �0( ~J + � ~D�t )Esta e
ua
i�on in
luye a la e
ua
i�on de 
ontinuidad. La 
antidad ~JD tiene las dimensiones deuna 
orriente ele�
tri
a -densidad- y se le llama '
orriente de desplazamiento' de Maxwell.



92 CAP�ITULO 8. INDUCCI �ON ELECTROMAGN�ETICA8.2 Ejemplos8.2.1 Un tren el�e
tri
oConsideremos dos rieles 
ondu
tores, de resisten
ia despre
iable, 
one
tados entres s�� por unabarra ( el tren ) 
ondu
tora, y separados por una distan
ia l . En el otro extremo, se 
olo
aun interruptor y una bater��a, 
ara
terizada por una f.e.m. �0. Todo el sistema se en
uentrainmerso en una zona en que el 
ampo magn�eti
o es uniforme, ~B0, perpendi
ular al plano de losrieles.Figura 8.2: Rieles 
ondu
tores, unidos por una barra, 
olo
ados en un 
ampo magn�eti
o ~B0
V0

B

I

x

l

x

y

z

En este problema, se 
one
ta el interruptor en t = 0, 
omenzando a 
uir la 
orriente, 
omo
onse
uen
ia, el 
ampo magn�eti
o ejer
e una fuerza sobre el 
ir
uito, la que ha
e que se muevala barra. A su vez, el movimiento de la barra ha
e apare
er una f.e.m., que modi�
a la 
orriente
ir
ulante.Con las 
oordenadas de�nidas en la �gura, la fuerza sobre la barra (es la que interesa, pueses el elemento que est�a libre de moverse) es~F = Z Id~l ^ ~B0 = IlB0(�|̂) ^ (k̂) = �B0lI {̂;pues el 
ampo magn�eti
o es ~B0 = B0k̂. Esto indi
a que la fuerza es atra
tiva si la 
orri-ente 
ir
ula en el sentido de los punteros del reloj. Enton
es, la e
ua
i�on para el movimientolongitudinal de la barra es mdvdt = �B0lI:Por otro lado, la 
orriente est�a regida por la e
ua
i�on de Kir
ho�, que estable
e que fem = RJ ,en que fem = �0 + �indu
ida = �0 � d�dt :Como el 
ujo es � = �B0lv, la f.e.m. indu
ida es � = B0lv:, y la e
ua
i�on del 
ir
uito es�0 +B0lv = RI:



8.2. EJEMPLOS 93Para resolver las e
ua
iones debemos espe
i�
ar las 
ondi
iones ini
iales ade
uadas. Por ejem-plo, 
onsideremos el 
aso en que el interruptor se 
ierra en t = 0, 
on la barra movi�endoseha
ia la dere
ha, 
on velo
idad ini
ial v0, a una distan
ia x0 a la dere
ha de la bater��a. Las
ondi
iones ini
iales son (para t = 0), I(0) = 0 y v(0) = 0. Las e
ua
iones se pueden resolverexpresando v en fun
i�on de I, a partir de la e
ua
i�on de 
ir
uito,v = RIB0l � �0B0ly reemplazando en dv=dt = (R=B0l)(dI=dt), se obtienedIdt + (B0l)2mR I = 0:Para expresar la solu
i�on, 
onviene de�nir el par�ametro � = mR=(B0l)2, que tiene las dimen-siones de un tiempo, pues la e
ua
i�on se expresa 
omodIdt + I� = 0;
uya solu
i�on es muy 
ono
ida, y se expresa en fun
i�on de una 
onstante de integra
i�on I0 ydel par�ametro � re
i�en de�nido, I(t) = I0e�t=� :Con esto, la velo
idad del tren es v(t) = RI0B0l e�t=� � �0B0l ;donde v(0) = RI0B0l � �0B0l = v0:Se 
on
luye que la 
orriente en t = 0 debe serI0 = B0lv0 � �0R :8.2.2 Motor y GeneradorConsideremos una forma muy simple de generador el�e
tri
o, que 
onsiste en una espira de Nvueltas y radio a, que est�a 
one
tada a un 
ir
uito 
omo el del la �gura, 
on 
onta
tos m�oviles,que permiten que ella gire libremente. El sistema est�a 
olo
ado en presen
ia de un 
ampomagn�eti
o uniforme ~B0, y se ha
e girar la espira 
on velo
idad angular 
onstante !.El sistema fun
iona 
omo un generador de energ��a el�e
tri
a, pues el 
ujo enlazado por el
ir
uito depende de la orienta
i�on de �este 
on respe
to al 
ampo magn�eti
o, y se expresa en laforma � = NB0A
os(�);en que A = �a2 es el �area de la espira, y � = !t es el �angulo que forma el 
ampo magn�eti
o
on la dire

io�on perpendi
ular a la espira. De esta manera, el 
ujo enlazado por el 
ir
uitovar��a, indu
iendo una f.e.m. �, � = �d�dt = NB0A!sen(!t):
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orriente alterna
ω

a

b
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Por lo tanto, la 
orriente indu
ida en el 
ir
uito esI(t) = �0Rsen(!t);en que hemos usado la 
onstante �0 = NB0A!, para abreviar las expresiones.Podemos evaluar la poten
ia disipada en el 
ir
uito, tanto instant�anea 
omo en promedio.La poten
ia instant�anea es P (t) = RI2 = �20Rsen2(!t):De�nimos la poten
ia promedio (sobre un 
i
lo o per��odo, T = 2�=!) 
omo< P >= 1T Z T0 P (t)dt = RI20=2 = �20=2R:Evidentemente, esto nos di
e que, para ha
er que la espira gire 
on la velo
idad angular !, sedebe realizar 
ierto trabajo en 
ontra del 
ampo mag�eti
o indu
ido, que se re
eja en la poten
iaque hemos 
al
ulado. Podemos es
ribir la e
ua
i�on para el movimiento de rota
i�on de la espira,en la forma dLdt = Kd!dt = �;en que L es el momentum angular en torno al eje de rota
i�on, y � es el torque a lo largo de esadire

i�on. El torque se opone al movimiento, y se puede 
al
ular 
on fa
ilidad, 
on el resultado� = mBsen(�), en que m = NI(t)A es el momento dipolar magn�eti
o de la espira.8.3 Coe�
ientes de Autoindu

i�on e Indu

i�on mutuaLa idea es que un 
ir
uito intera
t�ua 
on s�� mismo y 
on sus ve
inos, 
omo 
onse
uen
ia dire
tade la ley de Faraday-Lenz. Los 
oe�
ientes de autoindu

i�n e indu

i�on mutua son una medidade esta intera
i�on o 'a
oplamiento' indu
tivo.Para de�nir los 
oe�
ientes, 
onsideremos dos 
ir
uitos 
1 y 
2, por los 
uales 
ir
ulan
orrientes I1eI2, respe
tivamente -ver dibujo-
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ientes de autoindu

i�on e indu

i�on mutua.
I1

I2

El 
ujo magn�eti
o total enlazado por el 
ir
uito 
1 es�1 = ZS1 ~B � d ~S1;aqui, S1 es una super�
ie que tiene borde 
1. Similarmente,�2 = ZS2 ~B � d~S2;es el 
ujo enlazado por el 
ir
uito 
2. El 
ampo magneti
o ~B(~r) es produ
ido por 
1 y 
2, esde
ir ~B(~r) = ~B1(~r) + ~B2(~r);por esto, podemos es
ribir �1 = �11 + �12�2 = �21 + �22donde �ij es el 
ujo -magneti
o- enlazado por el 
ir
uito i, debido al 
ampo magneti
o del
ir
uito j. �ij = ZSi ~Bj(r) � d~Si:Notemos, ademas, que ~B1(~r) -el 
ampo magneti
o produ
ido por el 
ir
uito 
1- es propor-
ional a la 
orriente I1 (similarmente para ~B2), luego:�ij =MijIj�1 =M11I1 +M12I2�2 =M21I1 +M22I2;los 
oe�entes Mii se llaman 
oe�
ientes de 'autoindu

ion' y los Mij (
on i 6= j) se llaman
oe�entes de indu

ion mutua.Unidadaes: [M℄ =Weber/Ampere = Henry8.3.1 Formula de NewmannEs una expresion para la indu
tan
ia mutua de dos 
ir
uitos. Se parte de la de�ni
ion�12 = ZS1 ~B2(~r) � d~S1;
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ribir en fun
ion de los poten
iales ve
toriales,�12 = Z
1 ~A2(~r) � d~l1( ~A2(~r)El resultado �nal es M12 = �04� Z
1 Z
2 d~l1 � d~l2j~r2 � ~r1j ; (8.2)la formula muestra tambien que M12 = M21. Notar que esta formula no se debe usar para
al
ular indu
tan
ias propias.8.4 Ejemplos8.4.1 Autoindu
tan
ia de una bobinaConsideramos una bobina o solenoide, de N vueltas, largo l y radio a (el largo l >> a).Determinaremos el 
oe�
iente de autoindu

i�on L de esta bobina. Re
urriremos a la de�ni
i�on,
al
ulando el 
ujo enlazado por la bonina, debido a su propio 
ampo magn�eti
o. El 
ujo tieneel valor � = NB0A;en que B0 = �0NI=l es el 
ampo magn�eti
o el el interior de la bobina, y A = �a2. Enton
es� = �0N2AIl = LI;de donde obtenemos L = �0N2Al :8.4.2 Indu
tan
ia mutua de dos embobinadosConsideramos un 
ilindro de largo l y radio a, sobre el que se han 
olo
ado dos embobinados,uno de N1 vueltas, y el otro de N2 vueltas, y el mismo largo (l). Cal
ularemos el 
oe�
iente deindu

i�on mutua, M , para lo 
ual evaluaremos es 
ujo enlazado por el embobinado N1, debidoal embobinado N2, �12 = ZS1 ~B2 � d~S1 = N1AB2;en que B2 = �0N2I=l, enton
es el 
oe�
iente esM = �0N1N2Al :Se veri�
a que M2 = L1L2; en general, se tiene la rela
ion M2 = kL1L2 ( 0 < k < 1 ).



8.4. EJEMPLOS 978.4.3 Efe
to de transformadorConsideremos el problema de un transformador, formado por dos bobinas (indu
tan
ias L1 yL2), a
opladas magn�eti
amente, 
on 
oe�
iente de indu

i�on mutua M , 
omo se muestra enla �gura siguiente. El 
ir
uito primario (lado izquierdo) tiene una fuente de tensi�on "(t) ="0
os(!t), y el se
undario tiene una '
arga' resistiva R. Las e
ua
iones para los 
ir
uitosprimario y se
undario son: "(t)� d�1dt = 0�d�2dt = RI2Para estudiar este problema, 
onsideramos la situa
i�on de 'r�egimen sinusoidal', en que las
orrientes son todas sinusoidales (
uando ya ha pasado el efe
to transitorio), es de
ir I1(t) =I01 
os(!t � �1) e I2(t) = I02
os(!t � �2). Resulta m�as f�a
il, algebrai
amente, trabajar 
on
antidades 
omplejas Î1(t) y Î2(t), de�nidas porÎ1(t) = Î01ej!tÎ2(t) = Î01ej!t:De esta manera, las 
orrientes reales son simplemente las partes reales de Î1 y Î2, adem�as,
al
ular las derivadas se reemplaza simplemente por la multipli
a
i�on por el fa
tor j!. Conesto, d�̂1dt = j!�̂1 = j!(L1Î1 +MÎ2)d�̂2dt = j!�̂2 = j!(MÎ1 + L2Î2):Enton
es, las e
ua
iones de los 
ir
uitos son:"̂� j!L1Î1 � j!Î2 = 0�j!MÎ1 � j!Î2 = RÎ2:De la segunda e
ua
i�on, obtenemos la rela
i�on entre las 
orrientes 
omplejas,Î2 = � j!M(R + j!L2) Î1:Reemplazando este resultado en la primera e
ua
i�on, se obtieneÎ1 = (R + j!L2)"̂!2(M2 � L1L2) + j!L1RÎ2 = � j!M"̂!2(M2 � L1L2) + j!L1R:



98 CAP�ITULO 8. INDUCCI �ON ELECTROMAGN�ETICAEs interesante 
al
ular el 
uo
iente entre los 'voltajes' en las dos indu
tan
ias, V̂L1 = j!L1Î1y V̂L2 = j!Î2, V̂L2V̂L1 = � j!ML2(R + j!L2)L1 :Si 
onsideramos el 
aso en que R = 0, y suponemos que las indu
tan
ias 
orresponden a lasdos bobinas (
al
ulado anteriormente), tenemosV̂L2V̂L1 = �ML1 = �N2N1 :Esto signi�
a que el voltaje en el se
undario es una fra

i�on del n�umero de vueltas. Por ejemplo,si N2=N1 > 1, el voltaje en el se
undario ser�a mayor que en primario, lo 
ual da lugar a suapli
a
i�on m�as 
ono
ida, para 'subir' o 'bajar' voltajes. Normalmente, un transformador deuna l�inea de di
tribu
i�on baja el voltaje al nivel ade
uado para uso domi
iliario.8.4.4 Indu
tan
ia mutua de dos espirasConsiderar dos espiras, de radios a y b, dispuestas de manera que sus 
entros est�an en el mismoeje (eje z), sus planos son perpendi
ulares al eje z, y sus 
entros est�an a una distan
ia d. Siuna de las espiras es muy peque~na, d >> a, por ejemplo, es posible obtener el 
oe�
iente deautoindu

i�on en forma muy simple.Figura 8.5: Dos espiras a distan
ia d.

x

y

z

a

b

d

El 
ampo magn�eti
o, en el eje de la espira mayor (de radio a) esBz(z) = �0Ia22 [a2 + z2℄3=2 :Como la espira menor es muy peque~na, el 
ampo en 
ualquier punto de ella debe ser 
onstante,de valor Bz(z = d) = �0Ia22 [a2 + d2℄3=2 ;



8.5. INDUCTANCIA COMO ELEMENTO DE CIRCUITO 99luego el 
ujo enlazado por la espira de radio b, debido a la otra espira es�ab = �0�a2b2I2 [a2 + d2℄3=2 :Con esto, el 
oe�
iente de indu

i�on mutua esM = �0�a2b22 [a2 + d2℄3=2 :8.5 Indu
tan
ia 
omo elemento de 
ir
uitoCone
temos una bobina (solenoide) a una fuente de fem 
ontinua (ver �gura):
L

R

ε
b

Figura 8.6: bobina 
one
tada a una fuente de femToda bobina real posee resisten
ia (R) e indu
tan
ia propia (L). Es f�a
il veri�
ar queuna indu
tan
ia �si
a puede ser representada 
omo la 
ombina
ion de una resisten
ia y unaindu
tan
ia, ambas ideales. Si por el 
ir
uito de la �gura 
uye una 
orriente I(t), enton
es lafem total es fem = � = �bateria + �indu
ida = �b � LdIdt = RI;luego: �b = LdIdt +RI;de donde se tiene la representa
ion des
rita. Notemos que, si el 
ir
uito se en
ontraba abierto( I = 0 en t = 0), al 
errar el 
ir
uito habra un periodo 'transiente' y, �nalmente se llegara ala 
orriente Ifinal = �b=R:Examinemos 
omo se llega desde I = 0 hasta I = Ifinal. La e
ua
ion que des
ribe el
omportamiento del 
ir
uito es �b = LdIdt +RIla solu
ion de esta e
ua
ion es: I(t) = �b(1� e�Rt=L)



100 CAP�ITULO 8. INDUCCI �ON ELECTROMAGN�ETICANotemos que I(t = 0) = 0 , ademas dIdt (t = 0) = �bL:La �ultima rela
ion nos di
e que el 
omportamiento de la 
orriente es gobernado por el valor deL, en parti
ular, si L es muy peque~no, la 
orriente demora un tiempo muy breve en pasar deI = 0 a su valor �nal, el 
ual es independiente de L.Si ahora el 
ir
uito se abre en t = 0, 
uando la 
orriente vale I = I0 = �b=R, enton
esI(t) = I0e�Rt=L:La 
orriente no 
ae a 
ero instantaneamente, sino que demora un tiempo del orden de � = L=R, que es 
ara
teristi
o del 
ir
uito.8.6 Energ��a Magn�eti
aConsideremos el problema de la bobina real (RL) por la que 
ir
ula una 
orriente I0 = �b=R. Laenergia que se disipa en el 
ir
uito desde t = 0 hasta que la bobina se 'des
arga' 
ompletamentees: W = Z 10 RI2dt = RI20 Z 10 e�2Rt=Ldt = LI20=2La energia disipada por el sistema debe haber estado alma
enada en el, en otras palabras,una bobina puede ser usada para alma
enar energia en forma de una 
orriente 
ir
ulando porella. WL = LI2=2 = �I=2 = �2=2L (� = LI)Se puede estable
er una analog��a 
lara entre 
ondensadores e indu
tan
ias.Tabla 8.1: Analog��a entre las f�ormulas para la energ��a el�e
tri
a y magn�eti
a..5
mCondensador Indu
tan
iaQV=2 �I=2CV 2=2 LI2=2Q2=2C �2=2Lue = �0 ~E2=2 um = ~B2=2�0Como hemos visto ya, un sistema magneti
o es 
apaz de alma
enar energia, pre
isamenteaquella energia ne
esaria para estable
er las 
orrientes que dan lugar al 
ampo magneti
o ~B. Esf�a
il argumentar en favor de una formula 
omo LI2=2 para la energia. Veamos su generaliza
iona mas de un 
ir
uito. Tomemos N = 2 
ir
uitos, 
on 
orrientes I1; I2.� para llegar a la 
on�gura
ion �nal (I1; I2), las 
orrientes deben 
ambiar desde 
ero hastatales valores.



8.7. ENERG�IA MAGN�ETICA EST�ATICA 101� supongamos que ha
emos que las 
orrientes varien en la forma:i1(t) = a(t)I1 (8.3)i2(i) = a(t)I2; (8.4)en que a(t) es una fun
ion que varia 'lentamente' desde a = 0 (en t = 0) hasta a = 1 (ent =1).� al variar i1 e i2, se indu
en fem's �1, �2 en ambos 
ir
uitos, �1(t) = ��1da=dt, �2(t) =��2da=dt, en que �1, �2 son los valores �nales de los 
ujos. -para ha
er 
re
er la
orrientes hay que efe
tuar trabajo 
ontra las fem indu
idas,dW = � NXj=1 Z 10 �j(t)ij(t)dt = NXj=1�jIj Z 10 adaluego, W = ( NXj=1�jIj) Z 10 ada = 12 NXj=1�jIj:Tambien podemos es
ribir, W = 12 NXj=1 NXk=1MjkIkIjdonde se reemplazo el 
ujo �j por �j = NXk=1MjkIkEs posible demostrar que (re
ordar los 
oe�
ientes de poten
ial, en ele
trostati
a):W = 12�0 Z ~B2d3rEsto ultimo puede interpretartse di
iendo que 'la energia magneti
a se alma
ena en el es-pa
io, 
on una densidad que depende de la magnitud del 
ampo magneti
o'. Al igual que enele
trostati
a, 
onsidera
iones de energia permiten 
al
ular fuerzas y torques sobre 
ir
uitos.8.7 Energ��a Magn�eti
a Est�ati
aHemos analizado el 
ir
uito R � L, llegando a la 
on
lusi�on que, 
uando 
ir
ula una 
orrienteI, la indu
tan
ia alma
ena energ��a, W = 12LI2 = 12�I; (8.5)en que � = LI es el 
uujo magn�eti
o enlazado por la indu
tan
ia. Se satisfa
e la rela
i�on de
ir
uitos V + �ind = RI:



102 CAP�ITULO 8. INDUCCI �ON ELECTROMAGN�ETICAConsideramos es trabajo que 
uesta mover una 
arga dq por el 
ir
uito,V dq = (RI2dt + d�I)trabajo efe
to trabajo efe
tuadoexterno joule 
ontra la fem indu
ida.El 
ambio en la energ��a del 
ir
uito es dWb = d�I. Para un 
onjunto de 
ir
uitos a
opladostenemos dWb = NXk=1 Ikd�k (8.6)d�k = NXl=1MkldIl: (8.7)Con esto, podemos 
al
ular el trabajo total Wb, 
omo el 
ambio total en la energ��a de los
ir
uitos, al llevarlos desde la 
on�gura
i�on en que todas las 
orrientes son 
ero, hasta losvalores �nales.Para 
al
ular esto �ultimo, podemos 
onsiderar que las 
orrientes var��an desde I = 0 hastasu valor �nal en la forma I(t) = I0k�(t);en que �(t) es una fun
i�on 
ono
ida de t. De esta manera tenemosd�k(t) = �0kd�;en que �0k es el 
ujo �nal enlazado por el 
ir
uito k-�esimo. Realizando la integral, tenemosWb = Z Xk I0k�0k�d� = 12 NXk=1 I0k�0k: (8.8)Ahora, puedo `olvidarme' de los ��ndi
es 0, y es
ribimosU = 12 NXk=1�kIk; (8.9)en que hemos identi�
ado Wb 
omo la energ��a magn�eti
a alma
enada por el 
ir
uito.Podemos es
ribir ahora �k = I
k ~A � d~lk = ZSk ~B � d~Sk; (8.10)enton
es U = 12 NXk=1 I
k Ik ~A � d~lk: (8.11)Re
ordamos que Id~l! ~Jd3r, enton
es podemos es
ribir:U = 12 ZV ~J � ~Ad3r: (8.12)



8.8. C �ALCULO DE FUERZAS Y TORQUES 103Podemos realizar una transforma
i�on matem�ati
a a la expresi�on anterior, basada en la identidad~r � ( ~A ^ ~H) = ~H � (~r^ ~A)� ~A � (~r^ ~H):Observando que el segundo t�ermino del lado dere
ho es pre
isamente nuestro integrando, lleg-amos a la 
on
lusi�on (despues de usar el teorema integral de la divergen
ia)U = 12 ZR3( ~H � ~B)d3r: (8.13)Esto permite de�nir una 'densidad de energ��a' magn�eti
a um,um = 12 ~B � ~H:8.8 C�al
ulo de Fuerzas y TorquesConsideremos un sistema de 
orrientes, y 
al
ulemos el trabajo me
�ani
o realizado por el sis-tema 
uando se somete al sistema a una desplazamiento d~r de una de sus partes. Este trabajoviene dado por dW = ~F � d~r:Por otra parte, este trabajo puede tambien expresarse 
omo un balan
e entre la energ��a entre-gada por las baterias (dWb) y el 
ambio de la energ��a del sistema (dU),dW = dWb � dU:Podemos en
ontrar una rela
i�on entre dU y dWb si 
onsideramos primero el 
aso en que las
orrientes se mantienen 
onstantes durante el desplazamiento virtual. En ese 
aso,dU = 12Xk Ikd�k;mientras que el trabajo dWb es dWb =Xk Ikd�k = 2dU:Enton
es dU = ~F � d~r, lo 
ual permite es
ribirFx =  �U�x !I=
te. (8.14)Similarmente, si los 
ujos pueden ser 
onsiderados 
onstantes, enton
es:Fx = � �U�x !� (8.15)8.9 Cir
uitos en regimen transitorioHemos estudiado ya los 
asos� 
ir
uito R� C.� 
ir
uito R� L.



104 CAP�ITULO 8. INDUCCI �ON ELECTROMAGN�ETICA8.9.1 Cir
uito RLC (en serie)Estudiemos un 
ir
uito RLC, en serie, 
on una fuente de `fem' 
ontinua: �b. Para en
ontrar lae
ua
ion del 
ir
uito es
ribimos la fem total,�total = �b + �indu
ida = �b � LdIdt = Vr + V
;donde V
 es el voltaje en el 
ondensador; V
 = Q=C ( C es la 
apa
idad del 
ondensador) y Vres la 
aida de tension en la resisten
ia, Vr = RI, �nalmente�b = LdIdt +RI +Q=C; I = dQ=dt:
L

R

ε
b

C

Figura 8.7: Un 
ir
uito RLC, 
on una f.e.m. 
ont��nua "o.Esta e
ua
ion puede resolverse para la 
orriente o la 
arga en el 
ondensador. Las 
ondi-
iones ini
iales seran (si el interruptor se 
ierra en t = 0): Q(t = 0) = 0 I(t = 0) = 0. Unasolu
ion parti
ular de la e
ua
ion se obtiene 
on Q = 
onstante, lo que daI = 0; Q = C�b:Esta es la solu
ion que se obtiene al 
abo de un tiempo largo: el 
ondensador se 
arga y no
ir
ula 
orriente. La solu
ion de la e
ua
ion homogenea es de la formaQ(t) = Aeat;donde a y A son 
onstantes, y a se determina resolviendo la e
ua
ion 
ara
teristi
a,La2 +Ra+ 1=C = 0;
uya solu
ion es a = �(R=2L)� ((R=2L)2 � 1=LC)1=2:Por lo tanto, hay tres 
asos, dependiendo del signo del argumento de la raiz 
uadrada,i) (R=2L)2 > 1=LC �! ! = ((R=2L)2� 1=LC)1=2. La solu
ion que satisfa
e I = 0 en t = 0es I(t) = 2Ae�Rt=2Senh(!t):



8.10. FUENTE DE FEM ALTERNA: �(T ) = �0 COS(!T ) 105ii) (R=2L)2 < 1=LC �! ! = (1=LC � (R=2L)2)1=2.I(t) = 2iAe�Rt=2L sin(!t):iii) (R=2L)2 = 1=LC �! ! = 0. I(t) = Ate�Rt=2L:Los 
asos i y iii son puramente amortiguados, mientras que ii es mas interesante.8.10 Fuente de fem alterna: �(t) = �0 
os(!t)Como siempre hay transiente, esperamos un tiempo su�
ientemete largo y este desapare
e.Cuendo se llega a esta situe
ion, solo interesa la solu
ion parti
ular de la e
ua
ion diferen
ial(r�egimen '
uasi-esta
ionario'). En este 
aso, si la fuente es sinusoidal, la solu
ion (parti
ular)es tambien sinusoidal, i(t) = i0 
os(!t� �);en que � es una 
onstante, llamada la `fase' ( angulo de fase).
L

R

ε

C

0

Figura 8.8: Un 
ir
uito RLC, 
on una f.e.m. 
ont��nua "o.La manera mas simple de resolver este problema es introdu
ir 'fasores' (es de
ir, numeros
omplejos): �(t) = Re(E(t)); E(t) = �0ej!t;y similarmente para la 
orriente,i(t) = Re(I(t)); I(t) = I0ej!t:Con esto tenemos las rela
ionesVL = Ldi=dt = Re(LdI=dt) = Re(j!LI)VR = Re(RI)VC = Re((1=j!C)I)luego, E(t) = (R + j(!L� 1=!C))I = Z(!)I;



106 CAP�ITULO 8. INDUCCI �ON ELECTROMAGN�ETICApermite de�nir la impedan
ia 
ompleja Z(!),Z(w) = R + j(XC +XL):De esta forma,� ZR = R;� ZL = jXL, en que XL = !L.� ZC = jXC , en que XC = �1=!C.Las impedan
ias se 
one
tan igual que las resisten
ias. Para nuestro problema,I(t) = (�0=Z(!))ej!t;luego, es
ribiendo Z(!) = jZ(!)jej�, tenemosI(t) = (�0=jZ(!)j)ej(!t��):La 
orriente real es i(t) = Re(I(t)),i(t) = Re(I(t)) = (�0=jZ(!)j) 
os(!t� �);en que el angulo de fase es tg(�) = (!L� 1=!C)=R, y la magnitud de Z esjZ(!)j = (R2 + (!L� 1=!C)2)1=2:8.11 Poten
iaEs la velo
idad a la que se realiza trabajo. La poten
ia instant�anea es:P (t) = V (t)i(t):La poten
ia entregada por la bateria es (ejemplo del 
ir
uito RLC-serie)P (t) = (�20=jZ(!)j) 
os(!t) 
os(!t� �):La 
antidad de interes pra
ti
o, en apli
a
iones a 
ir
uitos de 
orriente alterna, es la poten
iapromedio: < P >= 1T Z T0 P (t)dt;en que T = 2�=! es el periodo de os
ila
ion de la fuente externa de `fem'. Ha
iendo el 
al
ulose tiene: < P >= �20 
os(�)2jZ(!)j = jZ(!)ji20 
os(�)2 :Utilizando el he
ho que i0 = �0=jZ(!)j es la amplitud de la 
orriente, y que 
os(�) = R=jZj,podemos es
ribir < P >= Ri20=2:Esta expresion es identi
a a la que se obtiene para 
orriente 
ontinua, si se de�ne la 
orriente`efe
tiva' Ief = i0p2 :De igual manera, se de�ne el voltaje `efe
tivo' vef = V0=p2.



Cap��tulo 9Ondas Ele
tromagn�eti
asEn este 
apitulo se dis
ute brevemente a
er
a de la existen
ia, propiedades, genera
i�on y de-te

i�on de ondas ele
tromagn�eti
as.9.1 E
ua
iones de MaxwellHemos estable
ido previamente las e
ua
iones del Campo Ele
tromagn�eti
o, en las 
ondi
ionesm�as generales posibles. Este 
onjunto de e
ua
iones, denominado E
ua
iones de Maxwell,des
ribe todos los fenomenos ele
tromagn�eti
os, a nivel ma
ros
�opi
o.~r^ ~E = � ��t ~B ~r^ ~H = ~J + ��t ~D (9.1)~r � ~D = � ~r � ~B = 0: (9.2)Las rela
iones generales entre los 
ampos ma
ros
�opi
os son~D = "0 ~E + ~P (9.3)~H = 1�0 ~B � ~M: (9.4)Para poder resolver las e
ua
iones, se debe 
ono
er las rela
iones 
onstitutivas, entre ~M y ~H,entre ~P y ~E, y entre ~J y ~E.Las e
ua
iones de Maxwell en el va
��o ( ~B = �0 ~H, ~D = "0 ~E, ~J = 0 , � = 0) son:~r^ ~E = � ��t ~B ~r � ~E = 0 (9.5)~r^ ~B = "0�0 ��t ~E ~r � ~B = 0: (9.6)Estas e
ua
iones impli
an la existen
ia de `ondas ele
tromagn�eti
as', que se propagan enel va
io 
on velo
idad 
 = ("0�0)�1=2. Por el momento, tomemos 
 
omo una de�ni
i�on (esf�a
il ver que tiene las dimensiones de una velo
idad), y tratemos de obtener una e
ua
i�on queinvolu
re solamente a ~E. Para ha
er esto �ultimo, tomemos el rotor de la 'e
ua
i�on de Faraday',~r^ (~r^ ~E) = �~r ^ ( ��t ~B); (9.7)107
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Figura 9.1: El punto de emisi�on y re
ep
i�on de una onda est�an separados por un tiempoÆt = d=
, en que d es la distan
ia entre los puntos.lo 
ual da, ~r(~r � ~E)�r2 ~E = � 1
2 �2�t2 ~E (9.8)Finalmente, se tiene r2 ~E � 1
2 �2�t2 ~E = 0: (9.9)Esta es la llamada e
ua
i�on de ondas para el 
ampo el�e
tri
o. El 
ampo magn�eti
o ~B satisfa
ela misma e
ua
i�on de ondas. r2 ~B � 1
2 �2�t2 ~B = 0: (9.10)El valor de 
 � 299:000 (km/s), representa la velo
idad de propaga
i�on de los frentes de onda(en realidad es la 'velo
idad de fase').Hay varias preguntas que uno se puede ha
er, y que responderemos a 
ontinua
i�on. Enprimer lugar, >C�omo se produ
e una onda ele
tromagn�eti
a?. La respuesta mas simple es quebasta tener 
argas en movimiento a
elerado, o 
orrientes que var��an en el tiempo.Para dar una des
rip
i�on matemati
a del pro
eso de emisi�on de una onda ele
tromagneti
a,deberemos obtener los 
ampos el�e
tri
o y magn�eti
o, o bien los poten
iales din�ami
os, ~A(~r; t)y ~�(~r; t). Observamos, en forma muy simple, que los poten
iales anteriores satisfa
en lase
ua
iones de onda siguientes: r2A� 1
2 �2�t2A = ��0 ~J (9.11)r2�� 1
2 �2�t2� = ��=�0: (9.12)Re
ordamos que el poten
ial estati
o ~A(~r) satisfa
e~A(~r) = �04� Z ~J(~r0)d3rj~r � ~r0j : (9.13)



9.1. ECUACIONES DE MAXWELL 109Como �este poten
ial satisfa
e una e
ua
i�on diferen
ial similar a la e
ua
i�on de ondas, suponemosque la forma del poten
ial es tambien similar. Hay una importante diferen
ia, la que ilustramosen la �gura, pues 
uando se dete
ta una onda en el punto ~r, en el instante t, �esta fu�e emitidaen el instante anterior t0, en un punto ~r0, tal que t� t0 = d=
, en que d es la distan
ia entre lospuntos de emisi�on y re
ep
i�on. Se di
e enton
es que el poten
ial es retardado. De esta forma,es
ribimos ~A(~r; t) = �04� Z ~J(~r0; t0)d3r0j~r � ~r0j (9.14)en que t� t0 = j~r � ~r0j=
.Hemos visto que, en las zonas sin 
argas ni 
orrientes, las e
ua
iones de Maxwell 
ondu
en alas e
ua
iones de ondas para los 
ampos ~E y ~B. En las zonas en que existen 
argas y 
orrientes,es mejor bus
ar las e
ua
iones para los poten
iales. Tomemos primero el poten
ial magn�eti
o~A, y reemplazamos en la ley de Faraday, obteniendo~r ^ ~E = � ��t ~B ) ~r^ ( ~E + ��t ~A) = 0 (9.15)Deedu
imos enton
es que ~E = �~r�� ��t ~A: (9.16)Tomamos ahora la e
ua
i�on para el 
ampo ~H, y obtenemos~r(~r � ~A)�r2 ~A� = ~J � �(~r ��t� + �2�t2 ~A): (9.17)Tenemos enton
es la siguiente e
ua
i�on para el poten
ial ~A,(r2 � "� �2�t2 ) ~A = ��~J + ~r(~r � ~A+ �� ��t�): (9.18)Se impone usualmente la llamada 
ondi
i�on de Lorentz, que estable
e que la 
antidad entrepar�entesis en al lado dere
ho de la e
ua
i�on anterior se anula id�enti
amente,~r � ~A + �� ��t� = 0: (9.19)Con esto, es poten
ial ~A, satisfa
e la e
ua
i�on de ondas 
l�asi
a, 
on fuentes, que es
ribimosanteriormente. Reemplazando en la ley de Gauss, se obtiene tambien la e
ua
i�on de ondaspara el poten
ial �. Hay que ha
er notar que, 
omo se dijo ya en magnetostati
a, existe unaambiguedad en la de�ni
i�on del poten
ial ~A, que permite imponer una 
ondi
i�on de 'gauge'
omo la 
ondi
i�on de Lorentz. (r2 � �� �2�t2 ) ~A = ��~J (9.20)(r2 � �� �2�t2� = ��=�: (9.21)



110 CAP�ITULO 9. ONDAS ELECTROMAGN�ETICAS9.2 Flujo de Energ��a Ele
tromagn�eti
aRe
ordemos que anteriormente se de�ni�o las densidades de energ��aue = 12 ~D � ~E & um = 12 ~B � ~H>Es posible hablar de energ��a ele
tromagn�eti
a?: Es natural imaginar que la 
antidad u es unbuen 
andidato a 'densidad de energia ele
tromagneti
a',u = 12( ~E � ~D + ~B � ~H): (9.22)Para ver que esta 
antidad tiene propiedades ade
uadas, 
al
ulemos la varia
i�on de u, 
onrespe
to al tiempo, ��tu = 12  ��t ~E � ~D + ~E � ��t ~D + ��t ~B � ~H + ~B � ��t ~H! (9.23)Reemplazando las e
ua
iones de Maxwell, tenemos��tu = 12  ��t ~E � ~D + ~E � (~r^ ~H � ~J)� (~r^ ~E) � ~H + ~B � ��t ~H! : (9.24)�u�t = 12 0�� ~E�t � ~D + ~B � � ~H�t � ~r � ( ~E ^ ~H)� ~J � ~E1A : (9.25)Obtenemos enton
es ��tu = 12 ��tu� 12 ~r � ( ~E ^ ~H)� 12 ~J � ~E; (9.26)de donde se 
on
luye que: ��tu+ ~r � ( ~E ^ ~H) = ~J � ~E: (9.27)Esta e
ua
i�on 
onstituye el balan
e de energ��a ele
tromagn�eti
a, pues rela
iona la varia
i�ontemporal de u 
on el 
ujo del ve
tor de Poynting ~S = ~E ^ ~H, y 
on las fuentes de �esta energ��a(el t�ermino ~J � ~E).9.3 Ondas Planas Mono
rom�ati
asLa e
ua
i�on de ondas tiene solu
iones de la forma de `ondas que se desplazan sin 
ambiar deforma'. Consideremos primero el 
aso unidimensional, para una fun
i�on u(x; t),�2�x2u� 1
2 �2�t2u = 0: (9.28)La solu
i�on general de esta e
ua
i�on es de la formau(x; t) = f(x� 
t) + g(x+ 
t); (9.29)en que f(x) y g(x) son fun
iones arbitrarias -por el momento- de x y t, y se rela
ionan 
on las
ondi
iones ini
iales y de borde del problema.



9.3. ONDAS PLANAS MONOCROM�ATICAS 111El 
aso tridimensional es mu
ho mas ri
o en solu
iones, por lo 
ual s�olo estudiaremos algunasde las m�as importantes. Si 
onsideramos una onda que se mueve en la dire

i�on de n̂, � = ~r � n̂r2u� 1
2 �2�t2u = 0: (9.30)Es f�a
il veri�
ar que existen solu
iones de la forma�(~r; t) = f(� � 
t) + g(� + 
t); (9.31)llamadas 'ondas planas', pues ((a t = 
te:) el argumento permane
e 
onstante para todos lospuntos del plano � = ~r � n̂ = 
te: perpendi
ular a n̂. En el 
aso de los ve
tores de 
ampo ~E, ~B,las ondas planas son de la forma ~E(~r; t) = ~Eof(~r � n̂� 
t): (9.32)Una onda plana sinusoidal, se es
ribe en la forma exponen
ial~E(~r; t) = ~Eoei(~k�~r�!t); (9.33)en que � = ~k � ~r � !t es la 'fase' de la onda. Si 
omparamos la fase � 
on la forma anterior dela onda plana, vemos que se debe satisfa
er~k � ~r � !t = k(n̂ � ~r � !k t); (9.34)lo que impli
a las rela
iones� La frequen
ia angular ! = 2�=T = 2��, en que T es el per��odo y � la fre
uen
ia.� El ve
tor de onda ~k = kn̂, es inversamente propor
ional a la longitud de onda � = 2�=k.� La velo
idad (de fase) de la onda, v� = !=k = ��.Se puede es
ribir, en forma equivalente, (� = n̂ � ~r)~k � ~r � !t = k(� � 
t) = 2�( �� � �t) = et
: (9.35)En forma alternativa a las exponen
iales, se puede tratar todo ��ntegramente 
on fun
ionesreales, 
ombina
iones de senos y 
osenos. El tratamiento es 
ompletamente equivalente, perolos 
�al
ulos son, generalmente, bastante mas engorrosos, por lo 
ual nosotros preferiremos larepresenta
i�on 
ompleja (llamada tambien representa
i�on 'fasorial'). De esta forma, es
ribire-mos los 
ampos 
omplejos~E(~r; t) = ~Eoei(~k�~r�!t) y ~B = ~Boei(~k�~r�!t): (9.36)Veremos que los ve
tores ~E, ~B y ~k no son 
ualesquiera, sino que estan rela
ionados 
omose observa en la �gura; esto es, forman un tr��o ortogonal. En efe
to; en un medio lineal (
on� = 0; ~J = 0) ~r � ~B = 0) i~k � ~B0ei(~k�~r�!t) = 0) ~k � ~B0 = 0 (9.37)



112 CAP�ITULO 9. ONDAS ELECTROMAGN�ETICAS~r � ~E = 0) i~k � ~E0ei(~k�~r�!t) = 0) ~k � ~E0 = 0: (9.38)~r^ ~E = i~k ^ ~E0ei(~k�~r�!t)� ��t ~B = i! ~B0ei(~k�~r�!t) 9>>=>>;) ! ~B0 = ~k ^ ~E0Por esta raz�on se di
e que las ondas ele
tromagn�eti
as son 'transversales'; esto es ~E y ~B son ?a la dire

i�on de propaga
i�on (~k) ~B0 = (k! )n̂ ^ ~E = 1v n̂ ^ ~E: (9.39)La velo
idad de propaga
i�on v = 1=p��, reservamos 
 = 1=p�0�0 para la velo
idad de laluz en el va
��o. De�nimos el ��ndi
e de refra

i�on', n, 
omo el 
uo
iente entre la velo
idad de laluz en el va
��o y la velo
idad de la luz en el medio material,n := 
v = s ���0�0 � q�=�0: (9.40)La �ultima rela
i�on se sigue del he
ho que, para todos los materiales no ferromagn�eti
os se tiene� � �0. Adem�as, se tiene que n >= 1.9.4 Leyes de Re
exi�on y Refra

i�onConsideramos una onda plana, mono
rom�ati
a, que in
ide sobre una super�
ie plana, que esla interfaz entre dos medios diel�e
tri
os. Esta onda se 
ara
teriza por el ve
tor de onda ~ki.Llamamos 'plano de in
iden
ia' al plano generado por el ve
tor ~k1, y el ve
tor normal a lainterfaz, n̂ = k̂. De a
uerdo a esta geometr��a, los ve
tores de 
ampo se des
omponen en laforma siguiente: ~E1 = ~E01ei(~k1�~r�!t)~E2 = ~E02ei(~k2�~r�!t)~E3 = ~E03ei(~k3�~r�!t) 9>>=>>; ~E01 = E01(
os�1 {̂� sen�1k̂)~E02 = E02(
os�2 {̂+ sen�2k̂)~E03 = E03(
os�3 {̂� sen�3k̂) (9.41)Los ve
tores de onda, a su vez, estan dados por~k1 = !v1 (̂{sen�1 + 
os�1k̂) (9.42)~k2 = !v1 (̂{sen�2 � 
os�2k̂) (9.43)~k3 = !v2 (̂{sen�3 + 
os�3k̂): (9.44)Observamos tambien que k1 = (!
 )n1 & k2 = (!
 )n2La 
ondi
iones de borde, en z = 0 (8(x; y)) son:B1n = B2n E1t = E2t(�)H1t = H2t D1n = D2n: (9.45)



9.5. ONDAS PLANAS EN MEDIOS CONDUCTORES 113Usamos ahora estas 
ondi
iones para obtener rela
iones entre las amplitudes y las fases de lasondas in
idente, re
ejada y transmitida. Partimos usando la e
ua
i�on (*), la 
ual, 
uando sees
ribe para z = 0 nos da(�)E01
os�1ei(k1xsen�1�!t) + E02
os�2ei(k1xsen�2�!t) = E03
os�3ei(k2xsen�3�!t)La igualdad anterior s�olo puede ser satisfe
ha, para todo valor de x (y de y), si se tiene lasigualdades k1sen�1 = k1sen�2 = k3sen�3; (9.46)es de
ir, �1 = �2; (9.47)que se 
ono
e 
omo 'Ley de Re
exion', yn1sen�2 = n2sen�3; (9.48)
ono
ida 
omo 'Ley de Snell' de la refra

i�on. Estas dos rela
iones, junto 
on el he
ho queuna onda viaja en l��nea re
ta en un medio homog�eneo, 
onstituyen el fundamento de la �opti
ageom�etri
a. Tenemos, adem�as la rela
i�on entre las amplitudesE01
os�1 + E02
os�2 = E03
os�3 (9.49)Si imponemos ahora D1n = D2n, obtenemos:��1sen�1�01 + �1sen�1E2 = ��2sen�3E3 (9.50)Notemos que las otras dos 
ondi
iones de borde no aportan, en este 
aso ninguna informa
i�onadi
ional. La solu
i�on de estas e
ua
iones daE03E01 = 2�1sen�1
os�1�2sen�3
os�1 + �1sen�1
os�3 : (9.51)E02E01 = �1sen�1
os�3 � �2sen�3
os�1�2sen�3
os�1 + �1sen�1
os�3 : (9.52)Estas rela
iones se 
ono
en 
omo 'e
ua
iones de Fresnel', y expresan las rela
iones entre lasamplitudes de los 
ampos el�e
tri
os de las ondas in
idente, re
ejada y transmitida.9.5 Ondas Planas en Medios Condu
toresConsideramos brevemente el problema de propaga
i�on de una onda en un medio 
ondu
torhomog�eneo. Las e
ua
iones de Maxwell,~r^ ~E = �� ~B�t ~r � ~B = 0;~r ^ ~H = ~J + � ~D�t ~r � ~D = �:



114 CAP�ITULO 9. ONDAS ELECTROMAGN�ETICASdeben usarse en 
onjunto 
on las rela
iones '
onstitutivas', de un 
ondu
tor ~J = g ~E, ~D = � ~E,y ~B = � ~H.Tomemos una onda mono
rom�ati
a, de la forma ~E = ~E(r)ei!t, et
. Enton
es la parteespa
ial de la onda satisfa
e las rela
iones8><>: ~r^ ~B = �(g + i!�) ~E~r^ ~E = �i! ~BUna onda que se mueve en la dire

i�on z, satisfa
e~r^ (~r^ ~E) = �r2 ~E + ~r(~r � ~E) = �g�� ~E�t � ���2 ~E�t2 ; (9.53)que se redu
e a la expresion mas simple (tomando ~E = E(z)̂{)d2dz2E + (!2��+ i!g�)E = 0: (9.54)Podemos es
ribir enton
esE = ei(!t�
z) 
on 
2 = !2��+ i!g�: (9.55)
2 = j
2jeiÆ 8><>: j
2j = [(��!2)2 + (!g�)2℄1=2tgÆ = !g�=(!2in�) = g=(!�)Tambien se puede separar las partes real e imaginaria de 
,
 = � + i� (9.56)� = !p���12 � 12r1 + ( g!�)2� (9.57)� = !g�=2�: (9.58)De esta manera, E se puede es
ribir 
omo una onda sinusoidal, que viaja y se aten�ua exponen-
ialmente en la dire

i�on z, E = E0ei(!t��z)e��z: (9.59)A fre
uen
ias bajas, ! << g, se puede aproximar la fase a �=2, puestgÆ ! +1) Æ ! �=2; (9.60)lo 
ual signi�
a que 
 es imaginario puro. La parte imaginaria es enton
es� � q!g�=2 = 1d: (9.61)La 
antidad d se llama 'espesor de piel'. Para � = 1010Hz, por ejemplo, se tiene d = 10�5 (
m).



9.6. RADIACI �ON DE UNA ANTENA CORTA 1159.6 Radia
i�on de Una Antena CortaConsideremos una antena tipo dipolo, en que la 
orriente que 
ir
ula por la antena esi = dqdt ) q(t) = I0! sen!t: (9.62)El 
ampo el�e
tri
o es el de un dipolo el�e
tri
o os
ilante, en que el momento dipolar esp(t) = q` = (I0`! )sen!t: (9.63)El poten
ial retatardado � es �(~r; t) = p(t0)
os�4��0r2 ; (9.64)en que el dipolo se eval�ua en el instante retardado t0 = t � r=
. Los 
ampos distantes r >> `son ( ! = 
k ). ~E � k�0C `I0 sen�r sen(kr � !t)�̂ (9.65)~H � (k`I0)sen�r sen(kr � !t)�̂: (9.66)Es fundamental observar que estos 
ampos tienden a 
ero m�as lentamente que el 
ampo de una
arga puntual q, y 
onsituyen los 
ampos de radia
i�on. Como 
onsequen
ia de esto, el 
ujo deenerg��a que es
apa de una esfera de radio arbitrario es siempre �nita. El (promedio temporaldel) ve
tor de Poynting nos da< ~S >=< ~E ^ ~H >= k2(`I0)22�
 sen2�r2 r̂: (9.67)
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Cap��tulo 10Repaso de C�al
ulo Ve
torialEste es un repaso de los elementos matem�ati
os m��nimos ne
esarios para el 
urso de Ele
tro-magnetismo.10.1 Ve
toresEn matem�ati
as, los ve
tores se de�nen 
omo 
iertos entes abstra
tos, que satisfa
en un 
on-junto de propiedades.Llamemos V a un 
onjunto de entidades (ve
tores), que denotaremos 
omo ~a, ~b, ~
, et
., y Ca un 
uerpo (en el sentido matem�ati
o), 
uyos elementos llamaremos es
alares (
on elementos�, �, et
).a) Se ha de�nido la opera
i�on de suma de ve
tores, es de
ir, para 
ualquier par de ve
tores,el resultado de la opera
i�on ~a+~b = ~
, en que ~
 es un ve
tor.b) Se de�ne el produ
to por un es
alar, es de
ir, para 
ualquier ~a que pertene
e a V , la
antidad �~a tambien pertene
e a V .Al par de 
onjuntos (V , C) ser�a un espa
io ve
torial si se 
umplen las siguientes propiedades:i) Conmutatividad: ~a +~b = ~b+ ~aii) Aso
iatividad: (~a+~b) + ~
 = ~a+ (~b + ~
)iii) Distributividad: �(~a+~b) = �~a+ �~biv) Elemento neutro: ~a +~0 = ~0 + ~a = ~av) Elemento inverso: ~a+ (�~a) = ~0Es 
laro que la de�ni
i�on dada anteriormente es sumamente general.En la mayor��a de lasapli
a
iones en f��si
a, en 
ambio no en
ontramos 
on una de�ni
i�on de ve
tores que es algo m�asrestringida, por motivos que ser�an 
laros en lo que sigue. En efe
to, para nuestros prop�ositos,el espa
io ve
torial estar�a 
onstituido por elementos que tienen una representa
i�on geom�etri
aen el espa
io tridimensional, y que, desde luego, representan 
antidades f��si
as medibles, 
omovetores de posi
i�on, velo
idades, fuerzas, 
ampos el�
tri
os y magn�eti
os, et
. Por este motivo,117



118 CAP�ITULO 10. REPASO DE C�ALCULO VECTORIALy para estable
er la 
onexi�on 
on las de�ni
iones anteriores, nuestro espa
io ve
torial ser�a elespa
io tridimensional R3, en 
onjunto 
on el 
uerpo de los n�umeros reales R.El espa
io tridimensional R3, enton
es, es un espa
io ve
torial bajo los n�umeros reales,que tiene, adem�as una propiedad fundamental: tiene una m�tri
a; es de
ir, a los ve
tores delespa
io tridimensional (en adelante, simplemente, del espa
io) se les puede asignar una longitud:El espa
io f��si
o es un espa
io tridimensional 
on m�etri
a. Esta m�etri
a es, simplemente,la 
ono
ida m�etri
a eu
lideana, lo 
ual signi�
a, simplemente, que la longitud de un ve
tor
orresponde a nuestra no
i�on elemental de longitud.10.2 Coordenadas CartesianasHemos di
ho que el espa
io f��si
o es tridimensional. Esto signi�
a que toda base del espa
io debetener exa
tamente 3 ve
tores linealmente independientes. Lo m�as usual, en f�isi
a, es es
ogerestos tres ve
tores de una manera espe
ial: se toman tres ve
tores mutuamente perpendi
ulares,de longitud 1. Esta ele

i�on garantiza que los ve
tores elegidos son linealmente independientes,y que las 
omponentes de los ve
tores tienen una interpreta
i�on geom�etri
a que es simple (esde
ir, de a
uerdo 
on nuestra intui
i�on). En efe
to, todo ve
tor ~a del espa
io f��si
o, puedees
ribirse en la forma: ~a = axx̂ + ayŷ + axẑ;en que los n�umeros reales (ax; ay; az) son las 
omponentes 
artesianas del ve
tor ~a, y los ve
toresunitarios x̂; ŷ; ẑ forman una base de ve
tores unitarios. Es 
ostumbre tambien asignar un ordena los ve
tores unitarios (el que se ha dado ya). O
asionalmente, 
uando ya se ha estable
idouna base, basta enton
es dar las 
omponentes del ve
tor respe
to a di
ha base, por lo que sepuede enton
es es
ribir: ~a = (ax; ay; az):De esta manera, la suma de ve
tores se puede evaluar f�a
ilmente usando la representa
i�onde los ve
tores en sus 
omponentes 
artesiamas, es de
ir,~
 = ~a +~b = (axx̂ + ayŷ + az ẑ) + (bxx̂ + byŷ + bxẑ) = (ax + bx)ẑ + (ay + by)ŷ + (az + bz)ẑ:Esto signi�
a, naturalmente, que las 
omponentes del ve
tor ~
 son
x = ax + bx
y = ay + by
z = az + bzDesde el punto de vista geom�etri
o, esto 
orresponde que la suma de ve
tores satisfa
e lallamada regla del paralel�gramo.



10.3. PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES 11910.3 Produ
to Es
alar de Ve
toresEl produ
to es
alar de ve
tores se puede de�nir de dos maneras equivalentes, una manera alge-brai
a, y otra geom�etri
a. Comenzaremos 
on la manera geom�etri
a, que tiene un signi�
adointuitivo.Tomemos dos ve
tores ~a y~b, y llamemos � al �angulo que ellos forman. Enton
es, el produ
toes
alar entre di
hos ve
tores es: ~a �~b = j~ajj~bj
os(�);en que j~aj y j~bj 
orresponden a las longitudes de los ve
tores ~a y ~b, respe
tivamente. Natural-mente, debe 
umplirse que ~a � ~a = j~aj2:Si usamos la representa
i�on 
artesiana, se tiene que:j~aj2 = a2x + a2y + a2z;es de
ir, se satisfa
e el teorema de Pit�agoras, 
ono
ido de nuestros estudios de geomet�ia elemen-tal. Indudablemente, la de�ni
i�on del produ
to es
alar de ve
tores puede usarse para de�nir el�angulo entre dos ve
tores, 
os(�) = ~a �~bj~ajj~bj :De a
uerdo a la de�ni
i�on dada, es f�a
il ver que el produ
to es
alar de dos ve
tores puedetambien de�nirse usando las 
omponentes 
artesianas de los ve
tores,~a �~b = axbx + ayby + azbz:10.4 Produ
to Ve
torialSe a
ostumbra de�nir tambien una segunda 
lase de produ
to entre ve
tores, 
uyo resultado esesta vez un ve
tor. Partiremos 
on la de�ni
i�on geom�etri
a primero, llamemos ~
 = ~a ^~b. Elprodu
to ~
 es tal que:i) Es perpendi
ular al plano generado por los ve
tores ~a y ~b. La dire

i�on es la dada por laregla de la mano dere
ha.ii) j~
j = j~ajj~bjseno(�), en que � es el �angulo que forman los ve
tores ~a y ~b.Como los ve
tores unitarios x̂; ŷ y ẑ forman un tr��o ortonormal dere
ho, se tiene:x̂ ^ ŷ = ẑ ŷ ^ ẑ = x̂ ẑ ^ x̂ = ẑx̂ ^ x̂ = ~0 ŷ ^ ŷ = ~0 ẑ ^ ẑ = ~0De esta manera, podemos es
ribir el produ
to entre dos ve
tores 
ualquiera en la forma



120 CAP�ITULO 10. REPASO DE C�ALCULO VECTORIAL~a ^~b = bx~a ^ x̂ + by~a ^ ŷ + bz~a ^ ẑ;donde ~a ^ x̂ = ayŷ ^ x̂+ az ẑ ^ x̂ = �ay ẑ + azŷ~a ^ ŷ = axx̂ ^ ŷ + az ẑ ^ ŷ = axẑ � azx̂~a ^ ẑ = axx̂ ^ ẑ + ayŷ ^ ẑ = �axŷ + ayx̂Juntando todo, tenemos: 
x = aybz � azby
y = azbx � axbz
z = axby � aybxDe a
uerdo a las reglas de 
�al
ulo de determinantes, es posible rees
ribir los resultadosanteriores en la forma ~
 = ������� x̂ ŷ x̂ax ay azbx by bz �������Hay algunas 
ombina
iones de produ
tos que son interesantes, y que apare
en 
on algunafre
uen
ia en los 
�al
ulos, 
omo por ejemplo el llamado triple produ
to es
alar (
omo ejer
i
io,demostrar la igualdad que sigue)D = ~a � (~b ^ ~
) = �~b � (~a ^ 
):Finalmente, el triple produ
to ve
torial apare
e tambien 
on fre
uen
ia demostrar la igual-dad que sigue) ~D = ~a ^ (~b ^ ~
) = (~a � ~
)~b� (~a � b)~
:Para �nalizar, indiquemos que la diferen
ia entre el punto de vista matem�ati
o y f��si
orespe
to a los ve
tores 
onsiste en que, en f�isi
a usamos una de�ni
i�on algo m�as restringida,pues los ve
tores que se 
onsideran tienen una medida (eu
l��dea). Para los ve
tores del espa
io,enton
es, existe siempre una 
antidad que es invariante bajo rota
iones, que es la longitud delve
tor. Tambien, y muy importante, las e
ua
iones f��si
as que es
ribimos son invariantes bajoeste grupo de rota
iones; di
ho en otras palabras, una igualdad entre ve
tores es indpendientedel sistema de 
oordenadas utilizadas.10.5 Otros Sistemas de CoordenadasJunto a las 
oordenadas 
artesianas, es de gran importan
ia poder utilizar 
oordenadas quesean las m�as ade
uadas para el problema que se desea estudiar. La 
onvenien
ia de un tipo de
oordenadas sobre otro viene di
tada, naturalmente, por la geometr��a del problema.Consideramos que nuestro sistema de 
oordenadas fundamental son las 
oordenadas 
arte-sianas, por lo 
ual, 
ualquier otro sistema lo de�niremos por sus rela
iones 
on �este. Existen
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onvenientes para distintas apli
a
iones, siendo los sistemas esf�eri
os y
il�indri
os los m�as utilizados por nosotros (hay mu
hos otros, que no men
ionaremos)10.5.1 Coordenadas Cil��ndri
asSe de�nen mediante las e
ua
iones x = r
os(�)y = rsen(�)z = z:Las rela
iones inversas son r = px2 + x2tg(�) = y=xz = zEl signi�
ado geom�etri
o de estas 
oordenadas es simple, las super�
ies de radio 
onstante,r = q(x2+x2) son 
ilindros 
uyo eje 
oin
ide 
on el eje z; las super�
ies de �angulo � 
onstante,son planos que 
ortan el eje z; y las super�
ies de z 
onstante son planos perpendi
ulares aleje z (paralelos al plano xy).La distan
ia entre dos puntos muy pr�oximos en el espa
io, dl, se puede 
al
ular a partir dela de�ni
i�on dl2 = dx2 + dy2 + dz2;en que dx = �x�r dr + �x��d�+ �x�z dz = 
os(�)dr � rsen(�)d�dy = �y�r dr + �y��d�+ �y�z dz = sen(�)dr + r
os(�)d�dz = dzDe esta manera, se obtiene dl2 = dr2 + r2d�2 + dz2Geom�etri
amente, esto signi�
a que, dos puntos separados radialmente por una diferen
ia de
oordenadas dr est�an a una distan
ia dr; si las 
oordenadas di�eren s�olo en un �angulo d�, ladistan
ia es rd�; mientras que si las 
oordenadas di�eren s�olo en dz la distan
ia entre ellos esdz. De a
uerdo a lo anterior, el elemento de volumen, en 
oordenadas 
il��ndri
as se puede
al
ular 
omo d3r = (dr)(rd�)(dz) = rdrd�dz:Respe
to al elemento es
alar de �area sobre un manto 
il�indri
o de radio R, �este se 
al
ulamultipli
ando las longitudes de los desplazamientos sobre la super�
ie 
orrespondiente, es de
irdSR = Rd�dz;



122 CAP�ITULO 10. REPASO DE C�ALCULO VECTORIALmientras que el elemento de �area sobre un plano z = 
te, ser�adSz = rdrd�:10.5.2 Coordenadas Esf�eri
asLas 
oordenadas esf�eri
as se de�nen de a
uerdo a las siguientes rela
ionesx = rsen(�)
os(�)y = rsen(�)sen(�)z = r
os(�)Las rela
ones inversas son: r = qx2 + y2 + z2tg(�) = yx
os(�) = zpx2 + y2 + z2 = zrGeom�etri
amente, los �angulos (�; �) de las 
oordenadas esf�eri
as 
orresponden 
asi exa
ta-mente a las 
oordenadas de latitud y longitud de�nidas sobre la super�
ie de la Tierra.El elemento de longitud se puede 
al
ular de la misma manera que se hizo para el 
aso delas 
oordenadas 
il��ndri
as,dx = �x�r dr + �x�� d� + �x��d�= sen(�)
os(�)dr + r
os(�)
os(�)d�)� rsen(�)sen(�)d�dy = �y�r dr + �y�� d� + �y��d�= sen(�)sen(�)dr + r
os(�)sen(�)d� + rsen(�)
os(�)d�dz = �z�rdr + �z��d� + �z��d�= 
os(�)dr � rsen(�)d�De esta manera, el elemento de longitud se expresa 
omodl2 = dr2 + r2d�2 + (rsen(�))2d�2Con esto, el elemento de volumen se puede expresar 
omod3r = r2drsen(�)d�d�:El elemento de �area (es
alar), sobre una super�
ie de esf�eri
a de radio R ser�a enton
esdSR = r2sen(�)d�d�:
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alares y Ve
torialesUn 
ampo es
alar 
orresponde a una magnitud f��si
a que requiere s�olo de un n�umero parasu 
ara
teriza
i�on. Esto puede 
orresponder, por ejemplo, a la distribu
i�on de temperaturasdentro de un 
uerpo, a las presiones dentro de un 
uido, o a un poten
ial ele
trost�ati
o. Un
ampo ve
torial, en 
ambio, 
orresponde a una magnitud f��si
a que requiere de varios n�umerospara su des
rip

i�on, 
omo puede ser un 
ampo de fuerzas gravita
ionales o el�e
tri
as.Matem�ati
amente, un 
ampo es
alar es una fun
i�on �(~r), es
alar, 
uyo valor depende delpunto del espa
io en que se 
onsidere, y que es
ribimos en la forma� = �(~r) = �(x; y; z);en que ~r es un ve
tor que representa la posi
i�on del un punto de observa
i�on en el espa
io, de
oordenadas (
artesianas) (x; y; z).Re
ordamos la no
i�on de super�
ie equipoten
ial, de valor �0, que 
orresponde al lugargeom�etri
o de los puntos que tienen igual poten
ial,�(~r) = �0:Un ejemplo 
ono
ido, y por lo tanto intuitivo, es el de las 
urvas de nivel en 
artograf��a,que se usa para poder representar la topograf��a de una regi�on en un mapa bidimensional. Eneste 
aso, el 
ampo es
alar que 
orresponde es el 
ampo de alturas H(x; y), de una regi�on dela super�
ie de la tierra, en fun
i�on de la posi
i�on de puntos sobre un plano (proye

i�on). Setrata, evidentemente de un 
ampo es
alar en el espa
io bidimensional, la altura de un puntoest�a dada por z = H(x; y).10.6.1 GradienteConsideremos un 
ampo es
alar, �(x; y; z), y tomemos dos puntos ve
inos, de 
oordenadas~r = (x; y; z) y ~r0 = ~r + ~dr = ((x + dx); (y + dy); (z + dz)). Cal
ulemos la varia
i�on queexperimenta el 
ampo entre estos dos puntos ve
inosd� = �(~r + ~dr)� �(~r) = ���x dx+ ���y dy + ���z dzIndudablemente, d� es un es
alar, ya que es la diferen
ia entre dos es
alares, y puedees
ribirse en la forma: d�(~r) = ~r�(~r) � d~r;en que hemos de�nido el operador diferen
ial ~r, 
uya a

i�on sobre un 
ampo es
alar est�a dadapor ~r�(~r) = ���x x̂ + ���y ŷ + ���z ẑ:Como hemos di
ho, d� es un es
alar, y d~r es un ve
tor, por lo tanto, la 
antidad ~r�(~r)debe ser un ve
tor, pues s�olamente el produ
to de un ve
tor por otro ve
tor puede ser es
alar.El gradiente tiene algunas propiedades interesantes; en primer lugar, se puede demostrar queel gradiente de una fun
i�on es
alar en un punto dado, ~r0, ~r�(~r0), es perpendi
ular a la super�
ie
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ial que pasa por di
ho punto. En efe
to, 
uando 
onsideramos desplazamientos sobrela super�
ie equipoten
ial, se tiene d� = 0, por lo tantod� = ~r�(~r) � d~r = 0;por lo tanto, 
omo d~r es paralelo a la super�
ie, se 
on
luye que ~r�(~r) es perpendi
ular a ella.10.6.2 El Gradiente en Coordenadas Cil��indri
as y Esf�ri
asPodemos extender f�a
ilmente la opera
i�on de gradiente a otros sistemas de 
oordenadas. Enefe
to, tomaremos 
omo idea 
entral que la varia
i�on que experimenta un 
ampo es
alar estambien es
alar, d� = ~r�(~r) � d~r:Coordenadas Cil��indri
asLa expresi�on anterior para d� es es
alar e invariante, esto signi�
a que, si expresamos losve
tores d~r y ~r� en 
oordenadas 
il��ndri
as, tendremosd~r = �~r�rdr + �~r�� + �~r�z dz = drr̂ + rd��̂+ dzẑ;en que se ha de�nido r̂ = 
os(�)x̂+ sen(�)ŷ;�̂ = �sen(�)x̂ + 
os(�)ŷCon esto, se tiened� = ~r�(~r) � d~r = dr(~r�)r + rd�(~r�)� + dz(~r�)z:Esto se debe 
omparar 
on d� = ���r dr + ���� d�+ ���z dz;
on lo que se obtiene, ���r = (~r�)r���� = r(~r�)����z = (~r�)zFinalmente, ~r�(r; �; z) = ���r r̂ + 1r ���� �̂+ ���z ẑ
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asEl 
aso esf�eri
o se trata de la misma manera, 
onsiderando~r = rsen(�)
os(�)x̂+ rsen(�)sen(�)ŷ + r
os(�)ẑ:Se puede ver f�a
ilmente enton
es qued~r = drr̂ + rd��̂ + rsen(�)d��̂;en que los ve
tores unitarios sonr̂ = sen(�)
os(�)x̂+ sen(�)
os(�)ŷ + 
os(�)ẑ�̂ = 
os(�)
os(�)x̂+ 
os(�)
os(�)ŷ � sen(�)ẑ�̂ = �sen(�)x̂ + 
os(�)ŷSi se 
ompleta, para las 
oordenadas esf�eri
as, el pro
edimiento utilizado para las 
oorde-nadas 
ili�indri
as, se puede llegar al resultado siguiente~r�(r; �; �) = ���r r̂ + 1r ���� �̂ + 1rsen(�) ���� �̂10.7 Integra
i�on y Operadores Ve
torialesComo se ver�a, existe una rela
i�on bastante estre
ha entre 
iertas integrales y algunos operadoresdiferen
iales que se de�nen a partir del operador gradiente. No tendremos tiempo de trataresto en detalle, de manera que nos limitaremos a entregar sus de�ni
iones mas 
ono
idas (queno son parti
ularmente interesantes, 
omo se ver�a).Comenzaremos dis
utiendo brevemente algunas ideas de integra
i�on. No dis
utiremos aquia
er
a de las t�e
ni
as de integra
i�on, sino s�olo 
on
eptos. Los ejemplos que se desarrollen en
lase de C�atedra y ejer
i
ios servir�an 
omo re
ordatorio pr�a
ti
o.10.7.1 Integral de L��nea: Cir
ula
i�onNos interesa 
onsiderar aqu�� la integral de l��nea que se de�ne en me
�ani
a en 
onexi�on 
on laidea de trabajo. Matem�ati
amente, se tiene un 
ampo ve
torial ~F , y se 
onsidera la 
antidadWa�b = Z�a�b ~F (~r) � d~r;en que se re
orre una traye
toria �, desde un punto a hasta un punto b.En general, si se desea evaluar una integral de este tipo en forma dire
ta, se pro
ede aparametrizar la 
urva, lo que signi�
a que se es
ribe una expresi�on (o expresiones) para des
ribirla forma de la 
urva, en la forma ~r = ~r(u);en que u es un par�ametro tal que ~ra = ~r(ua), y ~rb = ~r(ub), 
on lo 
ual la integral se 
onvierteen una integral unidimensional usual,



126 CAP�ITULO 10. REPASO DE C�ALCULO VECTORIALWa�b = Z�a�b ~F (~r) � d~r = Z ubua ~F (~r(u)) � d~r(u)du du:En mu
has o
asiones, 
omo veremos en el 
urso, es importante 
onsiderar una integral del��nea sobre una traye
toria 
errada, I� ~F (~r) � d~r:Como se sabe, los 
ampos para los 
uales toda integral sobre una 
urva 
errada se anula sonllamados 
onservativos, y presentan mu
has propiedades interesantes.10.7.2 Integral de Super�
ie: FlujoSe 
onsidera un 
ampo ve
torial ~F (~r), y se de�ne el 
ujo del 
ampo, a trav�es de una super�
ieS 
omo la integral: 	(S) = ZS ~F (~r) � d~S;en que d~S es el elemento ve
torial de super�
ie, que es un ve
tor perpendi
ular a la super�
ie,
uya magnitud es el elemento de �area. Si la super�
ie es 
errada, la 
onven
i�on usual es queel elemento d~S apunta ha
ia afuera del volumen en
errado por la super�
ie. Evidentemente, el
ujo es un es
alar.10.7.3 Divergen
iaLa divergen
ia de un 
ampo ve
torial ~F (~r) se puede de�nir 
omo el l�imite siguiente:div ~F = lim�V!0 1�V I�S ~F � d~S;en que �V es un peque~no elemento de volumen en torno a un punto, en
errado por la super�
ie�S.Evidentemente, la divergen
ia del 
ampo ~F es un 
ampo es
alar, de�nido en el 
entro dela region de integra
i�on. La de�ni
ia�on anterior tiene la virtud de ser independiete de las
oordenadas elegidas.Se puede demostrar que, en 
oordenadas 
artesianas se tiene:div ~F = ~r � ~F = �Fx�x + �Fy�y + �Fz�z ;mientras que en 
oordenadas esf�eri
as es:div ~F = ~r � ~F = 1r2 ��r (r2Fr) + 1rsen(�) ��� (sen(�)F�) + 1rsen(�) �F��� :
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iaEste es un teorema muy importante, debido a Gauss, que estable
e que, bajo 
ondi
ionesmatem�ati
amente razonables (diferen
iabilidad),ZV ~r � �~Fd3r = I�V ~F � d~S;en que V es un volumen del espa
io (tridimensional), y �V es la super�
ie que limita a di-
ho volumen. De a
uerdo a la de�ni
i�on que se di�o de divergen
ia, este resultado no resultademasiado sorprendente.10.7.5 El RotorSe puede de�nir el rotor de un 
ampo ve
torial en una forma similar a la de�ni
i�on de diver-gen
ia, rot ~F = lim�V!0 1�V I�S d~S ^ ~F :Usando esta de�ni
i�on, se puede ver que, en 
oordenadas 
artesianas, se obtiene:(rot ~F )x = �Fz�y � �Fy�z(rot ~F )y = �Fx�z � �Fz�x(rot ~F )z = �Fy�x � �Fx�y10.7.6 Teorema de StokesEste teorema estable
e una rela
i�on entre ina intgral de l��nea y una de super�
ie,IC ~F � d~r = ZS ~r^ ~F � d~S;en que S es una super�
ie abierta, y C es la 
ueva 
errada que limita a di
ha super�
ie.La dire

i�on de re
orrido de la 
urva C determina la orienta
i�on del ve
tor d~S, normal a lasuper�
ie.Nuevamente, dada la de�ni
i�on que se ha dado del operador rotor, este teorema resulta una
onse
uen
ia bastante natural.Dado que todas las opera
iones de�nidas se pueden expresar en t�erminos del operadorgradiente, en adelante usaremos esa nota
i�on en forma ex
lusiva, es de
ir,div ~F = ~r � ~Frot ~F = ~r ^ ~FOtra igualdad importante se rela
iona 
on la integral de l��nea del gradiente de un 
ampoes
alar, Z ba ~r�(~r) � d~r = Z ba d� = �(b)� �(a):



128 CAP�ITULO 10. REPASO DE C�ALCULO VECTORIAL10.7.7 Otras Propiedades del GradienteEs importante re
al
ar que los operadores gradiente, divergen
ia y rotor, son operadores difer-en
iales lineales, lo que tiene importantes 
onse
uen
ias para las opera
iones que se realiza 
onellos.La siguiente es una lista de propiedades importantes, dedu
ibles todas a partir de 
�al
ulosdire
tos, aunque laboriosos en algunos 
asos.~r � ~r� = r2�~r � ~r^ ~F = 0~r^ ~r� = 0~r^ (~r ^ ~F ) = ~r(~r � ~F )�r2 ~F~r(�	) = (~r�)	 + �~r	~r(~F � ~G) = (~F � ~r) ~G+ ~F ^ (~r^ ~G) + ( ~G � ~r)~F + ~G ^ (~r^ ~F )~r � (�~F ) = (~r�) � ~F + �~r � ~F~r � (~F ^ ~G) = (~r^ ~F ) � ~G� (~r^ ~G) � ~F~r^ (�~F ) = (~r�) ^ ~F + �~r^ ~F~r^ (~F ^ ~G) = (~r � ~G)~F � (~r � ~F ) ~G + ( ~G � ~r) ~G� (~F � ~r) ~G



Cap��tulo 11Ejer
i
ios y Controles Resueltos
11.1 Ejer
i
io No. 124 de Marzo de 199911.1.1 Problema # 1Se tiene un 
ono, de altura h y radio basal R. Se de�ne un sistema de 
oordenadas 
artesianas,
uyo origen 
oin
ide 
on el apex del 
ono, y el eje z 
oin
ide 
on el eje del 
ono, 
omo se muestraen la �gura.a) Determine, por integra
i�on dire
ta, el volumen del 
ono.b) Determine el elemento de �area ve
torial d~S (magnitud y dire

i�on), y el �area del mantodel 
ono.11.1.2 Solu
i�on Problema 1.a) El volumen del 
ono se 
al
ula m�as f�a
ilmente en 
oordenadas 
il��ndri
as, 
on r0 = ztg(�),V = Z h0 dz Zx2+y2<=r20 dxdy = Z h0 dz Z r00 Z 2�0 drrd�:Con esto, se puede integrar primero el �angulo �,V = Z h0 dz Z r00 2�rdr = � Z h0 r20dz;reemplazando r0, V = �tg2(�) Z h0 z2dz = �tg2(�)h33 ;que se puede expresar 
omo V = �R2h3 :129
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Figura 11.1:b) El elemento de �area se puede 
al
ular 
omo el produ
to ve
torial de los desplazamientosindependientes sobre la super�
ie, 
on �angulo azimutal � = �,d~S = [rsen(�)d��̂℄ ^ [drr̂℄:Se obtiene d~S = rsen(�)drd��̂;donde �̂ = sen(�)k̂ + 
os(�)(
os(�)̂i + sen(�)ĵ). Ahora podemos 
al
ular el �area A delmanto 
omo la integralA = Z dS = Z d0 rsen(�)dr Z 2�0 d� = �sen(�)d22 = �Rh:Aqu�� hemos utilizado d = h=
os(�), y R = htg(�).11.1.3 Problema # 2Un plano, que 
oin
ide 
on el plano xy, tiene 
arga distribuida super�
ialmente, 
on densidad�(x; y) = � �2�[d2 + x2 + y2℄3=2 ;en que � es una 
onstante positiva.a) Determine la 
arga total 
ontenida en el planob) En
uentre el 
ampo el�e
tri
o que la distribu
i�on anterior produ
e en un punto de 
oor-denadas (0; 0; d)



11.1. EJERCICIO NO. 1 24 DE MARZO DE 1999 13111.1.4 Solu
i�on Problema 2.a) Se pide determinar la 
arga total del plano,Q = Z �(x; y)dxdy = � �2� Z 11 Z 11 dxdy[d2 + x2 + y2℄3=2 :Para evaluar esta integral usamos 
oordenadas polares planas (r; �), enton
esQ = � �2� Z 10 rdr[r2 + d2℄3=2 Z 2�0 d� = �� Z 10 rdr[r2 + d2℄3=2 :Notamos de inmediato que el integrando se puede es
ribir 
omo:� r[r2 + d2℄3=2 = ddr 1[r2 + d2℄1=2 ;
on esto, la integral es inmediata,� Z 10 rdr[r2 + d2℄3=2 = " 1[r2 + d2℄1=2 #10 = �1d:Enton
es, la 
arga total es Q = ��d :b) El 
ampo el�e
tri
o en la posi
i�on 0; 0; d) se puede es
ribir 
omo:~E = 14��0 Z 11 Z 11 �(x0; y0)(zk̂ � x0̂i� ĵ)dx0dy0j~r � ~r0j3 ;donde ~r = dk̂, y ~r0 = x0̂i + y0ĵ. Reemplazando todo esto en la expresi�on de ~E, y usando
oordenadas polares planas tenemos~E = � 14��0 Z 10 Z 2�0 �(dk̂ � r
os(�)̂i� rsen(�)ĵ)ddrd�2�[r2 + d2℄3 :Es inmediato ver que las integrales angulares se anulan, R 2�0 sen(�)d� = R 2�0 
os(�)d� = 0,mientras que R 2�0 d� = 2�, 
on lo 
ual se tiene~E = � �dk̂4��0 Z 10 rdr[r2 + d2℄3 ;en que el integrando es una derivada exa
ta, puesddr (r2 + d2)�2 = �4r(r2 + d2)�3;por lo tanto, r[r2 + d2℄3 = �14 ddr 1[r2 + d2℄2 ;enton
es Z 10 rdr[r2 + d2℄3 = �14[ 1[r2 + d2℄2 ℄10 = � 14d4�nalmente, el 
ampo el�e
tri
o es ~E = � �16��0d3 k̂



132 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.2 Ejer
i
io No. 27 de Abril de 199911.2.1 Problema 1Se tiene una varilla de largo 2l, 
on 
arga total Q distribu��da uniformemente, dispuesta a lolargo del eje Z de las 
oordenadas es
ogidas, y 
uyo punto medio 
oin
ide 
on el origen de
oordenadas.a) Determine el poten
ial ele
trost�ati
o V (z), para puntos de observa
i�on ubi
ados a lo largodel eje Z.b) Determine tambien la 
omponente del 
ampo el�e
tri
o a lo largo del eje Z, Ez(z).

x

y

z

2l

carga Q

Figura 11.2:11.2.2 Solu
i�on Problema 1.a) Usamos integra
ion dire
ta para 
al
ular el poten
ial V (z),V (z) = 14��0 Z dq0j~r � ~r0j ;en que dq0 = �dz0, 
on � = Q=(2l), ~r = zk̂, y ~r0 = z0k̂. Tenemos enton
es,V (z) = 14��0 Q2l Z z0=lz0=�l dz0jz � z0j :Consideremos primero el 
aso en que z > l, enton
es jz � z0j = z � z0, por lo tantoV (z) = 14��0 Q2l Z z0=lz0=�l dz0(z � z0) ;la integra
ion es inmediata, y daV (z) = � Q8��0l [ln(z � z0)℄l�l = � Q8��0l [ln(z � l)� ln(z + l)℄ = Q8��0l ln(z + lz � l ):



11.2. EJERCICIO NO. 2 7 DE ABRIL DE 1999 133Notamos que, si z < �l, V (z) es sim�etri
o, enton
es podemos es
ribir, para jzj > l,V (z) = Q8��0l ln( jzj+ ljzj � l ):Para jzj < l ( �l < z < l ) tenemosV (z) = Q8��0l Z z0=lz0=�l dz0jz � z0j = Q8��0l limÆ!0 "Z z�Æ�l dz0z � z0 + Z lz+Æ dz0z0 � z# :Las integra
iones son elementales, y dan el resultado:V (z) = Q8��0l limÆ!0 h�[ln(z � z0)℄z�Æ�l + [ln(z0 � z)℄lz+Æi = Q8��0l limÆ!0 h�2ln(Æ) + ln(l2 � z2)i :Este resultado es obviamente divergente, para Æ ! 0, sin embargo el 
ampo el�e
tri
o sepuede 
al
ular, 
omo se ver�a en la parte (b).b) Para 
al
ular el 
ampo el�e
tri
o en el eje basta derivar las expresiones obtenidas anteri-ormente, Ez = �dV=dz. Considerando en primer lugar el 
aso jzj > l tenemosEz = � Q8��0 ddz ln( jzj+ ljzj � l ) = � Q8��0 " 1jzj + l � 1jzj � l# signo(z):Reordenando un po
o, se puede es
ribir, para jzj > l,Ez = Qsigno(z)4��0(z2 � l2) :Para jzj < l usamos la expresion anterior, tomando la derivada antes del l��mite, 
on lo
ual el t�ermino �2ln(Æ) no 
ontribuye. El resultado es enton
es,Ez = Qz4��0l(z2 � l2) :11.2.3 Problema 2Se tiene un 
ondu
tor esf�eri
o, de radio a, rodeado por una distribu
i�on de 
arga uniforme,
on
�entri
a, de radio b y densidad �(~r) = �0.a) Si el 
ondu
tor tiene 
arga total Q, determine el 
ampo el�e
tri
o y el poten
ial ele
-trost�ati
o en todo el espa
io.b) Si el 
ondu
tor se en
uentra a poten
ial 
ero (a tierra), en
uentre el 
ampo el�e
tri
o y elpoten
ial ele
trost�ati
o en todo el espa
io.
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a

b

ρ = ρ
0

Figura 11.3:11.2.4 Solu
i�on Problema 2.a) Usaremos el Teorema de Gauss para reseolver este problema. Notamos que el problematiene simetr��a esf�eri
a, 
on lo 
ual el 
ampo tiene la forma E(~r) = E(r)r̂, en que r es ladistan
ia del 
entro de la esfera al punto de observa
i�on, y r̂ es el ve
tor unitario radial.Tomamos una super�
ie gaussiana esf�eri
a de radio r, 
on
�entri
a 
on las esferas delproblema, y tenemos I ~E � d~S = 4�r2E(r) = Q(S)�0 ;
on lo 
ual tenemosi) Como la 
arga en
errada es 0 para r < a, E = 0 en di
ha regi�on.ii) En la regi�on a < r < b la 
arga en
errada esQ(S) = Q0 + Z r0 4�(r0)2�(r0)dr0 = Q0 + 4��0(r3 � a3)=3;por lo tanto, el 
ampo el�e
tri
o esE(r) = Q0 + 4��0(r3 � a3)=34��0r2 = Q0 � 4��0a3=34��0r2 + �0r3�0 :iii) Finalmente, para r > b, la 
arga en
errada es Q(S) = Q0 + 4��0(b3 � a3)=3, 
on lo
ual obtenemos el 
ampo E(r) = Q0 + 4��0(b3 � a3)=34��0r2 :Para obtener el poten
ial, basta integrar el 
ampo el�e
tri
o. Haremos esto partiendodesde la regi�on exterior, r > b,i) Claramente, se tiene, V (r) = Q0 + 4��0(b3 � a3)=34��0r ;



11.2. EJERCICIO NO. 2 7 DE ABRIL DE 1999 135suponiendo que V (1) = 0 (lo que anula la 
onstante de integra
i�on). Notemos queel poten
ial en r = b+ es (usaremos esto m�as adelante)V (b+) = Q0 + 4��0(b3 � a3)=34��0b ;ii) En la regi�on a < r < b tenemosV (r) = Q0 � 4��0a3=34��0r � �0r26�0 + 
1:Para evaluar 
1 usamos la 
ondi
i�on de 
ontinuidad del poten
ial en r = b, es de
ir,se debe tener V (r = b�) = V (r = b+), que nos da la rela
i�onQ0 � 4��0a3=34��0b � �0b26�0 + 
1 = Q0 + 4��0(b3 � a3)=34��0b :Con esto, la 
onstante 
1 queda determinada,
1 = �0b22�0 :iii) Finalmente, veamos lo que pasa para en r = a, el poten
ial en la super�
ie del
ondu
tor,V (a) = Q0 � 4��0a3=34��0a ��0a26�0 +
1 = Q0 � 4��0a3=34��0a ��0a26�0 +�0b22�0 = Q04��0a+�0(b2 � a2)2�0 :



136 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.3 Ejer
i
io No. 328 de Abril de 199911.3.1 Problema 1Se tiene un 
ondensador plano, 
on pla
as de �area A, separadas por la distan
ia d. Entre laspla
as del 
ondensador se 
olo
a un material diel�e
tri
o lineal e is�otropo, pero no homog�eneo,
on una '
onstante' diel�e
tri
a que depende de la posi
i�on, en la forma �(x) = �0ex=a, en quea es una 
onstante, �0 es la permitividad diel�e
tri
a del va
��o y x es la distan
ia respe
to a lapla
a inferior (ver �gura). Suponga que la diferen
ia de poten
ial entre las pla
as es V0.a) Determine los 
ampos ~E, ~D, y las 
argas de polari
a
i�on.b) Determine tambien la 
apa
idad del 
ondensador y el poten
ial ele
trost�ati
o V (x).
V
0

d xε (x)Figura 11.4:11.3.2 Solu
i�on Problema 1Las e
ua
iones de 
ampo son r � ~D = 0 y r ^ ~E = ~0. La simetria del problema nos di
eque podemos suponer que los 
ampos depende s�olo de la 
oordenada x, medida respe
to a lapla
a inferior de la �gura, ~D = D(x)̂i, ~E = E(x)̂i. Con esto, se 
umple autom�ati
amente quer ^ ~E = ~0, mientras que la e
ua
i�on r � ~D = 0 impli
a dD=dx = 0, es de
ir, D = 
te:. Conesto, tenemos E(x) = D�(x) = D�0 e�x=a;por lo tanto podemos determinar el poten
ial V (x), resolviendo la e
ua
i�ondVdx = �D�0 e�x=a;que tiene la solu
i�on V (x) = aD�0 e�x=a + 
te:;en que la 
ontante se determina imponiendo V (x = 0) = 0, lo que nos da
te: = �aD�0 :



11.3. EJERCICIO NO. 3 28 DE ABRIL DE 1999 137Finalmente, V (x) = aD�0 (e�x=a � 1):El ve
tor de polariza
i�on es ~P = P (x)̂i, que se obtiene de la de�ni
i�on, ~P = ~D � �0 ~E, porlo tanto, las 
argas de polariza
i�on son:� �P (x = d) = ~P (x = d) � î = D � �0E(x = d) = ��0 V0a .� �P (x = 0) = ~P (x = 0) � �(̂i) = 0.� �P (x) = �~r � ~P (x) = �0 ~r � ~E(x) = Da e�x=a.La 
apa
idad se determina f�a
ilmente de los resultados anteriores, pues la 
arga en la pla
asuperior es � = ~D 
ot(�î) = �D = Q=A, ento
esQ = �0AV0a(1� e�d=a) ;y la 
apa
idad es 
 = �0Aa(1� e�d=a) :11.3.3 Problema 2Se tienen dos 
ondensadores, 
on 
apa
idades 
1 y 
2. El 
ondensador 
1 se en
uentra 
argado
on 
arga Q, y el otro se en
uentra des
argado. Se 
one
ta ambos 
ondensadores en paralelo.a) Determine las 
argas �nales en ambos 
ondensadores.b) Suponga que el 
ondensador 
1 es plano, 
on pla
as de �area A y separa
i�on d, y se insertauna pla
a diel�e
tri
a (espesor d) entre las pla
as de este 
ondensador. Determine las
argas en ambos 
ondensadores, en fun
i�on de la distan
ia s que la pla
a diel�e
tri
a haingresado al 
ondensador.
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a

b

s C2
A = abFigura 11.5:



138 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.3.4 Solu
i�on Problema 2a) La 
arga Q se reparte en los dos 
ondensadores, de a
uerdo a la 
ondi
i�on que ambos seen
uentren al mismo poten
ial, �V1 = �V2 = �V , enton
es �V1 = Q1=
1, �V2 = Q2=
2.Adem�as, la 
arga total no 
ambia, luego Q = Q1 + Q2. Resolviendo estas e
ua
ionestenemos Q1 = 
2Q=(
1 + 
2)Q2 = 
1Q=(
1 + 
2):b) Al insertar la pieza de material diel�e
tri
o, la 
apa
idad del 
ondensador 
1 depender�a(en prin
ipio) de s, enton
es ser�a 
1(s). Podemos 
onsiderar que 
1(s) 
orresponde ala 
onexi�on en paralelo de dos 
ondensadores, uno de 
apa
idad 
s = �sb=d, y otro de
apa
idad 
0s = �0(a� s)b=d, 
on lo 
ual tenemos
1(s) = 
s + 
0s = �0Ad + (�� �0)sbd :Con esto, las 
argas se reparten de a
uerdo a las expresiones de la parte (a).



11.4. EJERCICIO NO. 4 5 DE MAYO DE 1999 13911.4 Ejer
i
io No. 45 de Mayo de 199911.4.1 Problema 1Se tiene un 
ondensador plano, 
on pla
as de �area A, separadas por la distan
ia d. Supongaque el 
ondensador se 
arga a la diferen
ia de poten
ial V0, por medio de una bater��a, y luego�esta se retira. Enseguida se 
olo
a una pla
a 
ondu
tora de espesor d, entre las pla
as del
ondensador 
omo se muestra en la �gura. Se pide determinar la energ��a ele
trost�ati
a, en los
asos que se indi
an:a) Si la pla
a tiene 
arga 
ero.b) Si la pla
a tiene 
arga total Q.
d

d

w d

1

2

Figura 11.6:11.4.2 Solu
i�on Problema # 1El 
ondensador adquiere una 
arga Q0 = 
V0, en que 
 = �0A=d.a) Al introdu
ir la pla
a des
argada, el sistema 
orresponde a dos 
ondensadores 
one
tadosen serie, de 
apa
idades 
1 = �0A=d1 y 
2 = �0A=d2, 
on lo 
ual su 
apa
idad eqivalenteser�a 
0, en que 1
0 = 1
1 + 1
2 = d1 + d2�0A = d� w�0A ;enton
es 
0 = �0A(d� w) :La 
arga del 
ondensador no 
ambia, por lo tanto, su energ��a esU = Q202
0 = �0A(d� w)V 202d2 :



140 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOSb) Al introdu
ir la pla
a 
argada, el sistema no puede 
onsiderarse 
omo un 
ondensadorequivalente, por lo 
ual hay que determinar los 
ampos y densidades de 
arga. La pla
ainferior tiene 
arga total �Q0, la pla
a intermedia tiene 
arga total Q, y la pla
a superiortiene 
arga total Q0. Estas 
argas se distribuyen 
on densidades �1, �2, �3, �4, �5 y �6,respe
tivamente.Por 
onserva
i�on de 
arga se tiene:(�1 + �2)A = Q0 = �0A(�3 + �4)A = Q = �A(�5 + �6)A = �Q0 = ��0APor el teorema de Gauss se tiene: (�2 + �3) = 0(�4 + �5) = 0(�1 + �6) = �:Notamos que la �ultima e
ua
i�on no es independiente de las anteriores, de manera que sene
esita otra e
ua
i�on. Por simetr��a tenemos�1 = �6;
on lo que tenemos la solu
i�on �1 = �=2�6 = �=2�2 = �0 � �=2�3 = ��0 + �=2�4 = �=2 + �0�5 = ��0 � �=2Ne
esitamos la diferen
ia de potne
ial entre la pla
a inferior y la pla
a intermedia, �V1,y la pla
a superior, �V2, tenemos�V1 = �4d1 = (�=2 + �0)d1�V2 = �V1 + �2d2 = (�=2 + �0)d1 + (��=2 + �0)d2La energ��a ser�a enton
es, U = 12Q�V1 + 12Q0�V2;



11.4. EJERCICIO NO. 4 5 DE MAYO DE 1999 14111.4.3 Problema 2Un 
ondensador esf�eri
o, formado por dos esferas 
ondu
toras, de radios a y b, se 
arga a unadiferen
ia de poten
ial V0. Enseguida, se introdu
e entre las esferas un diel�e
tri
o l��quido, hastallenar la mitad del volumen interior.a) En
uentre los 
ampos ~E y ~D entre las pla
as 
ondu
toras.b) Determine el 
ambio en la energ��a ele
trost�ati
a del sistema, debida a la introdu

i�on deldiel�e
tri
o.

����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������ab

ε Figura 11.7:11.4.4 Solu
i�on Problema # 2El 
ondensador se 
arga 
on una 
arga Q0 = 
V0, en que 
 = 4��0ab=(b � a). Al introdu
irel diel�e
tri
o, �esta 
arga permane
e 
onstante, pero 
ambian los 
ampos. Por la simetr��a delproblema el 
ampo el�e
tri
o mantiene su simetr��a esf�eri
a, ~E(~r) = E(r)r̂, en que r es la distan
iaal 
entro de la esfera.a) El 
ampo E(r) tiene la forma E(r) = �=r2, en que � es una 
onstante. El ve
tor ~D tienela forma D0(r) = E(r)=�0 en la zona 
on va
��o, y D1(r) = E(r)=�, en la zona 
on diel�e
tri
o.La 
onstante � se puede determinar usando el teorema de Gauss, pues (tomando una esferagaussiana de radio a < r < b) I ~D � d~S = 2�(�+ �0)� = Q0:Con esto, � = Q0=2�(�+ �0).b) El poten
ial es V (r) = �=r + 
te:, y la diferen
ia de poten
ial es�V = �(1a � 1b ) = (1a � 1b ) Q02�(�+ �0) ;
on lo 
ual, la 
apa
idad es 
0 = 2�(�+ �0) abb� a = (�+ �0)2�0 
:



142 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOSLa energ��a, en la nueva 
on�gura
i�on es U 0 = Q20=(2
0), mientras que, en la 
on�gura
i�onoriginal es U = Q20=(2
), por lo tanto, el 
ambio en la energ��a esU 0 � U = Q202 ( 1
0 � 1
 ) = (�0 � �)(�0 + �)Q202
 :



11.5. EJERCICIO NO. 5 26 DE MAYO DE 1999 14311.5 Ejer
i
io No. 526 de Mayo de 199911.5.1 Problema 1Se tienen dos bater��as, de f.e.m. �1 y �2 y resisten
ia interna r1 y r2 respe
tivamente, 
one
tadasen paralelo. Demuestre que estas bater��as son equivalentes a una sola bater��a, de f.e.m. �0 yresisten
ia interna r, y en
uentre los valores de �0 y r.
+ -

+ - r

r

ε

ε

1

22

1

Figura 11.8:11.5.2 Solu
i�on Problema #1Para demostrar que las dos bater��as en paralelo son equivalentes a una sola, agregamos una
arga, de resisten
ia R, y tenemos un 
ir
uito que es simple de resolver. Llamamos I1 a la
orriente que pasa por la bater��a # 1, I2 a la 
orriente que pasa por la bater��a #2, e I a la
orriente que pasa por la 
arga, enton
es, apli
ando las leyes de Kir
hho� tenemos:I1 + I + 2 = I�1 � RI �R1I1 = 0�2 � RI �R2I2 = 0:Podemos despejar las 
orrientes I1 e I2, en fun
i�on de I,I1 = (�1 �RI)R1I2 = (�2 �RI)R2 :Ahora podemos 
al
ular la 
orriente I,I = I1 + I2 = ( �1R1 + �2R2 )� ( 1R1 + 1R2 )RI:LLamemos Req = R1R2=(R1 + R2), enton
es 1=Req = 1=R1 + 1=R2, enton
es podemos reorga-nizar la e
ua
i�on anterior en la forma(1 + RReq )I = ( �1R1 + �2R2 );



144 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOSmultipli
ando por Req tenemos: (R +Req)I = (R2�1 +R1�2)(R1 +R2) :Ahora podemos identi�
ar la f.e.m. y la resisten
ia interna equivalentes,�0 = (R2�1 +R1�2)(R1 +R2)r = Req = R1R2(R1 +R2) :11.5.3 Problema 2En
uentre la 
orriente que 
uye a trav�es de la resisten
ia R1 del 
ir
uito de la �gura, en quelas resisten
ias son R1 = 10(
), R2 = 20(
), R3 = 30(
) y los poten
iales en los puntos (1),(2) y (3) son iguales a V1 = 10 (V ), V2 = 6 (V ), y V3 = 5 (V ).
(1)

(2)

(3)

V = 6 (V)

V = 5 (V)

V = 10 (V) I
I

I

R

R

R

1 1

1

2

2
2

3

3

3Figura 11.9:11.5.4 Solu
i�on Problema #2Para resolver este problema es
ribimos las e
ua
iones que se obtienen de apli
ar la e
ua
i�onfundamental de 
ir
uitos, para un segmento de 
ir
uito,Vb � Va = �ab�RI:Tenemos enton
es, 
omo no hay f.e.m. en los tramos en 
uesti�on,V2 � V1 = �R1I1 �R2I2V3 � V1 = �R3I3 �R1I1V3 � V2 = �R3I3 +R2I2:Observamos que la �ultima e
ua
i�on es la diferen
ia de las dos primeras, por lo que no entregainforma
i�on independiente. Las 
orrientes est�an rela
ionadas porI1 = I2 + I3:



11.5. EJERCICIO NO. 5 26 DE MAYO DE 1999 145Despejamos I3 en fun
i�on de I1 e I2, I3 = I1 � I2;y reemplazamos esto en las primeras dos e
ua
iones de voltajes (
on un 
ambio de signo globalde por medio), V1 � V2 = R1I1 +R2I2V1 � V3 = R3(I1 � I2) +R1I1 = (R1 +R3)I1 � R3I2Ahora podemos eliminar la 
orriente I2, despej�andola de las e
ua
iones anteriores,I2 = (V1 � V2)R2 � R1I1R2I2 = �(V1 � V3)R3 + (R1 +R3)I1R3 :Enton
es tenemos: (V1 � V2)R2 � R1I1R2 = �(V1 � V3)R3 + (R1 +R3)I1R3 ;y reordenando: (V1 � V2)R2 + (V1 � V3)R3 = R1I1R2 + (R1 +R3)I1R3 ;multipli
ando ahora por R2R3,(R1R3 +R1R2 +R2R3)I1 = R3(V1 � V2) +R2(V1 � V3);�nalmente, I1 = (R3(V1 � V2) +R2(V1 � V3))(R1R3 +R1R2 +R2R3)Usando los valores dados,R3(V1 � V2) +R2(V1 � V3) = 30(10� 6) + 20(10� 5) = 220V
R1R3 +R1R2 +R2R3 = 10 � 30 + 10 � 20 + 20 � 30 = 1100
2I1 = 2201100(A) = 0; 2(A)



146 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.6 Ejer
i
io No. 69 de Junio de 199911.6.1 Problema 1Se tiene una 
inta muy larga, de espesor despre
iable y de an
ho a, que lleva una 
orriente totalI, distribu��da uniformemente en su super�
ie.a) Es
riba las expresiones que permiten 
al
ular el 
ampo magn�eti
o produ
ido por la 
inta.b) Cal
ule ahora las integrales para las dos 
omponentes no nulas del 
ampo ~B.
I a

x

y

z

Figura 11.10:11.6.2 Solu
i�on Problema #1Tratamos el problema 
omo una 
orriente super�
ial, en que JS = I=a, pues se despre
ia elespesor de la 
inta. Usamos la de�ni
i�on de 
ampo magn�eti
o,~B(~r) = �04� ZS ~JS ^ (~r � ~r0)j~r � ~r0j3 dS 0;en que la 
orriente super�
ial es ~JS = JS ĵ, los puntos de la 
inta son ~r0 = (x0; y0; z0), en que0 < x0 < a, �1 < y0 < 1, y z0 = 0; los puntos del espa
io tienen 
oordenadas ~r = (x; y; z)
ualquiera, y el elemento de �area dS 0 = dx0dy0. Pro
edemos a evaluar el integrando en formasistem�ati
a, 
omenzando por el numerador~JS ^ (~r � ~r0) = JS(x� x0)(�k̂) + zJS î;luego el denominador es j~r � ~r0j3 = [(x� x0)2 + (y � y0)2 + z2℄3=2:Enton
es, el 
ampo magn�eti
o viene determinado por~B(~r) = �04� ZS JS(x� x0)(�k̂) + JSzî[(x� x0)2 + (y � y0)2 + z2℄3=2 dx0dy0:
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omponentes 
artesianas de ~B son:Bx(x; y; z) = �0JS4� ZS zdx0dy0[(x� x0)2 + (y � y0)2 + z2℄3=2Bz(x; y; z) = �0JS4� ZS �(x� x0)dx0dy0[(x� x0)2 + (y � y0)2 + z2℄3=2Para evaluar las integrales, realizamos primero el 
ambio de variables simple u = x0 � x,v = y0 � y, 
on lo que se tiene:Bx(x; y; z) = �0JS4� Z a�xu=�x zdu Z 1v=�1 dv[u2 + v2 + z2℄3=2Bz(x; y; z) = �0JS4� Z a�xu=�x udu Z 1v=�1 dv[u2 + v2 + z2℄3=2 :En ambos 
asos hay que evaluar integrales similaresZ 1v=�1 dv[u2 + v2 + z2℄3=2 = 2u2 + z2 :El valor dado se obtiene de�niendo R = pu2 + z2, y ha
iendo el 
ambio de variables v = Rtg(�),
on lo 
ual los l��mites de integra
i�on (�1;1) se transforman en (��=2; �=2), y la integral eselemental. Enton
es, Bx(x; y; z) = �0JS2� Z a�xu=�x zdu[u2 + z2℄Bz(x; y; z) = �0JS2� Z a�xu=�x udu[u2 + z2℄ :11.6.3 Problema 2Un haz de part��
ulas 
argadas, que se mueven 
on velo
idad v0, en la dire

i�on del eje z, pasa sindesviarse, a trav�es de una regi�on del espa
io en la que existen 
ampos el'e
tri
os y magn�eti
osest�ati
os, mutuamente perpendi
ulares (E y B). Cuando el 
ampo magn�eti
o se des
one
ta,la traza del haz sobre la pantalla se 
orre una distan
ia �x. Si se 
ono
en las distan
ias a y bde la �gura, determine el valor del 
uo
iente q=m de las part��
ulas.11.6.4 Solu
i�on Problema 2Se sabe que el 
ampo el�e
ti
o est�a dirigido a lo largo del eje x de la �gura, pues las part��
ulasse desv��an en esa dire

i�on, 
uando el 
ampo magn�eti
o est�a ausente. Suponemos enton
es queel 
ampo el�e
ti
o es de la forma ~E = E{̂.Respe
to al 
ampo magn�eti
o, �este debe tener una dire

i�on tal que, 
uando est�an ambospresentes ambos, las part��
ulas deben pasar sin desviarse. Para esto es ne
esario que se 
umplaque la fuerza sobre las part��
ulas del haz sea nula,~F = q( ~E + ~v0 ^ ~B):
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a

pantalla

x

y
z

x∆

sin campos
region

b

region con E, B

Figura 11.11:Se puede veri�
ar f�a
ilmente que ~B = B|̂ ( perpendi
ular a ~E, 
omo se indi
a en el enun
iado)es ade
uado, pues ~F = q(E � v0B)̂{:De esta manera, los 
ampos est�an rela
ionados,E = v0B:Cuando las part��
ulas ingresan 
on velo
idad v0k̂, en ausen
ia de 
ampo magn�eti
o, sona
eleradas por el 
ampo el�e
ti
o, en la regi�on 0 < z < a, de donde emergen al 
abo de untiempo t1 = a=v0, 
on una pequen~a desvia
i�on 'verti
al' x1, y velo
idad ~v1,x1 = qEa2=2mv20v1x = qEa=mv0v1z = v0:El siguiente tramo se realiza a velo
idad 
onstante, en un tiempo t2 = b=v0, en que laspart��
ulas llegan a la pantalla, 
on desvia
i�on total �x,�x = x1 + v1xt2 = Ea2=2v20 + qEab=mv20 :De esta manera, obtenemos qm = 2v20�xa(a+ 2b)E :



11.7. CONTROL NO. 1 12 DE ABRIL DE 1999 14911.7 Control No. 112 de Abril de 199911.7.1 Problema 1Se tiene dos 
as
arones esf�eri
os 
on
�entri
os, de radios r1 y r2 ( r2 > r1). El 
as
ar�on exteriortiene 
arga total q, y el 
as
ar�on interior se en
uentra a poten
ial 
ero ('a tierra').a) Determine el poten
ial ele
trost�ati
o V (r), en todo el espa
io. Suponga que el 
as
ar�onexterior tiene un grosor despre
iable.b) Determine la 
arga total del 
as
ar�on interior, en fun
i�on de la 
arga del 
as
ar�on exterior.
r

r

2

1

carga q

Figura 11.12:11.7.2 Solu
i�on Problema 1Claramente, el problema tiene simetr��a esf�eri
a, por lo tanto el poten
ial V (~r) = V (r), es de
ir,depende solamente de la variable radial r, y no de las variables angulares (�; �).El poten
ial V (r), se puede es
ribir en la formaV (r) = 8><>: 0 0 < r < r1�r + � r1 < r < r2
r + Æ r2 < rHemos supuesto que el 
as
ar�on exterior es muy delgado, y despre
iamos su espesor. Suponemos,adem�as, que V (1) = 0, lo 
ual impli
a que Æ = 0.Apli
amos ahora las 
ondi
iones de 
ontinuidad del poten
ial en r = r1 y r = r1, lo que nosda las rela
iones �4��0r1 + � = 0 (11.1)�4��0r2 + � = 
4��0r2 : (11.2)



150 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOSDe estas e
ua
iones obtenemos, � = � �4��0r1 (11.3)
 = �r2( 1r2 � 1r1 ): (11.4)Falta determinar �, lo 
ual se puede ha
er usando el teorema de Gauss a una super�
ie gaussianaesf�eri
a de radio r, tal que r1 < r < r2. El 
ampo el�e
tri
o en di
ha regi�on esE(r) = �r2 ;
on lo 
ual su 
ujo es I ~E � d~S = 4�2E(r) = 4�� = Q(S)=�0:Evidentemente, q0 = Q(S) = 4��0� puede identi�
arse 
on la 
arga en la esfera interior, queest�a 'a tierra'. De la misma manera, el 
ampo en el exterior nos dar�a informa
i�on sobre la 
argatotal del sistema, que debe ser (q + q'). Por el teorema de Gauss, podemos identi�
ar4��0
 = q + q0
on esto tenemos, usando q y q0 en lugar de � y 
,q + q0 = q0r2( 1r2 � 1r1 ) = q0 � r2r1 q0;lo 
ual nos da la rela
i�on q0 = �r1r2 q:Ahora podemos es
ribir todos los 
oe�
ientes,� = q04��0 = � r14��0r2 q (11.5)� = � �r1 = 14��0r2 q (11.6)
 = q4��0r2 (1� r1r2 ) (11.7)Para 
ompletar, podemos es
ribir el poten
ial V (r) en todo el espa
io, en la formaV (r) = 8><>: 0q4��0r2 (1� r1r )q4��0r (1� r1r2 )La 
arga en el 
ondu
tor interior ya ha sido determinada, y tiene el valor q0 = � r1r2 q. Notarque habr��a sido in
orre
to suponer que el 
ondu
tor interior estuviera des
argado, pues no seen
uentra aislado.
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ρ = ρe

0

-|z|/a

x
y

z

Figura 11.13:11.7.3 Problema 2Se tiene una distribu
i�on de 
arga 
on simetr��a plana, �(~r) = �0e�jzj=a, en que �0 y a son
onstantes. Se pide determinar el 
ampo el�e
tri
o ~E(~r), en todo el espa
io. Resuelva esteproblema por integra
i�on dire
ta, indi
ando y fundamentando 
laramente las 
onsidera
ionesde simetr��a que sean apli
ables.11.7.4 Solu
i�on Problema 2La distribu
i�on da 
arga dada �(~r) = �(z), no depende de las variables (x; y), por lo tanto,
omo, para 
ada z = 
te: se extiende inde�nidamente sobre un plano in�nito, tenemos unasitua
i�on similar al 
aso del plano in�nito visto en 
lase, lo 
ual indi
a que el 
ampo el�e
tri
odebe ser independiente de las variables x; y. Por el mismo argumento, el 
ampo el�e
tri
o debeser perpendi
ular al plano xy, es de
ir, ~E(~r) = E(z)k̂, en que k̂ es un ve
tor perpendi
ular alplano xy. Las 
omponentes Ex y Ey del 
ampo se anulan.Se puede de
ir tambien que este problema es equvalente a una superposi
i�on de planosin�nitos, paralelos al plano xy, 
on densidad de 
arga super�
ial �(z0)dz0, 
ada uno de los
uales 
ontribuye al 
ampo el�e
tri
o 
on la 
antidaddE(z; z0) = �(z0)dz02�0 H(z � z0);en que H(z) es el signo de z. Por lo tanto, el 
ampo total debido a todos los planos ser�aE(z) = Z 1�1 �(z0)dz02�0 H(z � z0):Con esto podemos ahora 
al
ular el 
ampo para la distribu
i�on de 
arga que nos interesa.Podemos es
ribirE(z) = �02�0 R1�1 e�jz0j=aH(z � z0)dz0= �02�0 R z�1 e�jz0j=aH(z � z0)dz0 + �02�0 R1z e�jz0j=aH(z � z0)dz0



152 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOSObservamos enseguida que, para z0 en el intervalo (�1; z) se tiene H(z � z0) = 1, mientrasque para z0 en el intervalo (z;1) tiene el valor H(z � z0) = �1. Por esto, podemos es
ribirE(z) = �02�0 Z z�1 e�jz0j=adz0 � �02�0 Z 1z e�jz0j=adz0:Para evaluar estas integrales, supongamos primero que z > 0, enton
es z = jzj, y separamoslas integrales en la formaE(z) = �02�0 "Z �jzj�1 e�jz0j=adz0 + Z jzj�jzj e�jz0j=adz0 � Z 1jzj e�jz0j=adz0# :Notamos de inmediato que, por la simetr��a del integrando, la primera integral y la �ultima se
an
elan, por lo tanto, para z > 0E(jzj) = �02�0 Z jzj�jzj e�jz0j=adz0:Es f�a
il ver tambien que, si z < 0 tendremos en 
ambio la misma expresi�on, pero 
on el signoopuesto. De nuevo, debido a la simetr�ia (de re
exi�on espe
ular respe
to al plano z = 0, se tieneE(�jzj) = �E(jzj), y resumiendoE(z) = �0H(z)2�0 Z jzj�jzj e�jz0j=adz0:La integral restante es trivial,Z jzj�jzj e�jz0j=adz0 = 2 Z jzj0 e�jz0j=adz0 = 2a(1� e�jzj=a);de manera que el resultado �nal esE(z) = �0a�0 (1� e�jzj=a)H(z):11.7.5 Problema 3Un modelo at�omi
o simple representa al n�u
leo 
omo una 
arga puntual de valor Ze, y a losele
trones a su alrededor 
omo una distribu
i�on esf�eri
a, uniforme, de radio a y 
arga �Ze,
on
�entri
a 
on el n�u
leo.a) En
uentre el 
ampo el�e
tri
o ~E(~r), en todo el espa
io, produ
ido por esta distribu
i�on de
arga.b) Determine el poten
ial ele
trost�ati
o V (~r), en todo el espa
io. Suponga que el poten
ialV (~r) se anula en el in�nito.
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Figura 11.14:11.7.6 Solu
i�on Problema 3El problema 
orresponde al modelo at�omi
o de Thompson. Para resolver este problema, us-aremos el teorema de Gauss, notando que hay simetr��a esf�eri
a, E(~r) = E(r)r̂, por lo tanto el
ujo que atraviesa una super�
ie esf�eri
a de radio r, 
on
�entri
a 
on el n�u
leo y la distribu
i�onde 
arga est�a dado por IS ~E � d~S = 4�r2E(r) = Q(S)=�0:i) Para 0 < r < a la 
arga en
errada es Q(r) = Ze + 4�r3�0=3, en que �0 = �3Ze=4�a3,por lo tanto tenemos (despues de simpli�
ar),E(r) = Ze4��0 ( 1r2 � ra3 ):ii) Para r > a, la 
arga en
errada es 
ero, luego el 
ampo el�e
tri
o E = 0. Ahora podemosdeterminar el poten
ial ele
trost�ati
o V (r), a partir de la e
ua
i�on �dV=dr = E(r), ytenemos V (r) = ( Ze4��0r + Zer28��0a3 + 
1 0 < r < a
2 r > aUsamos ahora las 
ondi
iones de borde del problema, V (1) = 0, que impli
a 
2 = 0, yla 
ontinuidad de V (r) en r = a, que da la e
ua
i�onZe4��0a + Ze8��0a + 
1 = 0;de donde obtenemos 
1 = �3Ze=8��0a, y �nalmenteV (r) = ( Ze4��0 (1r + r22a3 � 32a) 0 < r < a0 r > a:



154 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.8 Control #2 Ele
tri
idad y Magnetismo10 de Mayo de 199911.8.1 Problema 1Se tienen tres 
ondensadores 
one
tados a una bater��a, en la forma que se indi
a en la �gura.Existen dos interruptores, S1 y S2, que se en
uentran ini
ialmente abiertos.a) Se 
ierra el interruptor S1. Determine las 
argas en 
ada una de las pla
as 
ondu
toras yla energ��a ele
trost�ati
a del sistema.b) Enseguida, se 
ierra el interruptor S2. Determine la 
arga en 
ondensador 
3 y la nuevaenerg��a ele
trost�ati
a.Nota: Los 
ondensadores tienen las siguientes 
apa
idades:
1 = 4��0 a1b1b1 � a1 ; 
2 = 4��0 a2b2b2 � a2 ; 
3 = �0Ad :
V0

+
-

S S21

1

2

3

4

c

c
c

2

1

3

Figura 11.15:11.8.2 Solu
i�on Problema #1Al 
errar el intrerruptor S1, el 
ondensador equivalente se 
arga 
on la diferen
ia de poten
ialV0. Su 
apa
idad (eqivalente) es 
, 
orrespondiente a 
1 y 
2 en serie, 
 = 
1
2=(
1 + 
2), luegola 
arga es Q0 = 
V0. Las 
argas son: Q0 en la pla
a (1), �Q0 en la pla
a (2), Q0 en la pla
a(3), y �Q0 en la pla
a (4).La energ��a poten
ial ele
trost�ati
a U esU = 
V 202 = 
1
2V 202(
1 + 
2) :Al 
errar el interruptor S2, habiendo retirado la bater��a, la 
arga Q0 se raparte entre el
ondensador 
3 y el 
ondensador 'equivalente' 
, de manera que
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Q3 +Q = Q0�V3 = Q3
3 = Q
 = �V;resolviendo estas e
ua
iones tenemos Q3 = 
3
+ 
3Q0Q = 

+ 
3Q0:La energ��a ele
trost�ati
a ser�a ahoraU = Q22
 + Q232
3 = ( 
3
+ 
3Q0)2=2
3 + ( 

+ 
3Q0)2=2
reordenando U = 
32(
+ 
3)2Q20 + 
2(
+ 
3)2Q20 = Q202(
+ 
3) :11.8.3 Problema 2Se tiene una esfera 
ondu
tora, de radio a, semienterrada hasta la mitad en un diel�e
tri
ohomog�eneo semini�nito, de 
onstante diel�e
tri
a � (suelo). La otra mitad se en
uentra rodeadade aire; se puede suponer que la 
onstante diel�e
tri
a del aire es �0. Se pide determinar:a) Los 
ampos ~E, ~D, y el poten
ial ele
trost�ati
o V (r), en todo el espa
io.b) La 
apa
idad de la esfera y la densidad de 
arga super�
ial sobre la super�
ie de la esfera.Nota: Suponga a priori que el 
ampo el�e
tri
o ~E tiene simetr��a esf�eri
a.
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Figura 11.16:



156 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.8.4 Solu
i�on Problema #2a) La esfera 
ondu
tora est�a a poten
ial V0. De a
uerdo a la indi
a
i�on, el 
ampo el�e
tri
otiene simetr��a esf�eri
a, y por lo tanto, el poten
ial V (r) tambien. Enton
es, es inmediatoque V (r) = �r + �;en que las 
onstantes � y � dependen de las 
ondi
iones de borde. Suponemos que elpoten
ial se anula en el in�nito, por lo tanto, la 
onstante � debe anularse, � = 0; adem�as,en r = a se tiene V (r = a) = V0, V0 = �a :Tenemos enton
es, V (r) = V0a=r~E(r) = V0a=r2r̂~D(r) = �0 ~E ; para z > 0= � ~E ; para z < 0b) La 
arga sobre la esfera 
ondu
tora se determina usando el toerema de Gauss, que nos daQ = I ~D � d~S = 2�aV0(�+ �0):Con esto tenemos, de imediato, los resultadosC = 2�a(�+ �0)� = (� + �0)=a:11.8.5 Problema 3Un 
able 
oaxial est�a formado por dos 
ondu
tores perfe
tos, 
il��ndri
os, 
oaxiales, de radios ay b, de longitud L ( L >> a; b ). El espa
io entre los 
ondu
tores se llena 
on dos diel�e
tri
osimperfe
tos de 
onstantes (�1; g1) y (�2; g2), 
omo se muestra en la �gura. La diferen
ia depoten
ial entre los 
ondu
tores es V0.a) Determine el los 
ampos ~E y ~J dentro del 
able.b) Determine la resisten
ia R del 
able 
oaxial, y repres�entela gr�a�
amente 
omo un 
ir
uitoequivalente.
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Figura 11.17:11.8.6 Solu
i�on Problema #3a) Podemos suponer que tanto el poten
ial 
omo el 
ampo el�e
tri
o tienen simetr��a 
il��ndri
a,~E = E(r)r̂, en que r es la distan
ia al eje z, y r̂ el ve
tor unitario radial. De esta manera,el 
ampo debe ser de la forma E(r) = �r :El poten
ial se obtiene de su de�ni
i�on, y tiene la formaV (r) = ��ln � rr0 � ;para valores ade
uados de � y r0. Suponiendo que los poten
iales en los 
ondu
tores, Vay Vb son tales que V0 = Va � Vb, tenemosVa = ��ln � rr0 �Vb = ��ln � rr0 �V0 = �ln " ba# :Notemos que el 
ampo el�e
tri
o radial (simetr��a 
il��ndri
a) garantiza que la 
omponentedel 
ampo el�e
tri
o paralelo a la interfaz entre los 
ondu
tores es 
ont��nua. El 
ampoel�e
tri
o es enton
es ~E = V0ln h bai r r̂:El ve
tor densidad de 
orriente es ~J ,



158 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS~J = g1 ~E en el medio 1= g2 ~E en el medio 2b) Para determinar la resisten
ia R debemos 
al
ular la 
orriente total que 
uye entre los
ondu
tores, I = ZS ~J � d~S = �V0ln [b=a℄ (g1 + g2)L:De a
uerdo 
on esto, la resisten
ia debida a los medios 
ondu
tores (1) y (2) esR = ln [b=a℄�L(g1 + g2) :Es evidente, de la disposi
i�on geom�etri
a, que este resultado puede interpretarse 
omo la
ombina
i�on en paralelo de los medios (1) y (2). En efe
to, notamos que las resisten
iasde 
ada medio por separado, R1, y R2, respe
tivamente, sonR1 = ln [b=a℄�Lg1R2 = ln [b=a℄�Lg2 :Con esto, es 
laro que se 
umple la rela
i�on1R = 1R1 + 1R2 ;que indi
a que se trata efe
tivamente de una 
ombina
i�on en paralelo.



11.9. CONTROL # 3 14 DE JUNIO DE 1999 15911.9 Control # 314 de Junio de 199911.9.1 Problema 1Se tiene una argolla muy delgada, de radio interior a y exterior b, a la que se ha 
ortado untrozo, de �angulo �. La argolla est�a he
ha de un material de 
ondu
tividad g, y sus extremosest�an terminados en dos pla
as muy delgadas he
has de 
ondu
tor ideal, las que son mantenidasa una diferen
ia de poten
ial V0, por medio de una bater��a.a) Determine la densidad de 
orriente ~J , el 
ampo el�e
tri
o ~E, y el poten
ial V (~r), dentro dela argolla . Suponga que el poten
ial ele
trost�ati
o depende s�olamente de la 
oordenadaangular �.b) Determine el 
ampo magn�eti
o ~B, produ
ido por la distribu
i�on de 
orriente ~J , en el
entro de la argolla.
α

(vista lateral)
(vista desde arriba)

Figura 11.18:11.9.2 Solu
i�on Problema 1a) Podemos suponer, de a
uerdo a la indi
a
i�on, que el poten
ial V = V (�), y por lo tantola 
orriente 
uye en la dire

i�on 
ontraria a los punteros del reloj (aqu�� suponemos queV (0) = 0, y V (2� � �) = V)). La e
ua
i�on de Lapla
e se 
onvierte simplemente end2Vd�2 = 0;
uya solu
i�on, 
on las 
ondi
iones de borde indi
adas, esV (�) = V0(2� � �)�:Por lo tanto, el 
ampo el�e
tri
o y la 
orriente son:~E = �1r dVd� = � V0(2� � �)r �̂~J = g ~E = � gV0(2� � �)r �̂:



160 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOSComo la argolla es muy delgada (espesor Æ), podemos representar su efe
to por el de una
orriente super�
ial Js, ~JS = � gV0Æ(2� � �)r �̂b) El 
ampo magn�eti
o en el punto de 
oordenadas ~r = ~0 se puede evaluar mediante laexpresi�on ~B(~0) = �04� Z ~JS(r0) ^ (�~r0)j � ~r0j3 dS 0:Para evaluar esta expresi�on tomamos primero el numerador,~JS(~r0) ^ ~r0 = � gV0Æ(2� � �)r �̂ ^ ~r0 = gV0Æ(2� � �) k̂;enton
es ~B(0) = � �0gV0Æ2(2� � �) k̂ Z ba drr2 :Finalmente, ~B(0) = � �0gV0Æ2(2� � �) �1a � 1b � k̂:11.9.3 Problema 2a) Considere un 
ampo magn�eti
o 
on simetr��a 
il��indri
a, de la forma ~B(r; �; z) = Br(r; z)r̂+Bz(r; z)ẑ. Suponga que �Bz=�z 6= 0, enton
es demuestre que, para r peque~no se tiene:Br(r; z) = �r2 �Bz(0; z)�z :b) Considere una espira peque~na, de radio a, 
olo
ada en el eje de simetr��a de un 
ampomagn�eti
o 
omo el des
rito en la parte (a). Cal
ule la fuerza magn�eti
a que di
ho 
ampoejer
e sobre la espira, y muestre que se puede es
ribir en la forma:~F = m�Bz(0; z)�z ẑ;en que m = �a2I es el llamado momento dipolar magn�eti
o de la espira.
) El 
ampo magn�eti
o Bz(0; z), en el eje de un solenoide (o bobina) de radio a, largo L, yN vueltas, por el que 
ir
ula una 
orriente I est�a dado porBz = �0NIa22 [ (L=2� z)qa2 + (L=2� z)2 + (L=2 + z)qa2 + (L=2 + z)2 ℄Use los resultados anteriores para 
al
ular la 
omponente radial de este 
ampo magn�eti
o,en puntos sobre una espira dispuesta 
omo en la parte (b), y la fuerza que este 
ampoejer
e sobre ella.
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(r,φ )Bz

(r,φ )B r

(r,φ )

a

x

y

z

B

Figura 11.19:11.9.4 Solu
i�on Problema 3a) El 
ampo magn�eti
o tiene simetr��a 
il��ndri
a, es de
ir ~B = Br(r; z)r̂+Bz(r; z)k̂, enton
esla e
ua
i�on ~r � ~B = 0 se puede es
ribir 
omo1r ��r (rBr(r; z)) + �Bz(r; z)�z :Enton
es, para r peque~no tenemos�(rBr(r; z))�r = �r�Bz(r; z)�z � �r�Bz(0; z)�z :Enton
es, se debe tener (aproximadamente)rBr = �r22 �Bz(0; z)�z + 
;en que 
 es una 
onstante. Para que la e
ua
i�on sea v�alida en parti
ular para r = 0debemos tomar 
 = 0, enton
es:Br(r; z) = �r2 �Bz(0; z)�z :b) Si 
olo
amos una espira peque~na en el eje de simetr��a del 
ampo anterior, ella experimentauna fuerza magn�eti
a dada por ~F = Zespira Id~r ^ ~B(~r):En nuestro 
aso, ~r = ar̂, d~r = a�̂d�; enton
es~F = Zespira Iad� �Br(a; z)(�k̂) +Bz(a; z)(r̂)� :Se observa que el segundo t�ermino de la integral se anula, por lo tanto, reemplazando elresultado obtenido en (a),~F = �2�IaBr(a; z)k̂ = m�Bz(0; z)�z k̂:



162 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS
) Podemos usar la f�ormula demostrada en (b), para lo 
ual 
al
ulamos la derivada de Bz,�Bz�z = �0NIa22  � a2[a2 + (L=2� z)2℄3=2 + a2[a2 + (L=2 + z)2℄3=2! :Enton
es, la 
omponente radial de ~B esBr(r; z) � ��0NIra24  � a2[a2 + (L=2� z)2℄3=2 + a2[a2 + (L=2 + z)2℄3=2! :11.9.5 Problema 3Se tiene un 
ilindro 
ondu
tor de radio a, muy largo; por 
uya super�
ie 
uye una 
orrientesuper�
ial ~JS, en la forma que se indi
a en la �gura.a) Determine el 
ampo magn�eti
o en el interior del 
ilindro. Muestre rigurosamente que el
ampo debe ser uniforme.b) Determine la presi�on que el 
ampo magn�eti
o anterior ejer
e sobre las paredes del 
ilindro.Nota: Estri
tamente, en este 
�al
ulo se debe usar el 
ampo en puntos sobre la distribu
i�onde 
orriente; este 
ampo es la mitad del 
ampo 
al
ulado en (a).
J
S

a

Figura 11.20:11.9.6 Solu
i�on Problema 3a) Por la simetr��a del problema, sabemos que el 
ampo magn�eti
o debe estar dirigido a lolargo del eje z, adem�as, �este 
ampo s�olo puede depender de r, y no de z, pues el 
ilindroes muy largo. Enton
es ~B = B(r)k̂:De esta manera, 
omo ~r ^ ~B = 0, enton
es,~r^ ~B = ��B�r �̂ = ~0;



11.9. CONTROL # 3 14 DE JUNIO DE 1999 163por lo tanto, 
on
luimos que el 
ampo magn�eti
o es uniforme, tanto en el interior del
ilindro, 
omo en el exterior, donde vale 
ero. En 
uanto a su valor, laey 
ir
uital de Am-pere, apli
ada a una traye
toria re
tangular paralela al eje del 
ilindro, permite mostrarque B = B0 = �0Js:b) Para determinar la presi�on, 
al
ulamos la fuerza sobre un elemento de 
orriente, d~F , de�area d~S, d~F = ~JS ^ ~B0;en que, 
omo se indi
�o, el 
ampo apli
ado sobre el 
ondu
tor es ~B0 = (B0=2)k̂. Tenemosenton
es d~F = Js�̂ ^B0k̂dS 0 = �0J2s =2dS 0r̂:Esto signi�
a que, sobre 
ada elemento de �area dS 0 se ejer
e una fuerza radial, esto es,una presi�on, P , d~F = PdS 0r̂, donde la presi�on es:P = �0J2s =2:



164 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS11.10 Examen6 de Julio de 199911.10.1 Problema #1En el 
i
uito de la �gura, la f.e.m. alterna es de fre
uen
ia ! = 1=pLC. Determine la amplitudy la fase de la 
orriente que pasa a trav�es de la resisten
ia, en fun
i�on de los par�ametros del
ir
uito.
ε

0 C R

L

Figura 11.21:11.10.2 Solu
i�on Problema 1En el 
ir
uito, la resisten
ia (ZR = R ) y el 
ondensador (ZC = 1=j!C) est�an en paralelo, 
onimpedan
ia Z0, donde 1Z0 = 1ZR + 1ZC = 1R + j!C;enton
es Z0 = R1 + (!CR)2 � j !CR21 + (!CR)2 :La impedan
ia del sistema es Z = Z0 + j!L,Z = R1 + (!CR)2 + j!L "1� (C=L)R21 + (!CR)2# :Por lo tanto, en el 
aso indi
ado, ! = 1=pLC, la impedan
ia Z, su magnitud y fase sonZ = R + jqL=C1 + CR2=LjZj = qL=Cq1 + CR2=Ltg(�) = !L=R = qL=C:Suponemos que la fem es "(t) = "0
os(!t), por lo tanto "̂0 = "0exp(j!t), y la 
orriente I(t) esI(t) = Re ""0ej!tZ # = "0jZj
os(!t� �):



11.10. EXAMEN 6 DE JULIO DE 1999 16511.10.3 Problema #2Para alturas peque~nas, el 
ampo magn�eti
os terrestre puede aproximarse por ~B = (B0 ��z)(�{̂), de a
uerdo a las 
oordenadas de la �gura. Se deja 
aer una espira 
ondu
tora, deresisten
ia R, y masa m, desde una altura h y 
on velo
idad ini
ial 
ero. Se pide:a) Determine la 
orriente indu
ida en la espira, despre
iando los efe
tos de autoindu

i�on.b) Cal
ule la fuerza magn�eti
a sobre la espira, y
) la velo
idad de la espira, en fun
i�on del tiempo.
a

���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������

h

g
B

x
y

z

Figura 11.22:11.10.4 Solu
i�on Problema 2a) Suponemos que la 
orriente I 
ir
ula en dire

i�on de los punteros del reloj. De a
uerdo
on esa dire

i�on de re
orrido, la normal es d~S = dydz(�{̂), y el 
ujo sobre la espira es� = ZS ~B � d~S = Z h+ah B0(1� �z)dz Z a0 dy = B0a �a� �a2=2� �ah� :Podemos 
al
ular ahora la fem indu
ida sobre la espira, observando que dh=dt = v," = �d�dt = B0�a2v:Para determinar la 
orriente, usamos la ley de Kir
ho�, " = RI,I(t) = B0�a2vR :b) La fuerza magn�eti
a sobre la espira se 
al
ula usando la expresi�on~F = Z1234 Id~l ^ ~B = �B0I�ak̂:Este resultado se obtiene notando que ~B depende s�olo de z, lo que impli
a que las in-tegrales sobre los dos tramos verti
ales se 
an
elan entre s��. Como se observa, la fuerzaestar�a dirigida ha
ia abajo si I > 0, y ha
ia arriba si I < 0, que es nuesto 
aso, pues la
orriente es negativa si v < 0.



166 CAP�ITULO 11. EJERCICIOS Y CONTROLES RESUELTOS
) La e
ua
i�on de movimiento de la espira, expresada en fun
i�on s�olo de la velo
idad v esmdvdt = �mg � (B0�)2a3R :Por lo tanto, la solu
i�on para la velo
idad es:v(t) = v0 �1� e�t=�� ;en que: � = mR(B0�)2a3v0 = ��g11.10.5 Problema #3Un 
ilindro muy largo, de radio interior a y exterior b est�a polarizado, 
on un ve
tor polar-iza
i�on ~P = P0(a=r)r̂. El 
ilidro rota en torno a su eje de simetr��a 
on velo
idad angular !.Despre
iando los efe
tos de borde, 
al
ule:a) Las densidades de 
arga de polariza
i�on y las 
orrientes 
orrespondientes.b) El 
ampo magn�eti
o en todo el espa
io.11.10.6 Solu
i�on Problema 3a) Las densidades de 
arga de polariza
i�on son �P = �~r � ~P , y �P = ~P � ~̂n, en que n̂ es unve
tor unitario normal (exterior) a la super�
ie del diel�e
tri
o. Enton
es tenemos�P = �~r � ~P = �1r ddr (rP (r)) = 0:Ahora, en la super�
ie r = a, n̂ = �r̂, mientras que en r = b, n̂ = +r̂, por lo tanto lasdensidades super�
iales de 
arga de polariza
i�on son:�a = �P (r = a) = �P0�b = �P (r = b) = +P0ab :b) Las densidades de 
arga �a y �b giran en torno al eje del 
ilindro, por lo 
ual produ
endensidades de 
orriente super�
iales,~Ja = a!�a�̂ = �!aP0�̂~Jb = b!�b�̂ = !aP0�̂:Para 
al
ular el 
ampo magn�eti
o, usamos la ley 
ir
uital de Ampere, en la formaI
 ~B � d~l = �0I(
):



11.10. EXAMEN 6 DE JULIO DE 1999 167El 
ampo magn�eti
o tiene la dire

i�on verti
al, ~B = Bk̂, por lo que evidente B = 0 parar < a, y tambien para r > b. Tomando una traye
toria re
tangular, de altura h, tenemosI
 ~B � d~l = hB = �0ha!P0;por lo tanto ~B = �0a!P0k̂:


