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Recomendacion:

Antes de comenzar el estudio del Electromagnetismo, se recomienda al lector hacer un estudio previo del célculo,
en su forma vectorial. Esto debido a que en muchos capitulos, desarrollos y demostraciones, se hace uso de esta
herramienta matematica. Por ello, somos enfaticos en destacar su conocimiento previo, para no interrumpir la
continuidad de la lectura, a lo largo de este apunte.

En todo caso, a modo de guia, se hard una breve mencién de los contenido necesarios, siendo deber del lec-
tor, profundizar mds; para tener una mejor aplicacién a lo largo del curso.

Puede serle de ayuda, el apunte asociado al curso de Célculo Avanzado y Aplicaciones creado por el Depar-
tamento de Ingenieria Matematica de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad de Chile,
en su version 2009, presente en el siguiente link:

http://www.docencia.dim.uchile.cl/calculo_avanzado/material /apunte_ma2002_2009_2.pdf


http://www.docencia.dim.uchile.cl/calculo_avanzado/material/apunte_ma2002_2009_2.pdf




Capitulo 1

Introduccion

El fenémeno electromagnético rige un campo vastisimo de nuestra realidad, para dimensionar su alcance conside-
remos algunos ejemplos:

1. Parte de la actividad del sistema nervioso, la interaccién neuronal y el mismo ojo con que se leen estas
lineas es gobernado por leyes del electromagnetismo.

2. Fenémenos climaticos como la aurora boreal, el rayo y el reldmpago se explican en base a esta teoria.
3. La luz se entiende como ondas electromagnéticas.
4. Las aplicaciones practicas son muy variadas en el mundo moderno:

a) Toda la tecnologia electrénica (TV, PC, celulares, video juegos, etc.) esta basada fuertemente en estos
principios.
b) Aplicaciones médicas: Rayos X, electrocardiogramas, electroencefalograma, resonancia magnética, etc.

¢) Tarjetas de crédito, cédigos de barra de supermercados, sistemas de posicionamiento geografico, etc.

La comprensién acabada de estos temas se encuentra en las especialidades de ingenieria, sin embargo, en este
curso aprenderemos los fundamentos que nos permitirdn tener un entendimiento bdsico de los principios en que
se basan las aplicaciones tecnoldgicas listadas anteriormente.

Desde el punto de vista de la descripcién del fenémeno partiremos adoptando las siguientes propiedades basicas
de la carga eléctrica:

1. La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la materia, como la masa, la vida media o la capacidad
calérica.

2. En la naturaleza la carga eléctrica se da de dos formas en las siguientes particulas:

a) Electrén (e) con una masa de 9.1066E-31 [kg], la cual se define como carga negativa.

b) Protén (p) con una masa de 1.67248E-27 [kg], la cual se define como carga positiva.

3. Curiosamente aunque sus masas son diferentes, su carga eléctrica es idéntica pero de signo contrario.
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Para entender mejor la interaccién de las cargas conviene dividir el estudio en dos partes. La primera parte consi-
dera que no hay movimiento de cargas, es decir, las particulas se encuentran en estado de reposo, mientras que en
la segunda se considera la interaccién de cargas en movimiento. De esta forma, primero abordaremos situaciones
estacionarias (electrostatica y magnetostatica) y luego incorporaremos las variaciones temporales (corrientes y
campos variables en el tiempo).

La teoria que describe matemdticamente estos fenémenos fue formulada alrededor de 1865. Mediante el uso
de campos escalares y vectoriales se puede resumir toda la teoria en cuatro ecuaciones, llamadas ecuaciones de
Maxwell. Desde aquella fecha hasta nuestros dias se ha producido un enorme desarrollo de aplicaciones tecnolégi-
cas en practicamente todos los campos del quehacer humano, pero la teoria basica no ha experimentado mayores
cambios.

Es interesante destacar que al contrario de lo que ocurre en el estudio de la Mecanica, donde la interaccién
entre las particulas; aisladas o como sistema, son el centro de atencién, en Electromagnetismo el eje del estudio
lo constituye el concepto de campos (eléctricos y magnéticos). Por ello, el conocimiento y dominio del célculo
vectorial es requisito ineludible para la cabal comprensién del Electromagnetismo.
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Capitulo 2

Electrostatica en el Vacio

2.1. Introduccidn

En esta primera parte revisaremos los principios que rigen a la carga eléctrica en estado de reposo, mas conocida
como Electrostatica.

2.2. Ley de Coulomb

2.2.1. Descripcion

Es una ley experimental, que fue descubierta en 1785 por el coronel francés Charles Augustin de Coulomb. El
coronel encontré que la magnitud de la fuerza experimentada por una particula con carga g1 en presencia de otra
particula con carga ¢ tiene la forma:

q192
|Fq1,q2| = kF[N] = |FQ2,Q1|

Usando la nomenclatura de la Figura 2.1, se cumple:

1. Es directamente proporcional al producto ¢; - ¢2

2. La fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia R

T
bt = ¢

Figura 2.1: Fuerza de Coulomb

11
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Adicionalmente, se encontré que:

1. La fuerza tiene la direccién de la linea que une ¢; y ¢

2. Si ¢ y g2 son de igual signo se repelen, en caso contrario se atraen.

Asi, la ecuacién vectorial de fuerza es:
= q192 .
F, — 7

q1,92 — k R2 [N]

2.2.2. Dimensiones

Existe libertad para escoger las unidades de la constante k o de la carga ¢ (pero no ambas).

3 ) . 3
Recordemos que 1N = 1Kg x ;, entonces k-q1-q)=[F R*=Kgx oy & masa X %

En el sistema M.K.S. se define la unidad 1 Coulomb [C]E] para las cargas y corresponde a la carga de 6 x 10'®
electrones. Asf

6 x 10'8[es] = 1[C]

Luego, para un electrdn la carga es
[QE] - _1,6030 X 10_19[0] ~ _176 X 10—19[0]

Consecuentemente la carga del protén es la misma con signo positivo.
Experimentalmente se puede medir la fuerza entre cargas. Con ello se encuentra que:
3

1 9 m 2
k:4ﬂ_60:9><10 [Kgxﬁxseg]

Y definiendo la unidad Farad [F] = % la constante ¢q, llamada permitividad del espacio libre, corresponde a

107
dre?

F
€0 = 8,8541 x 10712 {}
m

En donde “c" es la velocidad de la luz.

EJEMPLO 1:
Comparar la fuerza de repulsién eléctrica con la fuerza gravitacional entre 2 protones.

e > e

Figura 2.2: Médulo de Fuerzas entre Cargas

Solucién:
Fuerza Gravitacional de Atraccidn:
Gmf,
F =
g D2
Fuerza Eléctrica de Repulsién:
kq?
F,.=—-L
D2

1M4s tarde veremos que esta unidad es (til en el caso de las corrientes donde se cumple 1 Ampere = 1 C/seg.

12
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kq2 2

Fe_ o8 _ M
T Gm2 T 2
Fq D2p Gmp

Sabemos que G' ~ 10710 y que la masa del protén es 1.6E-27 [kg], luego

Fe  9x 10% x (1,6 x 10719)2 _9x 109 x 10738 _9x 10% x 1016 10%6

Le _ — = ~ ~ 1036
F, 10710 x (1,6 x 10-27)2 1010 x 10-54 1010 10-10

Asi, la fuerza eléctrica es 103 veces mds intensa que la fuerza gravitacional por lo que las dos particulas debieran
separarse. A partir de este simple ejercicio podemos extrapolar algunas conclusiones:

1. La mayoria de los objetos en nuestra vida diaria no estdn cargados (de otra forma se veria nitidamente su
efecto)

2. A nivel molecular la gravedad es despreciable como fuerza
3. Entre planetas la fuerza eléctrica es despreciable frente a la gravitacional (jprobarlo!)

4. Toda carga eléctrica es un miiltiplo entero de la carga de un protén (igual al electrén con signo opuesto).

2.3. Campo Eléctrico

Para expresar en forma mads rigurosa el concepto de fuerza eléctrica se usa el concepto de campo eléctrico.
Consideremos el arreglo de cargas de la Figura 2.3.

—

7 7 Fazan
® 4

Figura 2.3: Fuerzas entre Cargas

Llamemos Fy, 4, a la fuerza que siente ¢» debido a ¢; y escribdmosla de la siguiente forma:

] q1 .
Fsz(h =4q2- Qr
dmeg |||
Como 7 = ";TH se tiene:
i QT
Fq2-,q1 =q2- 3
dmeg |||
A la expresion F = 4:;;,3 se le denomina campo eléctrico producido por la carga ¢;. Con esto, la fuerza que

siente la carga g2 en presencia de dicho campo es F, ;, = q2FF
En términos matemdticos E corresponde a un campo vectorial, es decir, una funcién que asocia un vector a cada
punto del espacio. Fisicamente corresponde a una perturbacidn eléctrica en todo el espacio producida por la carga

qi-

13



Electromagnetismo CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

Generalicemos el resultado anterior al de una carga ¢ ubicada en la posicién 7' en un sistema de coordenadas de
origen O como en la Figura 2.4

Figura 2.4. Campo Eléctrico de Carga Puntual

En la Figura 2.4 (y en todo el apunte) la variable 7’ describe el lugar donde se encuentra la carga que produce el
campo, mientras que 7 indica el lugar donde se evalia el campo eléctrico.

Asi, la expresidn del campo eléctrico en un punto 7 de este sistema es

5 A=)
E= ————[N/C]
dreg |7 — 7|

Las dimensiones son de fuerza sobre carga eIéctrica iNotar que E no estd definido en el punto 7= 7!

Es importante destacar que en el andlisis seguido hasta aqui, ¢1 y g2 son cargas puntuales, es decir, no tie-
nen dimensiones espaciales. Un modelo mas preciso de las cargas requiere suponer que existen distribuciones en

volumen en donde se reparte la carga. Por ejemplo, esferas de didmetro “a” y “b" respectivamente, segln se
muestra en la Figura 2.5.

Lay) D))
NI NI
g1 a2

Figura 2.5: Modelo de Cargas Puntuales

El modelo de cargas puntuales implica que se cumple a, b < |7 — 7
Dado que numéricamente la carga de un electrén es muy pequefia (1.6E-19 [C]), es posible definir matematica-
mente el campo eléctrico como:

'l

—

. F
E = lim —* (2.1)
q—0 ¢

Una manera directa de medir el campo eléctrico en un punto del espacio, consiste en medir la fuerza que expe-
rimenta una carga de prueba ¢, y luego obtener el cuociente entre esa fuerza en [N] y el valor de la carga en
[C].

2Estas dimensiones son equivalentes a volt dividido por metro [v/m] en sistema M.K.S. como veremos mas adelante.

14
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2.4. Principio de Superposicion

Consideremos n cargas q1,q2, g3, ..., §n localizadas en posiciones 71,75,73, ..., 75, segiin se muestra en la Figura
2.6. Nos interesa calcular la fuerza que experimenta una carga g ubicada en la posicién 7.

1

Figura 2.6: Sistema de Cargas Puntuales

Es evidente que la fuerza resultante que siente la carga ¢ localizada en 7 es la suma de las fuerzas que cada
particula ejerce sobre ella, es decir:

n

Fy=q-Ev+q-Ex+q Es+..4q-E,=q)_ Ej
k=1
En donde L
= qe(r—1%)
= 3
dmeg |7 — 77|
Asi, la fuerza puede expresarse alternativamente como:

Donde .
E:El+52+...+ﬁn:25k
k=1
Este campo E es el campo eléctrico resultante de la interaccién de todas las cargas en el punto 7. Asi, el campo

eléctrico de un conjunto de cargas puede obtenerse como la superposicién de todos los campos individuales de
cada una de las cargas. Este es el llamado Principio de Superposicion.

Una manera complementaria de ver esto es considerar el campo eléctrico como una funcién lineal de la carga. Por
lo tanto, satisface las condiciones de linealidad de una funcién cualquiera

E(Ql +agqe) = E(Ql) + aE(Qz)

EJEMPLO 2:

Considere 2 cargas puntuales de 10 [mC] y —20 [mC] (m = mili = 10~3) localizados en (3,2,0) y (1,0,4)
respectivamente. Se pide calcular la fuerza sobre una carga de 10 [nC] (n = nano = 10~?) dispuesta en (0, 3, 1).
Calcule la intensidad de campo eléctrico en la posicién de dicha carga.

15



Electromagnetismo CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

Solucién:
La expresién de la fuerza es:

10°8.1073(F —r7)  1078-2-1073(7 — r3)

F= S =3 S 3
dmeg |7 — 71| dmeg |7 — 73|
Donde:
V4
A
2x102[C]
M4
Yy
Figura 2.7: Fuerza entre Tres Cargas Puntuales
1. 7=(0,3,1)
2.1 =(3,2,0)
3. 75 =(1,0,4)

5. (F=71) = (=3,1,1) = |[F=i]* = [ /(=37 + (17 + (1)2}3 = [VII]" = VIT = 11VII

6. (7~ r3) = (~1.3,-3) |7~ 73ll* = [T+ BF + (377] = [va0]° = v&0© = 20v20 = 405

_10719-9-10%(=3,1,1) 1071%-2-9-10°(-1,3,-3)

= F = (—5,3883; —3,5704; 8,5044)[c N
1111 40v/5 ( J[eN]
Luego el campo eléctrico es:l..I.,
. F 102
E = — = (—5,3883; —3,5704; 8,5044) -
q ( 9 ) 9 1O ) 10,8

E = (—5388,3; —3570,4; 8504,4) - 10°[N/C] = [V/m)]

EJEMPLO 3:

Dos cargas puntuales de masa m y carga ¢ cada una estan suspendidas desde un punto comtin mediante dos hilos
de masa despreciable y longitud I. Muestre que en la situacién de equilibrio el angulo o que forma cada hilo con
respecto a la vertical satisface la expresién:

q* = 16megmgl? sen? () tan(a)

16
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Si v es muy pequefio, muestre que:

Solucién:

5 q?

ar | ——
16meqmgl?

Figura 2.8: Equilibrio Electrostatico

Por la situaciéon de equilibrio - estamos en electrostatica - se cumple que:

Sabemos que F, = 747760(2?'5‘1%(@)2

luego

mg  cos(a)

F. sen(a) {FE = T'sen(«)
mg = Tcos(a)

y =myg tan(a)

q
4d7meg-41? sen? («

. q* = 16megmgl? sen’(a) tan(a)

Si a < 1= sen(a) — a, cos(a) — 1 = tan(a) — « reemplazando obtenemos que ¢? = 16wgomgl?a® - a

EJEMPLO 4:

3 q?

S 16megmgl?

Se dispone de un material que cae por un tubo desde un proceso minero. Dicho material estd compuesto de varias
sustancias de donde interesa separar particulas de cuarzo cargadas positivamente de particulas de fosfato de roca
cargadas en forma negativa. Para ello se idea el sistema de la Figura 2.9 en donde se aplica un campo eléctrico

horizontal de E = 500,000 [v/m].

Suponiendo velocidad y desplazamiento inicial nulo (boca del tubo) y una relacién carga/masa de ambas particu-
las igual a ¢/m = 9 [uC/Kg] (u = micro = 10"%). Se pide determinar la separacién horizontal de las particulas

luego de caer 80 [cm)].

Solucién:

Suposicién: A pesar de que las cargas se mueven, aqui sélo usamos la fuerza electrostatica producida por el campo
externo y despreciamos la interaccidn entre las cargas en movimiento.

17
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R
X
C
55y
©
Figura 2.9: Movimiento de Cargas
F m- Qg
= 0%z F=F,
©E=mha ’
2 S
4500000 = m > M= M5
0%z —
9-107°-5-10° = =5 // 9= at2 //
2 —gt
15=2C a5t = // grres= //
ot?
gt
4,5t2 t)=—"— t
x(t) = 0 +at+ce y(t) 2 tostha

En consecuencia:

(1) Cl:a(t=0)=0=i(t=0)=0= ) = L3

(2) Chiy(t=0)=0=g(t=0)=0= y(t) = -2

Se pide la distancia entre las cargas luego de desplazarse 80 cm en el sentido del eje Y, o sea:

y(t) = 0.8 = ~25%

Resolviendo se encuentra que esa distancia se alcanza en un tiempo t? = 0,1633. Reemplazando este tiempo en
la ecuacién para z(t) se tiene:

z(t) = 42 -0,1633 = x = 0,3678m

oL distancia = 2x = 73,47[cm]

PROPUESTO:

Resuelva el mismo problema suponiendo que se tiene una estimacién de la velocidad maxima de salida del material
por el tubo V4, = 10™ y se requiere calcular ahora el campo eléctrico, de modo que se separen 1 [m] todas las
particulas de cuarzo y fosfato antes de que caigan 80 [cm].
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2.5. Campo Eléctrico de Distribuciones Continuas

Habiamos dicho que cuando se tiene un conjunto de cargas puntuales el campo tiene la expresién:

n

= Qi (7 — 7k
By = ( = _? 3

o dmeo II7— 7&|l

e}
qq
P
7’_"1 Qs
T
O

Figura 2.10: Campo de Sistema de Cargas

Por extensién, cuando se tiene una distribucién continua de carga tenemos > — [y ¢ — dg (con dg ubicado en
7'). Con ello la expresién para el campo queda:

L1 (F— )
E= / ‘ dg (2.2)

ineo Jeo 7=

Examinaremos 3 casos de distribucién de carga: lineal, superficial y volumétrica.
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2.5.1. Distribucién Lineal

En este caso se tiene una densidad lineal A(#")[C/m] de modo que el elemento diferencial de carga es dg = A(7')dl

seglin se muestra en la Figura 2.11.
A(T)

dg = \(1")dl'

il

i
T

O

Figura 2.11: Distribucién Lineal de Carga

Luego la expresidn de carga es:
1 (7F—=7")
ik

E= A(l)dl 23
dmeo Jr |7 — 7 © 23)

EJEMPLO 5:

Considere una distribucién lineal de carga A que se extiende de A a B a lo largo del eje Z, como se muestra en

la Figura 2.12. Se pide calcular el campo en todo el espacio.

=l

Figura 2.12: Campo de Distribucién Rectilineo

Solucién:
Aqui 7' = 2’k con A < 2/ < B. Ademds 7 = zi + yj + zk y dg = \(2')dz’ para lo cual se debe resolver:

B A A N1
E= / ity + (2= 2k sA(2)dz
A a2+ 2+ (2 —2)?
Ademas
sen? (o) 1

20
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Entonces
%z xdz x [ x x
/ 3 = ——2/ cos(a)da = —— sen(a)|y? = — [sen(a;) — sen(ay)]
4 AP (2 - 2)2 a? Jo, a a
Suponiendo que en el punto A 2/ = 2] y en B 2/ = 2} se tiene:
1 _ z—z]
SGD(al) \/m(&
oy _ z—zh
Sen<a2) \/m(&
Luego las dos primeras integrales corresponden a lo siguiente:
/ZQ xdz B x z— 2z z— 2}
o \/x2+y2—|—(z—z/)23 (@ +9?) Va2 + 2+ (2 —20)2 Va2 +y2+ (2 — 2b)?

/22 ydz’' B y z—z z— 2z
2 \/x2+y2—|—(z—z’)23 (@ +92) [ Va2 + 2+ (2 —20)2 Va2 +y2+ (2 — 25)?

Resolvemos ahora la tercera integral:

/ (z—2)d7 3
\/xz i yz i (z _ Z/)Q

Usando el mismo cambio de variable: (z — 2’) = atan(a), con o = 2% + 3% = d2’ = —a(1 + tan?(a))da se
tiene que:
/“2 atan(a) [—a(l + tan?(a))] do a? /0‘2 tan(a)da 1 [ cos(a) sen(a)d
= ——F —_—m —_—
1 a? +a? tan2(a)3 a® Jo, /1+tan?(a) aJa, cos(a)
1/@2 1 1 1 1
=—= sen(a)da = — cos(a)|5? = —(cos(az)—cos(aq)) = —
a o ( ) a ( ) 1 O{( ( 2) ( 1)) \/$2+y2+(Z—Zé)2 \/x2+y2+(z—zi)2

Asi, tenemos finalmente:

A

E =
47T<€0

z— 2 z— 2 zi+y)
V2 + 2+ (=202 o2+ yi 4 (z—2h)? | 2+ P

A 1 1 "
+ - ki
dmeg [\/m2+y2+(z—z§)2 \/x2+y2+(2—z{)2]

Casos particulares:

1. 2{ =0, 25, — oo, distribucién lineal semi-infinita:

= A i 7 1 .
E= : TN J
dmeg \/m vty w/;p2+y2+z2
2. 2] = —00, 24 — oo, distribucién lineal infinita:

E:

A i+ yj - A |zi+y)
{ + }x2+y2 x2+y2

47T€0 2’/T€0
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Y en coordenadas cilindricas:

X

Figura 2.13: Cambio de Coordenadas

~ ~ ~ w2a_fy2 = %i = COS(d))i
cos(9)i +sen(@)j=pd Tt w0t
Py T T
= A
2mepp

Notar que el campo no esta definido para p =0

2.5.2. Distribucién Superficial

En este caso se tiene una densidad superficial o(7)[C//m?] de

modo que el elemento diferencial de carga es
dq = o(7")ds seglin se muestra en la Figura 2.14.

Plano S con Carga Superficial

Rl

“‘x

ds: Diferencial de Area
O

Figura 2.14: Distribucién Superficial de Carga

Aqui ds = ds(7') y la ecuacién del campo eléctrico queda entonces:
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EJEMPLO 6:
Considere un disco de radio R, el cual posee una distribucién de carga superficial o constante. Se pide determinar
el campo en el eje Z, seglin se muestra en la Figura 2.15.

=L

— —___ o = constante [C/m*

>

Figura 2.15: Disco Uniformemente Cargado

Solucién:
Los vectores de posicion son:

El campo eléctrico en el eje Z es:

N . 1 P S PN ]AC
E(F):E<0,0,Z): / ( TUL—yY )tz )SO'dS/
e Ly i
Usaremos coordenadas polares: 22 + 32 = 12 y ds’ = r'd¢dr’ entonces:
. 1 ¢=27 pr=R Ia ]%
E(z) = R dgdr
dmeo Jo=o Jr=0 2§ 22
Por simetria:
E(z) = Ek
Es decir: R )
r=R 12 gl
/ T 0 iProbarlo!
r=0 A /,r/2 + 22
Entonces:
r=R ) r=R
= dr'k - 1 - ., 1 1 R
:,E(Z):L/ _ardrk :02[_} . E):UZ{_}
260 Jr—o /172 ¥ 22 2e9 Vr2+ 221 20 ||2|  VRZ+ 22

23



Electromagnetismo CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

Caso particular: R — oo, plano infinito.

Y
(k)

280

Figura 2.16: Plano Infinito Uniformemente Cargado

Notar que el campo es constante y sélo cambia de signo cuando el eje Z pasa por cero. Mas tarde veremos que
este resultado es importante para el estudio de conductores.

Observacion: No estd definido para z = 0.

2.5.3. Distribucién Volumétrica

Consideremos una distribucién de carga en volumen representada por el campo escalar p(7)[C//m?] de modo que
el elemento diferencial de carga es dg = p(7")dv’ seglin se muestra en la Figura 2.17.

dv'

=
=

Rl

0

Figura 2.17: Distribucién Volumétrica de Carga

La expresién del campo eléctrico es:

= e ) e .

Donde la integral se calcula en todo el espacio €2 donde hay carga.
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EJEMPLO 7:
Se tiene una distribucidn esférica de carga total @) y radio R. Se pide determinar la densidad de carga p en toda
la esfera suponiendo que ella se distribuye uniformemente.

Figura 2.18: Esfera Cargada

Solucién:
La distribucién de carga p cumple con:

/desz

dv = rdfrsen(0)dpdr
dv = r?sen(#)dfdodr

Donde el elemento de volumen dv es:

Reemplanzando se obtiene:
R p2m g R 2
/ / / prsen(0)dfdodr = Q = / / pr? [(—cos(0))]5 dpdr = Q
(r) J(¢) J(6) 0 Jo ?/1)_—2’

3Q
4T R3

R RS
:>/ pr22-27rdr:Q:>p?47r:Q:> SLp=
0
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EJEMPLO 8:
Determine el campo eléctrico producido por la distribucién de carga del EJEMPLO 7. Para » > R en todo el
espacio.

Figura 2.19: Campo Eléctrico de Esfera Cargada

Solucién:
La expresién para el campo eléctrico es:

. 1 R 27 T —»_7—,'/
E(r) = / / / ——dv
(™) dmeo Jo Jo Jo |F—7

Usando coordenadas esféricas: 7 = 1’ sen(8’) cos(¢')i + /' sen(0") sen(¢')j + 7’ cos(0 )k

~

y 7 = rsen() cos(4)i + rsen(f) sen(¢)j + r cos(0)k

Con ello se obteniene la siguiente expresién para E(7):

E:

% sen 0'd0’d¢ dr’

p JI[(rsenﬂcos¢—r'senﬁ’cosgo’)i—i—(rsenesen(b—r’sen@’sengo’)j—i—(rcos&—r'cosﬁ')fc
47T<€0 Q

17— 7|

El problema ahora es resolver esta integral. jTarea Ardual

Por ello en general se recurre a simplificaciones para resolver este tipo de problemas. Veremos aqui una va-
riante. Dado que el problema presenta simetria esférica, basta con calcular el campo en el eje Z (ademds al
integrar sobre ¢’ las otras integrales se anulan).

Asi, calculamos la componente en Z del campo, es decir, basta con calcular

—

= B0k i I e
Q

471'50
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3

y
X
Figura 2.20: Coordenadas Esféricas
Desarrollando el producto punto:
(F—7") - k= |7 — 7| cos(c)

Donde: , o , o

cos(a):z_r cos/( ): z — 1’ cos(8)

(|7 — 7] V22 + 12— 221" cos(0)

Ademas:

dv = r"*sen(0)d0’d¢’ dr'

>

=z

Reemplazando:

B ij cos( / /2”/ cos(a)r’? sen(0')do’ dg’ dr’
E T drweg |7 — "/H 47r50 + 772 — 2r'z cos(6')
/ / z — 1" cos(6'))r'"? sen(¢’ ldQ’d?"
250 V22 + 12 =21z cos(0)
No depende de ¢’. Realicemos ahora las integraciones en las otras variables.
/ / 2z — 1" cos(0'))r"? sen(9’)3d0,dr,
) V22 412 =21z cos(0)
A

2r'? sen(¢') '3 cos(6) sen(6) .y
_df/dr
250 \/22 + 72 — 21z cos( 9’ \/22 + 72 — 2r'z cos(6')

B

En donde si desarrollamos A y B, se llega finalmente a:

L R3 .
E P}

2 =

32260
Como existe simetria radial, el campo en todo el espacio tiene la forma:
R3p

3|72 eo

E(F) =
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. 3 .y 7 .
Y si usamos el hecho de que Q = %, también podemos expresar el campo eléctrico como:

s Q.
PO = = 20

Veamos un camino mdas corto (pero también mas dificil de imaginar). Notemos que se cumple:

0 1 . z — 1’ cos(0)
0z | /2% = 221" cos(0') + 17 V22 = 2z1'cos(0') + 7z

Luego, podemos escribir la integral como:

_ 2 ’
/ VO / I - 2 sen(0')de!dy’
T2 V22 —2z1'cos(0) + el 2 9z V22 =221 cos(0)) + 12

Observemos ahora que:

zr’ sen(6")
\/22 — 221" cos(0') + r'?

% { 22 — 227! cos(@’)} =

Luego podemos escribir la integral como:

- 0 0
Ez:——p —/ 7;{\/22—&-227"’4—7"2—\/22—2,27"’4-7”2}dr’:—L 7/ —[lz+7| = |z =] dr'
2e0 0z z 2e0 0z J,

Si suponemos que z > R se tiene que |z + 7| — |z — 1| = 21/, luego:

"R ./ 3 3
p 0 o p 0 | R p R
F,=——— —2rdr' = FE,=——|2—|=>FE, = — |—
2002z Jy =2 rar 2e¢ Oz { 3eo | 22
Por simetria radial, el campo tiene la forma:
R3p

oz "
1711 €0

E(F) =

Al introducir la carga en funcién de la densidad se obtiene el mismo campo calculado anteriormente en (2.6):

Q .

E(f)= —< ¢
" 47 |17 <o

Dado que el célculo directo de los campos se dificulta con la evaluacién de integrales, es de suma utilidad el uso
de programas computacionales en aplicaciones pricticas. Ademds, en muchos casos facilita los célculos la ley (o
teorema) de Gauss que veremos a continuacién.
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2.6. Ley de Gauss

2.6.1. Conceptos Matematicos Incluidos
Antes de ver la Ley de Gauss conviene repasar los siguientes conceptos de célculo vectorial.

1. Concepto de Flujo. Consideremos un campo vectorial A definido en todo el espacio y una superficie S

cualquiera como se muestra en la Figura 2.21.

ds5=ds-a,

Figura 2.21: Concepto de Flujo

Se define el flujo v de A a través de la superficie S como:
b = ff/f— 5= ﬂA’- ds - ay, (2.7)
s S

Asi 1) es una integral de superficie del producto de dos vectores [ﬂ Notar que 1 es un campo escalar que
depende del sentido en que se escoja el vector unitario a,.
Para superficies cerradas se designa:
v= (A a5
s

ds=ds-a,

Figura 2.22: Flujo en Esfera Cerrada

3El simbolo “" se usara para designar el producto punto entre dos vectores
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2. Teorema de la Divergencia Se cumple:

gﬁﬁff.dgzﬂ V- Adv
S Q

Donde € es el volumen contenido por la superficie cerrada S y "V-" es el operador divergencia, que en

coordenadas cartesianas es:
voe (Ziv 254 2,
-\ oz ﬁyj 0z

En el apéndice C de este apunte se puede observar la divergencia para las distintas coordenadas.
Si A = E campo eléctrico, entonces 1) representa el flujo de campo eléctrico. En donde interesa el caso de
superficies cerradas.

wzg}j.dg (2.8)
5

Para mayor informacién puede ver los capitulos 2 y 4 del apunte de Calculo Avanzado y Aplicaciones del
Departamento de Ingenieria Matematica de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad
de Chile (version 2009) puesto en la recomendacién inicial de este apunte.

ﬁ[l’-d?z{jV x Ads

Donde T" es la curva perimetral que define a la superficie cerrada S, y VX es el operador rotor que en
coordenadas cartesianas es:

- 04, 0A 0A, 0A 0A, 0A,\ -
A= z Y\ A z T\ A y T
v X (3y 32)2—’_(8:17 0z)j+(3x 8y)k

3. Teorema de Stokes:

Lo anterior vélido para coordenadas cartesianas.
Puede observar las distintas formas del rotor en otras coordenadas, en el apéndice C de este apunte.

Para mayor informacién puede ver los capitulos 3 y 5 del lapunte de Célculo Avanzado y Aplicaciones del

Departamento de Ingenieria Matematica de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad
de Chile (versién 2009) puesto en la recomendacién inicial de este apunte.
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2.6.2. Ley de Gauss

La ley de Gauss establece que el flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada S es igual a la carga
total encerrada por dicha superficie (Qr) dividida por la constante gq. Asi

qusfgﬁﬁ.dg:@
S

€o
Demostracion:

Comentario: Dado que cualquier campo electrostatico es el resultado de la suma de muchas cargas (el n°
puede ser muy grande pero finito), la expresién resultante del campo tendrd una forma similar en virtud del
principio de superposicién.

Primero que todo, debemos recordar que el campo producido por una carga puntual tiene la forma:

Q

4megr?

Consideremos ahora el dngulo sélido AS) que es subtendido por una superficie esférica AA, que esta
definido como:
AQ = —
r2

Tal y como se muestra en la siguiente figura:

AA
_—
AQ

Figura 2.23: Muestra de Angulo Sélido

En términos diferenciales, d) = ‘i—ﬁ, el dngulo sdlido para “toda la esfera” es por lo tanto

dA  Amr?
Q= fsf PR 47T[S’f‘]

En el caso en que el drea AA no es perpendicular a las lineas que salen del origen que subtienden a AQ, el dngulo

sélido corresponde a
AAn -7 AAcos(0)

AQ = 2 2

won

Si se tiene una carga “q"” rodeada por una superficie cualquiera, para calcular el flujo que atraviesa esta superficie,
es necesario encontrar el factor £ - nAA para cada elemento de area de la superficie de la esfera. Asi:

A =B anAd =0 aaa= k2T - gag
T T

“#La unidad (sr) hace referencia a la unidad de todo dngulo sélido llamada estereorradidn
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Figura 2.24: Visualizacién de Vector Normal

De esta forma, se obtiene una expresién para cada elemento de flujo Ay de la esfera. Con ello el flujo total en
toda la esfera es

- 1 q
wneto—gE'ndA—llﬁKq—llﬁ- 471_50 g = 5
ds

Notar que la superficie S es cualquiera, ya que sélo se introdujo la proyeccién ortogonal de ella en esta ecuacidn.

Ahora analicemos el caso en que la carga estd afuera de s, o sea, la superficie s no contiene la carga. tal
como se muestra en la figura

Figura 2.25: Muestra de Angulo Sélido

Se observa que Ay = E - Asiiy = E - dodyr?. Adicionalmente, Ay = E - Asiiy = —E - dfdyr®. En donde
se concluye Ay + Ay = 0.
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Luego Vs
(B a5 =2
S €0

Notar que, si en lugar de una carga puntual, se consideran N cargas puntuales; rodeadas por una superficie S, se
obtendra un resultado andlogo al anteriormente mostrado.

Y si recordamos que el campo en cualquier punto, puede expresarse como la suma de los campos de cada una de
las cargas, el campo total tendrd un flujo asociado, dada la suma de estos. Es decir

Con lo cual, podemos intuir, que el flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada S es proporcional a
la carga total del sistema Q1 dentro de un volumen € encerrado por S. Y como el borde del volumen {2 estd dado
por la superficie S, se tiene la ley de Gauss
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EJEMPLO 9:

Calcule el campo eléctrico en todo el espacio producido por una distribucién homogénea de carga p dispuesta en
una esfera de radio R.

Figura 2.26: Distribucién Esférica Homogénea de Carga

Solucién:
Primero debemos convencernos que el campo tiene simetria esférica. Es decir, E(7) = E(F)# jhacerlo!

Para r > R (vea figura 2.23) :

||E(7)|| es constante para r fijo y por simetrfa E(7) apunta en la direccién 7 en coordenadas esféricas, es decir,
E(7) = E(F)#, luego:
ds = rdfrsen(0)dor = r? sen(0)dfdor
27 g ™ ™
@S E.di= / / E(7)7 - 72 sen(0)d0ddi = / 21 E(7)r? sen(0)df = 2w E(7)r? / sen(6)do
5 o Jo 0

0
= 21 E(7)r? [—cos(0)]; = 4mr?E(F)
Reemplazando se tiene:

%ﬂ'R3p _ R?

4P B(F) = = B[ = 5 pr jConstrastar con Ejemplo 8!

Para r < R (vea figura 2.34):
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Y la carga encerrada por S es:

Figura 2.27: Flujo de Superficie Esférica

Con lo cual se obtiene:
3

T 27 ™ T T T r 4
/ / / pr?sen(0)dfdodr = 27Tp/ / r? sen(0)dOdr = 27rp/ 72 [— cos(0)] dr = 47Tp/ r2dr = ip
o Jo Jo o Jo 0 0 3

Luego:

Gréficamente:

3eg

R

Figura 2.28: Campo de una Esfera

Asi, de acuerdo a la Figura 2.25 el campo es méximo en la superficie de la esfera, desde donde decae en ambos
sentidos.

Este ejemplo sirve para comprender mejor el modelo de cargas puntuales. En efecto, si deseamos calcular el campo
en las cercanias de una carga puntual debe recurrirse a un modelo parecido al desarrollado en este ejemplo, en
donde se ve que el campo justo en el centro de la particula es cero.
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Conviene puntualizar algunos aspectos de la Ley de Gauss:

1. La ley de Gauss es util cuando hay simetria, o sea cuando se puede sacar la magnitud del campo eléctrico
E de la integral de superficie, es decir, cuando se puede efectuar la manipulacién:

@E-dg’:E@dg@E: Qrotal
S S

€0 ﬁ ds
s
2. La ley de Gauss es valida para todo el espacio.

3. Aplicarla requiere cierta destreza (la que se logra con prictica). Por ejemplo consideremos que tenemos una
carga puntual en presencia de una distribucién en volumen como la mostrada en la Figura 2.26. Se desea
calcular el campo en todo el espacio. Una solucién simple consiste en aplicar superposicion.

p o o p

Figura 2.29: Superposicién Aplicada

En este ejemplo no es posible usar directamente la ley de Gauss en la configuracién inicial (lado izquierdo) y, por
otro lado, la integracidn directa resulta de gran complejidad. Sin embargo, al aplicar la superposicién se resuelven
separadamente los campos para la situacidon de una carga puntual sola, y luego la de la esfera. El campo total
serad la suma directa de ambos campos.

Obs: jSe debe utilizar el mismo sistema de referencial

2.6.3. Primera Ecuacion De Maxwell

Dado que Q1 = jjf pdv para una distribucidn volumétrica entonces:
Q

@ E-ds= % jjj pdv (2.9)
s Q

Ahora si aplicamos el teorema de la divergencia:
L _ 1
@E-ds—fi V. Edv = Eofypdv

Dado que esto es vélido para V volumen V se tiene

Es usual definir el vector D = g’ como vector desplazamiento (ya veremos que en medios materiales tiene un
significado fisico importante), de modo que la ecuacién anterior se escribe como:

V-ﬁ:p

Siendo esta la 1% ecuacién de Maxwell.
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2.7. Potencial Eléctrico

Hemos visto que los campos eléctricos son originados por cargas eléctricas, ya sea puntuales o distribuidas espa-
cialmente. Introduciremos ahora el concepto de potencial eléctrico el cual estd asociado al trabajo o la energia
de un determinado campo eléctrico. Adicionalmente, este concepto de potencial eléctrico entrega una manera
alternativa, y en general mas facil, para obtener el campo eléctrico.

2.7.1. Trabajo de un Campo Eléctrico

Supongamos que deseamos mover una carga puntual ¢ desde un punto A a otro B en presencia de un campo
eléctrico £ como se muestra en la Figura 2.27.

Figura 2.30: Trabajo de Campo Eléctrico

La fuerza que experimenta ¢ debido al campo eléctrico es F= qE, de modo que el trabajo que debe realizar un
agente externo para mover dicha carga (y "vencer” la fuerza eléctrica) una distancia infinitesimal di es

dW = —F -dl

El signo negativo indica que el trabajo lo hace un agente externo (por ejemplo un dedo empujando la carga).
Si dW es positivo significa que el trabajo lo realiza el agente externo (o sea el campo eléctrico se opone al
desplazamiento de la carga en el sentido de df). Si dIW es negativo significa que el trabajo lo ha realizado el
campo eléctrico (no ha sido necesario empujar con el dedo).

Luego el trabajo (externo) realizado para llevar carga desde el punto A a B es:

B B _
W:/ dW:—q/ E-d (2.10)
A A

Dividiendo W por ¢ se obtiene el trabajo por unidad de carga o, equivalentemente, la energia por unidad de carga.
Esta cantidad, llamada V4, se conoce como la diferencia de potencial entre los puntos B y A. Asi:

—

w B
VBA:VB—VA:—:—/ E -dl (2.11)
q A

Notar que:
1. A es el punto inicial y B el punto final del desplazamiento.

2. Si Vpa < 0 el campo eléctrico es quien hace el trabajo (hay una pérdida en la energia potencial eléctrica
al mover la carga desde A a B). En caso contrario es un agente externo quien ha realizado el trabajo.

3. Vpa se mide en [J/C], lo cual se denomina Volt [V]. Por ello es comiin expresar el campo eléctrico en

[V/m].
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EJEMPLO 10:

Supongamos una carga @ fija en el origen y una segunda carga q ubicada a una distancia 74. Se desea calcular el
trabajo necesario para llevar esta segunda carga a una distancia 7 segln se muestra en la Figura 2.28. Calcule
ademads V.

Figura 2.31: Trabajo de una Carga Puntual

Solucién:
Campo:
o Q R
EF=_=
4egr?
Trabajo:
B — — -
W:fq/ E-dl dl = drt
A

o q47T€()

B rA

TTA

>

TEQ . Q "B dr Q 1" Q 1 1
W =—¢q Sdrr -7 q - =—q

ra 47T€0’I‘ 471'50 ra r 47T€()
Notar que si 74 < rp (como en la Figura 2.28) el valor de W resulta negativo si ¢ y @ son del mismo signo.
Sabemos que para este caso las cargas se repelen, por lo tanto el campo de Q es quien realiza el trabajo (y no
un agente externo).
La expresidn para la diferencia de potencial Vg4 es:

PREEi

B TA

Vs = — =
b q 47eg

Esta expresién no depende de g sino que de la carga que produce el campo E, en este caso (). Este resultado
permite definir de manera mas general el potencial eléctrico como veremos a continuacién.

Notar ademds que el trabajo es el mismo si la carga g se mueve a 7, donde ||Fg|| = ||Fc||, ya que en la
integral dl = dr7 4 rdf6, la componente en 6 no contribuye dado que es ortogonal al campo producido por Q.
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2.7.2. Definicién de Potencial Eléctrico

Para el ejemplo analizado anteriormente Vg 4 representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar
para llevar una carga entre los puntos A y B. Si dejamos variable el punto B se genera la funcién:

S Q 1 1
V(r) = — [H— +Va
dweg |7 ra
Esta funcidn permite evaluar el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para llevar una carga desde
la posicién 74 a cualquier lugar definido por el vector 7. Es una practica usual definir la referencia de potencial
en el infinito como un valor nulo, es decir, si hacemos tender 73 — oo, V4 = 0 con lo que obtenemos:
Q 1 Q

V r) = X - = ——
(T) 47T€() T 47TE() ||’I7H

Esta expresion representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para traer desde el infinito una
carga hasta la posicién 7, cuando existe una carga @ en el origen (la carga que produce el campo eléctrico E)
Esta expresion se define como la funcidn potencial eléctrico de la carga () y corresponde a un campo escalar
definido en todo el espacio. Para generalizar este resultado consideremos la situacién de la Figura 2.29.

A

2>
=\

Y

Figura 2.32: Potencial Eléctrico de Carga Puntual

Asi, en un sistema de referencia cualquiera la expresién general para el potencial eléctrico asociado a una carga ¢
en la posicién 7/ es

q 1
V()= —-5—=V
) dmeg ||7— F’H[ }

Dado que V es una funcién lineal con la carga, también aqui se cumple la propiedad de superposicién, i.e., para

n cargas qi,qz, ---, qn S€ cumple:

q1 q2 dn
= — e
dmeg |[F— 71| 4dmweo ||F— 73| dmeg |7 — 7|

4%

n

i qk
Ve =S —
(") ; dmeo |7 — 7]

Andlogamente al caso del campo eléctrico, para distribuciones continuas de carga se tiene:

1 dq'
V() = = I‘ﬂ ||F—qF’H (2.12)
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Y dependiendo de la distribucién de carga usamos:

L[ M)

L .
V) 4mo/r||f—f'|| '
1 o() .,

Vi) = — || —2-d
" 47rso£f =T

., 1 !
V(T) = 4reg J‘Jf :(_Tf)»/ndvl

Donde A, o, p corresponden a las densidades de carga lineal, superficial y de volumen, respectivamente (campos
escalares en la variable 7).

EJEMPLO 11:
Se tiene una linea de largo [ con distribucién de carga A constante en el eje Z. Se pide demostrar que el potencial
producido por esta distribucién lineal de carga en el plano medianero (z,y,0) puede escribirse como:

A 1+ sen(«)
 dmeg 1 —sen(a)

1
|4 ) en donde  tan(a) = o

p

Consideremos la figura 2.30

>N
l

-L/2

Figura 2.33: Potencial de Linea Cargada

Solucién:
Los vectores son: 7 = (z,y) = xi + yj = pcos(d)i + psen(p)j, 7’ = 2’k = |7 — 7’| = /a2 + y> + 22

Luego,
1 Z’:l/2 /\ )\ zl:l/2 d /
V(z,y) = / dz’ / i

Ameo Jue—iyo S22 Y2 + 22 Ameo Jue_ijn \/p? + 272

Haciendo el cambio de variable:
2" = ptan(0)

dz' = psec*()do
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Se tiene:

02 2 02
PA / sec”(0) A / A 05
Viz,y) = df = sec(0)df = In [sec(8) + tan(6

(2,9) dmeo Jo, py/1+ tan?(0) dmeo Jo, (©) 4dmeg [sec(®) (o,

Considerando:

tan(6;) = —;—p =0, =—a

tan(fs) = QL =60 =a
p

= Vix,y) = [In(sec(a) 4 tan(a) — In(sec(—a) + tan(—a)]

471'50

- 7?50 [111( 1, Sen(a)) “n (COSI + Sen(‘a)ﬂ — 2 lin(1 + sen(a)) — In(1 — sen(a))]

cos(a)  cos(a) (—a)  cos(—a) )| 4meg

1]

De la geometria de la Figura 2.30 se cumple que:

L
sen(a) = ——2
V) 2
2
Luego
1/2
A R TPl A [ VET A2
VW) = e "M\ T2 || T T ™| Vs B 12
NP
VaZ+yr +12/4+1)2
= o V(z,y) = A m | VY A+l
dmeg VaZ+y +12/4-1/2
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2.7.3. Relaciones entre Potencial y Campo Eléctrico

A partir de las relaciones de trabajo desarrolladas para cargas puntuales podemos plantear la funcién potencial
entre dos puntos A y B en funcién del campo eléctrico como:

B—» —
VBA:—/ E-dl
A

Y haciendo rg = r y A — oo obteniamos la funcién potencial como:

V()= - E-dl endonde V(r=o00)=0
“+o0

Recordemos que la definicién obtenida a partir del trabajo nos conducia a la expresién:
B — —
VBA:VBfVA:—/ E.-dl
A

Que representa el trabajo por unidad de carga para trasladar una carga desde el punto A al B. Por lo tanto al
dejar variable el punto B = rp, la expresidn del potencial queda:

V(E) =— [ E-dl+V(F=r3)
A

El valor que adquiere V(7 = r74) es llamado referencia o potencial de referencia (o voltaje de referencia V;.y).
Por ello, la expresion mas general del potencial eléctrico es:

V(F):—/ B-dl't Vg
ref

Notar que dado que el potencial de referencia es un valor constante, al calcular el trabajo entre dos puntos cual-
quiera se cancela.

Como ya se dijo, existe libertad para escoger el valor del potencial en el punto de referencia, y generalmente
se utiliza el infinito. En algunos casos especiales, por ejemplo cuando hay distribuciones de carga infinita, puede
resultar mas conveniente escoger una referencia distinta, y dejar que el potencial no sea nulo para r — oo (Ver
Ejemplo 12 m3s abajo).

Del desarrollo anterior se cumple la relacién:
VV(F) = —E(7)

El campo eléctrico se obtiene a partir del gradiente de la funcién potencial.
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EJEMPLO 12:
Considere una distribucién de carga lineal infinita segun se muestra en la Figura 2.31. Calcule el potencial en todo
el espacio.

Figura 2.34: Campo y Potencia de Linea Cargada

Solucién:
Aplicando Gauss a la superficie S tenemos:

O

@E-ds": T(S)
€0

S

en donde dS5 = rdfdzv

h

27
E(7)# - rdodzr
0

@E-dgz/
S

@E -ds =2mhE(r)

S~

S
Por otra parte, la carga total encerrada es Q7(S) = hAg. Luego, en coordenadas cilindricas el campo vale:
~ Ao .
7

2megr

Apliquemos ahora la definicién de potencial eléctrico.

s )\0 .
F) = — podl+ Vi
V(7) /Tef el Vyes

Escogiendo un radio para realizar la integral de linea dl’= dr#. Por lo tanto,

‘s AO
V(r) =— d Vie
(") /Tef 2mwegr Tt f

V(f‘):— )\[) ln (r)+VTef

2meg ref
Analizando esta expresion vemos que el potencial en el infinito no puede ser nulo, ya que la funcién potencial
diverge. Esto no ocurre en la realidad, ya que, no existen distribuciones infinitas de carga. Sin embargo, es util
trabajar en algunos casos con este tipo de aproximaciones. Como ejemplo, podemos plantear que, si deseamos
calcular el campo eléctrico en el centro de una aguja cargada, podemos suponer una densidad lineal infinita.
Por ello, en este caso es conveniente escoger la referencia para un valor arbitrario (pero finito) de r. Por ejemplo,
para r = 1y (finito) hacemos V,.y = 0. Asi, la expresién para la funcién potencial de esta distribucién infinita

Lo r
V(r) = “omes In <ref)

Notar que para cualquier referencia se sigue cumpliendo VV (7) = —E(f’)

de carga queda finalmente,
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2.7.4. Ecuacion de Laplace y Poisson

Habiamos visto que:

Tomando la divergencia a ambos lados obtenemos:
V- (VV(7) = =V - E(F)

Si usamos la 1% ecuacién de Maxwell, llegamos a:

V- (VV(7) = —5%

Y como V - (Vf) = V2 se tiene:

VAV (7) = —g

Cuando no hay carga tenemos:
V2V () =0

El operador V2 se conoce como Laplaciano (también conocido por A).

En coordenadas cartesianas es:

5 5 2 R 2 2 27/ .
VAV = <8Z+a]+ak>-<8VA+8Vj+aVk>jv2V:avi+aVA+6V/<

or 0Oy 0z Bz Oy 0z Ox? 8y2j 022

En coordenadas cilindricas es:

10 ( 0V 19%°V 9%V
2 _ - - - -

Y en esféricas su expresidn es:

10 aVv 1 0 ov 1 0%V
2y )= —— (rP )+ — = 0
Vivir.¢.6) 2or \\ or T sen(0) 00 sen(f) a0 Tz sen?(6) 9¢?
Asi, el Laplaciano de un campo escalar es también un campo escalar.

Hemos demostrado que el potencial eléctrico satisface la ecuacién de Poisson en las regiones donde existen
fuentes de carga y satisface la ecuacién de Laplace en las regiones sin carga. Para resolver estas ecuaciones se
requiere definir condiciones de borde para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales resultantes. Asi, una
manera alternativa de obtener el campo eléctrico es primero obtener la funcidn potencial a partir de la resolucién
de la ecuacién de Laplace (o Poisson) cuando se conocen (o se pueden inferir) las condiciones de borde. Una vez
obtenida la funcién potencial el campo se calcula tomando el gradiente del potencial.
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EJEMPLO 13:

Para la configuracién de la Figura 2.32 se sabe que el potencial en los planos semi-infinitos definidos por
V(p =0,p,2) =0y V(¢ = 7/6,p,z) = 100V. Se pide calcular el potencial y el campo para la regién en-
tre los semiplanos (no incluido el eje Z, o sea p = 0).

Solucion:

Y<<

Figura 2.35: Potencial entre Placas

Claramente V depende sélo de ¢, por lo que la ecuacién de Laplace en este caso es:

1 0%V
V(i) = -5 =0
p? 0¢?
Dado que p = 0 esta excluido del célculo esta ecuacidn se convierte en
0*v
- = 0
0¢?
Cuya solucién es de la forma: V = A¢ + B.
Aplicando las condiciones de borde obtenemos para ¢ = 0 el potencial V = 0, es decir, B = 0. Usando la otra
condicién de borde para ¢ = 7/6 tenemos:

100 = Ar/6 = A = 20
™

Luego el potencial es:

B
m
Y el campo:
10V - - 600 -
E() =-VV(r)=———— E(f)=—-—
(7) (7) > 95° (7) o
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2.7.5. Campo Eléctrico Conservativo

Otra propiedad importante de los campos eléctricos se obtiene a partir de la propiedad matematica asociada a
campos escalares f(7), los cuales satisfacen la identidad:

V x (Vf) =0

Asi, dado que VV (7) = —E(F) = V x E =0 en eIectrostética.

Luego, para una superficie S cualquiera del espacio se cumple:
[[vxE-as=0
s
Y aplicando el teorema de Stokes:
[[VxE-ds=¢ E-d
S s
Donde I's es el contorno que limita a la superficie S. Podemos escribir entonces:
q]{ E-di=0= ¢ F-dl=Wyeo=0
I's Ts

Este resultado implica que el trabajo neto realizado por el campo eléctrico en una trayectoria cerrada es nulo. Es
decir, la fuerza proveniente de un campo electroestatico es una fuerza conservativa.

Ahora veremos los campos eléctricos en la materia. Pero antes debemos definir el concepto de dipolo, el cual es
la base para esos estudios.

2.8. Dipolo Eléctrico

2.8.1. Definicién Dipolo

Un dipolo eléctrico es un sistema que se compone de dos cargas idénticas pero de signo contrario, las cuales se
encuentran forzadas (por algin medio) a mantener distancia d constante entre ellas, tal como se muestra en la
Figura 2.33. Se define

p = qdr
Como dipolo eléctrico o momento dipolar. Notar que la suma neta de las cargas de un dipolo debe ser nula y que
el vector apunta desde la carga negativa hacia la positiva. Las unidades del dipolo son [C' - m].

-q

Figura 2.36: Dipolo Eléctrico

5Veremos luego que esto cambia cuando los campos son variables en el tiempo.
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2.8.2. Potencial Eléctrico de un Dipolo

Consideremos la configuracidn de la Figura 2.34 donde r; es la distancia de Q a P y 5 es la distancia de —Q) a

P.

z
A

[|73]] = ||77]| = d cos(8") = d cos(0)

Figura 2.37: Potencial de un Dipolo

El potencial de esta configuracién evaluado en el punto P es:

Q Q Q ( 1 1 ) Q |lrall — [lril
| |

dreo ||| B dreg |72l dmeo \ |7l B [l72

GE

~dmeg | [I72l
Interesa el caso cuando 71, 72 > d, o sea , cuando podemos aproximar:
[rall - N2l = (r = A)(r + A) = 7% = A% = [[r] - ||| = 72

Ademss,
ro —ry =dcos(f) = V(F) =

Q [dcos(9)
4reg r2
Dado que dcos(f) = dk - 7 y si definimos d = dk yp= ch, la expresién del potencial eléctrico producida por el
dipolo se puede escribir como:

— A

(- 7
meo [P
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=/

En el caso general, el dipolo esta ubicado en un punto cualquiera ¥’ (vector que define la posicién del punto
medio del dipolo) como en la Figura 2.35.
Z

=

'y
Sy

>
y

X

Figura 2.38: Potencial de un Dipolo en Sistema de Coordenadas Arbitrario

En este caso el potencial eléctrico tiene la forma:

I 7F—7
VI(F) = . 2.13
= 21
El campo eléctrico de un dipolo se calcula a partir de E=-VV.

EJEMPLO 14:
Calcule el campo eléctrico de un dipolo p'= pk ubicado en el origen como se muestra en la Figura 2.36.

—> N

=

<Y

Figura 2.39: Campo Eléctrico de un Dipolo
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Solucién:
Considerando 7/ = 0 y la ecuacién (2.19) se tiene:

V() = pcos(6)

4egr?

Sabemos que E=-VV, y en coordenadas esféricas:

ov . 10V . 1 ov
V= o a0 T rsen(0) 967

V solo depende de r y @, luego:

peos(f) (=2 . 1 p A ~
[ i VAN — — o« - FE =
vV Ineg ( 3 7+ r Ireor? (—sen(0))0 ..

(2 cos(0)7 + sen(@)é)

471'507’3

El campo resultante no depende del angulo azimutal, ya que la configuracién presenta simetria segin ¢. Ademas,
para el caso § = 7/2 el campo sélo tiene componente segin 6, es decir es perpendicular al plano XY.

Para puntos muy alejados del dipolo el campo eléctrico y el potencial disminuyen con la distancia segln las
expresiones:

. 1 1

Asi, su efecto decae rdpidamente con la distancia (un exponente mayor que en el caso de cargas puntuales).

2.8.3. Dipolo de un Conjunto de Cargas y Distribuciones

Por extensién, también se define el momento dipolar para el caso en que se tiene un conjunto de cargas q1, ¢2, ---, ¢n
tal que su suma neta es nula, i.e., Zzzl qr = 0, como se muestra en la Figura 2.37.

d1

T9 n

)

Figura 2.40: Dipolo de un Sistema de Cargas

Para este sistema se define el momento dipolar eléctrico como:

n
F=>_ ari
k=1
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Claramente para n = 2 se tiene p = q171 + g273, pero ¢ = —g2 = Q, entonces p = Q(r1 — r3) = chsegﬂn
habiamos visto. Notar que no depende del origen. Para el caso general de una distribucién volumétrica de carga

5 [ i = ] 7
Q Q

el momento dipolar asociado es:

r —
r r

O

Figura 2.41: Dipolo de una Distribucién de Carga

EJEMPLO 15:
Se tienen 8 cargas dispuestas como en la Figura 2.39. Se desea saber el efecto de agregar una novena carga Q al
sistema.
Se sabe que las cargas satisfacen las relaciones Q) = — Zzzl qk Y qx = —%
Se pide calcular el momento dipolar en los casos:

1. Carga Q se ubica en el centro del ciruclo.

2. Carga Q se ubica en la posicién = —d/4. Donde d es el didmetro del circulo.

Q4
Js ® 92

d7 . diz Oas

J6

Qs

Figura 2.42: Dipolo de 8 Cargas
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Solucién:

1) Tomando el centro del circulo como origen del sistema de referencia se tiene: p'= 22:1 G X1+ Q@ x0=0
En este caso no existe momento dipolar.

2) En este caso:

Js y 92

Figura 2.43: Dipolo de 9 Cargas

El momento dipolar es:
8
" - dy . dy .
=S axri+-Q(])i--e(])i
k=1
Luego podemos representar el efecto eléctrico de esa distribucidn por el dipolo equivalente:

A

d/4

<Y

Figura 2.44: Dipolo Equivalente

Asi, para una distancia 7| > 4

PROPUESTO:
Calcular el torque sobre un dipolo en presencia de un campo eléctrico.
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2.8.4. Desarrollo en Serie del Potencial a Grandes Distancias

Habiamos visto que para distribuciones en volumen el potencial eléctrico es:
. 1 7’
v = —— [[f 25 aw
4meg J |7 — 7|

Nos interesa evaluar la situacién para el caso en que ||7]| > ||7’||, donde es posible desarrollar el termino i

1

=7

en serie de la forma: . 1 -~
L
- — — +...+T.0.5.
L 171

Dentro de este apunte la abreviaciéon T.0.S. estara referida a los Términos de Orden Superior

Reemplazando en la expresién del potencial:

47T€0 jjf ||r 47750 jjf ”-»Hg P (7)dv' +T.0.8S.
S, 1 1 .
V(r) ~ Treo 7T jgf p(F)dv" + 47r50 ||_’H jjf "dv' +T.0.S.

Qr T

Ameo (|7 dmeo ||7]]

V() =

P T0s

Claramente el primer término corresponde al potencial de toda la carga concentrada en un solo punto, mientras
que el segundo término corresponde al potencial de un dipolo. Asi, en general, cuando se tiene una distribucién
de carga vemos:

1. Desde muy lejos, sélo la carga total.
2. Desde mas cerca, pero lejos todavia, dos cargas, es decir, un dipolo.
3. Desde mas cerca aln, cuatro cargas, cuadripolo.

4. Etc.

La relacién con la distancia de los campos y potencial eléctrico de las distintas configuraciones se muestran en el
siguiente Cuadro:

Cuadro 2.1: Campos en Configuraciones Multipolares

H Configuracion Potencial Eléctrico | Campo Eléctrico H
Una carga ¢ o L x 25
Dos cargas (dipolo) ¢ - —¢- x % o« &
Cuatro cargas (2 dipolos) ¢- —q -+ —q - ¢- x X o< &
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2.9. Problemas Resueltos

PROBLEMA 1: ’

Se tiene una esfera de radio 100 [cm] que tiene una distribucién volumétrica de carga dada por p(7) = %50 [C/m?3].
Se desea anular el campo en el casquete ubicado a 90 [cm] del centro. Para ello se dispone de las siguientes al-
ternativas:

1. Una carga que debiera ubicarse en el origen. Indique monto de la carga.
2. Un casquete esférico de radio 50 [cm] con densidad superficial de carga constante p. Indique el valor de p.

3. Un casquete esférico de radio 150 [em] con densidad superficial de carga constante p. Indique el valor de p.

A

Figura 2.45: Problema 1

Solucién:

La idea es que con las distintas alternativas se debe provocar un campo eléctrico que anule el de la esfera para
r = 90cm, es decir que tenga el mismo valor absoluto pero distinto signo que el provocado por la esfera para ese
mismo radio.

Primero calculamos el campo al interior de la esfera utilizando Ley de Gauss.

Consideremos que la esfera posee radio R, y que la densidad de carga de la esfera es p(7) = K73 donde K = %50
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Debido a la naturaleza del problema conviene trabajar en coordenadas esféricas (1, ¢’, '), donde:

1. 7’ es la distancia al origen.
2. 0 es el dngulo azimutal.

3. ¢’ es el dngulo superior.

Luego, ds’ = r"? sen(p)dpdd y dv’ = 1'% sen(y)dr'dedf Queremos calcular el campo eléctrico al interior de la
esfera para cualquier radio, el que definird una superficie S, por lo tanto calculamos para r < R

- S
Tenemos que 5{;6 E-ds= QL()
€0
La carga encerrada por la superficie S es Qr (S jjfp

2m
/ / / K -7 .12 sen(p)dr'dpdd
16

Qr(8) = 27 [ COb(%’)]g'{KTG}O_MKé ff 5 =ik

Por simetria esférica, podemos suponer que el campo eléctrico es radial: E(F’) = E(r)?
Luego, el flujo eléctrico es:

@E~d§: @E(r)r 2 sen(p)dpdfi = 4 E(r)r'
S S

Entonces:
/6 T’4

4 E(r )—47TK6—=> - E(F) = Kar

El cual debe anularse para una distancia de 0,9 [m]. Examinemos las alternativas:

1. Supongamos una carga @ en el centro de la esfera, con Q por determinar.

Figura 2.46: Problema 1 - Aniélisis 1

El campo eléctrico producido por una carga puntual, ubicada en una posicién 77, sobre 7 es:

=, Q -7
E(F) = =3
dmeo |7 — 7|
Con 7/ = 0y ¥ = r tenemos que:
_ Q .
E = —
o) 4dmegr? "
Por el Principio de Superposicién, tenemos que:
ET (’F) = Eesfera (F) + EQ (7?) Vr < 100cm
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En particular, esto es vélido para r = 90 [em]. Designaremos como r; a este radio particular. Determinare-
mos el valor de Q tal que, Er(7) =0, para r = ry.

4
- 7
Er(ri) = K17 =0
v (r) Gsor + 47r50r%r
Entonces:
—KiA: Q _Q:_47rKr§
6eg 4W€0T% ’ 6
Reemplazando con los valores numéricos: Q = —5,9 - 10714[C]

2. Consideremos un radio 73 = 50 [em]. El campo eléctrico al exterior de un casquete uniformemente cargado
con una densidad superficial de carga o, lo calculamos por Gauss:

Figura 2.47: Problema 1 - Anélisis 2

€o

- S
@E-dgz Qr(S)
s
La carga total encerrada por la superficie S, de radio 73 es:

Qr(S) = ﬁa - ds’

S

Como o es constante, o-ds = 47r07“§

“IR

2
dmors

Por lo tanto, @E -d§ = y por simetria esférica, E(7) = E(r)# entonces:
S

o 4 2 . 2
{fE-ds=anB(r)r? = 4rB(r)r? = 22 = - Feaquene(r) = < “g) P
3 90} EqT
Por el Principio de Superposicién, tenemos que:
ET(F) = EEsfera (T_) + ECasquete (’F‘) v’r < 1000m

En particular, esto es valido para r; = 90 [cm]. Determinaremos el valor de o tal que, E_:T(T_i) =0.

4 2 2 4 6
S - R - . 1 ory \ . ory 1 . 1
ET(Tl):EEsfera(Tl)+ECasquete(7"1)=> K7+72 r=0=—5 =—-K—= " o0=-K-— 5
660 gory oy 660 6T2

Reemplazando con los valores numéricos: o = —1,88 - 10~ 14[C//m?]
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3. Consideremos un radio 73 = 150 [em]. El campo eléctrico provocado por un cascardén uniformemente
cargado al interior de éste es nulo, pues la carga encerrada al aplicar la ley de Gauss serd cero. Vedmoslo

matemadaticamente:

Figura 2.48: Problema 1 - Anélisis 3

Para r < rj3

€o

(JE-as= Qrls) _
S

Entonces: Ecasquete(”) = 0 Con esto se observa que cualquier casquete con alguna densidad de carga,
cualquiera que esta sea, no provocard campo eléctrico al interior de el, por lo tanto no podremos anular el
campo en algtn r, en particular r = 90 [em] con esta alternativa.

—

= .. ﬂO’ | Erzgo =0
PROBLEMA 2:
Se tiene un disco circular de radio a cargado con una densidad superficial de carga oy como se muestra en la

Figura 2.46 Se pide:

1. Calcular el potencial en el eje Z.

2. Calcular el campo en el eje Z.
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Solucion:

A~

Figura 2.49: Problema 2

1) Recordando la férmula para el potencial eléctrico de una distribucién superficial de carga es:

1 o(r ,
V0= g [ s
S

471'60

Para nuestro caso (trabajando en coordenadas cilindricas): o(7') = oo, ¥ = 2%, 7' = p'p, dS" = p'dp’db’
En donde los limites de integracién seran p’ € (0,a) y 6 € (0, 27).

Entonces ||7— 7| = \/p'? + 22

Luego:

1 T po po [* r Po
V(z2) = — 7’d’d9’:—/ ———dy = 2 (Var 22— )
(22) 47750/0 /o T’hrz?p P 200 Jy JrEi R P = e (VO +2 |2

= V) = o (- Ve 1 22)

2) Como ya se tiene el potencial, basta aplicar:

B0 = -V = B0 =~ { o2 (k- v+ ) f2 > By = 22 (2 - ) 2
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PROBLEMA 3:
La Figura 2.47 muestra un tubo de rayos catddicos, como los usados en los televisores. El tubo produce un flujo

de electrones que entran con una velocidad inicial de vy en la direccién horizontal, a un espacio limitado entre
dos placas. Estas placas tienen densidades superficiales de carga dadas por +0 y —o, lo cual provoca un campo
eléctrico perpendicular a ellas. A una distancia L de las placas se encuentra una pantalla de largo 25.

Determine lo siguiente:

1. La velocidad con que los electrones salen de la regién entre las placas (considere velocidad en las dos
direcciones).

2. La condicién sobre la distancia L para que ningin electrén salga de la pantalla (de largo 25).

Datos:
(1) d = 20 E-7 [m] (A) M = 9,107 E-31 [kg]
(2) W = 3 [m] (B) ¢ = 1,602 E-19 [C]
(3) o = 10 E-21 [C/m?] (C) o = 8,854 E-21 [F/m]
(4) S =10 [cm] (D) vo = 3 E+04 [m/s]

Figura 2.50: Problema 3

Indicacién: Considere que el campo eléctrico es cero fuera de la regién entre las placas. Considere asimismo, que

existe gravedad.
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Solucion:

F=ma
1) Donde F = ﬁe|éctrica + ﬁpeso dentro de la zona de placas. Como ﬁe|éctrica =q- E, debemos calcular el campo
eléctrico producido por las placas paralelas.
Debido a que el ancho w de cada una de las placas es mucho mayor, que la separacién entre ellas, d, podemos
considerar que el campo es el producido por la superposicién de dos placas con densidad de carga de signo opuesto.
Para determinar el campo eléctrico en esta zona, necesitamos saber el producido por una placa cargada con una
densidad o uniforme.

-, B>

Figura 2.51: Problema 3 - Vista 1

Considerando un disco delgado de radio a con densidad de carga uniforme 1), se sabe - por el problema anterior
- que el campo eléctrico en el eje Z es:

= Y [z z A
E“2<|¢T>

{ () = L 2 2 i B = L2 s i F(7) = —
Sia — oo, entonces E(F) = 5= 1% lo cual equivale a: E(r) = 522, si estamos sobre el disco, y E(7) = —5.-2,
si estamos bajo el disco, suponiendo que ) es estrictamente positivo.

En el problema utilizaremos los ejes X-Y con los vectores unitarios 7, j, respectivamente.

Figura 2.52: Problema 3 - Vista 2
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Consideramos la Figura 2.50

Es posible observar que en las regiones | y en Il los campos se anulan (por ley de Gauss con carga total encerrada
nula). En Il se refuerzan, es decir se suman los efectos de ambas placas, quedando un campo que va de la placa
con carga positiva, a la placa con carga negativa.

Luego:
7 (= PN = o d d
E(T):_ij:Feléctrica =q-F=-q—) Vye | —=, =
€0 €0 2°2
o
o
PY - O dr2
0 o
[ O I
O ® -d/i2
YL ® vV
X 1l -0

Figura 2.53: Problema 3 - Vista 3

Sea Q = —q, tal que —Q = 1,602 - 10719[C]
Como condicién inicial, podemos suponer que los electrones salen por el medio de la zona de placas, con velocidad
solo en la horizontal. Con esto:

—

= " . Qo
Fgctrica + Fpeso =ma = —mgj+ 67] = mxt+my)
0

Ecuaciones de Movimiento:
Segtin i: De la ecuacién anterior, vemos que no hay fuerzas que actden sobre el eje X.

mi = 0 = & = constante = vg = x(t) = vot + ¢ = comoz(t =0) =0 — ¢; =0 = z(t) = vyt

Existe un tiempo t; tal que x(t1) = w. Entonces vot; = w = t; = %

Segtin j: Ambas fuerzas (eléctrica y de gravedad) actdan sobre el eje Y.

my:—mg+cj(j:>g'j(t):QU—g:>y(t):<QU—g>t+62—>comoy(t:O):O—>C2:O
0

meg meg
2
=g(t) = <QU — g) t=y(t) = (QU g> ——+cg s comoy(t=0)=0—=c3=0=y(t) = (QU g) v
meo meo 2 meo Vo

Evaluando en t; = £ (tiempo que demora un electrén en salir de las placas).

y(t1) = (:3;0 —9> %
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De esta manera, hemos encontrado tanto la posicién de salida, como la velocidad de salida del sector de las placas
bajo los campos eléctrico y gravitatorio. Luego:
. . Qo w
Usalida = Vol + | —— — g | —J
meo Vo
2) Necesitamos ahora las ecuaciones de las particulas a partir del instante en que dejan las placas hasta que llegan
a la pantalla de largo 2S. Para estas nuevas ecuaciones ya tenemos las condiciones iniciales, las que vienen dadas
por continuidad, por las ecuaciones antes encontradas.

Tt =0) = vo? + (Q—g> —J
me Vo

. R Qo w?
t=0) = A

" ) =wit (me g 2115‘7

El electrén se ve afectado por una tnica fuerza, la que corresponde a la fuerza de gravedad.
De esta forma planteamos las ecuaciones de la segunda ley de Newton:

mai 4+ myj = —mgj
Segtin i: No hay fuerzas segiin X.

m& = 0= 4 = constante = vy = z(t) = vt +¢1 > comoz(t =0) =w — 1 = w = z(t) = vot + w

Existe un tiempo ¢ tal que z(t2) = L. Luego: to = %

Segtin j: Tenemos sélo la fuerza de gravedad.

. ) . o w
mij=—-mg=4(t)=—g=9y{t) =—gt+ca — comoy(t =0) = (Q—g>:c:2

meo Vo
. Qo w
=y(t) = —gt + ( -9)—
meo Vo
Ahora determinamos la posicion:

2 2

2 meg Vg meo 203
Con el tiempo to tenemos que la particula impacta en la pantalla. Existen dos casos: y(t3) = —S e y(t2) = S.
Para los valores dados, el caso y(t2) = S no tiene solucién. Por lo tanto, se debe analizar el caso y(t2) = —S con
ty = &

L L? Qo w? Qo wlL
t = — = —Qq—= —_— —_— —_— —_— —S
y( ) 9208 " (m g) 27 <m g) %

Después de poco de trabajo algebrdico, se llega a una ecuacién de segundo grado para L:
S 2
L22Lw(gQ”1> + w? (1+Qag> —92% —
me meg g

Para discernir datos sobre esta ecuacién, sustituimos los valores entregados, en el discriminante - resultando este
ser positivo. Por ello, esta ecuacién posee raices reales y distintas. Tomaremos la que sea positiva, o en el caso
de que ambas sean positivas, la de menor médulo.

1 2
ha—w(1+92 ) ¢ AT
meg 2 g meo meg

Para los valores del problema, la solucién que nos sirve, es:

L = 4343,94[m]

Comentario: A pesar de que sea un valor muy alto, es razonable, debido a la casi nula masa del electrén y su
velocidad muy alta.
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PROBLEMA 4:

Considere el sistema de la Figura 2.51, el cual se compone de dos planos infinitos, separados a una distancia
d, conteniendo densidades de carga og y —oy, respectivamente. Entre los planos se ubica una esfera sélida que
contiene un material cargado el cual puede superponerse con una distribucién volumétrica constante pg.
Determine lo siguiente:

1. Calcular el campo eléctrico en el centro de la esfera.
2. Calcular el campo eléctrico en un punto A situado en el plano meridiano a una distancia L del plano derecho.

3. Si una particula de carga —q y masa m se ubica a una distancia ¢ del centro de la esfera en el eje Z, (no
importa la direccién). Calcule la ecuacién de movimiento de la particula y obtenga la posicidn en el eje Z
en funcién del tiempo.

Figura 2.54: Problema 4

Solucion:

1. Lo primero serd encontrar los campos provocados por las placas y la esfera por separado para asi - por
superposicion - encontrar el campo total.
En este caso buscamos el campo entre las placas dentro de la esfera.
Utilizando uno de los resultados del problema tres, tenemos que para una placa el campo eléctrico estd dado
por:

Para este caso:

Placa 1: Consideramos la placa con carga positiva > 0
= ao .
E(r)=—
(7) 20’
Placa 2: Consideramos la placa con carga negativa < 0

— (o)) R = g0 .
E(r)=—-—(-)) = E(") = —
() =~ 32 (1) = B) = 52
Esfera: La esfera genera un campo con dependencia radial (7). Utilizando la ley de Gauss (para r < d/2)

obtenemos que:
oo 4 = R
Arr?EB(r) = 2 —mr® = E = Lo
9N 3 360
Evaluando esta expresion en el origen obtenemos que Eesfe,a =0

Finamente tenemos el campo total dado por:

— — _ — o
Etotal = Eplano 1+ Eplano 2+ Eesfera = ?]
0
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2. Debemos calcular el campo para un punto A como se muestra en la Figura 2.51

Placas: Ambas placas producen campos en sentidos opuestos, por lo que se anulardn en cualquier punto
que no esté entre las placas, esto se aprecia en la Figura 2.52 para un punto a la derecha de ambas placas.

a0 =00

Figura 2.55: Problema 4 - Anilisis 2

Luego el tnico campo que aporta es el producido por la esfera.

Esfera: Utilizaremos la ley de Gauss para calcular el campo.

Ocupando ffﬁ -d§ = Qenc, calculamos el campo producido por ella:

€0
Que= [[[ro-to= "7 (V) po=" 0= ff E-as= im0
= . = — — = — . = 47
enc Lo 3 2 Po 6 Po
Esfera Casquete
Con ello concluimos que el campo fuera de la esfera es E= 2‘ii§20f

El punto A se encuentra a una distancia r = % + L del centro de la esfera. Luego reemplazando este valor
en la expresion del campo se obtiene que:

3
E= d—po2 P
24 (£ + L) e

F=—qE
27 = = 5 _ Poz; , 00,
E = E(T = Z) + Eplacao'o(x = d/2) + Ep|acafo-0($ = d/2) = FE = gk + ?j
0 0

3. Tenemos que: F = ma, donde:

Notar queenr =2z -7 = k. Luego:

Separando por componentes, se obtiene:

Eje Z:
_4poz

=mz
350

Se propone la solucién de la forma:
z(t) = Acos(wt + @)

Considerando: w? = 42, 2(0) = 4, (0) = 0 se obtiene:

z(t) = § cos(wt)
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PROBLEMA 5:

En la Figura 2.53 se muestra una distribucién lineal de carga Ag, infinita, la cual es rodeada por la distribucién

volumétrica de carga, que en coordenadas cilindricas tiene la forma p(r,6,2) = £2, la cual se extiende hasta un
radio 7 = a. Entre ambas densidades existe la relacién \g = —2mwapq
Determine lo siguiente:

1. Calcule el campo eléctrico en todo el espacio.

2. Calcule el potencial eléctrico en todo el espacio.

<Y

Figura 2.56: Problema 5

Solucion:

1. Calcularemos los campos eléctricos producidos por ambas distribuciones de carga para luego encontrar el
campo total por el principio de superposicién, es decir el campo total serd la suma de ambos.
Basta notar que E posee dependencia radial, en consecuencia, E = E(r)#. Entonces:

[[E-ds= [[ EG)-dS=E@) [[ dS=2mrLE()

S Manto Manto

Pero Qenc = AoL. Entonces podemos decir que:
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Ahora, para la distribucién volumétrica:
Tenemos 2 casos:

a) Parar <a:

L 2 T
. - 2 L
([ E-as= Qenc _, i/ / / Borardgaz = E ([ a5 = L2 = 2mrLE(r) = B(r) =
S €o €0 Jo Jo o T 5 €0

Pero:
Ao

27‘(&60

A N
Ao = —2mapg = po = —ﬁ = - E(r)=-

b) Parar > a:

f E-ds= Qe"“ == / / / 20 drdodz = Eﬂd %W‘L = 2nrLE(r) = E(r) =
0

Aplicando la relacién anterior, se obtiene:
- Ao .
SLE(r) = 20 5
2mreg
Finalmente el campo en todo el espacio estd dado por:

Ao _Xo
E(’I’) — {g‘nreo 2magg : i Z

2. Para calcular el potencial se sabe que:

—/E~dF:AV con dF:rﬂ

/E dr+V(a) = — / ( Ao )f-drf+V(a)
2mreg 27Ta50

Ao /{: (1 _ (11) dr +V(a) = A0 [ln(r) —In(a) — g + 1} +V(a)

2meq T 2magg

a) Parar < a:

b) Para r > a:
/ E-di+V(a) = / 0-drf+V(a) = ..Va(r) = constante = V(a)
Donde el voltaje V(a) es el voltaje de referencia que debiera ser un dato.

Finalmente el potencial en todo el espacio es:

Vi(r) = 27rr5 [ln( ) —In(a) — % + 1] +Via) r<a
V(a) r>a

SE| simbolo A se considera como diferencia
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PROBLEMA 6:
Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se encuentran ubicados tal como lo indica
la Figura 2.54. El espacio entre ambos se encuentra lleno de un material con un vector polarizacién dado por

—

P =%/ +sen(0)0
Dado lo anterior se pide:

1. Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacién.

2. Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacién.

C

.

Figura 2.57: Problema 6

Solucién:

1. Densidades superficiales de carga de polarizacién:
Para fig, = —7y P = r%# + sen(0)6
op, =Ph=—Pr=—r?peror=a=o0p =—a* [C/m?]
1
Para fis, = 7 y P = 127 4 sen(0)0
op, =Pn= P =12, peror =b= OB, = b [C/m?]

2. Densidades volumétricas de carga de polarizacién:

_ 5 10(rP.) 10Py OP.\ _ 10r3 1 0sen(d)
pp(F)——V'P—_(r o oo az)__(rar oo Y
= p0(r) == (3r+ =) fo/m
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PROBLEMA 7:
Se tiene una esfera de radio R cargada con densidad volumétrica variable p(r) = plo%’; La esfera ademds contiene

en el origen una carga puntual Q.
Dado lo anterior se pide:

1. Determinar el campo eléctrico para cualquier punto del espacio.

2. Determinar el potencial eléctrico para cualquier punto del espacio.

__ PoT
=3

Figura 2.58: Problema 7

Solucién:

1. Usando ley de Gauss, se obtiene el siguiente anilisis:

a) Parar < R:

27 6
27 por
Q= [ o000 = [ [ it = Qo= 5

—

Ademds se tiene que: E = E(r)f = # = f entonces:

—

P
E §':/ /Er sen(p)dpdf = 4nr*E

Entonces:

4 4
_ po Qo :._.E:(Tpo Qo )7q

T 6R3gy  4dwrle 6R3sy  4mrieg

b) Parar > R:

Quessa = f[[ soms o= [ [7 [

Y E es radial también: E = E(r)? = # = 7 entonces:
. 2 ™
@E -d§ = / / Er? sen(p)dpdf = 4nr’E
S 0 0

R3 —» R3
Po Qo N E:( po Qo )7q

6r2cg  4mrieg 6r2eg  4mrieg

2
r? Sen )drd@da = Qencerrada = ?W,OR?) + Qo

Entonces:
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2. V(r)=—[E-dl

a) Parar > R:

T 3 3 r r

poRR Qo \. . poRR / 1 Qo / 1
V(r)=— Cidr = — —d —d
) /Oo (6507"2 + 47reor2) rerar [ 6o Joo 72 rE 4y Joo T2 "

|

poR? Qo
= Viir) =
(r) 6egr + dmegr
b) Parar < R:
r 4 2
por Qo L polR Qo
Vir)= - d
(7‘) /R <6R3€() + 471'5(]7’2) + 650 47T€(]R
r "1 R?
__|_ro /r4 +Q0/7 Lo Qo
6R3€0 R 47T€0 R 72 660 47T€0R
Po RS P Qo (1 1 poR? Qo poR? Qo
=V —_—— B — =
(r) 6R3¢q < 5 5) + 4meg <r R + 6eo + dmeo R 5¢0 4dmegr
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PROBLEMA 8:
Un alambre de largo R y densidad de carga Ay uniforme se encuentra incrustado radialmente en una esfera de

radio R, de modo que su extremo mas profundo se encuentra a una distancia X del centro de la esfera, tal como

se indica en la Figura 2.56. La esfera estd cargada de modo tal que el campo eléctrico producido por ella en
. . g ~ . =g 2 A~ .

cualquier punto del espacio es: E = %lr sir< R, FE= Fiﬂ#lr sir> R

Dado lo anterior se pide:

1. Determinar el vector fuerza F' que la esfera ejerce sobre el alambre F= fﬁdq

2. Determinar el potencial electrostdtico V(7) de la esfera en cualquier punto del espacio.

z

Figura 2.59: Problema 8

Solucién:

1. La fuerza que la esfera ejerce sobre el alambre estd dada por: F= szJrI Edq = wa Eldq+ fgﬂv Equ en
donde el elemento diferencial estd dado por: dg = A\odr
Asi:

" EoXo [T ) Rte q o 3 1 5 EolR?\ .
F= d Eo\ —d F=(ZE\R— —Eo X% —
( R /ﬂC rdr + R 0 O/R 2 r|r= 5 0 OR oR 0o Rt X T

2. Calculemos el potencial electroestatico para todo el espacio.

a) Parar >R
r s " °E
V(r):—/ Edl:—RQEO/ ﬁdr:V(T):u

oo o0 r

b) Parar <R

s > 1 Ey [ 3 Eor?
o P2 0 o 0
V(r)——/ Edl =R EO/R T—er+§/r rdr = V(r) = SER - <%

o0

69



Electromagnetismo CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

PROBLEMA 9:

Considere una esfera maciza de radio 2a y con densidad de carga en volumen pg, a la cual se le ha practicado
una perforacién - también esférica - de radio a, seglin se muestra en la Figura 2.57

Dado lo anterior se pide:

1. Calcular el campo eléctrico en todo el espacio.

2. Determinar una expresién que permita estimar el trabajo necesario para traer una carga q desde una distancia
muy grande al centro de la esfera.

3. iCuanto vale el flujo del campo eléctrico a través de una superficie compuesta de un casquete esférico de
radio 4a centrado en el origen?

Solucién:

1. Como en la distribucién original de la esfera (esfera 1) no hay simetria esférica (Figura 2.57a), se separa la
esfera 1 perforada en dos esferas, una con densidad py (Figura 2.57b) llamada esfera 2 y otra con densidad
de carga —pg (Figura 2.57¢) llamada esfera 3, respectivamente.

(a) " (b) (c)

Figura 2.60: Problema 9

Campo Eléctrico para Esfera 1:

Fuera de la Esfera 1:

Figura 2.61: Problema 8.1- Afuera

Sf;SE di= =%
S

27 27 2a
/ / Eyyf-r sen(@)dﬁdgpr—— / / por? sen(#)drdfdy

2w 27 2a
Elfr / / sen(0)dfdy = / / 2 sen(0)drdfdy = 47rE1fr 3p0 8a’m
€0
L 8poa’
E =
1 (T) 360’/‘2

70



Electromagnetismo CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

Dentro de la Esfera 1:

Figura 2.62: Problema 8.1 - Adentro

27 2
/ / BErgf - 1% sen(f )d0dgor— / /por sen(0)drdfdy

400
AnEygr? = 3—507“ 7= Eig (7) = 3—60f‘

Campo Eléctrico para Esfera 2:

Fuera de la Esfera 2:

X

Figura 2.63: Problema 8.2 - Afuera

27 27
/ /ngr ' sen(0)dfdpr’ = —— // por’? sen(0)dr’dfdyp

4 = LA
47 Bogr'® = —ﬂT’SW = E2d(7"’) = —pO—T/
3e0 3eo
Basta expresar todo en un sistema de referencia. Notando que:

~

F=7"+a)=7 =7—aj=rcos(p)sen()i+ (rsen(p)sen(f) — a)j+ rcos(d)k

De esto se calcula:

v = |7 = 1" =\/r2 — 2arsen(y)sen(d) + a2

Luego el campo eléctrico sera:

Fuera de la Esfera Original:

= - - 8poa® . poa* _,  8poa® . 1 poa’® L
Eff(f‘) = FEiy+ By = 3e Tzr T 3¢ TI3TI = 3 TQT T 3¢ 3(7"7' — aj)
0 0 0 0 y/r? — 2ar sen(y) sen() + a>
3 A A~
- poa” | 8 . aj—rr
Epp(r) = =7

e |12 /12 — 2arsen(yp) sen(d) + a2
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Dentro de la Esfera 1 y Fuera de la Esfera 2:

3
— = -~ T ¢
Eq(7) = Era + Eoy = %’” - 32#2 /
B} 1 ’
By =205 - = — 3(rf — aj)
3ep €0 \/7«2 — 2arsen(yp) sen(d) + a?
3 A .
= . Ey(F) = e S et
if 3 ’
€0 \/1"2 — 2arsen(p) sen(d) + a?

Dentro de la Esfera 1 y Dentro de la Esfera 2:

z

Figura 2.64: Problema 8.3

/
7 ™ > por . poT” PO - PO Po . PO, R = poa .
Epu(@) =FEijg+Ey=r " =f— = —7F- 2 (F—qj) = . Eu@) ==—
dd(q) d d 380 380 380 36() 360 350( ]) dd(q) 360j
Se puede ver que el campo eléctrico dentro de la perforacién es constante segiin j.
Obs: Para los campos eléctricos calculados se puede escribir 7 en coordenadas esféricas para una expresién

mas formal.

i = cos()@ + sen(p) (sen(6)p + cos(h)6) 7 =sen(p)sen(d)p + cos(p)P + sen(y) cos(6)d

2. El trabajo desde un punto A hasta uno B es:
B — —
W = —q/ E-dl
A

Tomando B = 0 (centro de la esfera) A = oo (punto demasiado lejano) y un camino radial.

2a

0 0
W:—q/ E-dl:—q{ Effdr+/ Eidr]
e’} 00 2a

Donde E; puede ser E4 o E4q dependiendo del camino que se tome.

3. Para el flujo se usara el teorema de Gauss directamente:

@E di= 9
S €0
. 1 2 ™ 2a 27 ™ a
@E ds=— [/ / / por? sen(0)drdfdy — / / / por? sen(0)drdfdyp
S €o LJo Jo Jo o Jo Jo
. 4 4 N 28 3
SﬁﬁE-d;:@ Sr20) — 2xd?| = - ([ B dg= 20T
S € |3 3 S 3e0
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2.10. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:
Considere el sistema de la Figura 2.63, en el cual se conocen los valores para el potencial eléctrico en los planos

cilindricos definidos por los radios = a, donde el potencial es nulo, y 7 = b donde vale V,
Suponiendo que los campos sélo dependen de r, se pide:

1. Calcule el campo eléctrico para a < r < by dngulos menores a « (regién |).

2. Si ahora este espacio (regién 1) se rellena con una densidad de carga en volumen p(7) = kr?, calcule el
nuevo campo eléctrico en esa region.

a

Figura 2.65: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:
Se tiene una cinta de ancho 4a cargada con una con una densidad superficial de carga 0. A la cinta le falta

un pedazo en forma de circunferencia de radio a, tal como se ilustra en la Figura 2.64. Para esta configuracién
determine el vector campo eléctrico y el potencial en el eje Z.

Z

Figura 2.66: Problema 2 - Propuesto
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PROBLEMA 3:
Se observa la siguiente distribucién de carga:

1. El tubo macizo interior posee radio a y una densidad homogénea p;.
2. El cilindro intermedio posee un radio interior b y un radio exterior c¢. Ademds de una densidad homogénea.
3. El manto exterior posee una densidad homogénea superficial o y radio d.

4. Todos los elementos son infinitamente largos.

Calcule E' en todo el espacio.

Figura 2.67: Problema 3 - Propuesto
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Capitulo 3

Propiedades Dieléctricas de la Materia

3.1. Introduccidn

Hasta aqui hemos visto las propiedades de la carga eléctrica en el vacio. En este capitulo veremos la forma que
adoptan los campos eléctricos en la materia. Por materia entenderemos una distribucién de carga que se mantiene
restringida a un espacio definido. En términos generales hay tres clases de materiales:

1. Dieléctricos o aislantes: donde las cargas sélo pueden desplazarse en torno a su posicién de equilibrio.
2. Conductores: donde las cargas pueden moverse libremente en la superficie o al interior del material.

3. Semiconductores: un material que presenta en distinto grado (generalmente con un comportamiento muy
no lineal) las propiedades tanto de dieléctricos como de conductores.

Conductores son tipicamente los metales como el cobre y el aluminio. Aislantes son materiales como el vidrio
y las cerdmicas, o liquidos como el aceite. Semiconductores son aleaciones especiales compuestas de silicio o
germanio. Estos dltimos se usan en la fabricacién de chips para computadoras. En este curso sélo estudiaremos
los dieléctricos y los conductores, ya que la gran mayoria de los materiales corresponde a una combinacién directa
de estas dos clasificaciones.

3.2. Modelo de los Materiales Dieléctricos

En los dieléctricos las cargas no pueden desplazarse libremente y sélo pueden experimentar pequeias desviaciones
en torno a un punto de equilibrio fijo seglin veremos a continuacién.
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3.2.1. Materiales no Polares

Para entender el efecto macroscépico de un campo eléctrico sobre un material aislante consideremos un dtomo de
un dieléctrico formado por una nube de electrones cuya carga negativa neta es —(Q y un nicleo fijo consistente
de cargas positivas con carga total ), seglin se muestra en la Figura 3.1.

© G
® g ©

Figura 3.1: Modelo de Atomo de un Dieléctrico

Al aplicar un campo eléctrico externo la configuracién de cargas experimenta una leve deformacién segiin se
muestra en la Figura 3.2 (se desprecian los efectos de los propios campos de las cargas entre si):

o¥o
@ @

Figura 3.2: Atomo en Presencia de Campo Eléctrico

Desde una cierta distancia (mucho mayor que las distancias atémicas) esta deformacién puede representarse me-
diante un dipolo de la forma (véase EJEMPLO 13.):

Q -Q
® O
Figura 3.3: Representacién mediante Dipolo

Asi entonces, al aplicar un campo externo, el material presentard pequefios desplazamientos de sus electrones en
torno a una posicién de equilibrio, los cuales pueden representarse a través de dipolos.

—

Notar que en este modelo, el material no posee dipolos con antelacién a la aplicaciéon del campo externo E.
Por ello estos materiales se llaman no polares.
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3.2.2. Materiales Polares

Existen otros materiales, que por su estructura molecular poseen dipolos en forma natural, los cuales se encuentran
generalmente orientados en forma aleatoria El tal como se muestra en la Figura 3.4. Estos materiales se llaman
polares (constituidos de moléculas polares).

Figura 3.4: Elemento de Volumen en un Medio Material Polar

En estos materiales, al aplicar un campo eléctrico externo se produce una alineacién de los dipolos:

@G)
< N
/ E
@@ @°

—

Figura 3.5: Medio Material Polar Frente a un Campo

En estos materiales tampoco se produce una traslacidn significativa de cargas ya que su estructura atémica impide
el movimiento (fuerzas inter-nucleares).

"Existen unos materiales llamados ferroeléctricos en los cuales existe una polarizacién permanente en ausencia de campo eléctrico
externo, aunque su nimero es muy reducido en la naturaleza.
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3.2.3. Vector Polarizaciéon

Seglin vimos, en los dieléctricos sélo se produce desplazamiento de cargas en torno al punto de equilibrio. Asi,
para un elemento de volumen del material dieléctrico (polar o no polar) tendremos una nube de dipolos como se
muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Elemento de Volumen en un Medio Material

Definimos el vector polarizacién P (maytscula) como el momento dipolar por unidad de volumen de un dieléctrico,

es decir: .
n n —
B — lm M — lim M
Av’—0 Av’ Av’—0 Av’

Donde los n dipolos pj, se encuentran en el volumen Av'.

3.3. Potencial Eléctrico en la Materia

Consideremos ahora la expresidn del potencial eléctrico producido por un elemento de volumen de material dieléctri-
co, seglin se muestra en la Figura 3.7.

Av'

=L
=y

(@

Figura 3.7: Potencial Eléctrico de Elemento de Volumen

Si el elemento de volumen Av’ puede representarse por un dipolo equivalente dy = P - Av’, entonces el potencial
producido por este dipolo en una posicién 7 sera:
ap
-
PAY (7 — 7' . 1 . =7
vz—E - §:>V(r): JJJP-i_, ——dv’
dmeq |7 — 7| 4meg o |7 — 77|l

Donde (2 es el espacio del medio material en donde estén los dipolos.
Sabemos por otro lado que:

1 — —/

\v iProbarlo!

T
== =)



CAPITULO 3. PROPIEDADES DIELECTRICAS DE LA MATERIA

Electromagnetismo

Entonces:
(7)

=1 LR (f=rm)

Utilizando la identidad: V - (fﬁ) = fV-F+F -V, se obtiene:

—

P

[7 =7

= Vi) 47r60 Hf {

El teorema de la divergencia establece que

1 L
V.-P+P.V. {4 _ }
|7 = |

lF =

v/

1 v’-ﬁ}dv'

[ =7

IIT—?“’II

Jff (v-4) o= ff 4

Y aplicandolo a nuestro desarrollo
471’60 jfj |7 =7 ’||

47r50 @ I7— F’H

Si escribimos el elemento diferencial P - ds = P - 7dS podemos escribir el potencial como
(3.1)

1 P P
V(r) = dnzg @S ||77_:3 ds — 47T60 jfj HT—T'”

Asi entonces, un medio material con polarizacién P produce un potencial eléctrico que puede expresarse mediante

dos componentes. A continuacidén veremos una interpretacion fisica de estos términos

8Nétese las diferencias entre el operador divergencia y el operador producto punto
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3.4. Distribuciones de Carga de Polarizacién

Ahora recordemos que para distribuciones de carga en el vacio teniamos las siguientes expresiones para el potencial:

'/W)

En volumen:

1 Py
V(r) = dreg fgj ||7f(_ ;/dv

En superficie:

1 o(r! ,
S

47‘(’60

—
o ()

Por lo tanto, al comparar estas expresiones puede concluirse ) ) L
. . . . Figura 3.8: Densidades de Cargas de Polarizacién
que el potencial de los medios materiales (ver ecuacién 3.1)
corresponde al potencial producido por una distribucién
volumétrica de carga igual a pp(7') = —V - P y otra de superficie igual a op(7') = P - 7. En otras palabras, al
aplicar un campo eléctrico a un material dieléctrico, este se reconfigura formando una distribucién de carga en

volumen pp y otra en su superficie op, tal como se muestra en la Figura 3.9.

Material Dieléctrico

Figura 3.9: Modelo de Medios Materiales

Es importante destacar lo siguientes aspectos:

1. Las cargas de pp y op no se mueven (se obtienen de la rotacién de los dipolos).

2. Las cargas de polarizacién producen campo eléctrico, pero la carga neta del material sigue siendo nula. En

fsﬂ ppdv + gapds - jﬂ ~V . Pdv + gﬁ -d5
:—£fﬁ~d§+£jf’-d§:0

3. pp y op aparecen producto de la alineacién que experimentan los dipolos del material dieléctrico y no
corresponden a cargas libres al interior de él.

efecto:

4. Dado que estamos interesados en representar en forma macroscopica a los dieléctricos, podemos despreciar
el efecto local que producen los dipolos entorno a una vecindad, ya que el efecto del resto de los dipolos
serd mucho mayor. Es decir, este modelo también se puede aplicar al interior de los dieléctricos.
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EJEMPLO 16:

Un cubo dieléctrico de lado [ y centrado en el origen tiene una polarizacién radial P = aF, donde a es una
constantey ¥ = xt +yj+ zk. Se pide encontrar las densidades de carga de polarizacién y la carga total al interior
del cubo y en su superficie.

Figura 3.10: Dieléctrico Cibico

Solucién:
En volumen:

— a,\ a,\ a" ~ N 7 _ 3
pp——V'P——(£l+6—yj+&k> (aacz—&—ayy—i—azk) = —(a+a+a)=-3a [¢/m’]

O sea, se tiene una distribucién en volumen de carga constante al interior del cubo.

En superficie: op = P - 7, por lo tanto tendremos una distribucién por cada cara del cubo:

Plano XZ:
Paray=1/2, h=j=P-n= (axi—i—aéj—i—azk) g=d

Paray:—l/?,ﬁz—j#ﬁ-ﬁz(azi—a%—kazl&)-(—j):%l

al

Similarmente para las otras caras se tiene que o = §

Carga total al interior del cubo:
H ppdv = —3al® = Qr = —3al3
Q

3
Carga en las caras: Por cada cara: 01?2 = Qcara = % luego para 6 caras: = Qcaras = 3al®

Notar que la carga total es: Q = Q7 + Qcaras = —3al® + 3al® =0

Se obtiene que el material dieléctrico tiene carga neta nula, lo que estd de acuerdo a la intuicién, ya que el
material dieléctrico no tiene cargas libres.
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3.5. Generalizacion de la Primera Ecuacion de Maxwell

Consideremos ahora el caso general en que tenemos una distribucién de carga libre p al interior de un material
dieléctrico (puesta alli a propésito). La 1% ecuacién de Maxwell indica:

V. E = Deal (3.2)
€0

Aqui piotal corresponde a la carga total que es fuente de campo eléctrico. Por ello, en este caso corresponde a la
carga libre al interior del dieléctrico mas las distribuciones de carga de polarizacién.

Asi: protal = pe + pp donde py es densidad de carga libre, y pp es la densidad de polarizacién.

Luego, podemos escribir:

pe+pp=V- (5OE>

pe=V- (&)E) — PP

Pero pp = -V - P
pg:V~(50E)+V~ﬁ

pe=V"- (EOE+ﬁ)
Se define D = 50E + P como el vector desplazamiento eléctrico en medios materiales. Con ello:

V-D=p, 1% Ecuacién de Maxwell

Notar que el vector D estd “desplazado” en relacién al campo eléctrico (E) por el vector polarizacién P, de alli su
nombre.

Integrando en volumen la primera ecuacién de Maxwell

Qiibre total

Jiy - o= Jff o
Q Q
@5 - d8 = Qlibre total Ley de Gauss en Medios Materiales (3.3)

Notar que en estas expresiones E es el campo eléctrico total, el cual es resultante tanto de fuentes externas como
de las cargas libres py y las de polarizacién pp. A su vez, en el espacio vacio P = 0y se cumple D = ¢y F seglin
habiamos visto anteriormente.
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3.6. Constante Dieléctrica

3.6.1. Polarizacion de Medios Materiales

En la mayoria de los materiales dieléctricos en general la polarizacién P varia con la intensidad del campo eléctrico
aplicado. La atmdsfera es un tipico ejemplo de un medio sometido a un campo eléctrico, ya que varia con la altura,
por ello su polarizacién varia con la altitud. Dependiendo de la forma en que se efectia esa variacidn los materiales
se clasifican de la siguiente forma:

1. ||P|| = a||E|| = Materiales Lineales
2. P = a(f)E = Materiales Isétropos = Aqui P || E

3. « constante = Material Homogéneo
Se acostumbra a escribir: P = Xeaoﬁ donde . es la susceptibilidad eléctrica de un material y corresponde a una
medida de cuan susceptible o sensible es un material al campo eléctrico aplicado.
Asi, podemos escribir
D=¢E+P
ﬁ = E()XE
De acuerdo a lo anterior, el pardmetro x tiene varias posibilidades dependiendo de las caracteristicas del medio.

Para el caso de un medio lineal (relacién entre P y E es una funcién lineal) se tienen las siguientes posibilidades:

1. Medio Lineal, Isétropo y Homogéneo: Es un material cuyas propiedades dieléctricas son las mismas en
todo punto del material. La constante x es la misma e independiente de la posicidn en el material, esto
significa que la relacién entre P y E se expresa como:

P, =eox F; Para: 1 =1,2,3

2. Medio Lineal, Anisétropo (no isétropo) y Homogéneo: Es un material en que la relacién entre Py F
no depende de la posicién, pero no es igual en todas las direcciones. Esto quiere decir que la relacién entre
Py E se puede expresar en la forma:

P; = eoxinE1 + eoxiz B2 + eoxis Es
Y los elementos ;; son constantes y forman una matriz simétrica.

3. Medio Lineal, Anis6tropo (no isétropo) y No Homogéneo: Es un material en que la relacién entre P
y E es una funcién dependiente de la posicidn y no es igual en todas las direcciones. Esto quiere decir que
dicha relacién se puede expresar en la forma:

P; = eoxi1 (F)E1 + eoxiz(F)E2 + oxis (T) Es Para: i = 1,2,3 (3 direcciones espaciales)

Para el caso de un medio no lineal la relacién entre Py E es una funcién no lineal, por ejemplo: P = aE+j||E||?E
(o y B constantes).
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Sustituyendo la expresién de P en la definicién del vector desplazamiento, queda:
D =eoE + XGE()E =eo (T4 xe) E (3.4)

Se define ¢, = I + x. como la permitividad dieléctrica relativa del material dieléctrico y ¢ = £pe, como la
constante dieléctrica del material, también llamada permitividad dieléctrica (recordemos que €¢ es la permitividad
del espacio vacio definida anteriormente). Con ello:

—

D=¢E

En el caso general x. es una matriz que considera todas las posibles variaciones de la polarizacién con el campo
aplicado. Asi, la constante dieléctrica serd variable al interior del material, siendo la expresién mas general de
estos cambios :

Dy | =1|ey: eyy &y- E,
DZ 6$Z szy 622 EZ

En donde ¢;; = ¢;;(7)

3.6.2. Clasificacion de Materiales Dieléctricos
En base a la constante dieléctrica los materiales se clasifican en:

1. Material Lineal si: ||D|| = ¢||E]|

2. Material Isétropo si: D = (7)E

—

3. Material Hommogéneo si: D = ¢FE con € constante.
A continuacién se ilustran las distintas posibilidades para un material especifico:

(A) Material lineal - isétropo - homogéneo:

Situacién sin Campo  Situacién con Campo

Figura 3.11: Material lineal - Isétropo - Homogéneo

Aqui se cumple que || P|| = a||E||. Ademéds D, Py E son paralelos y D = ¢E con ¢ constante dieléctrica.
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(B) Material lineal - isétropo y no homogéneo:

Situaciéon sin Campo  Situacion con Campo

Figura 3.12: Material lineal - Isétropo - No Homogéneo

Aqui se cumple que ||P|| = «|E||. Ademas D, Py E son paralelos y D = o con & = &(7). Pero P no es
homogéneo y varia con la posicién.

Por ejemplo, en la Figura 3.12 las flechas que representan el vector polarizacién son mas cortas arriba que
abajo (situacién con campo aplicado).

(C) Material lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo:

Situacion sin Campo  Situacion con Campo

Figura 3.13: Material Lineal - Anisétropo - No Homogéneo

Aqui se cumple que || P|| = a||E||. Ademds D, P, E no son paralelos y D = [¢] E con €ij = €45(T)
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(D) Material no lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo:

Situaciéon sin Campo  Situacion con Campo

Figura 3.14: Material No Lineal - Anisétropo - No Homogéneo

Aqui || P|| = f(/|E||), donde f es una funcién no lineal (||P|| # «||E]|). Ademés D, P, E no son paralelos
y D= [Eij] FE con Eij = Eij (F)

3.6.3. Ecuacion de Laplace en Medios Materiales
Si tenemos un medio dieléctrico cualquiera en el que no hay densidad de carga libre, se cumple:
V-D=0
En el caso general de un medio material cualquiera se cumple:
D=eE+P=clE+e[x]E=D=co(I+[x))E

Donde I es la matriz identidad de 3 x 3. Esto (iltimo relaciona D y E en general a través de una matriz:
D=[e(M)] E

Donde [e(7)] = I + [x]. Esta ecuacidén cumple con la primera ecuacién de Maxwell: V - D=vV- ([e(f')] E) =0

Por otra parte, sabemos que el campo electrostatico es conservativo, es decir, se cumple:
VxE=0

Por lo que el campo eléctrico se deriva de una funcién potencial de la forma:

E=-VV
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Reemplazando en la expresién de la divergencia del vector desplazamiento tenemos:
V- ([e(M]VV() =0

Si el material es no homogéneo, es decir [¢(7)] = () depende de la posicidn, la divergencia se debe aplicar
sobre un producto de funciones. Por ello, en este caso, a pesar de que no hay densidad de carga libre, no se
cumple la ecuacién de Laplace. Es decir, en presencia de medios materiales no homogéneos (diferentes constantes
dieléctricas), no se cumple la ecuacién de Laplace.
Cuando el material es homogéneo ¢ es constante respecto de la posicién y puede salir fuera de la divergencia.
Con ello se obtiene:

eV - (VV(F) =0
Por ello en los medios dielectricos homogéneos se cumple la ecuacién de Laplace:

V2V () =0

3.7. Ruptura Dieléctrica

Cuando el campo eléctrico es lo suficientemente fuerte, es posible arrancar los electrones de las moléculas y
el material deja de comportarse como aislante, esto se conoce como ruptura dieléctrica. Experimentalmente se
puede encontrar la ruptura dieléctrica de cualquier material o incluso de gases como el aire. EI minimo valor del
campo eléctrico para el cual se produce la ruptura se denomina “fuerza dieléctrica” y es un pardmetro de gran
importancia en ingenieria.

Cuadro 3.1: Valores de Permitividad Dieléctrica y Fuerza Dieléctrica de Materiales

H Material ‘ Constante Dieléctrica ¢, | Fuerza Dieléctrica H
Titanato de Bario 1200 7.5 x 106
Agua (mar) 80
Agua Destilada 81
Nylon 8
Papel 7 12 x 106
Vidrio 5-10 35 x 106
Mica 6 70 x 108
Porcelana 6
Bakelita 5 20 x 106
Cuarzo (fusionado) 5 30 x 10°
Goma (dura) 3.1 25 x 10°
Madera 25-8
Polyestyreno 2.55
Polypropyleno 2.25
Parafina 2.2 30 x 108
Petréleo 2.1 12 x 106
Aire (a 1 [atm]) 1 3 x 10°

Estos valores pueden variar en otras tablas, ya que hay muchas variedades y aleaciones de cada material y la

permitividad es ademas sensible a la temperatura, impurezas, etc.

Un bello ejemplo de ruptura dieléctrica se encuentra en los rayos, los cuales se producen por la aparicién de

campos eléctricos de gran intensidad capaces de sobrepasar la fuerza dieléctrica del aire.
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3.8. Condiciones de Borde

Hasta el momento hemos considerado el fendmeno electrostatico en el vacio y en medios materiales en forma
aislada. En la practica existirdn campos en dos o mas medios materiales en contacto entre si. Llamaremos condi-
ciones de borde a las condiciones que deben satisfacer los campos en las superficies de separacién de los medios.

Consideremos dos medios dieléctricos tal como se muestra en la Figura 3.15, en los cuales se tiene campos
eléctricos E7 y F»> en la interfaz de cada uno de los medios. Supongamos que descomponemos cada uno de los

campos en sus componentes tangencial y normal a la superficie de interfaz segin se muestra en la Figura 3.15.

Las componentes de cada vector son:

Dieléctrico 1

Trayectoria
Cerrada L

Ey
"B

Dieléctrico 2

Figura 3.15: Condiciones de Borde E
E\=Ey+Ey,
Ey = Ey + Esp

Usaremos las ecuaciones: V x E = 0 y V. D= pe para deducir las condiciones de borde.

|. Condiciones sobre el Campo Eléctrico: Para la trayectoria infinitesimal [ (que rodea la superficie S) se

ngE-dg:o:»/FE-df:o

—Eyd — Einhi — Eanho + Eoyd + Eopho + Eyphy =0

cumple que:

Nos interesa lo que ocurre en la interfaz, por ello hy — 0y hy — 0. Con ello
—Fid+ Eoyd=0= .. Ey; = Eo

Las componentes tangenciales del campo a ambos lados son idénticas. En términos del vector desplazamiento

Dy _ Du

€1 €2

La componente tangencial del vector D es discontinua.
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[l. Condiciones sobre el Vector Desplazamiento: Consideremos la interfaz de dos medios como en la Figura
3.16, en la cual existe una densidad de carga oy en la interfaz.

Dieléctrico 1

Dieléctrico 2

Figura 3.16: Condiciones de Borde D

Aplicando ley de Gauss en la superficie cilindrica:

ﬁﬁ ~d5 = Qiire  cON Qlipre = 0 AA
S

En donde oy es la carga libre existente (puesta deliberadamente) en la interfaz (no es de polarizacién).

Luego:
D1, AA — Doy AA + ﬂ D-d§=o,AA
Manto
Si Ah — 0 se tiene que:
|| D-as=0
Manto
Dln — Dgn = 0y (35)

Es decir, el vector D sufre la discontinuidad de la carga superficial para su componente normal. Si no hay
carga libre oy =0 y:
Dln = D2n

Para el campo eléctrico se tiene:
€1E1n = €2E2n

Las ecuaciones de esta seccién son las condiciones de borde que deben cumplir E'y D cuando se pasa de un
medio material a otro distinto. Generalmente estas condiciones se aplican cuando conocemos los campos en
un medio y deseamos saber qué ocurre con ellos al otro lado de la superficie de contacto con otro medio.

Es importante seguir la convencién de la direcciéon de los campos, que en esta deduccién, se supone en
el mismo sentido.
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EJEMPLO 17:
Se tiene una densidad de carga superficial o entre dos medios dieléctricos segtin se muestra en la Figura 3.17. Se
pide calcular el campo eléctrico y el vector desplazamiento en todo el espacio.

el

€2
TDZI EZ

Figura 3.17: Carga Superficial entre Dieléctricos

Solucién:

Las cargas libres estan en el plano. Para las cargas de polarizacién, dado que los medios son homogéneos, no
hay densidad de carga en volumen y sélo habrd densidad de carga superficial de polarizacién, la que también se
distribuird en planos paralelos al de la carga libre (caras de ambos dieléctricos en contacto con o). Por lo tanto,
por simetria, todos los campos tienen la direccién k y —k (s6lo intervienen planos de carga).

Las cargas superficiales de polarizaciéon en ambos dieléctricos estardn dadas por op, = P - (,]};) yop, = B,k
donde se cumple
Dy =¢oE + Py
Dy = eoEo + Py
Ademais .51 = 51E1 Yy DQ = €2E2
€1E1 :€0E1 +ﬁ1 €2E_:2 :Eoﬁg+ﬁ2

131 = (51 - EO)El 132 = (52 - EO)E2

Asi el problema se puede representar por 3 densidades de carga superficial, seglin se muestra en la siguiente figura:
S TE}
op1

7 T
op2 T

T

—

2

Figura 3.18: Carga Libre y de Polarizacién

Claramente, por superposicién (o aplicando la Ley de Gauss en S):

] o op1 op2 \ 7 = o op1 op2 7

E=(—+—"+22)k Ey=(—+2+2) (~k

! <2€0 + 280 + 280) Y 2 (280 + 280 + 250) ( )
- o op1  Op2\ 7 = o op1 | OpP2 7
Dy=e [ —+ 22 k Dy=¢ — | (~k
! ! (250 + 260 + 250) y 2 2 (280 + 260 25()) ( )
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Por las condiciones de borde - si consideramos que los campos tienes sentidos contrarios - se tiene que:

e1+e
D+ Dy, =0=0= %(J+JP1+0P2):>2600—:(51 +€2)(0+0p1+0'p2)
0

—

De las férmulas de densidad de carga de polarizacién tenemos: op; = (61 — &9) Eq - (—ff) = (g0 — 1) F1
Y reemplazando la expresién del campo:

Eo— &1
=op1=—(0+o0p1 +0p2)
250
Dividiendo 2eq0 /o p;1 tenemos:
2e00 €1+ €2 €0 — €1
T e T OPLT O
op1 e €1+ &2
Notar que €1 > ¢¢, luego op, es negativo.
Andlogamente para 2eg0 /o po se obtiene:
€0 — €2
opy —0————
€1+ &2

Y dado que €3 > 0, op, también serd negativo, luego:

= g o — €1 Eo— €2 »
B = — k
2e0 €1t+e2  €1+é2
Se concluye que:
- o - - €10 & - o - ~ €90 &
=——%k=>=D1=—k y Fr=———%k=Dy=——"—
€1+ €2 €1+ €2 €1+ é2 €1+ €2

Notar que la componente normal del vector desplazamiento debe cumplir

(131—132)-1%:0

Habiamos dicho que la carga neta al interior de un dieléctrico es nula. j Qué ocurre en este caso?
Hint: Como es cero la carga neta, lo interesante es darse cuenta dénde entran las otras densidades que anulan a
op, Y op, respectivamente.

Caso particular sin medios:
€1 =€y =¢€9g=0p1 =0py =0

Y:
_ — o 2
Ei=—Ey=—k
280

Que es la expresion del campo de un plano infinito de carga.
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3.9. Refraccion del Campo Eléctrico

Consideremos dos medios distintos en los cuales se tienen campos eléctricos y de desplazamiento en ausencia de
cargas libres en la interfaz. Sean Fy, D1 y E5, D> los vectores de campo eléctrico y de desplazamiento en estos
dos medios contiguos tal como se muestra en la Figura 3.19.

Dieléctrico 1 =

Dieléctrico 2

Figura 3.19: Refraccién Campo Eléctrico

Aplicando las condiciones de borde para el campo eléctrico se tiene:
Eq; = Ey = Fysen(6r) = Easen(fy) (3.6)
Las del vector desplazamiento (sin carga superficial entre los medios) son:
0¢=0= Dy, = Dy,

e1F1 cos(01) = e2Es cos(f2) (3.7)

Dividiendo (3.5)/(3.6): tan(6;)  tan(f)

€1 €2

Esta es la ley de refraccion del campo eléctrico en ausencia de carga libre, la que también se puede escribir como:

tan(61) e1  en

tan(02) 35} Ero
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3.10. Consideraciones sobre Simetria

Hasta aqui hemos usado extensivamente la nocién de simetria para calcular campos. Esta nocién esta basada
fuertemente en despreciar efectos de borde de las configuraciones, esto es, suponer planos infinitos, cilindros infi-
nitos, etc. Esta aproximacion permite tener una primera visién de los fenémenos pero en la practica, es necesario
considerarlos y por ello es frecuente utilizar programas computacionales para resolver la ecuacién de Laplace y la
de Poisson.

Para ilustrar las limitaciones de efectuar simplificaciones en los célculos consideremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO INTRIGANTE:

Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracién de la Figura 3.20. Hay dos dieléctri-
cos de constantes €1 y €5, cada uno de los cuales corresponde a semiesferas de radio a. En el centro de la esfera
se ubica una bola cargada con densidad de carga pg y radio d. A partir de r > a todo el espacio se llena con un
tercer dieléctrico de constante £3. Se piden los campos en todo el espacio.

Figura 3.20: Simetria y Condiciones de Borde

Solucién:
Si comenzamos a resolver desde el tercer dieléctrico tendremos el siguiente desarrollo:

Aplicando la ley de Gauss a S:
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Qiibre = 47pod°/3. Ademds D sélo depende de r, luego:

4 » P 5
4mr*D(F) = Smpod® = D(F) = Boni y B = 2257

Si ahora aplicamos condiciones de borde para D en r» = a se obtienen los vectores desplazamiento en los medios
1y 2 Asi
UZZO:Dln:Dn y D2n:Dn

Es decir, el vector desplazamiento tiene la misma expresién en los 3 medios.
Se obtiene entonces:

pod>

F = Eo(F) =
" 2(7“‘) 3€2T2T

- 5% - 5 - 53
D1(r)=p0 7= FEy(F) = P04 y DQ(F):?TQ

Pero al aplicar la condicién de continuidad para la componente tangencial del campo en la interfaz de ambos
medios se debe cumplir E; = F5 en § < r < a. Cuestidon que claramente es contradictoria con las expresiones
anteriores.

Si ahora partimos aplicando la ley de Gauss en &’ (ubicada en r, tal que § < r < a) se tiene:

@ D-ds= Qlibre
S/
Y suponiendo que los vectores desplazamiento son diferentes en cada medio se obtiene:

= 4 - 2 .
2777’2 (Dl(F) + DQ(’F)) = gﬂ'poés = Dl(’f“) + DQ(’F) = ﬁpo(ss
La ecuacion para los campos queda:

. 2
ElEl(T) + EQEQ(’F’) = gﬁpoé‘?)
Si aplicamos ahora continuidad de la componente tangencial del campo obtenemos:

0 2p00°
E = —
() 3(e1 + e2)r?

Luego los vectores desplazamiento son:

> 2e1p00° . = 2e9p00° .
D = - D L
1(7?) 3(51 +52)T2r y 2(7?) 3(51 +52)T2T
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Para obtener los campos en el medio 3 aplicamos continuidad del vector desplazamiento. Con ello obtenemos los
siguientes dos valores diferentes para las zonas: | y Il de la Figura 3.21.

Para la parte superior:
— 261,00(53

D\(f) = ————
1(7‘ 3(61 n 62)7”2r

~

Para la parte inferior:

= 2e9p00° .
Do(7) = ——22P0%
o (7) 30er )i 7

Lo que no hace sentido.

i Cudl es el camino correcto?
La respuesta se encuentra en la vélidez de las suposiciones sobre la simetria del problema. En primer lugar obser-
vemos que las cargas de polarizacién se distribuyen seglin se muestra en la siguiente figura.

Figura 3.22: Densidades Superficiales de Carga de Polarizacién

Dado que los medios son diferentes, las densidades de carga también seran diferentes. Asi op1 # ops # op3, Yy
en consecuencia, el problema no tiene simetria esférica. Con ello E = E(r, ) y no es posible usar la ley de Gauss
tal como se mostrd.

En el primer caso, al suponer simetria radial en el medio 3 suponemos despreciable el efecto deformador de
los medios 1 y 2. Es decir, nos interesa obtener los campos para r > a y despreciamos lo que ocurre para r < a.
En el segundo caso, suponemos que los medios 1 y 2 son lo suficientemente grandes de modo que § < a. Con
ello los campos tendran simetria radial (sélo dependen de r) al interior de los medios, y no interesa mucho lo que
ocurre para r > a.
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3.11. Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Considere un cilindro conductor infinito de radio a inmerso en cuatro medios diferentes segiin se muestra en la
Figura 3.23. Si se carga el conductor con una densidad superficial de carga o, se pide calcular:

1. El campo eléctrico en todo el espacio.
2. Las densidades de carga de polarizacién.

3. El vector desplazamiento D en todo el espacio.

Figura 3.23: Problema 1

Solucién:
Para realizar este ejercicio ocuparemos la ley de Gauss para el vector desplazamiento eléctrico ﬁD -ds =

S
Qlibre-encerrada, ademds de la condicién de borde Fy; = Ey; y de la relacidn para medios isétropos.

1. Suponemos que E = E(r)7
El campo en las intersecciones de los dieléctricos es tangencial para r > a

Figura 3.24: Problema 1 - Parte 1
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Aplicando la condicién de borde Ey; = Fs5; tenemos que El = EQ = E}, = E4 =F ya que la Unica
componente del campo es la tangencial. Por lo tanto el campo eléctrico no depende del dieléctrico.

Luego aplicamos la ley de Gauss. Para ello, ocupamos un cilindro Gaussiano concéntrico al cilindro conduc-
tor de largo unitario, pudiendo distinguir dos casos:

Figura 3.25: Problema 1 - Parte 1 (Andlisis)

a) Para r < a:
En este caso, no hay carga libre encerrada, con ello tenemos que E(r < a) = 0.

b) Para r > a:
Podemos ver que la ley de Gauss nos da:

mr r wr wr
D17 + D27 + Dg? + D47 = 271'0'(1,
En esta ecuacidon ya estd hecha la simplificacién del largo del cilindro que corresponderia en ambos

lados de ésta.

Si D; = ¢;E, obtenemos que el campo fuera de la esfera es:

doa R

e ;
T‘(Sl + €2+ €3 +€4)

2. De las dos relaciones dadas al comienzo, tenemos que el vector polarizacién:

—

P =(ci—e0)E =

doa(e; — €o) ;
r(e1 +e2+e3+¢e4)

Sabemos que la densidad volumétrica de polarizacién es: p; = —V - P Luego concluimos que para todo
medio 4, la densidad p; es:
- 19(rP
pi=—v.p =),
r Or
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Calculemos la densidad de carga superficial debido a la polarizacién en cada una de las zonas de borde. En
la Figura 3.26, podemos ver las normales asociadas a cada superficie.

Figura 3.26: Problema 1 - Parte 2 (Anilisis)

Luego, sélo existe carga de polarizacién o = P - en la cara interior del circulo formado por los medios. En
esta zona, tal como lo muestra el dibujo, el vector normal es —7.
Entonces la carga de polarizacién de la superficie del cilindro depende de la zona de contacto. Para cada

zona, su valor es:
doa(e; — o)

7"(81 + €20 +€3+ 54)

op;=Pn=—-Pr=—

Notar que op; es de signo opuesto a 0. Ademds, sabemos que la carga neta de polarizacién es nula. Luego:
iDénde estd la otra carga de polarizacién que logra esto? Evaluando en r = a:
doa(e; —€o) B do(g; — €o)

opi = — = ..0p; =
! a(81+82+83+54) ! €1+ex+€e3+ ¢4

3. Como ya usamos en la parte a, para un material isétropo se tiene que el desplazamiento se relaciona con el
campo de forma que D = ¢E. Luego, el vector desplazamiento para cada zona es:

a) Para r < a:
D(#) =0
b) Para r > a:

— 4(7(161' “
Di = r
7‘(81 +éeo+ €3+ 64)

PROBLEMA 2:
Un conductor longitudinal de largo L tiene una densidad de carga A por unidad de longitud. Se sumerge en un
medio dieléctrico de constante dieléctrica £. Se pide encontrar el campo eléctrico a una distancia r del eje del

cilindro, con r <« L.
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Solucion:

Para r > a:

i Cémo cambia el resultado para los casos en que r ~ Ly r > L?

PROBLEMA 3:

Considere dos placas planas de vidrio (&, = 8,5) puestas verticalmente, las cuales se encuentran separadas por un
hueco de aire y rodeadas de aceite (¢, = 3,0), tal como lo ilustra la Figura 3.27. Un campo eléctrico uniforme
de 2000[V/m)] existe en el aceite. Se pide calcular el campo eléctrico en el vidrio y en el hueco de aire cuando el
campo en el aceite:

1. Es normal a la lamina de vidrio.

2. Forma un 4ngulo de 75° con ésta.

Aceite | Vidrio | Aire | Vidrio  Aceite

Figura 3.27: Problema 3

Indicacién: Considere que los campos sélo tienen componentes en el plano de esta pagina (no tres dimensiones).

Para todos los problemas haga todo supuesto que usted considere justificadamente necesarios para resolverlos
(incluida la posible necesidad de datos adicionales).
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Solucion:

Aceite | Vidrio | Aire | Vidrio  Aceite

75°

>
3>£
>

Figura 3.28: Problema 3 - Analisis

1. Se tienen las siguientes condiciones de borde:
Dln - D2n =0

By = Eoy

Donde o es la carga libre en la interfaz, supondremos que no hay carga libre en ninguna interfaz, es decir,
suponemos o = 0.

Como el campo en el aceite es normal a la superficie:
Ey=FEo =0
Dado que el campo en el aceite es normal a la superficie, se tiene que:

D=¢cE = c1E, —e3Ey = ot

Donde los subindices son 1 para aceite y 2 para vidrio.

€1E_:1 _ €r15()E1 _ €T1E1 _ 3-2000 _ 705,882 [V}
m

1B — ey = Ey =
€9 €r2€0 Er2 8,5

Luego el campo para el primer vidrio es:
- - v
Ey, = Ey = 705,882 {} n
m

Entre vidrio (subindice 2) y el aire, que le asignaremos como referencia el 0, aplicamos condiciones de borde
de forma andloga a la anterior.

. . . E ocoE - Vv
0By = egFy = By = 2222 — Sr25082 B — 6000 [} A
€0 €0 m

Luego el campo en el aire sera:
= = v
Ey, = Ey = 6000 {] n
m

Para la préxima placa de vidrio el campo valdrd lo mismo que en la primera, etc.
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2. El campo eléctrico del aceite forma un dngulo de 75° con la Idmina de vidrio.

Aplicando condiciones de borde:
Ey = By = By cos(75%) = Ey cos(6) (3.8)
D1, = Do, = €1 E1,), = e9Fs, = 1, sen(750) = e9F5 sen(H) (3.9)
Multiplicando (3.7) por 2 y sumando el cuadrado de ambas condiciones para eliminar el angulo 6 tenemos:
E?(e5 cos?(75°) + e2 sen?(75Y)) = e2F2
E(e2,e3 cos?(T5%) 4 e2,e2 sen?(75°)) = e2,el E3

E#(e2y cos?(75%) + €2, sen?(75%)) = 2, E2

_ E}(e2, cos?(75°) + €2 sen?(75))
= 2
€r2

Considerando Ey = 2000[%]
9 v
= E5 = 732838, 7236 = E» = 856, 96 o

E5 en (3.7):
 Bycos(75°) 2000 - 0,258

9 —
cos(0) E, 856, 06

=0,605 = 0 = 32,79°

En consecuencia:
- - . - - |V
Es = FEycos(0)t + Egsen(0)n = - Ep &~ 517,92t + 681,837 | —
m
Para encontrar el campo en el aire, debemos nuevamente aplicar condiciones de borde:
v
Egt = E()t = EOt = 517, 92 | —
m

s E n V
Doy — Dop = 0 = £9Fop, = £0Fon = Eop = 2220720 o B0 — 5795, 56 [}
9N m

= . Eg=>517,92{ + 5795,567 {m
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3.12. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:

Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se encuentran ubicados tal como lo indica la
Figura 3.29. El espacio entre ambos se encuentra lleno de un material con permitividad €. El vector polarizacién
entre ambos medios estd dado por: P = 727 + sen(6)6

Dado lo anterior:

1. Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacién
2. Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacién

3. Plantear una expresién para el vector campo eléctrico en todo el espacio.

o

Figura 3.29: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:
Una densidad de carga esférica (0 < r < a) se encuentra rodeada de un material dieléctrico con geometria esférica
hasta una distancia radial b, seglin se muestra en la Figura 3.30

El medio material se compone de moléculas, cada una de las cuales posee un momento dipolar eléctrico de
5 x 10~2%[cm)] orientado radialmente (segtin 7). La densidad de carga produce una modificacién en las moléculas,

las cuales presentan la siguiente densidad volumétrica m(7) = kr?[moléculas/m3]. Se pide:

1. Determinar el vector polarizacién del medio material.
2. Calcular los campos D y E en todo el espacio.

3. Determinar la diferencia de potencial entre los casquetes definidos por radios a y b.

Figura 3.30: Problema 2 - Propuesto
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PROBLEMA 3:
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracién esférica de la Figura 3.31
En el centro de la esfera de radio a se ubica una carga q. Suponiendo simetria radial se pide calcular D y E para:

1. El caso r > a.

2. El caso r < a.

Figura 3.31: Problema 3 - Propuesto
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Capitulo 4

Conductores en Electrostatica

4.1. Modelo Basico de Conductores

Modelaremos un conductor ideal como un medio material en el cual existen abundantes cargas positivas y nega-
tivas, las cuales pueden moverse libremente en presencia de un campo eléctrico y que la carga neta es nula. Asi,
al aplicar un campo eléctrico se genera una fuerza sobre las cargas, las que se moveran hasta alcanzar el estado
de equilibrio. Este equilibrio implica que el campo eléctrico al interior del conductor debe ser nulo (de otro modo
las cargas continuarian su movimiento) segin se ilustra en la Figura 4.1.

Sin Campo Eléctrico Con Campo Eléctrico

IS

Figura 4.1: Conductor en Presencia de un Campo Eléctrico

Supondremos en principio que la cantidad de carga libre al interior del conductor es muy elevada (infinita). Por lo
tanto siempre el conductor puede disponer de carga negativa y positiva para localizarla, de modo que se alcance
el estado en que el campo interior sea nulo en la condicién estacionaria. En este capitulo solo estudiaremos la
condicién de equilibrio y dejaremos el fenémeno de la conduccién para mas adelante.
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4.2. Propiedades

De la definicién anterior se sigue que un conductor cumple con las siguientes propiedades:

1. La carga sdlo se redistribuye en la superficie, ya que si E es nulo en el interior = V- E = 0 = pe=0,0
sea, no existe densidad volumétrica de carga.

2. Toda la superficie del conductor es una superficie equipotencial. En efecto, dado que AV = — fﬁ - dfy
dado que F es nulo al interior del material conductor, entonces AV = 0 entre cualquier par de puntos del
conductor, es decir, todo el conductor esta a un mismo potencial.

3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor es normal a la superficie del conductor y vale
E = %ﬁ donde o es la densidad superficial de carga del conductor.
En efecto, consideremos el conductor de la Figura 4.2.

Mitad del
Manto

Figura 4.2: Densidad de Carga en Conductores

Aplicando la ley de Gauss al cilindro infinitesimal de la Figura 4.2 se tiene:
@ 5 ~d§ = Qtotal
s

Dado que sélo hay campo afuera = Djpterior = 0
@ﬁ-(ﬁz ﬁﬁ D-ds+ ﬁ? D-ds
Mitad Manto Tapa Exterior

Haciendo tender h — 0 la contribucién de la mitad del manto se hace despreciable, con ello:

@5 -d§=D,As = D,As =cAs
S

Pero:
— U,\
D,=¢Fk,=FE=—n
€
Para el aire € = ¢¢, luego:
— g "
E=—n
€0

Lo que concuerda con la intuicién fisica, ya que si hubiera campo en el sentido tangencial en la superficie del
conductor habria movimiento de cargas, el que se mantendria hasta alcanzar un nuevo punto de equilibrio con
campo tangencial nulo.
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4.3. Caso Conductor con Oquedad

En esta seccién probaremos que toda carga libre sélo existe en la superficie exterior de un conductor. Consideremos
el caso en que se tiene un conductor con una oquedad y se le inyecta una carga libre @, la cual puede desplazarse
libremente en el conductor, tal como se muestra en la Figura 4.3.

Carga Neta Q Hueco Interior

Figura 4.3: Densidad de Carga en Conductor Hueco

Si tomamos una superficie S’ que contenga al hueco, por la ley de Gauss se debe cumplir:

ﬁ 5int -d§ = Qtotal
Sl

Pero por el equilibrio electrostatico ﬁint =0

= Qtotal la carga total encerrada por la superficie S’ es nula. Ahora bien, la carga encerrada por la superficie S’
puede deberse a una carga superficial en la superficie interior del hueco, o bien a una carga en volumen. Pero ya
hemos visto por la propiedad 1 que un conductor no puede tener densidad de carga en volumen. Luego, la carga
en la superficie interior del conductor es nula, de modo que se cumple Qiotal = 0.

En consecuencia, solo podrd distribuirse la carga libre @ en la superficie exterior, lo que hard de forma que
se produzca un campo nulo al interior.

Un caso interesante se produce cuando se introduce una carga puntual @ en el hueco interior de un conduc-
tor sin carga, seglin se muestra en la Figura 4.4.

Figura 4.4: Carga en Oquedad
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En este caso, al aplicar la ley de Gauss a S sigue cumpliéndose que la carga encerrada por la superficie S es nula.
Por lo tanto, concluimos que debe aparecer una densidad de carga ¢’ en la superficie interior de la oquedad de
modo de lograr que la carga neta sea nula, es decir:

fj ddS+Q =0
5

Ahora bien, como la carga neta de todo el conductor debe seguir siendo nula (estaba descargado originalmente),
aparecera también una densidad de carga o en la superficie exterior del conductor de modo que:

gads ~-Q

La situacién de equilibrio se muestra en la Figura 4.5.

vl

Figura 4.5: Situacién de Equilibrio

Aqui o y ¢’ se distribuyen de forma que el campo al interior del conductor es cero.

EJEMPLO 18:

Consideremos dos placas conductoras cargadas con cargas ) y —(Q) respectivamente. Entre las placas existe un
material dieléctrico de constante dieléctrica . Suponiendo que desprecian los efectos de los extremos de las placas
(o sea placas o0) se pide:

1. Distribucién de las cargas en las placas.
2. Campos en todo el espacio.

3. Diferencia de potencial entre las placas.

DextTTk . /\A a
S3 T 14
/ I [ / 3
01
As ! =
D iad
|
s )
’ At ! = -Q
0'4]
A;

Figura 4.6: Condensador de Placas Planas
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Solucion:

1. Llamemos o1, 09, 03 y 04 a las densidades de carga superficial en cada una de las caras de las placas. Se

cumple:
Q=01A+03A=01+0y=0 (4.1)
Donde 0 = Q/A
Andlogamente se obtiene:
o3+ 04 =—0 (4.2)

Por simetria los campos sélo tienen componente segin k (sélo habra cargas en planos).

Consideremos el volumen contenido por la superficie Si, el cual es un paralelepipedo cuyas caras hori-
zontales estan contenidas en ambos conductores. Alli se cumple:

@Sf)-dg: ﬁ ﬁ-dswrﬁﬁ-dﬂ @S D-ds
Sy

Tapa Abajo Manto Tapa Arriba
Pero en la tapa de abajo y en la de arriba D es nulo, y en el manto D es ortogonal a ds, luego:
(fD-ds=0+0+0=0
S1
Por otra parte: Qiotal = AAoo j— AAocs

Luego por la ley de Gauss @D - d§ = Qiotal, €S decir, se cumple:
S

oo +03=0 (43)

En el espacio exterior a las placas el campo es constante (se debe sélo a distribuciones de carga superficial
constante) y tiene la direccién del vector k unitario. Llamémoslo D:.

Consideremos ahora el volumen limitado por la superficie So, la cual define un paralelepipedo que tras-
pasa ambas placas. Se cumple:

@ﬁ - d§ = Qrotal

S
@5 -ds = QDEItAAQ = Qtotal = O'1AA2 + O'QAAQ +03AA2 -|—0'4AA2 = (0'1 + 02 + g3 + O'4)AA2 =0
S

= .. [jext =0

Es decir, no hay campo exterior a las placas.
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Electromagnetismo
Para la superficie S, la cual define un cubo cuya cara inferior esta contenida en el conductor, y la superior

{f D d5 = Quota
S

fuera de él, se cumple:

@S D -di = Dyp;Ads + Doyt AAs =0
S

Qrotal = 01AA3 =01 =0

Asi, de (4.1) 02 = 0, de (4.2) 04 = 0y de (4.3) 03 = —o La distribucién de carga se muestra en la Figura

4.7.
k
01=0

d{ € /”'

o4=0

Figura 4.7: Distribucién de cargas en conductores de placas planas

2. Nos falta calcular el campo entre las placas. Tomando la superficie Gaussiana S, cuya cara inferior esta

contenida en el conductor y la superior en el dieléctrico, se tiene:

Suponiendo Djnt = —Dk:
ﬁ D.-ds= Qtotal
s
{fD-ds=-DAra
s
Qtotal =—0AA
—D=—0=—", l_jimg = —0’];‘
El campo eléctrico al interior del dieléctrico es Ejpe = g = B = —gl%
3. Diferencia de potencial
d
AV = — / E - di
0

dek =2 = AV =24
g g

Q
N—
T

d ~ d
Voo Vog == [ EBu-dl=- [ (-2
0 0 €

Asi,sioc, e, d>0=V,—-V_,>0
Es importante notar que si el dato hubiera sido la diferencia de potencial AV = —<d, los resultados serian

idénticos (jProbarlo!).
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Nota: Para fijar conceptos acerca de la direccién del campo eléctrico en presencia de diferencias de potencial,
consideremos el siguiente ejemplo de la Figura 4.8.

(1000 [V]) V,

(100 [V]) V,

Figura 4.8: Direccién Campo Eléctrico

Dado E = —VV, para una variable tenemos E = —%—Vi. Luego si sabemos el voltaje entre dos puntos, para

xr
pequenos incrementos podemos aproximar:

E

AV - .,

SiVo >V = E = Fj, ysiVo <V = E= E(—1%) o sea el campo tiene la direccién desde el potencial mayor al
menor.
En general, cuando calculamos el potencial entre dos puntos cualquiera tenemos:

2 2 ~
/E~dl:—/ VV -dl
1 1

Considerando coordenadas cartesianas

ov, oV, oV,
= — 7 —9 7]{:
vV or " + dy It 0z
Y
dl = dat + dyj + dzk
Se tiene:

VV - di = 8—de+a—vdy+a—vdzéd1/
Ox dy 0z

2 2 2
/E~dl:—/ dvé.'.Vg—Vlzf/ E-dl
1 1 1

110



Electromagnetismo CAPITULO 4. CONDUCTORES EN ELECTROSTATICA

4.4. Condensadores

Un condensador es un sistema de dos conductores en donde la carga de uno de ellos es de igual magnitud pero de
signo contrario al otro. Generalmente se dispone de un dieléctrico entre ambos conductores. Se define el pardmetro

@
AV

capacidad de un condensador como:

C

Donde @ es la carga positiva de uno de los conductores y AV la diferencia de potencial entre ellos (Vg — V_g).
Se cumple la propiedad de que la capacidad C es independiente de Q) y AV y sélo depende de la geometria y las
caracteristicas dieléctricas de los materiales.

Q -Q

YYY¥Y oy

Va Vo

Figura 4.9: Condensador

SiVop>Vog=C= %5 >0

En el sistema MKS, la unidad que mide la capacidad de un condensador es el Farad:

Coulomb
1/F]=1Farad=1————
L] are Volt
EJEMPLO 19:
Calcule la capacidad del EJEMPLO 18
Solucién:
Teniamos la configuracién
Area A

of ¢

Figura 4.10: Condensador de Placas Planas

Se cumple:

Luego:
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Luego para este ejemplo la capacidad tiene las siguientes propiedades:

e Menos d = mayor C'

e Mayor A = mayor C

e Mayor € = mayor C'

e Para un mismo AV, la carga acumulada es mayor mientras mayor es su capacidad.

EJEMPLO 20:
Calcule la capacidad del condensador de la Figura 4.11. Desprecie los efectos de borde, i.e., calcule campos con-
siderando a,b < L.

Figura 4.11: Condensador Cilindrico

Solucién:
Llamemos o1, 092, 03 y 04 a las densidades de carga superficial de cada cara, segiin se muestra en un corte
transversal en la Figura 4.12.

Figura 4.12: Distribucién de Cargas de un Condensador Cilindrico

Si distribuimos la carga de modo que 03 + 04 = 0, y 01 + 09 = —0yp.

De acuerdo a las propiedades vistas en los conductores la carga se almacena en la superficie externa para el cilindro
interior y en la superficie interna para la superficie exterior, es decir, 04y =0 = 03 =0,y 01 = 0= 02 = 0y.
Para que el condensador cumpla con la definicién se debe tener:

e b
Q =2naLo, = 2nbLoy, = Ga _ 2
Op a
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Tomemos una superficie Gaussiana S seglin se muestra en la Figura 4.13.

Figura 4.13: Simetria Axial Exterior

Aplicando la ley de Gauss a S:
D d5 = Quota

S

El sistema esta en equilibrio electrostético y posee simetria axial. Luego el campo D es nulo para r > b (al interior
del cilindro conductor externo) y al interior de los conductores. Por ello:

Qrotal = 0a AS, +03 AS, = ﬂﬁ - d5 = f 0-ds
S S
2mal 27bL

Qiotal = 0 = —2m0,aL = 2mo9bL = .09 = _Ua%

Consideremos ahora una superficie Gaussiana en a < r < b como la mostrada en la Figura 4.14.

Figura 4.14: Simetria Axial Interior

Se cumple:

D d5 = Quota

S
Qtotal = 2maLo,

@5 -ds=2wDrL
S

2rDrL = 2nalo, = D= Jagﬁ = - E=
'S
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La diferencia de potencial entre placas es:

Escogiendo dl’ = drp:

b b

al a d a b

AVba:—/ g ap-drp:—a L () (4.4)
o ET 5

Por definiciéon C = A—%, y en este caso:
AV =V —Vo- =Vo =V = —AVy, (4.5)
Y Q =2n0,al = 040 = 27%

Ocupando (4.5) y reemplazando todo lo anterior en (4.4):

Q b Q 2mLe
AV =9 (2 o= _
v omLe " \a = ¢ AV  In (3)

Notar que nuevamente la capacidad C' es proporcional a € y el area, e inversamente proporcional a la separacién
entre las placas.

Se acostumbra a designar los condensadores por el simbolo

<
¥

) |
<) |

Figura 4.15: Simbolo de Condensador

4.5. Cargas en Medios Materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

1. Dieléctricos: Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicién de equilibrio,
pero no se desplazan.

5:€0E+ﬁ €E

2. Conductores:
Equilibrio electrostatico. Al interior:

E=0 y V = constante

Sélo tiene distribucién superficial. La carga al interior es nula p = 0 y no hay polarizacién P = 0.
En la practica, los medios materiales podran exhibir caracteristicas tanto de dieléctricos como de conductores.
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4.6. Método de las Imagenes

Se tiene la ecuacién de Poisson: o
p(7r
vev (e =25
€0
En el vacio no existen cargas, con lo cual se tiene la ecuacién de Laplace: V2V (7) = 0.
Como ya se ha visto, resulta de gran utilidad esta ecuacién para determinar el campo eléctrico en una region.

Para resolverla, sin embargo; y como en cualquier ecuacién diferencial, se requieren condiciones de borde.

Considérese el siguiente sistema de conductores en equilibrio electrostdtico, en que sendas fuentes de voltaje
fijan el potencial de cada uno a un valor establecido.

—V; —/—V, e —V,

Figura 4.16: Sistema de Conductores en Equilibrio Electrostatico

El método de imdagenes resulta (til para resolver la ecuacidn de Laplace para encontrar el campo eléctrico entre

estos conductores utilizando como condiciones de borde los potenciales de cada uno de éstos (V) vy la relacién
lim V(7) = 0. Se puede demostrar que la solucién a este problema es dnica.

|7l =00

EJEMPLO 21:

Consideremos un plano infinito conectado a tierra y una carga puntual a una distancia d, como indica la Figura

4.17. Se pide calcular el potencial en el lado de la carga.

Figura 4.17: Ejemplo de Uso de Métodos de Imagenes
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Solucién:

Se quiere encontrar una funcién v(7) que satisfaga V21 () = 0 y la condicién de borde v (7) = 0 en el plano.
Sabemos que el potencial que produce la carga en el plano es (7)) = M‘{i_or. Luego, para satisfacer la condicién
de borde 9 () = 0 en ese plano, podemos ubicar una carga de signo contrario a igual distancia del plano. En estas
condiciones y tomando como referencia de coordenadas la proyeccion ortogonal de la carga en el plano, segtn la
Figura 4.18, se tiene que el potencial es () = ﬁ;or — ﬁgw' Como las cargas, de signo opuesto, se ubican a
igual distancia del plano, siempre se tendrd un tridngulo isésceles en cada posicién de éste, es decir, r = 77/, con

lo cual se cumple la condicién de potencial nulo en el plano (condicién de borde del problema).

Figura 4.18: Carga Imagen frente a Plano

Con esto, puede ya tenerse una expresién para el potencial al lado izquierdo del plano. Notar que el lado derecho
estd intervenido por la carga —g, mientras que el lado izquierdo no ha sufrido alteracién alguna con respecto a la
situacién original.

Tomemos ahora como referencia la posicién de la carga g, seglin se muestra en la Figura 4.19. La expresién del

_a (ot
V(F)_47r50 (r r’)

Conr=+/22 +y2+22yr = /22 + (y — 2d)2 + 22.

potencial es:

4

F=ai+yj+ zk

7 =i+ (y — 2d)j + 2k

Figura 4.19: Descripcién Espacial del EJEMPLO 21

A partir del potencial eléctrico obtenido, puede determinarse el campo eléctrico. Con éste procedimiento, pueden
realizarse también otras deducciones, como la densidad superficial de carga en el plano, ejercicios ques se dejan
propuestos al diligente lector.
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4.7. Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
En la Figura 4.21 se muestra una distribucién cilindrica, la cual esta formada por dos medios que poseen carac-
teristicas dieléctricas y ohmicas. Se pide:

1. Suponiendo que los conductores estdn a una diferencia de potencial V{, calcular el vector densidad de
corriente.

2. Calcule la capacidad C' del sistema.

3. Calcule la resistencia R del sistema.

Figura 4.20: Problema 1

Solucién:
[[D-ds=0i+a
S

D27 — 2a)rL + 2DsarL = Q1 + Q2

Donde @1 y Q2 es la carga sobre el manto del cilindro con dngulo de (27 — 2«) y 2« respectivamente. El largo
del cilindro es L.

Por condicién de borde de la componente tangencial del campo:

D D D
E1:E1t:E2t:E2:>71:72:>D2: 152
€1 €2 €1
Reemplazando en la expresién anterior:
D
Di(2r — 2a)rL + 2 152 arL = Q1+ Q>
€1
D, = Q1+ Q2 y Dy = 22 Q1+ Q2

r|(2m—2a) L+ QGL%} Elp [(277 —2a)L+2aL%
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Aplicando la definicién de diferencia de potencial:

T T b a
V(r):—/ E~dF+V(ref)éV(r)fV(ref):f/ E~dF¢VO:7/ E.df:/ B.dr
ref ref a b
E=p=m="0D2 @1+ Qs
1 2 [(271’ — 20() L€1 + QOLLEQ]
b
Q1+ Q2 Q1+ Q2 [(27r —2a) Ley + 2aLes]
0 /a r[(2m — 2a) Ley 4 2aLes] " [(27 — 2a) Ley + 2aLes) . ( ) = Q1@ = In (%)
Las densidades de corriente se calculan como:
Q1+ Q2
LB = = I e 90 Ley + 2aLes]

Q1+ Q2

2T R0 925 [(2m — 2a0) Leq + 2aLes]

Con Q1 + Q2 ya calculados.

_ Q1+ Q2 a
Vo=7 (27 — 2a) Le; + 2aLes)] In (b)
C— Q1+ Q2 N [(27 — 2a) Ley + 2aLes)]
Vo In (%)

Para calcular la resistencia se debe calcular la corriente I.

I= ﬂf 5 = Hfl -dF + HJ; - d3
S S

+ Q2 Q1+ Q2
I= @ dod dod
Ugl (27 —20) Ley + 2aLey V* T ng (27 — 2a) Ley + 2aLes] 0

Q1+ Q2
21 — 2a) Ley + 2aLes)

Q1+ Q2

2aL
(27 — 20) Ley + 2aley)

(27 — 2a)L + g

I=ay

Finalmente, por ley de Ohm:

VozRI:Rz?

Con I ya calculado.
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PROBLEMA 2:

Un cable coaxial de seccién circular ¢+ h tiene un dieléctrico compuesto entre sus dos conductores. El conductor
interior tiene un radio exterior a y esta rodeado por una cubierta de dieléctrico de constante dieléctrica €1 y de
radio exterior b. A continuacién hay otra cubierta de dieléctrico de constante dieléctrica y de radio exterior c. Si se
establece una diferencia de potencial Vj entre los conductores, calcule el vector de polarizacién y las densidades
de carga inducidas en los dos medios dieléctricos.

Solucién:

Llamemos o1 a la densidad de carga superficial del cilindro de radio exterior a y o2 a la del conductor de radio
interior c.

Primero calculamos el campo eléctrico en funcién de la densidad de carga o, debiendo separar el célculo para los
diferentes dieléctricos.

1. Paraa <r <b:

{fDr-ds =@
S

91rLD, = 2naLoy = Dy = <24 = D, = 2% o By = 1%
r r err
2. Parab<r<e:
Dy =D,
= Ez = @f’
elr
Ahora busquemos el valor de o
AV = f/E-df

a b
Via)—V(e) = —/ Eldr—/ Esdr
b c
a b a b
1 1 1 1 1 1 b
o[ o 2B e 2] )20
b E1T c €27 €1ty T e Jo T €1 b € c

V0:a01 |:11H (b> +ihl (Z):| = .. g1 = VO
uoN o[£ (2) + 21 (5)]

Ya que conocemos el valor de o1, calculemos el vector de polarizacién y densidades de carga inducidas.

—

P, = (5, —0)E

1 (9(rP,
pi:_v.Pi:—((?(r ’)>:0 Para: i = 1,2

or
op;, = Pz(R)ﬁ

Para radio exterior:

Para radio interior:
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1. Para a <r <b:
P = (g1 —e0)E4

P=(e1 —20) 2L
réq
p1=0
ao
op, = Pi(b) = (e1 — 50)g11

g ag

op, = Pi(a) = —(e1 — £0)— = (g0 —€1) —
€1 €1

2. Parab<r<ec:
Pg = (82 — Eo)EQ
aoy

By = (69 — £0)—
2 (52 80)T€2T
p1=0
ao
op, = Pa(c) = (g2 — 60)?21
ao
op, = Pa(b) = (g — &2) 7

b€2

PROBLEMA 3:
Se tiene un cilindro muy largo de radio b, el que es rellenado con tres materiales dieléctricos como se indica en la

figura. Sobre la superficie del cilindro interior se distribuye una densidad de carga o. Calcule la relacién entre €,
y €9 de manera que la carga neta en la frontera entre el dieléctrico 1 y 3 sea nula.

Figura 4.21: Problema 3

Solucion:

1. Para r < a:
{[ D d5 = Qencerads = 0 = (ﬁ, E) —(0,0)= P=0
S

2. Paraa<r<b:
J:fD -ds = Qencerrada
S
aDirh + (2 — a)Darh = 2noah = ag1Eyr + (21 — a)es Ear = 270a

Condiciones de Borde:
El campo eléctrico apunta en la direccién radial en ambos dieléctricos, por lo tanto en la interfaz se cumple que:

2raoc

E_:l'l?:E_:Q'tAﬁEil:E_:QZE_::>0461E7'+(27T70[)62E7’:27T0'(1:>E_:: 7
(e2(2m — @) + e10) 7

En consecuencia:
(e2 —€0)2mac

_ (e1 — e0)2mac ; B, = -
(e2(2m — ) + e10) 1

B =
" e@r—a) +ea)r
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Queremos que:

(e1 — €0)2mac

Ototal = ﬁlﬁ(r:a)+0 =0= ﬁlﬁ(T:a) =—0= E&2r —a) tea)a = —0 = 2me1 —2meg = 2T —)ea e
2m
€1 =€2+27T_a€0

PROBLEMA 4:

Considere un grupo hueco de material plastico (aislante) de lado a, el cual tiene dos orificios A y B por los
cuales puede entrar y salir liquido dieléctrico, respectivamente. Las caracteristicas del material dieléctrico son
permitividad ¢ y densidad de masa p,,. Las caras superior e inferior se forran con material conductor, como se
indica en la figura (los orificios se mantienen).

Figura 4.22: Problema 4

Se pide:

1. Determinar la diferencia de potencial minima que se debe aplicar entre los conductores para mantener el
cubo lleno con liquido dieléctrico.

2. Determinar para dicho potencial la densidad de carga de polarizacién.

Sugerencia: Considere primero el cubo parcialmente lleno de liquido hasta una altura X (medida desde el fondo)
y calcule la diferencia de potencial minima necesaria para evitar que el liquido se escurra por el orificio inferior.

Solucién:

1. Al tener el cubo parcialmente lleno podemos considerar el sistema de dos condensadores en serie equivalente:

—_V

a
=P |x Cop=

Figura 4.23: Problema 4 - Anilisis 1

En el cual calculamos la capacidad equivalente:

ca? €0a?

01:7 y Cy =

C. — 0102 o 680&2
U0+ Cy ela—X) +eoX

121



Electromagnetismo CAPITULO 4. CONDUCTORES EN ELECTROSTATICA

Si consideramos la constante dieléctrica k:

€ eoka’

= — CEZ—
" 50:> T ka—(k—-1)X

Se calcula la energia del sistema:

1 V2¢oka?
W =2-C.,V?=
2“1 2(ka — (k — 1)X)
La fuerza que acttia en la cara inferior del cubo:
il VZ2epa®k(k — 1)
F=—i=F=
oz ' 2(ka — (k — 1)X)2

Condicién del problema (g: aceleracién de gravedad):
F>a*Xpng
Reemplazando y considerando X = a (cubo lleno):
2

2a3pmg
— —1)>a° =V >, —7
2 cor(r ) 2 apmg — \ eor(k —1)

—1 2a3 2 -1
op— P — go(k — 1) Comg [2apmgeo(k — 1)
a eok(k —1) K
PROBLEMA 5:

Se tiene una esfera conductora maciza de radio a, la cual posee una carga libre @), uniformemente distribuida.
Concéntrica a esta esfera se encuentra un casquete esférico de radio interno c y espesor t, el cual posee carga ().
también uniformemente distribuida.

El espacio entre ambos conductores se llena con dos dieléctricos esféricos cuya interfaz se encuentra en radio b
(a < b < ¢), seglin se muestra en la Figura 4.25.

@\

Figura 4.24: Problema 5

Si las permitividades dieléctricas estdn dadas por las expresiones €1(r) = er/a para a < r < by ea(r) = goc/r
para b < r < ¢, se pide determinar:

1. Vectores desplazamiento eléctrico D, campo eléctrico E y vector polarizacién P en cada uno de los medios
dieléctricos.

2. Densidades de carga de polarizacién volumétricas (pp) y superficiales (op) donde existan.

3. Energia potencial U almacenada y capacidad C' del condensador si Q. = —Q,
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Solucion:

1. Antes de comenzar los célculos, hay que considerar que £ = 0 dentro de un conductor. Asi que, calculamos
el campo eléctrico en las demds regiones, usando la ley de Gauss:

fjﬁ - d5 = Qiibre

S

Tomando en cuenta que D apunta en la direccién 7 se tiene:

a) Paraa<r<c
/27r /Tr D7 - r?sen(0)dfdoi = Q,
o Jo
47r’D = Q,
Entonces, el vector desplazamiento es igual a:

Qa

l_j =
472

7

b) Para c+t <r:
27 T
/ / D# - r?sen(0)dfdei = Qg + Q.
o Jo
47TT2D = Qa + Qc

Entonces, el vector desplazamiento es igual a:

Qu+Q,

l_j =
472

Para calcular el campo eléctrico, usamos la relacién D = e¢F

a) Paraa <r <b:

E _ Qa ;= Qaa P
dmeqr? 4dmeqrs
b) Parab<r<ec:
E’ _ Qa F= Qaa P
Ameqr? 4dmeger
c) Parac+t<r:
0 Qa + Qc ~
E=—"———"-
4dmegr? "

Il
o
—
=
|
o
SN—

Luego, para calcular el vector polarizacién, usamos la relacién: P =D — ggE

0 r<a
a<r<hb
Q“,(—f)f b<r<e

r>c
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Y en resumen, para D y E se tiene que:

0 r<a
b= 4%327“ a<r<c
0 c<r<c+t
QatQep > et
0 r<a
Qaa_ 4
7o ) Treor a<r<b
Qa2
Tmeea? b<r<ec
%T‘:;?;r r>c+t
2. Existen dos regiones en las que encontramos densidades de polarizacién, (a <r <b)y (b <r < c)
Para calcular las densidades superficiales y volumétricas usaremos las relaciones:
op = ﬁ ‘N
pp=-V-P
a) Paraa<r<b:
En esta regién encontramos cargas superficialesen r =a (A = —#) yenr =b (A = )
Qa ( ay . N
op(a) = 1- 7> 7-(=7)=0
r(a) 42 a (=F)
Qa ay . . Qa a
op(b) = (1—7)7“%: (1—7>
r() 4mr? b 4mr? b
Qa ay . Qaa
r)=—-V- (1—7)7" =—
pp(r) (471'7"2 T 47t

b) Parab<r<c

En esta regién encontramos cargas superficiales en r = b (i =

—7f)yenr=c (n="r)

Qa b\ ., . Qq b
b) = 1—=)f-(=F)=— 1—-
or(b) 4mr2 )" (=7) 4mr2 c
JP(C) =0
Qa ™\ . Qa
—_V. (1 _ ,) — _a_
pp(r) (47TT2 )" 4rer?
3. Calculamos la energia almacenada usando la expresién:
1 oL
U== | E-Ddv
2
Calculamos esta energia en la regién a < r < ¢, lo cual nos queda:
4 b o c
= i/ E~Dr2dr+/ E - Dridr
2 a b
Haciendo el célculo de los productos internos, obtenemos:
1 @ (1 a )
—d —dr=U=-"">|—-—
871'60/ +/ " 8meg <2a 202 c
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. s 2
Luego para calcular la capacidad del condensador, usamos la relacién C' = QQ—U

Entonces la capacidad es igual a
471'80

C= (L o ln(c/b))
2a 2b2 c

4.8. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:
Se coloca un dieléctrico en el volumen comprendido entre dos esferas de radios a y b. La esfera interior posee
densidad de carga libre superficial p,. Calcular en todo el espacio F, D, P, op, pp en todo el espacio.

Figura 4.25: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:
Considere un condensador conformado por dos dieléctricos con pérdidas entre dos placas paralelas circulares a las
cuales se le aplica una diferencia de potencial Vj. Para este sistema se pide determinar:

1. La densidad de carga libre en la interfaz dieléctrica.
2. Las densidades de carga de polarizacién superficial y volumétrica.

3. La carga total inducida en los electrodos.

gi,€1 a
< Y
““““ A
92,€2 b
f::_':_:_‘ \

— V=0

Figura 4.26: Problema 2 - Propuesto
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Capitulo 5

Energia Electrostatica

5.1. Definicidon

La energia electrostatica de un sistema de particulas es igual al trabajo necesario para formar dicho sistema:
W =U.

Figura 5.1: Energia en Sistema de Particulas

Comencemos estudiando el trabajo necesario para un sistema de 3 particulas mostrado en la Figura 5.1 en donde
para formar dicho sistema supondremos que traemos una por una, las cargas desde el infinito. Para traer la primera
carga no es necesario efectuar trabajo ya que no existe una fuerza que se oponga al movimiento. Para traer la
segunda carga se debe hacer el trabajo Wy = ¢2V5; donde V5; es el potencial producido por la carga 1 en la
posicién P2.

Para traer la tercera carga se debe hacer el trabajo W5 = q3V31 + q3V32 aqui Vss es el potencial producido por
la carga 2 en la posicién P3.

El trabajo total para formar este sistema es:

W =0+ W+ W3 =qVa1 + q3V31 + q3Va2 (5.1)

Si ahora cambiamos el orden en el cual formamos este sistema (el trabajo debe ser el mismo), digamos que primero
traemos la carga g3, luego la g2 y finalmente la g; se tiene:

W =0+ g Vo3 + q1Vis + ¢1 Va2 (5.2)

Sumando (5.1) y (5.2):

1 1 1
2W = q1 (Vis + Via) +q2 (Va1 + Vaz) +q5 (Va1 + Vi) = W = §Q1V(P1) + §Q2V(P2) + §Q3V(P3)

Potencial en 1 Potencial en 2 Potencial en 3
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Asi, la energia total de este sistema es la mitad de la suma del producto de cada carga por el potencial producido
por el resto de las cargas en ese punto.
Procediendo en forma andloga, para un sistema de n cargas se tiene:

1 n
W=23> QrVi
k=1
Por extensién, para distribuciones continuas de carga se tiene > — [y ¢ — dg, con ello:
1
W= by V(r)dg
Y para una distribucién especifica de carga tendremos:

Distribucion Lineal:

1
W = f/ V(P)A(F)dr
2 Jr
Distribucién Superficial:

W= ;LIV(F)U(F)CZS

Distribucion Volumétrica:

W;igVWMﬂM

5.2. Energia de un Sistema de Conductores

Consideremos un sistema de conductores con cargas 01, Q32, ..., Q,, segin se muestra en la Figura 5.2. En este

Figura 5.2: Energia en Sistema de Conductores

caso toda la carga se distribuye en la superficie de los conductores, por lo que solo habrd o. Asi la expresién de
la energia electrostatica sera:

1 1 1 )
W= JJ V@S + 3 [[V@oa@ds + ..+ 5 [[ VD@
S S, 2
Pero el voltaje en la superficie de los conductores es constante, luego:

W = %Vl jf o1 (7)dS %VQ H 0o(7)dS +... + %Vn ﬂ 0 (7)dS
S1 Ss Sn

—— —— —
Q1 Q2 Qn

1 n
W= 5;%@
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Donde V; es el potencial del conductor i-ésimo y @); su carga total. Tal como se puede apreciar en la siguiente
figura. Aqui solo intervienen dos conductores. Por lo tanto:

v e
- >,

Figura 5.3: Energia de Condensadores

W= L4+ V)

Pero Qo = —-Q1 = W = %(Vl —V2)Q1 y como @ = CAV, las expresiones quedan finalmente:

_ 17

) 1 2
W72? ) W—QC(AV)

5.3. Fuerza Eléctrica y Energia

Una aplicacién importante de la energia es el cdlculo de fuerzas. En efecto, teniamos que la expresion del trabajo
entre dos puntos a y b es:

De esta expresién fluye que:
F=-VW

La fuerza es el gradiente del trabajo. En términos de la energia, decimos que la fuerza es producida por una
variacién de la energia almacenada en el sistema.
Para el caso en que la configuracién tiene un grado de libertad, por ejemplo segun la variable x, la expresién de
la fuerza puede obtenerse de:
Fo 9
ox

En muchas aplicaciones esta forma de calcular la fuerza puede ser mas facil de obtener que mediante el calculo
directo con campos.
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EJEMPLO 22:
Consideremos un condensador de placas planas de drea A, en el cual una de las placas puede moverse libremente
en el sentido horizontal, tal como se muestra en la Figura 5.4.

Q -Q

Figura 5.4: Energia y Fuerza Eléctrica

Si inicialmente se cargan las placas con ) y —() respectivamente, se pide calcular la fuerza entre las placas.

Solucién:

La expresidon para calcular la energia es W = %%2 ya que el movimiento se realiza con carga constante (carga
neta no se modifica en el movimiento). La capacidad, segin habiamos calculado anteriormente, es C' = 5%, pero
ahora la distancia entre las placas es variable, por ello:

A
C = &0—
T
Luego la expresién de la energia queda:
W Lo
=—-——2x
2 EQA

Con ello la fuerza que experimenta la placa movil es:

. 1 Q2
Fo W, 19,

Resultado que es congruente con el campo constante entre las placas. Esta relacién es ampliamente usada en
transductores de presion, voltimetros, micréfonos, etc.

Comentario: Si ahora en vez de imponer que la carga se mantenga constante, imponemos que la tensidn entre
las placas se mantenga constante, por ejemplo mediante una bateria, se tendria la situacién de la Figura 5.5.

x,0

DI

Figura 5.5: Energia con Baterias

Aqui se cumple: -
Vi-Vo== [ Buedl
0

AV:—/ (—5)@-@:@:%\3:» AV =V =Za
0 € 3
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Y dado que V, se mantiene constante, a medida que se desplaza la placa (x varia) la densidad de carga o
0 q P P g
debe modificarse. Este cambio lo realiza la bateria que mantiene constante la diferencia de potencial entre las
q P
placas. Posteriormente abordaremos el trabajo que realiza este tipo de fuentes de voltaje, pero por ahora conviene
puntualizar que este efecto no estd incorporado en las ecuaciones de energia deducidas anteriormente.
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5.4. Energia en Términos de Campos

Consideremos el caso de una distribucién volumétrica de carga p en un volumen 2, cuya energia es:

W= U_2ﬂfp V(r)dv

Pero V - D = p(7), luego podemos escribir:

2fﬂ ( ) (F)dv

Dado que p(7) serd nulo en todo punto fuera del volumen (, el espacio de integracién puede ampliarse a un
espacio mucho mayor, por ejemplo una esfera ® de radio R que contenga al volumen 2, segiin se muestra en la
Figura 5.6.

Q

(e

Figura 5.6: Energia en Funcién de Campos

Podemos escribir entonces:

=3 I (v D) v

Usemos ahora la propiedad: V- fA=A-Vf+ f(V - A), con ello:
V- (vD)=D-vV+V(V-D) = (V-B)v=v-(vD)-D-vv
De esta forma, al aplicarlo dentro de la integral se tiene:
1 — 1 ~
v=s|ffv: (VD) dv— [[[ D (v)av
® ®
Aplicando el teorema de la divergencia al primer término tenemos:

@VD ds—fff D-(VV)d

3(q>

Sabemos que V o = y Dox L =VDx L. Porotrolado d§x 72 = VD -d5 o 1 , por lo tanto si R — oo se

tiene que:
@5 VD- ds—>0:>U_—fjffD (VV)d
S(®)
Y aplicando VV = —E obtenemos finalmente la expresion para la energia en funcién de los campos como:

1 L.
= 5ﬂfD-D.Edv (5.3)
>
Al término W, = %5 - E se le conoce como densidad de energia electrostatica [.J/m?]
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EJEMPLO 23:
Para la configuracién esférica de la Figura 5.6 (con R = a) se pide calcular la energia electrostatica. Suponga
p = poconstante.

Solucién:

l. Para0 <r <a:
Aplicando la ley de Gauss:

2. Para a <r:

4
4rDr? = gﬂpoa?’ =D =

Luego la energia electrostatica del sistema es:

ﬂ D Bdv=- ﬂjp Edv+ jHD Edv

Esfera Resto

1. Dentro de la Esfera:

H D Edv=~ / /%/ Po f (36001"7")7“ sen(6)dodypdr

Esfera
1 5 a 2 2.5
po / / 2 sen(f d9dr—47r — £Thod
2960 1860 0 4550

2. Fuera de la Esfera:

1 = = 1 poa3 poa
iff D . Edv= ifj - 2 sen(6)dfdodr

Fuera Fuera
408 /°° dr _,pga® [ 117 _ 2p8a°n _ 2pga’x
18¢¢ J, 12 189 | 7], 9gpa 9¢g

Luego la energia es:
2rp3a®  10mpda®  4mwpia®

Uo = —
tetal = e, 45¢0 1520
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Otro camino:
Se calcula el potencial:

3
V) = e r>a
é(?)aQ—rQ) r<a

Pero

U= % fqﬂ p(PAV (7)o

Y como el espacio donde hay densidad de carga es sélo la esfera de radio a, tenemos:

2 a 27 T
U =10 / / / (3a® — )12 sen(0)dOdpdr
o Jo Jo

T 12¢

U—4 P% 2.3 o] - U 4P87705
=4r a’r’ — — =
12¢¢ 5], 15¢9

Resultado idéntico al anterior.

5.5. Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:

La molécula de agua tiene un momento dipolar de 6,3 x 1073% [cm]. Una muestra contiene 10?! moléculas,
cuyos momentos dipolares estdn todos orientados en la direccién del campo eléctrico de 2,5 x 10% [N/C] ; Cudnto
trabajo se requiere para rotar los dipolos desde esta orientacién (0°) a una en la cual todos los momentos sean
perpendiculares al campo (90°)?

Solucién:

1. P=6,3x 1073 [cm]
2. F = qE

3. 7= p-ql| | sen(6)
Trabajo para una molécula:
dW,; = tdf

) 0
W, =Uy— U, = / Tdf = / pqE sen(6)df = pgE(cos(0) — cos(y))
0() 0(]

Los que buscamos en una rotacién de 90°, por lo que nos fijamos: 6y = 90° y # = 0. Entonces:
W; = pgE(cos(0°) — cos(90°)) = pgE(1 — 0) = W; = pgE

Como la muestra contiene 102! moléculas, el trabajo total serd la suma de todos los trabajos = W = 102'pgFE
Solo nos queda reemplazar los valores de ¢, p y F, en que g corresponde a la carga del electrén
(1,6 x 1072 [C]), p la magnitud del momento dipolar (6,3 x 107307 [Cm] seg(in el enunciado) y E es el médulo
del campo eléctrico cuyo valor nos entrega el enunciado que corresponde a 2,5 x 10° [N/C].
Por lo tanto:

W = 2,52 x 10?°[J]
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PROBLEMA 2:
Una esfera de radio R y de material no polarizable (£, = 1) estd cargada con una densidad de carga uniforme,
de tal modo que su carga total es ¢. Calcule la energia del sistema.

Figura 5.7: Problema 2

Solucién:
Sea la esfera de centro 0 y radio R; aplicando el teorema de Gauss a una esfera concéntrica de radio r, se obtiene:

1. Parar > R: A
-, 1
@SE cd§ = —p=mr
€0 3
S
Como E es sélo funcién de r:
4rEr? = —prr
Pero p se calcula como:
po L 34
%WR?’ AT R3
Entonces:
i pr . 1 3qr . qr .
= —"17 = — = T
360 360 4T R3 47T50R3
2. Parar < R:

La energia del sistema sera:

D-E E?
W:j_jj 5 dT—ITrISOQ dr

En que 7 es toda la regién en que existe campo eléctrico, (todo el espacio). Sea W7 la energia de la regién r > R,
y Wy la de la regién r < R, se cumple que:

W =Wy + Wy
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Electromagnetismo

Calculamos Wy y Wy

1. Parar < R: )
_ 1 2
W1 = 250 J:f E°-dr
r<R
1 2
- . 0)drdod
250/ /0 o/r . (47T60R3 7”) 2 sen(0)drdfdy
1 q ¢’
— 4 Wi =
Wi=3¢ (47r50R3) 5 T T Q0reoR
2. Parar > R: )
_ 1 2
W2 = 260 JI[E dr
r>R
1 > 2
— 0)drdod
fo/ oo (i) 7 setorieanas
2 2
1 q 1 q
- 4 — W =
~ 3% (4mo> "R T SneoR
Finalmente:

2 1 1 3¢?
wo 4 IR
meoR \ 40 8 20meo R
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5.6. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:

Se tiene un cable coaxial formado por 2 cilindros metélicos concéntricos, de longitud (d; + d2) y radios a y b. El
espacio entre ambos conductores se llena con dos medios dieléctricos no ideales, caracterizados por constantes
dieléctricas y conductividades (g1, g1) en una zona de largo d; y (€2, g2) en una zona de largo do respectivamente.
Si se mantiene una diferencia de potencial V' constante entre los cilindros conductores, calcular:

1. La densidad de corriente p() en el espacio entre los conductores (a < r < b).
2. La resistencia Ry la capacidad C' del cable coaxial.

3. La energia almacenada y la potencia disipada en el cable.

Indicacion: Considere que (d; + d2) > a, b lo que permite suponer simetria radial. Desprecie las corrientes que

circulan por los conductores.

Figura 5.8: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:
Encuentre la cantidad de energia almacenada en el campo eléctrico producido por una esfera que mide 3 [m] de
radio y que tiene una densidad uniforme de carga ps = 2 x 1078 [C/m?] si se supone que la esfera estd en el

vacio (& = gg).
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Capitulo 6

Corriente Eléctrica

6.1. Modelo de Medios Materiales Conductores

En electrostatica modelamos un conductor como un medio material que dispone de abundante carga libre, la cual
puede desplazarse sin obstdculos hasta alcanzar el estado de equilibrio cuando se le ha aplicado un campo eléctrico
externo. En el estado de equilibrio vimos que el campo eléctrico al interior del conductor era nulo.

Ahora veremos el fenédmeno de la conduccién eléctrica y utilizaremos un modelo mas elaborado de la mate-
ria, pero que incluye al visto anteriormente en electrostatica. La principal diferencia con el caso anterior radica
en el hecho de que ahora los conductores no terminan en una pared definida, sino que se extienden en circuitos
cerrados, tal como se muestra en la Figura 6.1.

?/
Figura 6.1: Corriente en Circuitos

Supongamos que en la Figura 6.1 se aplica un campo eléctrico circular de magnitud constante en todo el medio
conductor. Si usamos el modelo de conductor visto hasta aqui, las cargas al interior se moveran debido a la fuerza
ejercida por dicho campo, pero no se alcanzaria la situacién de eqU|I|br|o ya que el conductor no termina en
ninguna parte. Como la fuerza sobre cada carga es constante F= qE las cargas se acelerarian indefinidamente,
cosa que no ocurre en la realidad.

Por ello es necesario ampliar este modelo incorporando las colisiones que experimentan las cargas cuando se
desplazan en el medio material. En efecto, al avanzar las cargas bajo la influencia de la fuerza eléctrica colisionan
con la estructura de la red atémica hasta alcanzar una velocidad de desplazamiento estacionaria en promedio
(vaq)- Esta es la nueva situacién de equilibrio dindmico del fenémeno de la conduccién eléctrica, es decir, al aplicar
un campo eléctrico constante a un conductor como en la Figura 6.1, los electrones (y cargas de desplazamiento
en general) alcanzan una velocidad de desplazamiento constante en régimen permanente (para un tiempo su-
ficientemente largo). Dicha velocidad dependerd desde luego del campo eléctrico y de la estructura del medio
material. Los electrones con capacidad de movimiento en el medio forman un tipo especial denominado electrones
de conduccién o electrones libres.
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6.2. Definicion de Corriente

La corriente eléctrica es el fendmeno de desplazamiento de cargas en un medio material. Como vimos anterior-
mente, dicho desplazamiento incluye mayoritariamente a los electrones, ya que éstos disponen de mayor movilidad
al interior de los medios.

Consideremos un trozo de material al cual se le aplica un campo eléctrico externo como en la Figura 6.2.

Area A I5
e —
T+ @ 1=
° : - (] ® (] ® 1T
D De e~ o
Movimiento o Movimiento
de Electrones  Area A' de Electrones

Figura 6.2: Corriente Eléctrica

Si tomamos el plano A que corta transversalmente el medio material de la figura, se define la corriente | como:

9Q
1=2 (05 =14)

Donde Q es la carga total que atraviesa el plano A en el sentido de E y [A] es la unidad llamada Ampére.
Sin entrar en mayores detalles, fisicamente lo que ocurre es que en el estado estacionario los electrones se despla-

zan con velocidad promedio constante y sin acumularse en ninglin punto. Asi, para una misma adrea desplazada
una pequeha distancia de A, tal como A’ en la Figura 6.2, la corriente serd la misma.

De esta forma, para cualquier volumen 2 de un conductor, tal como el ilustrado en la Figura 6.3, en estado
estacionario los electrones se desplazan manteniendo la carga neta nula.

—
VolumenQ

Figura 6.3: Carga Neta Nula

Si designamos por p. la densidad volumétrica de electrones de conduccién y pgr a la del resto de las cargas en el
volumen €2, entonces:
Para todo tiempo t en estado estacionario:

S o [ e =0
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Asi, al aplicar un campo externo se moveran los electrones, pero el niimero total de electrones por unidad de
volumen sigue constante. Consideremos que en este material existe n electrones libres por unidad de volumen que
pueden desplazarse en presencia de un campo externo. Supongamos que vy es la velocidad de desplazamiento
promedio de esos electrones.

\

A

Figura 6.4: Electrones de Combinacién

Entonces, en un tiempo At las particulas avanzardn una distancia Ax y atravesardn el drea A. En otras palabras,
todas las particulas contenidas en el volumen AvyAt pasan a través del drea A en un tiempo At. La carga total

que atraviesa el drea A es por lo tanto:
AQ = qnAvgAt

Donde ¢ es la carga de una particula. Luego la corriente que atraviesa la superficie es:

A At
_AQ _ gnAvAt |

I = At At oI = gnAuvy

Asi, la corriente es positiva en el sentido contrario al movimiento de los electrones.

I = —enAuyy

EJEMPLO 24:

Determine la velocidad promedio de desplazamiento de los electrones en un alambre de cobre tipico de radio
0,0814 [em] que transporta una corriente de 1 [A]. Suponga que existen 8,46 x 1022 electrones libres de moverse
por cada ¢cm? de cobre.

Solucion:

I
n-q-vg- A= vy A

1. A= x (0,0814)% [em?]
2. n = 28,46 x 10?2 [es/cm?]
3. g=1,6 10719 [C]

4. I =11[C/s]

1
7 % (0,0814)2 x 8,46 x 1022 x 1,6 x 10~ 19

vg = = vy =3,55x10"% [em/s]
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6.3. Densidad de Corriente

Consideremos un conductor muy delgado por donde transita una corriente I, segun se ilustra en la Figura 6.5.

| T,

D) 2 \y)
y

A

Figura 6.5: Corriente por Unidad de Superficie

Se define la densidad de corriente como un vector que indica la corriente por unidad de superficie. Para el caso
de la Figura 6.5.

. T )
J:XZ [A/m7]

Asi, J tiene la direccién de la corriente. Para el caso de las particulas visto en el ejemplo anterior se tiene
J = Li = qnvgi (vector en sentido contrario al movimiento de electrones).
Por extensién, cuando se tienen superficies mayores como en la Figura 6.6 se define como:

LY S
Ay agt =70

Donde AT es la cantidad de corriente que atraviesa en forma ortogonal al elemento de drea AS e i es la direccién
de la corriente (y normal al elemento de area).

/) i,/)
)/ —
O

=)

)
Figura 6.6: Vector Densidad de Corriente

Asi, la corriente que atraviesa el drea A (en el sentido de ds = dS%) es;
I= ﬂ J-ds
A

En general el vector densidad de corriente variard con la posicién.
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EJEMPLO 25:
Un conductor ideal tiene la forma irregular de la Figura 6.7

A

| 11 90-6

s
-

Figura 6.7: Densidad de Corriente de un Cuerpo Irregular

La curva del limite superior del conductor es y = az? + 2b, la cual es valida en todo el largo I del conductor. Por
el conductor circula una corriente I, la cual ingresa y sale del conductor perpendicular a los planos que lo limitan.
Se pide calcular el vector densidad de corriente en los planos extremos del conductor.

Solucién:
Supondremos que la corriente se distribuye en forma homogénea al interior del conductor. Por ello, en el extremo
x = 0, el vector densidad de corriente se distribuye homogéneamente en el disco de radio b y apunta en direccién
7. Asi:
=L
wh?

En el otro extremo, el plano de salida del conductor forma un dngulo € con el eje X. Dicho dngulo se forma entre
la ortogonal a la tangente de la curva y = ax? + 2b, evaluada en x =, y el eje X. La tangente esta definida por
la curva y' = 2ax, que por definicién corresponde a tan(90 — ) en & = [, es decir:

tan(90 — 0) = 2al

1 _ 1 _ _ 2al
\/1+tanZ(90—0) = Vitdar Y sen(90 — 0) V1+4a212°
De las leyes de semejanza de tridngulos obtenemos el radio del disco en el extremo de salida del conductor:

Aplicando identidades trigonométricas cos(90 — 6) =

1 1 1
r= §\/(al2 + 2b)2 + (al? + 2b)2 tan?(90 — 0) = 5(az2 +2b)4/1 + tan?(90 — 0) = §(al2 +2b)V/1 + 4a212
Con ello finalmente el vector densidad de corriente en el plano de salida es:

- 1
J = —(cos(90 — 0)i + sen(90 — 6)3)

2
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En forma andloga podemos definir un vector densidad de corriente superficial cuando se estudian distribuciones
de corriente en superficie. Supongamos que tenemos una corriente fluyendo en el plano YZ, seglin se muestra en
la Figura 6.8.

y

Figura 6.8: Densidad Superficial de Corriente

Se define el vector densidad de corriente superficial K [A/m] como:

Al -
lim —j= K(7)
Al—0 Al
Inversamente, cuando disponemos de este vector podemos calcular la corriente atravesando un tramo de ancho

L como: .
I = / K-dl Para este caso: di = dlj
0

EJEMPLO 26:

Considere un conductor toroidal que trasporta una corriente I seglin se muestra en la Figura 6.9. Suponga que se
desea tener una representacién equivalente en dos dimensiones de este conductor a través de una cinta (imagine
que resulta de aplastar al toroide hasta dejarlo plano). Se pide determinar la corriente superficial por esta cinta
resultante.

Figura 6.9: Conductor Toroidal
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Solucién:

En la Figura 6.9, en el lado izquierdo esta representado el toroide (de tres dimensiones) de seccién transversal
A. En el lado derecho se presenta la cinta (dos dimensiones) de ancho 2a. Ambos elementos conducen la misma
corriente total I, es decir la seccion transversal del toroide es atravesada por la misma corriente que atraviesa
por un corte transversal de la cinta. Esta situacién se ilustra en la Figura 6.7. La figura del lado derecho es una
amplificacién de la seccién del toroide. La proyeccién bajo esa seccidn es un trozo transversal de la cinta.

Figura 6.10: Proyeccién de Seccién del Toroide

Si J es la densidad de corriente homogénea del toroide (J = —L; [A/m?]) y K la densidad superficial de corriente

de la cinta [A/m], entonces la condicién de equivalencia impone: Kdy = JAS. Desarrollando se obtiene:

Iy = 2+v/a? — y?

I 21+\/a? — y?
Kdy=—-2ya® —p2dy=> ~K=2-YL "V
L, > oyay = Ta?

Luego el vector densidad de corriente superficial es K= LWJA Este resultado indica que la corriente no se
distribuye en forma homogénea en la cinta, ya que es mayor en el centro (y = 0) y decrece hacia los bordes,
llegando a ser nula para (y = a). Este resultado es coherente con la intuicién, ya que si miramos el toroide desde
arriba (un punto perpendicular al plano de la hoja de papel), efectivamente veremos pasar mds corriente en el

centro y menos hacia la orilla (jconvénzase de este resultadol!).

PROBLEMA PROPUESTO:
Determinar K si imponemos que la corriente se distribuya en forma homogénea en la cinta.

143



Electromagnetismo CAPITULO 6. CORRIENTE ELECTRICA

6.4. Ley de Ohm

En la mayoria de los materiales conductores se tiene - que al aplicar un campo eléctrico - la siguiente relacién:
J=gE (6.1)

Donde g es en general constante y se denomina conductividad. Las unidades de g son [A/V'm]. Es comdn llamar
Mho (o MHO) a la unidad [A/V], con ello también se usa [M HO/m] como la unidad de g.

Todos los materiales que satisfacen la relaciéon anterior se denominan dhmicos y g puede depender de otras
variables como la temperatura o la presién, pero no del campo eléctrico. Existen también materiales no 6hmicos
en donde g depende del campo eléctrico aplicado, pero en este curso no los estudiaremos.

Consideremos un conductor alargado de seccién uniforme A por donde circula una corriente I debido a la presencia
de un campo seglin se muestra en la Figura 6.11.

~ |

o

)

Seccién S

Figura 6.11: Ley de Ohm

Por la ley de Ohm J = gﬁ, pero suponiendo distribucién homogénea de corriente J = %i y de la definicién de

campo:
E=-VV

2
—/ E-dvei=Vo—-Vi=>Ve—V,=-Fl= - E=
1

144



Electromagnetismo CAPITULO 6. CORRIENTE ELECTRICA

Reemplazando valores en la ley de Ohm se tiene:

I, i—-Va, l

Se define p = % como la resistividad del materialy R = p- % como la resistencia. Las dimensiones de la resistencia
son [Volt/Ampére] y se llama Ohm. Con esto podemos escribir:

AV = RI

Esta es la ley de Ohm en conductores. También es usual definir G = 1/R como la conductancia del material.

En general, mientras menor sea la resistencia de un material, serd un conductor mas eficiente, y en el limite - si la
resistencia se hace nula - hablamos de un conductor perfecto donde AV = 0. Este (ltimo caso ocurre en algunos
materiales pero en condiciones de muy baja temperatura, son los llamados superconductores. Para un material es
posible medir su voltaje y corriente, y determinar asi, la caracteristica VI; y con ello la conductividad, segiin se
muestra en la Figura 6.12.

VIV Material Ohmico

Material No Ohmico

ITA]

Figura 6.12: Caracteristica VI
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En el siguiente Cuadro se presentan valores de conductividad para diferentes materiales.

Cuadro 6.1: Conductividad (aproximada) de Algunos Materiales a 20°C

| Material \ Conductividad g ||
Conductores Valores de Conductores
Plata 6.1 x 107
Cobre (standard) 5.8 x 107
Oro 4.1 x 107
Aluminio 3.5 x 107
Tungsteno 1.8 x 107
Zinc 1.7 x 107
Bronce 1.1 x 107
Hierro (puro) 107
Plomo 5 x 106
Mercurio 106
Carbdn 5 x 10%
Agua (mar) 4
Semiconductores | Valores de Semiconductores
Germanium (puro) 2.2
Silicona (puro) 4.4 %1074
Aislantes Valores de Aislantes
Agua Destilada 1074
Tierra 10—°
Bakelita 10—10
Papel 10~
Vidrio 10~12
Porcelana 1012
Mica 10715
Parafina 10~15
Goma (dura) 10~
Cuarzo (fusionado) 10717
Cera 10-17

Estos valores pueden variar en otras tablas ya que hay muchas variedades y aleaciones de cada material y la
conductividad es ademas sensible a la temperatura, impurezas, etc.
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En el caso general se tienen conductores irregulares como en la Figura 6.13.

. .
, ,
v, v,

Figura 6.13: Corriente en Conductor lrregular

, . . . 2 A 7 .
Aqui la diferencia de potencial entre los extremos es: AV =V; —V, = — fl FE - dl y dado que la corriente en las
caras extremas es la misma (no hay corriente que se acumule o salga por otra superficie del conductor) se puede
definir la resistencia como:

Donde el recorrido de la integral de linea es cualquiera y el drea es cualquier seccién transversal del conductor.

EJEMPLO 27:
Un alambre de didmetro 1 [mm]. y de conductividad g = 5 x 107 [mho/m] tiene 10%° electrones libres por m3.
Si se aplica un campo eléctrico de en la direccién axial se pide:

=

. Densidad de Carga de Electrones Libres
2. Densidad de Corriente
3. Corriente

4. Velocidad Media de Electrones

=

—x,1 Y

Area A

Figura 6.14: Conductor Unifilar

Solucién:

1. pe=nxe=10% x (—1,6 x 10719) = —1,6 x 10'° [C/m?]

2. J=gE = (5% 107) x 1072 = 5000007 [A/m?]

. 103\
_ IP— T.A— 5 _
3. 1= [[J-ds=J-A (5><10)><[7r< 5 )] 0,393 [4]
S
4. J=q-n-vg=va= o= Tgn = va = 3,125 x 107° [m/s]
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6.5. Fuerza Electromotriz

Llamaremos fuerza electromotriz (F.E.M.) a un dispositivo con la propiedad de mantener una diferencia de po-
tencial definida entre sus terminales. Esquematicamente se muestra en la Figura 6.15.

OV,

I::| FEM

2
OV,

Figura 6.15: Fuerza Electromotriz

Una pila comin, una bateria de auto, un generador son ejemplos de fuerza electromotriz. Si AV > 0 se acostum-

bra a anotar como:

Conductor Perfecto R =0

_L:T—iilg

AV o) e_*

Figura 6.16: Notacién F.E.M.

Recordemos que por “conductor perfecto” se entenderd como un conductor con una conductividad muy grande y
que por lo tanto presenta una resistencia (R) despreciable y no registra diferencia de potencial alguna. Sin embargo,
en la practica las F.E.M. poseen una resistencia interna R;,,, por lo que la representaciéon mas usada es la siguiente:

Rin +
E __ 1

Figura 6.17: F.E.M. en Circuitos
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Examinemos la configuracién de la Figura 6.18.

Conductor Perfecto Conductor Perfecto
-y ®
I |
L I —
[
Cable Conductoij ! €
Perfecto

Figura 6.18: Conductor Real

Habiamos probado que la diferencia de potencial entre los “conductores perfecto” es:
2 — —
—/ E-di=V1-Vo=FEl =V, -V,
1

Donde [ es la distancia entre los conductores. Esta diferencia de potencial es exactamente el valor de la fuerza

electromotriz. Luego:
E=V—-Vo=E=FI

Por otra parte, la corriente que atraviesa el drea A es I = JA. Ademas la densidad de corriente cumple con
J = gF. Luego, si [ es el largo del conductor de seccién A, tenemos:

£ l
I=%Ase—_" 1= - £=RI
l gA
N~
R

Esta expresién corresponde a la ley de Ohm vista anteriormente. La fuerza electromotriz £ realiza el trabajo de
tomar cargas a un potencial y entregarlas a uno de mayor magnitud. Al circuito analizado se le representa como:

e__t

Figura 6.19: Convencién de Signos
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6.6. Efecto Joule

Consideremos la configuracién de la figura:

Figura 6.20: Efecto Joule

La energia de la carga en el disco 1 es:
Ui = AV;

Donde AQ; es la carga que atraviesa el plano A; y V; es el potencial en 1.

Similarmente la enegia en el disco 2 es:
Uz = AQ2V2

Por lo tanto la diferencia de energia es:
AU = AQ:1Vi — AQ2 V>
Pero AQ1 y AQ3 son iguales (no hay acumulacién de carga).
AU = AQ(Vy — Va)

Por otra parte la potencia es el cambio de la energia en el tiempo, o sea :

AU AQ

P=3 A

(V1 —‘/2) :>P:I(V1 —Vg)
Y haciendo coincidir 1 con el comienzo del conductor, y 2 con el fin tenemos que:
P=IAV

Que es la potencia disipada en el material.
Dicha potencia se expresa en un calentamiento del material producto de las colisiones entre las particulas. Esta
potencia es suministrada por la F.E.M.

Como AV = RI, la expresion usual de esta potencia es:

(AV)?

P=RI?> 6 P=
° R
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En general, para un material cualquiera tendremos:

dv

kuj =

ds

Figura 6.21: Energia en Elemento Diferencial

La potencia disipada en el elemento de volumen es: dP = (f d§) : (E . dF) 6dP =J-E-ds-dr.

—_——— ——
I dv

Como todos los vectores son paralelos ds'- di¥ = dv y podemos escribir finalmente la expresion:
P=|{[J-Edv (6.2)
Q

La cual representa la potencia disipada en un material de volumen €.

6.7. Cargas en Medios Materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

1. Dieléctricos:

Figura 6.22: Cargas en Dieléctricos
D= 50E + P=c¢E

Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicién de equilibrio, pero no se
desplazan.
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2. Conductores:
Equilibrio electrostatico:
E=0 y V = constante

Sélo tiene distribucién superficial. La carga al interior es nula p = 0 y no hay polarizacién P=0.

Equilibrio dinamico: Corrientes

Figura 6.23: Conductores en Equilibrio Dinamico

Electrones se desplazan con velocidad constante. Carga total por unidad de volumen es nula. También puede
existir una polarizacién del material P # 0 (6rbitas de electrones se desplazaran de su centro).

Si llamamos p. a la densidad de carga de electrones por unidad de volumen y pg a la densidad del resto de

las cargas, se cumple:
J1F o [ o =0
Q Q

Ademas los materiales 6hmicos cumplen con J = gFE.

Asi, en general un medio material puede presentar caracteristicas de dieléctricos (), o sea aisladores, o
conductores (g) como se muestra en la Figura 6.24.

Figura 6.24: Cargas en Materiales Reales

Si g = 0o = Conductor Perfecto.
Si ¢ — oo = Aislante Perfecto.

Ambas caracteristicas son contrarias, es decir, si es un buen aislante tendrd pocas cargas libres y sera por
lo tanto un conductor pobre, y viceversa.
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6.8. Corriente de Conveccion

La corriente de conveccién se produce cuando se tiene una masa con carga en desplazamiento, por ejemplo
un liquido con carga fluyendo por una cafieria. Consideremos que esto ocurre en la Figura 6.25, con una masa
eléctricamente cargada que se desplaza con velocidad v,.

Figura 6.25: Corriente de Conveccién

Si la masa contenida en el cilindro elemental tiene velocidad v, y si designamos por p. la densidad de carga en
dicho volumen, entonces la cantidad de carga contenida en el volumen AS - Al es p. - (AS - Al). Por lo tanto, la
corriente atravesando al drea AS en un intervalo At es:

CAQ  pAS-AL Al

Al=37 A SN

Pero v, = % entonces:

=

Al = pCAS’Uc = .. J(F) = pcvcl

Donde 4 es el vector unitario en la direccion de desplazamiento de la masa cargada.
Se cumple:
1= [ J)-d5
A

Donde I es la corriente total que atraviesa el drea A (la cual desde luego no se mueve).

Conviene precisar que en las corrientes de conveccién NO tiene sentido la ley de Ohm, es decir, no se cum-
ple la relacién: J = gFE.

EJEMPLO 28:

El sistema de la Figura 6.26 representa una cinta transportadora de un polvo cargado que puede modelarse como
una densidad superficial de carga ¢ = 10=2 [C//m?]. La cinta tiene un ancho de 1 [m] se mueve a una velocidad
de 2 [m/s]. Se pide:

1. Calcular la corriente que atraviesa el drea A.

2. ;jCuénta carga ha pasado en 5 segundos?

Ancho L{m/ ~ o
'l N
0 @ d A 0 '\\‘\:_)’)
@O~ 3o ¢

Figura 6.26: Cinta Transportadora de Carga

X
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Solucion:

1L I=2%8 — 5y, = 1072 x 1 x 2 =2 x 1072 [C/s] = 20 [mA]

2. AQ=IxAt=2x10"2x5=10"1 [C]

La corriente de conveccidn tiene gran importancia en el entendimiento de los seres vivos. Por ejemplo el intercambio
de sustancias entre células se puede explicar mediante un modelo eléctrico en base a corriente de conveccién de
proteinas.

6.9. Ecuacion de Continuidad

Consideremos un volumen € del espacio en el cual se tiene un flujo neto de corriente saliendo del volumen.
Lsalida = @ J-ds
s

Aqui ds' = dSn apunta hacia afuera del volumen €.

Q

Figura 6.27: Continuidad de Carga Eléctrica

Si llamamos Q;,, a la carga contenida en el volumen €, entonces se debe cumplir:

ot

Isalida = -
o sea , la corriente que sale corresponde a la variacién de carga encerrada en el volumen. Supongamos que Q;,
se describe a través de una densidad de carga libre pgq.
Luego:
Qin = [ pa(Pdv
Q
0
Laigs = = |[[ pa(#)dv
salida ot ) pﬂ( )

Dado que el volumen  es fijo (no depende de t) podemos escribir:

Tsaida = — fgj {gtpg(f')] dv

Y reemplazando en la expresién original tenemos:
0 >
-Iff ()] av = fi 7
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Aplicando el teorema de la divergencia al lado derecho:
[ [t 0= 7 7
ot
Q Q
Como se cumple V espacio {2 (contenga este un medio material o no)

- 0
V'J‘*‘EPQ(F)—O

(6.3)

Lo anterior es la ecuacion de continuidad que da muestras que /a carga no aparece ni desaparece espontaneamente,

sino que se conserva.

6.10. Ecuacion de Continuidad en Medios Materiales

Consideremos un medio material que posee tanto caracteristicas dieléctricas (¢) como conductoras (g). Supon-
gamos que en ¢ = 0 se inyecta instantdneamente una densidad de carga po(7) en el material. Determinaremos la

variacion que experimenta la carga para ¢t > 0.

Q

Figura 6.28: Ecuacién de Continuidad en Medios Materiales

Tenemos:
J=gE=>V-J=gV-E

En donde hemos supuesto que g es constante.
Pero:

D=cE=vV.J= gv-ﬁzgp(t)
Y reemplazando en la ecuacién de continuidad obtenemos:
t/T

p(t) + —— =0= p(t) = poe”

g

En donde 7 = es la constante de relajacion y mide la rapidez con que la carga en volumen emigra hacia la

superficie. Asi, en régimen estacionario no hay carga en volumen y sélo hay carga superficial.
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EJEMPLO 29:
Considere un medio material que forma una esfera de radio R, el cual tiene caracteristicas dieléctricas € y conduc-

tividad g, segln se muestra en la Figura 6.29. En ¢ = 0 se carga dicha esfera con una carga )¢ uniformemente
distribuida.

Figura 6.29: Carga en Funcién del Tiempo

Se pide:

1. Determinar la ecuacidn que rige la carga en la esfera para ¢t <0
2. Evaluar el tiempo que toma la carga en volumen en disminuir 36.8 % de su valor inicial

3. Calcular cuanto vale el tiempo resuelto en (1) para los siguientes materiales:

Cuadro 6.2: Tabla de Ejemplo 29

| Material Conductividad g | Permeabilidad ep, ||
Cobre 5,8 x 107 1
Cuarzo Fusionado 10717 5

Solucion:

1. La ecuacidén que rige la carga es:

Integrando en el volumen

ST (20004 242) av =0 2 [ v [T o =0 = 20+ 0 10 = -t

Q(t) Q(t)
Parat =0 Qo = 77rR3pyT*§
2. 0,368Q0 = Qoe /" =t = —71n(0,368) ~ T
3.
H Parametro ‘ Cobre ‘ Cuarzo Fusionado H
K | 153x10~"[s] | 512dlas |
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6.11. Condiciones de Borde para J

Consideremos la interfaz de dos medios materiales como en la Figura 6.30. A ambos lados hay campos y densi-
dades de corriente.

Figura 6.30: Condiciones de Borde

De las condiciones de borde para dieléctricos teniamos que la componente tangencial del campo eléctrico se man-
tiene (aqui sigue cumpliéndose V x E' = 0) y que la diferencia de la componente normal del vector desplazamiento
es igual a la densidad de carga superficial (sigue cumpliéndose la primera ecuacién de Maxwell V - D = p;). Por

lo tanto: . .
= = Juiw  Jau
By — By = — = —
g1 g2

-Dln - D2n =0y
. . J; Ty
ElEln—EQEQn:U[:E:lﬂ—gQﬂ = 0y (64)
g1 92

Por otra parte, también usaremos la ecuacién de continuidad: V - J = % = ( para obtener condiciones sobre .J.
Tendremos dos casos interesantes:

1. Situacidén Estacionaria (% = 0): Cuando no existe variacién de carga en la interfaz se cumple V- J=0.

Si tomamos un volumen como el del cilindro de la Figura 6.30 obtenemos (se procede en forma similar a la
usada para derivar la continuidad de la componente normal del vector D)

Jln = J2n

Aqui claramente habrd una carga acumulada en la interfaz ya que las condiciones (6.4) deben cumplirse.
Asi, al reemplazar la componente normal de .J en (6.4) se tiene:

-1 —1
€1 £ €1 €2
Jln:JZ(___) Yy J2n:UZ<___>
g1 92 g1 92
Cuando se cumple esta condicién de borde diremos que el sistema esta en estado estacionario o en régimen
permanente, la cual es equivalente a suponer: %f = 0.
2. Situacidon Transitoria: Cuando hay variacién de carga tenemos que % # 0. Haremos uso ahora de la
ecuacioén de continuidad en el volumen € indicado en la Figura 6.30.

= Op _ 7oL 0Q
V'J+§—O 0 en su versién intergral 9?]413—1—5—0

Aqui Q es la carga en 2 y haciendo tender el largo del cilindro a cero:

ﬁ J-dg = JoAS — J1,AS
S
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Y %—? solo se concentra en la interfaz, luego:

Q_9
ot ot

o

(0‘ . AS) = Jo, AS — J1,AS + It

AS =0

do
Jzn_Jln‘f'E—O

Esta es la condicién que deben satisfacer las componentes normales del vector densidad de corriente de
ambos medios. Esta situacién se llama transitoria o transiente.
6.11.1. Caso en que uno de los Medios es un Conductor Perfecto:

Consideremos la interfaz entre un medio material y un conductor puro tal como se muestra en la Figura 6.31.

Medio Material g, 49

VBB o t7 A
|

Figura 6.31: Dieléctrico y Conductor Perfecto

Al tomar la superficie Gaussiana S, se tiene:

@ D -d§ = Dy, AS — Dy, AS = 0 AS
S

Al interior del conductor perfecto el vector polarizacién es nulo. Luego, los campos cumplen:
€0E2 — €E1 =0

Las condiciones de borde para J en este caso son las mismas que desarrollamos anteriormente.

EJEMPLO 30:
Considere el sistema de la Figura 6.32. Se pide:

1. Calcular J, E y D entre las placas conductoras en la condicién de equilibrio.

2. Lo mismo, pero en situacién transitoria.

o

otencial Vo 1/- Conductor

\
}d/z
}d/Z

‘k Conductor

z
J=— Potencial Cero [V = 0]

Figura 6.32: Condensador Compuesto sin Acumulacién de Carga
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Solucion:

1. Supondremos que campos y densidades de corrientes tienen direccién segin Z. Dado que estamos en la

condicién de equilibrio, no hay variacién en la carga superficial o entre los dos medios, es decir, se cumple:

a%%s = 0 en la interfaz y por lo tanto de la ecuacién de continuidad: V - J = 0 en régimen permanente.

Seglin vimos esto conduce a la condicién:
J2n = Jln

Para los campos eléctricos supondremos Ei = EZ(—I%) con E; constante para ambos medios. De la ley de
Ohm se tiene:
J1=g1 1 y J2 = gaF>
Por lo tanto:
g1Er = g2 B (6.5)

Por otro lado, sabemos que la relacién entre el voltaje y el campo eléctrico entre dos puntos (1,2) cualquiera
es:

2
Vg—Vlz—/ E-d
1

Y haciendo coincidir 1 con el potencial cero y 2 con el potencial V;y tenemos:

d/2 ~ ~ d R R
Vo = {/0 E5(—k) -dzk + /d/2 Ei(—k)- dzk}

d d S o 2Vh -
Vo=Fo—+F1—=F1+FEy=——k
0 25 + L 5 7 + Lo P
Usando la condicién (6.5) obtenemos:
L 2 -
&EQ + By = —70/€
g1 d
= 20V = 292V0 -
? d(g1 + g2) Y ' d(g1 + g2)
Luego las densidades de corriente son:
» 2g192Vo » 2g192Vo
’ d(g1 + g2) Y ' d(g1 + g2)

Claramente se cumple la continuidad de la componente normal del vector densidad de corriente en la interfaz.
Para los vectores desplazamiento tenemos:

= 2 VW - "
Dz:_wk y Dy =—

2e192Vo i
d(g1 + g2)

d(g1 + g2)

Por lo tanto existird una distribucién de carga o entre los dos medios materiales dada por la condicién:
D2 — D1 =0
Donde se usé la notacién D; = D;(—k).

Luego:
_ 2Vo(e291 — €192)
d(g1 + g2)
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Es importante notar ademds que habr3 una densidad de carga en la cara interior de los conductores (interfaz

entre conductor puro y medio material). Si llamamos o7 y o5 a las densidades en la placa superior e inferior,
sus expresiones son:

= . 2e192Vo
Di-k)=0c1=>0 = —"7"—
1 (k) ' ' d(g1 + 92)
S 2e192V0
Dy - k=0y= 09 =——-"
? 2T d(g1 + g2)

2. Consideramos ahora el periodo transiente para la distribucién de carga ¢ en la interfaz. Usamos la misma
notacién anterior D; = —D; -k, B, = —F; - k.
Donde los campos tienen la direccién de la Figura 6.33.

V=0 z

Figura 6.33: Condensador Compuesto con Acumulacién de Carga

Seglin vimos la ecuacién de continuidad en el régimen transitorio conduce a la condicién de borde:

Oo
JQ_Jl"’_a—O

Por otra parte, de las condiciones de borde para el vector desplazamiento:

Dy —Di=0=¢e9Fy—e1F1 =0 (66)
Ademads sabemos que:
d_ /2 d
VO—O:—/ E-dl=— Ey-dl— Ey - dl
0 0 /2
/2 . R d R X
Vo = —/ (—Elk) Cdzk — (—Egk) - dzk
0 /2
d d 2V
Vo=FEi=+Ey= = By + By = =2 (6.7)
2 2 d
De (6.6) y (6.7) tenemos el sistema:
2Ve
B+ B = 70

—e1 1B+ sy =0

2V, 1 2V(
g1 X (6,6) + (6,7) = 1By +e3Fy = 7081 +o0= Fy, = o1+ & (dO&'l + O'>
2V 1 2V
g9 X (6,6) — (6,7) = e2F) + 1B = 7%2 —o0=FE = P——— <d%2 - a)
= 1 2%62 ~ = 1 2%81 ~
B =— — k FEy=— k
! €1+€2< d U) y 2 €1+€2( d +U)
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= €1 2V0€2 ~ = ISP 2V0€1 ~
=Dy =- — k = — k
! 61+€2< d 0) y 2 61+52< d to
Luego las densidades de corriente son:
7 91 2Voeo .
J=— —o0 | k=—-hhk
! €1+ €2 ( d > !
- g2 2Vher >
= k= —Jsk
2 €1+ €2 ( d + U) 2
Tomando la diferencia:
g2 2Voer g1 2Voes
Jo—Jp = —— — —
2 ! €1+62( d 0) €1+52< d 7
922Voey 912V (91 +92)
Jo—J1 = — = LJo—-Ji=a+
2 ! d(ey +e2) d(eg +e2) €1+ €2 2 ! po
Reemplazando en la ecuacién de continuidad:
do
=0
a+ Bo + N
Solucién Homogénea:
o(t) = ke Pt
Solucién Particular: N
o=——
g
Basta imponer la condicién inicial: o(t =0) =0 =k = 3
o
o(t) = (et -1
(t) 5 ( )
2V( 1—3g1 )
a Cderey . 2Volgee1 — gie2)
g1+ =
B % d(g1 + 92)
o(t) = 2Vo(g2e1 — gr€a) [ —mteze
d(g1 + g2)

Notar que para t — oc:

_ 2Vo(g2e1 — g1€2)

ot > 0) =05 =
( ) d(g1

Que es el resultado obtenido en (1)
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6.12. Ley de Voltajes de Kirchoff

Consideremos un sistema de conductores como el de la Figura 6.33

1 23 4 n-1 n
Ey Es En_1
I g |
7|

-

Conductor Perfecto

Figura 6.34: Ley de Voltajes de Kirchoff

La diferencia de potencial entre 1 y n es:
2 . . 4 . . no_ N
AV:/El-dl—i—/ E2~dl+...+/ E,_q-dl
1 3 n—1

AV =) Eil; = (Vi = Vo) + (Vs = Vi) + oo + (Vo1 — Vi)
i=1

Pero AV =¢& .
LY AV —E=0
i=1

.. La suma neta de las diferencias de potencial en un loop cerrado es nula. Esto se conoce cono “ley de voltajes
de Kirchoff"

EJEMPLO 31:
Encontrar el voltaje en el condensador de la Figura 6.35 si este se encuentra inicialmente descargado
I
4\/\/;
+ 1Q
=10V 1pF

Figura 6.35: Circuito RC en Serie
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Solucion:

Aplicando ley de voltajes de Kirchoff:

Pero i =ic = C%:

Resolviendo se obtiene:

Solucién Homogénea:

Solucién Particular:

10V =Vip + Ve
10=4iR+ Ve

Ve
10=Cc=—-X%
0 Cat + Ve
Ve
10=10""—== + 1V,
0 0 ot + Vo

6 GVCh
ot

Ven = ke v7 =106

10~ +Ver =0

NVep
ot 0
Vep = 10

Basta imponer la condicién de borde: Vo (¢t =0) = 0=k =—10

Ve(t) =10(1 — e 7))V

Notar que para t — oo V(t) = 10V. En consecuencia, no hay corriente en el circuito.
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6.13. Ley de Corrientes de Kirchoff

Consideremos ahora un sistema de conductores que convergen a un mismo espacio {) segiin se muestra en la
Figura 6.36.

Figura 6.36: Ley de Corrientes de Kirchoff

Si no existe acumulacién de carga:
dp

ot
Tomando el volumen €2 que contiene a todos los conductores convergentes:

ﬂ V.- Jdv=0
Q

=0=V-J=0

Aplicando el teorema de la divergencia:

@f-dsf:@?jl-d§1+@£-d§2+...+@fn-d§n:o
Sy

S Sa Sn

n
.'.Zlk:()

k=1

Si no hay acumulacién de carga, la suma neta de corrientes que convergen a un espacio cerrado es nula. Esta es
la “ley de corrientes de Kirchoff".

EJEMPLO 32:
Calcular la corriente I de la Figura 6.37 si el condensador se encuentra inicialmente descargado.

—1 —1I

|_“’

I
j ! 1uF

10V glﬁ

|I||I+

10

Figura 6.37: Circuito RC en Paralelo
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Solucion:

1. De la ley de corrientes de Kirchoff obtenemos: I = I + I
2. De las ecuaciones del condensador sabemos que I, = C’%

3. De aplicar ley de voltajes de Kirchoff y ley de Ohm se obtiene:
_ Ym0V

;o Ve 10V Ve
TR 10

Igualando las dos expresiones encontradas para la corriente llegamos a la siguiente ecuacién diferencial:

6OV,
107055 =10~ Ve

En el EJEMPLO 31 resolvimos la misma ecuacién diferencial con la misma condicién inicial, llegando al resultado

que se muestra a continuacion:
Ve(t) =10(1 — e 7))V

s [010(1 —e™7)
_ 6
=10 ( ot >

10 .
I, =10"° (e_f>
T

I, = 10"+

Considerando 7 = 10~6:

Finalmente:

I(t) = 10 (1 +e*%) [A]

Notar que para t — oo I(t) = 104, lo que implica que solo habrd corriente en la resistencia Ry, es decir, no hay
corriente en el condensador.
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6.14. Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Considere el circuito de la Figura 6.38:

Figura 6.38: Problema 1
Se pide:

1. Determinar la corriente I en funcién del tiempo si en t = 0 la carga del condensador es nula (voltaje nulo).

2. Calcular la corriente para la condicién estacionaria (t — 00).

Solucion:

1. Por la ley de corrientes de Kirchoff:

I =1 +1Igr,+1I¢c

Vr
Ig, = R2
Ve
Ie =C——
“ ot
Pero por ley de voltajes de Kirchoff: Vp, = Vi
Ve Ve
I= C——
R "o

VR1:57VC
£-V.
I=1Ip ==%°

Entonces formamos la siguiente ecuacién diferencial:

E-Ve Ve OVe
R ~rR %

Ve
270 4 oV =
RC ot +2Ve =€

Para resolver esta ecuaciéon debemos encontrar la solucién particular y la homogénea.

Solucién Homogénea:
Ven(t) = ke mct
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Solucién Particular:

=0=0

Il
[N][e
+
Bl
El
Il
|
|t

Basta aplicar condicién inicial: Vi(0)
En conclusién: c
Volt) =5 (1-e7!) = 1(t) = o

£ <1 - e_RLCt)
R
2. ¢
lim I(t) = —
Resulta intuitivo este resultado, pues el condensador durante el régimen transitorio sélo se carga, lo que
implica que no conduce una vez cargado. Correspondiendo entonces la corriente I en régimen permanente
a la corriente del circuito sin el condensador.
PROBLEMA 2:

Se tiene un par de electrodos de placas planas paralelas entre las cuales se aplica una diferencia de potencia
Vo. En el interior se coloca un dieléctrico perfecto junto con dos secciones de dieléctrico con pérdidas. Para este
problema se pide determinar:

1. La distribucién de campo eléctrico en todo el sistema (desprecie efectos de borde).
2. La capacidad equivalente C' del sistema de electrodos.
3. La conductancia equivalente G del sistema de electrodos.

4. La densidades de cargas en las interfaces del sistema.
Hint: La energia eléctrica:
e [ V7 1
W=_ / idv y Wondensador = §CV02

Considere profundidad unitaria.

g
b a b J:—Z

Figura 6.39: Problema 2
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Solucion:

1. Los campos El, Eg, Eg, estdn los tres en la direccién Z y con el sentido de este mismo vector (van de
mayor a menor voltaje). Como estos tres campos son tangenciales a las interfaces del medio, se tienen que
Ei; = Eoy = Egt (condiciones de borde).

Lo que implica que:

Habiamos visto que:

Luego

LV
E="29;
z

Fuera de las placas el campo es nulo, pues la carga encerrada sera cero.

2. We=Wi + Wy + W3 como Wy =Ws = W, =2W; + W,

€1 2 €1 LOQ €1 LOQ
Wi=— | Edv=—= | —>dv=——0b-d-1
1= / dv 5 / 2 dv b-d

2 @2
_e (W, el
Wo 5 dsz WE d-1
Luego:
V2
W, = 70(&52 +b€1)

Sélo nos queda igual a la energia eléctrica del condensador

1, ., V¢ 2
—OV¢ = L(asy +ber) = .C = =(aes + bey)
2 d d
> v
Jy =gE, = 970
d
[=|{J-as=r1=2[ ] a5
A A
Entonces:
- 2gbVjy
- d
Pero I = GV entonces:
g 2t
- d

4. Se sabe que ﬁln — ﬁgn = ps pero el campo solo tiene componente tangencial por lo tanto no hay densidad
de carga en las interfaces.
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PROBLEMA 3:
Un conjunto de n placas conductoras de areas , estan ordenadas formando una pila vertical. La distancia entre

las placas sucesivas es d y entre ellas hay un material de conductividad G = constante. Experimentalmente se
encuentra que la resistencia eléctrica entre la primera y segunda placa es 1€). Se pide:

1. Calcular la resistencia total cuando n — oc.

2. Considere la situacién de la Figura 6.40 en el limite cuando n — oo y calcule la intensidad de corriente que
circula por la resistencia de 1€). conectada entre la cuarta placa y la tierra.

|—
V =1 [Volt] *A

I 2A
[ 4A
[ 8A —

2"'A

Figura 6.40: Problema 3

Indicacion:

Solucion:

Jzﬂji%-dxdykzj-A;»IngA
A

1%
R=—
gEA
VV =—-E
ov ve ¢
—=—-F=dv=—-Fdz=> dv:f/ FEdz=V,—Vi=—-FEd=V = FEd
0z v 0 —
d
R=—
gA
d d
Rr=—+ —+ .. +—
r gAJFZg.AJr Jr2"—19./4

d /1 2d
Rn co — T 1 ok | —
- gA,;)(?’“) gA
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Pero giA = Ry = 19 entonces:

d

Ri

|
| L
V =1 [Volt] *A R,

[ 2A
1Q . 4A

Ve

Calculando:

Figura 6.41: Problema 3 - Anilisis 2

erie — =~ 9 A Tod =1 9 171
Rs Ri+ Ry + Ry gA+29A+4g.A T5t3 4[]
Por lo tanto: 1
R, = R — Rserie = Z[Q]
R. R, 1/4-1 1
RParaIelo. Rx//Ry Rw+Ry 1/4+1 5[ ]
7 1 39
—_— - —:79
Rry =+ 2 =59
Vi 1 20
Ity = 25— = 55 = 5[4
Rro %g 39
VR, + Vr, + Vg, + Vg, = 1[V]
IT : (Rl + R2 + R3) + VRy = 1[V]
Asi: 20 7 4
4 Vp =1=Vy =—V
39 1V =12V = 5l
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PROBLEMA 4:

Se estd produciendo un derrame de una sustancia quimica cargada eléctricamente en una calle de ancho D.
Suponga que la sustancia es liquida y se reparte de forma uniforme sobre la calle, de modo que se deposita una
pelicula muy delgada de densidad de carga superficial o [C'/m?] sobre la carpeta de la via, la cual alcanza una
velocidad constante vy, seglin se muestra en la Figura 6.42.

/

Figura 6.42: Problema 4

Se pide determinar:

1. Densidad de corriente superficial K [A/m] sobre la calle.

2. Estimar el campo magnético B producido en la zona central de la calle, cerca del piso (eje Z cerca del
origen).

3. Si por la via circula un camién en sentido j llevando un mineral que posee una carga eléctrica total Q,
iexperimenta alguna fuerza el camién? Justifique su respuesta.

Solucion:

1. Para calcular la densidad de corriente superficial, comenzamos calculando A1, que por definicién es igual a

AQ
Al = At
Y sabemos, que AQ = 0 AS = 0 DAx, entonces:
Al = UZZ?I = O'D% = oDy
Ademids, por definicién, tenemos que:
lim gj
Al—0 Al
Entonces, por lo anterior, tenemos que:
K = (T’Uoj

2. Para calcular el campo magnético, usaremos la ley de Ampere:

%E : df: 10 encerrada

}gg-df: woovgD = 2BD = pgovgD = B = @

Para encontrar la direcciéon de B, tenemos que usar la regla de la mano derecha, de ella concluimos que:

HoO Vg »
gl 2 z>0
AT
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3. Para calcular la fuerza, usamos la expresién:
F=qixB
Suponemos que la velocidad del camidén es ¥ = vyj entonces la fuerza es:

2
_ Qoo

6.15. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:
En el circuito de la siguiente figura, el interruptor K; permanece cerrado y el interruptor K5 abierto hasta que el
condensador C' se carga a un potencial V. En t = 0 se abre K; y se cierra K5. Para t > 0 determinar:

1. El voltaje en el condensador.
2. El tiempo que demora el condensador en descargarse.

3. La potencia en la resistencia en funcién del tiempo.

Kz Kz

t—e —

/|

Figura 6.43: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:

Se tiene un tren de juguete que se mueve sobre rieles colocados en forma de circunferencia. Los rieles tienen una
resistencia r por unidad de longitud y el tren tiene una resistencia R. Se aplica una diferencia de potencial Vj
entre los rieles.

(b/

Figura 6.44: Problema 2 - Propuesto

1. Encuentre y dibuje el circuito equivalente.

2. Encuentre la corriente que pasa por el tren cuando este se encuentra formando un dngulo 6 con la direccién
de referencia.
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PROBLEMA 3:
Se quiere energizar un circuito electrénico por el que circulan 20 [mA] a 2400 [V]. Para esto se dispone de una

fuente de tensién de corriente continua de 3000 [V] que tiene una resistencia interna de 10 [kY]; y de un divisor
de tensién formado por dos resistencias; como se indica en la siguiente figura.
Se pide:

AN

R,
§Ri =10k
2400 V,,
RX§ 20 mA

—— t&£=3000 V,

Figura 6.45: Problema 3 - Propuesto

1. Calcular las resistencias Ry y Ro para alimentar el circuito de modo que la potencia entregada por la fuente
de tensién sea minima. Ademads calcule esta potencia.

2. En el mismo circuito se quiere ademds hacer funcionar un galvanédmetro ideal (sin resistencia interna), que
funciona solamente si la corriente es igual o mayor que 20 [mA]. El circuito a emplear en esta parte es el

s

———1£=3000 V¢

que se muestra a continuacion:

N

2400 Ve

Ry 20 mA

I = 20 mA

Figura 6.46: Problema 3 - Propuesto - Anélisis 2

Repita lo pedido en (1)

173



Electromagnetismo CAPITULO 6. CORRIENTE ELECTRICA

PROBLEMA 4:
Una barra de cobre de conductividad g y seccién rectangular ha sido deformada como se indica en la Figura 6.47.
Los pardmetros del sistema son:

1. g =15,8 x 107

3 h1:0,2[m]
4. b=0,3 [m]

(A) Suponiendo que una corriente I constante fluye atravesando el conductor en el sentido radial (p) se pide:

a) Calcular la densidad de corriente (.J).
b) La resistencia entre las caras definidas por p = hy y p = hs

c¢) Calcular las pérdidas de energia en el conductor.

(B) Suponiendo que una corriente I constante fluye atravesando el conductor en el sentido tangencial (0) se
pide:

a) Calcular la densidad de corriente (.J).
b) La resistencia entre las caras definidas por 6 =0y 6 = w/2

¢) Calcular las pérdidas de energia en el conductor.

Figura 6.47: Problema 4 - Propuesto
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Capitulo 7

Magnetostatica en el Vacio

7.1. Introduccidn

El estudio de la magnetostatica comprende el fenémeno del campo magnético producido por corrientes estacio-
narias. o sea , se cumple J = constante para lo cual, los campos no dependen del tiempo.

A pesar de que los efectos magnéticos de los imanes se conocian ya en la antigua Grecia, fue Oersted quien en
1819 propuso un primer modelo para explicar la desviacién que sufre la aguja de una brdjula por la accién de
una corriente eléctrica. Sus resultados condujeron a la determinacién de la fuerza que experimenta una carga en
presencia de una corriente eléctrica, y posteriormente a la de las fuerzas entre circuitos eléctricos.

Para presentar estos conceptos, seguiremos un tratamiento analogo al de electrostatica - esto es - primero ve-

remos la fuerza sobre una carga y luego definiremos el concepto de campo magnético a partir de esa fuerza.
Posteriormente extenderemos el concepto a circuitos eléctricos en general.

7.2. Fuerza de una Corriente sobre una Carga Eléctrica

Consideremos una carga eléctrica ¢ con velocidad @ y una corriente I que circula a través de un circuito eléctrico
(que llamaremos I'") segiin se muestra en la Figura 7.1.

Figura 7.1: Carga Mdvil frente a un Circuito

Se encuentra experimentalmente que la fuerza que experimenta la carga esta definida por la expresién:

, Idl x (7 — 7'
Fegix 120

dr |7 =7
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Donde:

u: Es la velocidad de carga ¢

Idl': Es el elemento diferencial de corriente por el circuito I

7 Es la posicién de ¢

7' Es el recorrido del circuito I indicando la posicién del elemento 1d’

EJEMPLO 33:
Calcule la fuerza que ejerce un circuito circular de radio R y corriente I sobre una carga ¢ ubicada en la posicién
z = zp, para los siguientes casos:

1. La carga estd inmdvil.
2. Carga se mueve con velocidad inicial 4@ = vgk
3. Carga se mueve con velocidad inicial 4 = vyj

4. Carga se mueve con velocidad inicial 4 = vyt

Solucién:
Consideremos la configuracién de la Figura 7.2.

------ Idl = Idlg

Figura 7.2: Circuito Circular

Primero calculamos la integral de linea ¢ sobre el circuito circular, de radio R y corriente I, sobre el eje Z. Aqui I”
es el circulo de radio R del circuito. Tenemos:

1. Idl = Idlp = Idl(— sen()i + cos(p)j), con dl = Rdyp

2. 7' = Rp = R(cos(¢)i + sen(p)])

4. F— 7' = —Rcos(p)i — Rsen(p)j + zk

5. |7 — || = VRE T 22
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Luego:

o 1dl x (7 — 7' m IRd .

F = qa’xy{ Ko x (7 3T ) = / @7@3 (—sen(p)i + cos(p)]) x (—Rcos(go)i — Rsen(y)j+ zk)
Sl w2

;5/2”‘0 IRdy
o 4T RTE 7

[R sen?(p)k + zsen(p)] + Rcos?(@)k + 2 COS(@)@}

2m 2
IRd A 21
= / @Ri@?) {z cos(p)i + zsen(p)] + Rk] = @LW:;
o AT /RZT1 ;2 Am RT3 22

Luego la expresidn para la fuerza sobre una carga g en la posicién Z es:

B, IR? X
F=qg 2 _gxk

2 /R2 +223

Entonces:

1. Sila carga esta estatica (@ = 0) permanece estatica F' = 0.

2. Si tiene una velocidad inicial vy = vk se tiene F' = 0, es decir, la carga sigue moviéndose con la misma
velocidad.

3. Si se le da una velocidad inicial en el sentido }, i.e. ¥p = vgj experimenta una fuerza dada por la expresion:

. IR?
Fo=quy- 20—

3
2 JRP¥ 2
4. Si se le da una velocidad inicial en el sentido 7, i.e. Ui = vg? experimenta una fuerza dada por la expresién:

- IR? .
Fy=quo- 0 ()

2 Rt
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7.3. Definicion de Campo Magnético

Habiamos dicho que la expresién de la fuerza que produce un circuito sobre una carga tiene la forma:

7 -
7 qﬁX% poldl! x (7 —7")

B Ar |7 — 7|3

Es importante notar que las variables que definen a la carga se encuentran fuera de la integral. Por otra parte, al
interior de la integral sélo se encuentran los pardmetros del circuito IV y la corriente que circula a través de él.
Asi, el efecto que produce la circulacidn de la corriente estd contenido completamente en la integral.

Se define el campo magnético que produce el circuito como:

— —/

— 0 r—T

B=¢ Hopaix =" _
T 4m [[7 = 7|

Este campo magnético corresponde a un campo vectorial que representa la perturbacién en todo el espacio que

aparece como resultado de la circulacién de la corriente I.

Con ello, la fuerza que sufre una carga en presencia de B es:
F=quixB Fuerza de Lorentz

Las unidades del campo magnético se obtienen de:

_F N
V] ~ [Clm/sl

o sea , una carga de 1 [C] que se mueve con velocidad de 1 [m/s] en presencia de un campo magnético de 1 [T

=[T]=1 Tesla

experimenta la fuerza de 1 [N]. En la practica el Tesla resulta ser una unidad muy grande, por ello se acostumbra
usar el Gauss [G], con la equivalencia:
1[T] = 10*[G]
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EJEMPLO 34:
Determine el campo magnético del circuito circular del ejemplo anterior en los siguientes puntos:

1. Cualquier punto del eje Z.

2. Obtenga una expresién para el campo en cualquier punto del plano XY, con 22 + 3% > R?

z

Figura 7.3: Campo Magnético de Circuito Circular

1. Para el ejemplo anterior tenemos que el campo magnético producido por el circuito circular en el punto zg

del eje Z es:

@ IR2 ];

=

Por lo tanto, dejando variable 2y, el campo en cualquier punto z sera:

B

H TR? N
="t 2

2. Tenemos:
a) Idl = Idlp = Idl(—sen(y)i + cos(p)j) con dl = Rdy
b) 7" = R = R(cos(p)i + sen(y)))
c) F=xi+yj
d) 7—7" = (z — Reos(p))i + (y — Rsen(y))]

e) |7 =7
\/R2 cos?(p) + R%?sen?(p) — 2Ry sen(p) — 2R, cos(yp) + 22 4 y2
= \/R2 — 2R, cos(p) — 2R, sen(p) + 22 + y?
2m

_, IRd R R . o
B[l - 5 (—sen()i + cos(i2)) (@ — Reos(i))i + (y — Rsen())])

0 4T /R?—2R,cos(p) — 2R, sen(yp) + 22 + y?

T 1o IRdy s

‘/o A7 /T 3R, cos(p) — 2Ry sen(7) + 22 + 57 [(Rsen () — ysen(g))k + (R cos* () — w cos()]
— x COS(Y) — ySGH (2] X Yy
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B /2’r Ho IRdy
o A4r VR? — 2R cos(p) — 2Ry, sen(yp) + 2% + y23

(R —ysen(p) — xcos(w))/%

El problema es ahora resolver esta integral, jcosa nada facil! (tratar de hacerlo). De cualquier forma, el campo
en el plano XY sélo tiene componente segiin k y serd positivo si estd dentro del circulo y negativo fuera de él
(conviene hacer el esfuerzo de esta visualizacién).
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7.3.1. Campo Magnético Producido por una Carga Puntual

Consideremos una carga puntual ¢ moviéndose con velocidad #, segiin se muestran en la Figura 7.4.

—
r

=l

O

Figura 7.4: Campo Magnético de una Carga Puntual

Usando la expresion que habiamos definido para el campo magnético del circuito - en este caso el campo magnético
que produce la carga es:

— —/
=3 0 1 777 r—=r
dB = Eordi x =1
w7
Pero aqui: Idl = %dlﬁ = dq%ﬂ, pero dq — q, % = ||@|| y dB — B en consecuencia, el campo producido por
una carga en movimiento es:
= Mo T—7"

= "—qU X ——=
s S

7.3.2. Campo Magnético Producido por Distribuciones de Corriente

Para el caso de distribuciones de corriente en volumen como las de la Figura 7.5 se usa el vector densidad de

| J dl
L

O Uu

corriente.

Figura 7.5: Campo Magnético de Distribuciones de Corriente

Aqui: Idl = J-ds-dl = Jdv', por lo tanto el campo magnético es:

— —/
- 0 _— r—r
B =2 ([ Ty x =T aw
= =1
T |7 — ]|
En donde V' es todo el volumen en donde hay J.
Asi entonces, el efecto que produce una corriente puede representarse a través de su campo magnético, el cual
provoca una perturbacidn en todo el espacio y puede medirse ya sea poniendo una carga en movimiento o con un

circuito adicional. En ambos casos se observardn fuerzas que actuaran sobre estos (ltimos elementos (carga y/o
circuito se moverdn).
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7.4. Ley de Biot - Savart

En 1820 Jean Baptiste Biot y Felix Savart generalizan los resultados obtenidos por Oersted. Estos resultados
fueron presentados 1 mes después por Ampere. Consideremos dos circuitos que llevan corrientes I e I’ seglin se
muestra en la siguiente figura:

—
r

1

o

Figura 7.6: Interaccién de Dos Circuitos

Biot y Savart demostraron que la fuerza neta que ejerce el circuito IV sobre I' esta dada por la expresién:

(AT X (o
F:@//I’ﬂﬂx—(dl x(r—7))
47 T ’

|7 — 7]

La expresién diferencial de esta ecuacién, que indica la fuerza que ejerce el circuito IV sobre el elemento del
circuito I es:

L Idl P a Lo
dF = ﬂ/ rdi x —— o dF = 1dl x B(7)
T

Donde E(F’) es el campo magnético producido por el circuito IV en 7.

Notar que una vez determinado el campo magnético del circuito TV, podemos calcular la fuerza sobre el otro
circuito ocupando la férmula:

ﬁ:/jﬁxgm
N

EJEMPLO 35:

Considere un circuito constituido por un conductor muy delgado que va de —oo a +00 en el eje Y. Este conductor
lleva una corriente Ij. Se pide calcular la fuerza sobre una espira cuadrada de lado 2a con corriente I; segln se
muestra en la Figura 7.7.

z
T ----- 3a
Ilt ----- 2a
---...._.a..i___| E;-"a i»
/ Y

Figura 7.7: Circuito frente a Corriente Lineal
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Solucién:
Primero calculamos el campo magnético producido por el conductor infinito en el plano YZ. Consideremos un

punto P localizado en el eje Z.

i

Todyj
2y

7 y

X

Figura 7.8: Campo de Conductor Infinito

I zd
/ ————jx (~yj+ zk) = MOO/ Y i
Y +22 dr J_ o Y2 + 22

Haciendo el cambio de variable: y = ztan(f) = dy = z(1 + tan?(0))d0 se tiene:

B = polo [ 2(1+tan2(9))d9 _ 1oy /”/2 do _ ol /”/2 do
am - Jg, \/m Cdmz J_ppe /T H tan?(0)  4nz 0 1+ tan?(0)
sen?()  cos?(6) + sen?(0) 1
! 29y — 1 4 50 ( _ _
+ tan’(9) * cos?(0) cos?(0) cos?(9)
/2
5. _ Holo, polo /2. 5 MOIOA
B = S = —— -8 ° B
(7) — l/o cos(0)df 5 sen(0)|y’“i = .. B(F) = oy L

Ahora calculemos la fuerza:

Figura 7.9: Fuerza sobre Conductor Rectangular
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Para las corrientes en el sentido k se tiene:

dF) = Iidzk x B(z)i = [,dzB(2)j

Para las de sentido —k se tiene:

dﬁg = 1dz (—l},‘) X B(Z)i = —IldzB(z>j

Entonces: dF, + dﬁg = 0, por lo que bastaria analizar:

Para el segmento en z = a se tiene:
dFy = Idyj x B(a)i = —I, B(a)dyk

ooy, _ilotto

= F_:g = 7]1B(a)20j€ =1
2mwa s

Para el segmente en z = 3a se tiene:
dFy = I dy(—)) x B(3a)i = I B(3a)dyk

= ~ polo

I 1, A
= Fy =1, :10H0

k

o
om3a 2% = T3,

3 R It 1 - 2L Toug -
CoFheta =3+ Fy = 170Ho -1 kifﬂk
d 3 3
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EJEMPLO 36:

En este ejemplo calcularemos la fuerza neta que experimenta un loop de corriente (o espira) en presencia de un
campo magnético, y a partir de esto determinaremos el torque. El concepto del torque producido por un campo
magnético es muy importante en la comprensién del comportamiento de las particulas cargadas orbitando (el
modelo de la materia que veremos mas adelante), motores y generadores eléctricos.

Consideremos un loop de corriente rectangular de largo [ y ancho w, el cual esta expuesto a un campo magnético
uniforme de médulo B tal como se ve en la Figura 7.10.

Figura 7.10: Torque Magnético

En esta figura se puede ver que dl es paralelo a B en los lados 1-2 y 3-4 del loop y ninguna fuerza es ejercida en
esos lados. Sélo hay fuerza en los otros dos lados, entonces la fuerza neta sobre el circuito es:

3 1
F‘:I/ dfx§+l/ d'x B
2 4
— 3 ~ — 4 A —
F:I/ dzka+I/ dz(—k) x B
2 1

Es decir, la fuerza neta es cero, por lo tanto el circuito no experimenta movimiento de traslacién neto (no se

desplaza).
Sin embargo, las fuerzas de cada lado estan aplicadas en lugares diferentes y; en consecuencia, producirdn un
torque neto sobre el circuito. Para examinar esta situacién, consideremos el caso en que el plano del circuito forma

un angulo « con el campo magnético segin se ilustra en la Figura 7.11.

Figura 7.11: Fuerza y Torque
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El elemento diferencial del torque (o el momento mecanico de fuerza) sobre un elemento de corriente del circuito

es:
dr =7 x dF

Y sus unidades son Newton-metros (N - m). Por lo tanto, el torque neto es:
j{dT—?{rxdF frx]dfxg
Donde I' es la trayectoria del circuito. Es decir:
3 o 1 L
F:I/ dezka+I/ 7 x dzk x B
2 4

Y dado que el campo es constante:

sen(a)(—k) + IBle sen(a)(—k) = —IBwlsen(a)k

Asi, cuando el plano del circuito es paralelo al campo magnético, éste experimenta el torque maximo. En la
posicion de equilibrio el vector normal a la superficie del circuito n es paralelo al campo magnético y no hay
torque.

186



Electromagnetismo CAPITULO 7. MAGNETOSTATICA EN EL VACIO

7.5. Ley Circuital de Ampeére

Consideremos una regién €2 del espacio en donde existe corriente fluyendo segiin se muestra en la Figura 7.12.

dS Ienlazada

Contorno F@i

Figura 7.12: Ley Circuital de Ampeére

Si tomamos una superficie S cualquiera por la cual atraviesa una corriente total enlazada, en un camino T,
entonces la Ley Circuital de Ampere establece lo siguiente:

f. é : df: 10 enlazada
(s)

En donde T es el contorno de la superficie S recorrido en el sentido de la mano de derecha en torno del vector
del elemento de superficie ®, seglin se muestra en la Figura 7.12.

Notar que cuando se conoce el vector densidad de corriente J como en la Figura 7.13, la corriente enlazada

€es:
ﬂf .dF

S

Q ContornoI'(S)
7

—

Totat = [[ T-aS
5

Figura 7.13: Corriente Enlazada

Es muy importante respetar el sentido del contorno de la superficie, esto es, mantener la regla de la mano derecha,
cuando se aplica esta ley.
Es usual definir la ley de Ampére en térrminos del vector intensidad de campo magnético H el cual se define de
la expresién:

é = Moﬁ
Donde g es la permeabilidad del espacio vacio igual a 47 x 10~7 [H/m] segln vimos anteriormente. Con esta
definicién la ley circuital de Ampeére se puede escribir como:

ﬁ : df: enlazada
INE)
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EJEMPLO 37:
Calcule el campo producido por una bobina infinita de N espiras (vueltas) por unidad de largo y que lleva una
corriente 1.

\

s

\
\
C

N espiras o vueltas
por unidad de largo

A\

\(\ A\
\AI\J \

\R

1

Figura 7.14: Campo Bobina

Solucién:
Por simetria los campos tendran direccién segliin Z. Llamemos a los campos en el interior: B; = B;k y en el
exterior B, = B.k.

Por la geometria del problema, el campo afuera puede suponerse despreciable, ya que el campo de espiras conti-
guas se cancela.

Para la interior tomamos el contorno Idl de la superficie S cuya mitad esta dentro de la bobina y la otra

esta afuera. Se cumple:
% Ez : df: NJOItotaI
T,(S)

Pero tomando una trayectoria de largo [ en el eje Z se tiene Iiota) = NI, ya que no hay corriente enlazada afuera
de la bobina. Luego:
—Bil=—puNIl= .. B;=puoNIk

La corriente enlazada es negativa dado el sentido de la trayectoria utilizada en la Figura 7.14. Asi, en un solenoide
(o bobina) ideal el campo al interior es constante y nulo en el exterior.
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7.6. Generalizacion de la Tercera Ecuaciéon de Maxwell
Aplicando el teorema de Stokes a la integral de linea de la ley circuital de Ampere se tiene:
i-dr= [ (VXE{) - d
S
Ademids, en términos del vector densidad de corriente la corriente total enlazada por el contorno Idl es:

Lenlazada = J:[j as
S

Esquematicamente esto se muestra en la Figura 7.15. Reemplazando valores obtenemos:

I(s)

Ienlazada

Figura 7.15: Tercera Ecuacién de Maxwell

fsj (VXH{) ~d§':£ff-d§

Y esta ecuacién se cumple para cualquier superficie S, luego:

3% ecuacion de Maxwell

Dado que B= ,uoﬁ esta ecuacién también se puede escribir como:
V x E = /J()j

En termino fisicos decimos que las lineas de campo magnético rotan alrededor de J. O que las lineas de campo
magnético B “aparecen” alrededor de una corriente dada.
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7.7. Generalizacion de la Cuarta Ecuacion de Maxwell

Otro resultado experimental es que a diferencia del caso de los campos eléctricos que nacen y terminan en cargas
eléctricas, en el caso del campo magnético no existen fuentes de donde nazcan lineas de campo, es decir, no
existen cargas magnéticas. Esto se traduce en que toda linea de campo magnético es cerrada. Matematicamente
esto se expresa de la siguiente forma:

V-B=0 4% ecuacién de Maxwell
Si integramos esta ecuacién en un volumen cualquiera tenemos:

jﬂv-édu:o;»gjﬂé-dg:o
Q S

En otras palabras, el flujo neto del campo magnético en cualquier superficie cerrada es nulo. Esto se muestra en
la Figura 7.16.

Q

No existen cargas
magnéticas

Figura 7.16: Inexistencia de Cargas Magnéticas

En la Figura 7.16 entran a la superficie un nimero igual de lineas de campo que salen de dicha superficie.
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7.8. Movimiento de una Carga Puntual en el Interior de un Campo
Magnético

Una caracteristica importante de la fuerza magnética que actia sobre una particula cargada moévil es que la fuerza
es siempre perpendicular a la velocidad de la particula. En efecto, la expresién de la Fuerza de Lorentz es:

ﬁ:qﬁxé

La fuerza magnética por consiguiente no realiza trabajo sobre la particula y la energia cinética no se ve afectada
por esta fuerza. Asi, la fuerza magnética solo modifica la direccién de la velocidad pero no su médulo. En el caso
especial en que la velocidad de una particula sea perpendicular a un campo magnético uniforme, como se ve en
la Figura 7.17, la particula se mueve describiendo una érbita circular.

E
|

'

P X X X X

)

X X X X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X X X X X X
> 3 R X X X X X
' X B¢ X X X X
T <\ >

S K X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X X X X X Xy
XX X X X X X x|
X X X X X X X X
X X X X X X X X

+
o)
e
©L

Figura 7.17: Movimiento de Cargas en un Campo Magnético

La fuerza magnética proporciona la fuerza centripeta necesaria para el movimiento circular. Podemos relacionar el
radio de la circunferencia con el campo magnético y la velocidad de la particula haciendo que la fuerza resultante
sea igual a la masa m multiplicada por la aceleracién centripeta v?/rp. La fuerza resultante en este caso es quBp
puesto que v y B son perpendiculares. Asi pues la segunda ley de Newton nos da:
2
muv mu
quUB=—=r=—
r qB
Por lo tanto, la particula cargada se mueve en un plano perpendicular al campo magnético uniforme que esta
dirigido hacia el plano de papel (indicado por las cruces). La fuerza magnética es perpendicular a la velocidad de
la particula haciendo que se mueva en una circunferencia de radio r que satisface la ecuacién anterior.
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La frecuencia angular del movimiento ciruclar es:

v qB
w=-=—
m
Y su periodo vale:
o 2r_2mm
w qB

Es importante notar que la frecuencia no depende del radio de la érbita ni de la velocidad de la particula. Esta
frecuencia se denomina frecuencia ciclotrén.

La componente de la velocidad paralela a B no se ve influida por el campo magnético. Consideremos por ejemplo
un campo magnético uniforme en la direccién Z y sea v, la componente de la velocidad de la particula paralela
al campo. En un sistema de referencia que se mueve en la direccién Z con velocidad v, la particula tiene su
velocidad perpendicular al campo y se mueve en una circunferencia contenida en el plano XY. En el sistema de
referencia original la trayectoria de la particula es una hélice que se enrolla alrededor de las lineas de B, como se
muestra en la Figura 7.18.

Figura 7.18: Trayectoria Helicoidal

Cuando una particula cargada tiene una pequefia componente de velocidad paralela al campo magnético B, se
mueve con una trayectoria helicoidal.
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7.8.1. Selector de Velocidades

La fuerza magnética sobre una particula cargada que se mueve en el interior de un campo magnético uniforme
puede equilibrarse por una fuerza electrostdtica. Dado que la fuerza eléctrica tiene la direccién del campo eléctrico
(en el caso de particulas positivas) y la fuerza magnética es perpendicular al campo magnético, los campos
eléctrico y magnético deben ser perpendiculares entre si, seglin se muestra en el arreglo de la Figura 7.19. En
esa configuracion se tiene una regién del espacio entre las placas de un condensador, en el cual existe un campo
eléctrico y un campo magnético perpendiculares entre si.

x X
x X
x X
x X
x X
x X
>
x

XX XX XX X XX
o Q
a0 %

x X X X X

xX X X X X

X x X X X

> X X X X

xX X X X X

x X X X X

x X X X X

xX X X X X

XXX X X X X XX

XXX X XX X XX

Figura 7.19: Selector de Velocidades

Cuando una particula positiva se mueve hacia la derecha experimenta una fuerza eléctrica dirigida hacia abajo
qE y otra fuerza magnética dirigida hacia arriba qv - B, que se equilibran si vB = E. Si la carga es negativa,
estaran invertidas ambas fuerzas. Luego, para que las cargas pasen, sin ser interceptadas, la velocidad cumple
con la condicién v = E/B, independiente de la masa y la carga de la particula. Es decir, las cargas que pasan se
seleccionan en base a su velocidad exclusivamente.

7.8.2. Espectrografo de Masas

El espectrégrafo de masas, fabricado en primer lugar por Aston en 1919, fue disefiado para medir las masas de
los is6topos. Mide la razén masa - carga de los iones (cargas positivas), determinando la velocidad de éstos; para
después medir el radio de su érbita circular en el interior de un campo magnético uniforme. El cuociente masa a

carga viene dado por:
m _ Br
q v
En donde B es campo magnético, r el radio de la érbita circular y v la velocidad de la particula.

Un dibujo esquematico de un espectrégrafo de masas se muestra en la Figura 7.20.

\ Fuente

Figura 7.20: Espectrégrafo de Masas

En la Figura 7.20, se ven iones procedentes de la fuente, que son acelerados por un campo eléctrico y entran en
un espacio que contiene un campo magnético uniforme (aqui el campo eléctrico es nulo). Si los iones parten del
reposo y se mueven a través de una diferencia de potencial V, su energia cinética - cuando entren en P1 - es

igual a la pérdida de energia potencial ¢V'.

Lo o
- =qV
5™V =4
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Los iones se mueven en una circunferencia de radio 7 e inciden sobre una pelicula fotogréfica en el punto P2, a
una distancia 2r del punto en el que entraron en el electroimén. La velocidad v puede eliminarse de las ecuaciones
para hallar ¢/m en funcién de las magnitudes conocidas V', B y r. El resultado es:

m  B?r?

g 2V

7.9. Potencial Magnético Vectorial

Similarmente a lo ocurrido en electrostatica - cuando definfamos un potencial desde el cual se obtenia el campo,
para simplificar los cédlculos de campos magnéticos - se recurre al concepto de potencial magnético vectorial.

Dado que sabemos que la divergencia de B es nula (cuarta ecuacién de Maxwell) aprovecharemos la identi-
dad matematica:

v (vxA) =
Para asumir que el campo magnético B puede expresarse como:
B=VxA

Donde A se denomina potencial magnético vectorial, y es en general mas facil de calcular que el campo magnético
directamente.
Tenfamos que por definiciéon B se representa por:

Para densidades lineales (circuitos):

Para densidades superficiales:

= =/
B= [[RRG) x o as
S AT |7 — 7|
Para densidades volumétricas: L,
B= [ L2067 x ———av
o 4T (|7 =7

Se puede demostrar que:

v< 1 > I
7= 7= 711"

Con ello, si tomamos por ejemplo; la expresién del campo magnético para circuitos lineales, se tiene:

B=_Ho Idl’ v 1
47 ||T—r’||

x(fﬁ):foﬁ+foﬁ

Aplicando la identidad:

Donde f es un campo escalar y F' un campo vectorial:

Iz 1 . 1 ,
VX( , ) wvudzwv(w) x Idl7
7= 7] 7= 7] 7= 7]

9V i opera sobre 7
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Como V opera sobre 7, se tiene: V X Idl’ = 0:

Y como: ) )
|7 =7 (|7 — 7|

B _ o I 7
B0 = 4 7” (nff'dl)

Dado que V opera sobre 7y [ sobre 7/ podemos escribir finalmente:

En consecuencia:

. I .
B - V X @ ﬁdl/
47 T/ ||7" _TIH

En donde se deduce
Para densidades lineales: s
47T r’ ||71 — 7"’”

Similarmente se tiene:
Para densidades superficiales:

T Ho K ’
A= —||-—=——=-dS
47T~JI lI7— 7|
S
Para densidades volumétricas:

) 7
=0 W =

Notar que una vez que se dispone del vector A, el campo magnético se obtiene ficilmente derivando (en realidad
se debe calcular el rotor como se definié originalmente), cuestién que en general es mas fécil de realizar que el
calculo directo.
Usando la identidad:

Vx (VxA) =V (V-A) - v2A

Teniendo en cuenta que V - A = (0 para campos magnéticos que no varian en el tiempo, se tiene:

Vx(Vxﬁ)z—vzfi’

Pero habiamos demostrado que por la 3% ecuacién de Maxwell se cumple:

Vxézuof

Por lo tanto, el potencial magnético vectorial cumple con:
V24 = —/Loj

Que es la ecuacién de Poisson vectorial.
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En coordenadas cartesianas A = (A, Ay, A.), la ecuacién de Poisson corresponde a:

VZAx = _ﬂOJx
VZA, = —pody
vaz = _ﬂOJz

Con:

0% A, n 0%A; n 0%A;

Ox? Oy? 022

Se requieren condiciones de borde para resolver esta ecuacién, en conjunto con metodologias numéricas de reso-
lucién de ecuaciones diferenciales parciales.

V24, =

EJEMPLO 38:
Si por el plano XY circula una densidad superficial de corriente K = kj, se pide obtener el campo magnético en
todo el espacio.

X

Figura 7.21: Potencial Magnético Vectorial

Solucién:

De la definicién A tenemos: dA = e HFK"HdSI donde dS’ = dz'dy’.

Por simplicidad calcularemos Aen un punto del eje Z, seglin se muestra en la Figura 7.21.
Tenemos:

=a'i+yj
Luego:
. K-‘A . K oo ) dz' dy'
By P B R Ny Ny S LY / _ dwdy
41 /x/Z + y/2 + 22 4 o {17/2 + y/2 + 252
Usando el C.V:
y = Va2 4+ 22tan(0) = dy’ = V2’2 + 22(1 + tan?(0))dd
Entonces:

i MK o Vo122, 1+ tan?(0 K _[® b2
e / / VIR 2 L en(6) o po j/ d;z:'/ J1 + tan2(6)d6
0, Va2 +22  \/1+tan?(0) dr ") 01
_uoK / /"2
g, cos(f
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y/

Pero sen(f) = —2L—— y de la figura:
Va2t

s 2uoK [ da’ 0, — —%
A Ko 3 - Py e 2
Am ") o V' 4 22 b — %

Queda propuesto para el lector hallar la expresién final del campo magnético.

197



Capitulo 8

Magnetostatica en la Materia

8.1. Dipolo Magnético

Para abordar el tema de los campos magnéticos en la materia, se hace necesario - al igual que vimos anteriormente
para dieléctricos - un modelo elemental para aplicarlo a un medio material. Este concepto para el caso de campos
magnéticos es el dipolo magnético.

Consideremos un circuito circular de corriente como en la Figura 8.1

7l

.?-
Figura 8.1: Dipolo Magnético

El 4rea del circuito es A = ma? y conduce una corriente I. Si llamamos 7 al vector normal a la superficie, definimos

el dipolo magnético 1 como el vector:
m = Aln

Asi, el dipolo magnético (también llamado momento dipolar magnético) es proporcional al drea definida por el
circuito y proporcional también a la corriente que circula por él.

Determinemos ahora el campo magnético B en un punto de observacién P(r, 8, ¢) producido por el circuito
circular (o loop) de la Figura 8.2. Para ello primero obtendremos el vector potencial magnético, y consideraremos
el sistema de coordenadas de la Figura 8.2.

Figura 8.2: Campo Magnético de un Dipolo Magnético
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En estas condiciones, el potencial en el punto P tiene la forma

dm Jp |7 =7

Para r > a, es decir, para lugares lejanos del punto de observacién, se cumple:

1 17

[l | 1 I 15

En donde:
Idl’ = Iad0'0 = Tadf'(—sen(0)i + cos(0)7)

Luego, despreciando los términos de orden superior (T.0.S.), la expresién del vector potencial magnético es:

2m = =/
> o 1 7T , o I\~
A=— — + ——= | Tad®' (—sen(6')i + cos(8)j

ix Jy <||r| |F||3> (i o)

Considerando que 7- 7/ = rasen(y) cos(f) cos(8”) + rasen(p) sen(6) sen(8’) y desarrollando la integral se llega
a que el vector potencial magnético A sélo tiene la componente 6 y estd dada por:

. Ira? .
f_ Molma sen(q’))e
4mr2

Lo que también puede escribirse como:
o Moﬁl X 7
42

Donde 17 = Ima%k es el dipolo magnético del loop (notar que kxi= sen(aﬁ)é)

Finamente el campo magnético se obtiene a partir de B=VxA:

~  lom
B =
473

(2cos(p)7 + sen(p)P)

Es interesante comparar esta ecuacién con expresiones similares de electrostatica para el potencial eléctrico V' y
la intensidad de campo eléctrico producidas por el dipolo eléctrico. Esta comparacién estd hecha en la siguiente
tabla, en la que notamos las similitudes entre el campo B lejano producido por un pequefio loop de corriente y
lejano producido por un dipolo eléctrico. Es entonces razonable interpretar un pequeno loop de corriente como un
dipolo magnético.

Se puede demostrar que el torque sobre un dipolo magnético estd dado por la expresién:
7=mx B

Esta expresion es generalmente aplicable en la determinacidn del torque sobre un dipolo y su tnica limitacién es
que el campo magnético debe ser uniforme. Cabe hacer notar que el torque estd en la direccién del eje de rotacién
y en la posicién de equilibrio 71 y B son paralelos.

Las lineas de B sobre el dipolo magnético son similares a las lineas de E sobre un dipolo eléctrico. La Figura 8.3
(d) ilustra las lineas de B alrededor del dipolo magnético m = IS.
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Eléctrico Magneético
r .
No existe
a, ®
Qnm

Q

Monopolo (carga puntual)

Monopolo (carga puntual)

__d = (2cos(0)a, + 2sen(f)ap) Ay
4meqrs
+Q ag
_ Qcos(0)
d V= 4dregr?

Dipolo (dos puntos con carga)

A

47r?

_ Hom sen(f)ag + Q
{0

Jom
43

(2cos(@)a, + 2sen(f)ag)

X B=

Dipolo (dos puntos comn carga)

Figura 8.3: Comparacién Electroestatica VS Magnetostatica
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8.2. Modelo Atémico de Materiales

Similarmente al andlisis de dieléctricos supondremos aqui un modelo microscépico de la materia. En este caso
supondremos que cada dtomo se compone de un nicleo con carga positiva en reposo y un conjunto de electrones
rotando en torno de ese niicleo con velocidad 1, seglin se muestra en la Figura 8.4. Asi, los electrones de este
4tomo pueden modelarse como un circuito con corriente: [ = 94 = 4%

dt 2R
Donde q es la carga total de los electrones [C] y R el radio promedio de las trayectorias circulares. Esquemadtica-

7 N\

mente:

Figura 8.4: Modelo Atémico de Corrientes

Asi, es posible representar el dtomo mediante el dipolo magnético.

m = 1I-Sh[Am?]

Para describir el fenémeno a escala macroscépica se define el vector magnetizaciéon M como el momento dipolar
magnético por unidad de volumen:
n —
v p —1 Mk
M= lim k=T
avso AV
Un medio en el cual M # 0 se dice que es un medio magnetizado. Notar que en presencia de un campo magnético
externo, los dipolos magnéticos tenderdn a alinearse con él debido al torque 7 = m x B, seglin vimos en la seccién

6 $§Biﬂ
SNAR
g Q

Sin campoB  Con campo B externo

anterior.

Figura 8.5: Modelo Atémico de Corrientes

Notar que debido a lo pequefia de las corrientes se desprecia el efecto entre ellas y solo se asume que los dipolos
responden al campo externo.
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8.3. Corrientes de Magnetizacion

Consideremos un elemento diferencial de volumen de un medio material con magnetizacién, como en la Figura
8.5. Luego el momento dipolar asociado al volumen dv’ es dm, donde:

Figura 8.6: Modelo de la Materia

El potencial magnético dA asociado al dipolo magnético en la posicién 7 es:

dA=Mogm« 77 _ Ko _’(*')x f r v
7

Pero V3 (HT ﬁ,H) = ‘Tf erS entonces:

T Ho Vit ’ 1 ’
= — M(T ) x V (—»—;) dv
Ml 71
Recordando la identidad: V x (fF) = fV x F + (Vf) x F podemos escribir:
(7
T

TRl =

:>M(F)><v’(”41q,|>:—v’x<M(F')) Lo« i@

[ =l ) =]

Luego:
v x M), , )\
b ) S e [ ()
Aplicando el siguiente teorema, a la segunda integral:
{[[ v x Fav=—{J F x a5
Q S
Resulta:

JI[VJ}{M f@nr—wn

En consecuencia, esta expresion posee la forma:

ﬂTur Y ﬁinr e

202



Electromagnetismo CAPITULO 8. MAGNETOSTATICA EN LA MATERIA

Con Jyy = V x M(7) como densidad de corriente de magnetizacién en volumen, y Ky = M(7') x @i como
densidad superficial de magnetizacién (que rodea a todo el material).

Asi, el efecto de la magnetizacién puede reemplazarse por las dos densidades de corriente: Jy; y K s que aparecen
en el material.

8.4. Permeabilidad Magnética

B -
V x <>J
Ho

En el espacio vacio, donde J es la densidad de corriente volumétrica.

Recordemos que:

Ahora en general, al interior de un medio material habrd tanto corrientes libres como de magnetizacién. Asi:

T =T+ Ji

B .
V x <> =Juy+Js
Ho

Designaremos: V x H=J, y V x M = Jy

Entonces:

&

Vx<>:Vxﬁ+VxM:>§:uo(ﬁ+J\Zf)
Ho

—

Si anotamos M = x,, H:
B =po(1+xm)H o B =upuH

Con p = pirpto es la permeabilidad del material y igr = (1 + xm) es la permeabilidad relativa. Andlogamente al
caso de los dieléctricos, en los medios magnetizados se tiene:

—

= B= [,u]ﬁ y B no es paralelo a H = No Lineal - Anisétropo.

« B= [N(F)]ﬁ pero B | H = No Lineal - Isétropo.

|B|| = u(7)||H|| = Lineal - Isétropo.

» B= uﬁ, 1 = constante = Homogéneo

203



Electromagnetismo CAPITULO 8. MAGNETOSTATICA EN LA MATERIA

8.5. Clasificacion de los Materiales Magnéticos

Es comin realizar la siguiente clasificacién de los materiales magnéticos dependiendo del valor pp.

Diamagnét.

Paramagnét.

Materiales
Magnéticos

Xm > 0
y ppr > 1

No Lineal

Ferromagnét |

Los mds importantes son los ferromagnéticos y en general, x,, es altamente dependiente de la temperatura
(alta T° = x,,, disminuye).

La relacién especifica entre B y H depende de la T° y de la historia, por ello bajo diferentes condiciones fi, puede
variar de 50 a 600. M&s adelante veremos aplicaciones especificas de estos materiales.

De la ley de Ampere:

% ﬁ . df: enlazada
T
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Luego se puede montar un experimento en que variamos H y medimos B (mds adelante veremos relaciones entre
el campo magnético y el voltaje, que se usan para medir B). La curva resultante es la curva de histéresis[T_U]de la

Figura 8.7.

T Bméx

—

=

H

B.. Curva cuando material
min esta inicialmente no
magnetizado (densidad
de flujo permanente).

Figura 8.7: Ciclo de Histéresis

En la Figura 8.7 B, es el valor residual del campo aunque no haya corriente y B,,,4, que es el valor de saturacién

del campo.

Valores tipicos de la permeabilidad para diferentes materiales se muestra en la siguiente tabla:

Cuadro 8.1: Permeabilidad Relativa de Algunos Materiales

H Material Ly H
Diamagnéticas Valores de Diamagnéticos
Bismuto 0.999833
Mercurio 0.999968
Plata 0.9999736
Plomo 0.9999831
Cobre 0.9999906
Agura 0.9999912
Hidrégeno (s.t.p.) ~ 1.0
Paramagnéticas Valores de Paramagnéticos
Oxigeno 0.999998
Aire 1.00000037
Aluminio 1.000021
Tungsteno 1.00008
Platino 1.0003
Manganeso 1.001
Ferromagnéticas | Valores de Ferromagnéticos
Cobalto 250
Niquel 600
Hierro Suave 5000
Hierro - Silicio 7000

Estos valores son tipicos y pueden variar con respecto a otras publicaciones debido a que existen muchas variedades

de los distintos materiales.

10Significa retraso en griego
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PROBLEMA PROPUESTO:
Considere un material ferromagnético de 2 [em] de ancho con permeabilidad relativa de u, = 2,5.
Se ha medido el campo al interior del medio material igual a B = yi — xj. Se pide determinar: J, Jy, M, Ky

8.6. Condiciones de Borde

Consideremos dos medios magnéticos de permeabilidades p; y po seglin se muestra en la Figura 8.8. Para
considerar la situacidn mas general, consideraremos que en el plano de interfaz entre los medios existe una
corriente superficial (que se interna en la hoja).

Figura 8.8: Condiciones de Borde

De las ecuaciones de Maxwell sabemos que:
V-B=0:
Bln - BQn — NlHln, - ,LL2H271,

VxH=J= [ H-dl=Ip:

Ah Ah Ah Al
I = Hi Aw — Hln? - H2n7 — HyAw + HQnT + HlnTL

Para Ah — 0:
Hy—Hy=K
Y recordando la definiciéon de K, K = lim i—E se obtiene:
Aw—0 2%
By By

Hyy—Hy=K— — — — =K
251 H2

Usando estas condiciones de borde se puede demostrar que:

tan(61)
tan(6y) o
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EJEMPLO 39:
El plano XY sirve de interfaz entre 2 medios. El medio 1 (2 < 0) se llena con un material de permitividad pu, = 6,
y el medio 2 (z > 0) se llena con un material con u, = 4. Si en la interfaz hay una corriente superficial de O’Is%j

y §2 = 57 + 8k. Encuentre ﬁl y El

Figura 8.9: Aplicacién de Condiciones de Borde

Solucién:
Imponiendo condiciones de borde para la componente normal del campo magnético tenemos:

Bin = Boy => Bi, = 8k = Byz =8

B — ]_ ~
Hy=2% 3 {,= — (5i+8k>
2 410

Aplicando ahora la condicién para H tenemos:

2 10—3 10-3
H2t=£x10*3:>H1t=5x0 +O =i><10’3
o 410 po 4o

Como B, = ,ulﬁ = B, = 6u0ﬁ1 entonces igualando componentes se tiene:

=96 g y =—"i+ "k

a1

1
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8.7. Resumen de Electrostatica y Magnetostatica

En resumen, para campos que no dependen del tiempo, se cumplen las siguientes ecuaciones de Maxwell:

—

1. V.- D = py — Cargas estacionarias producen campo eléctrico.
2. V-B =0 — No existen cargas magnéticas.
3. VxE=0— Trabajo desarrollado por campo eléctrico es conservativo.

4. V x H =J — Campo magnético “rota” entorno a corrientes.

Los campos en la materia cumplen ademas con:

La fuerza neta sobre una carga es:

Las ecuaciones anteriores se han deducido para campos estacionarios que sélo dependen de la posicién:

E=E@ vy  B=B®

En lo que resta del curso veremos que ocurre cuando los campos son dependientes del tiempo, es decir, cuando:

E = E(7,t) y B = B(7,1t)
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8.8. Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Se tienen dos cables paralelos que llevan cada uno una corriente estable I; e I5. Encuentre la fuerza, por unidad
de largo, entre los cables si la distancia que los separa es d. jLa fuerza atractiva o repulsiva?

=<

Figura 8.10: Problema 1

Soluciodn:
Debemos calcular la fuerza que ejerce cada una de las corrientes sobre la otra por separado para después sumarlas.
Sabemos que la fuerza de un circuito sobre otro estd dado por:

! hond hond 4
// I'1dTx dl (7”_‘ 7))
' [

F‘:/Idfx B'(7")
I

Escrito de otra forma:

Pero nos interesa la fuerza por unidad de largo, por lo que al resolver la integral anterior nos queda:
— L — — —
F= / Idlx B'(F")=L-1x B'(¥)
0

Lo que buscamos es la fuerza por unidad de longitud, por lo tanto, al dividir por L se obtiene la férmula que
utilizaremos en el problema para la fuerza por unidad de largo.

ﬁlg = IQ X él(F)

Donde Ei5 es la fuerza que ejerce - por unidad de largo - el circuito uno sobre el circuito dos.
Calculemos B (7) utilizando la ley de Ampere:

‘74 B : df: ,UOIencerrada
I

Para r > a:
tol1

2rr

2w Bir = ,uofl = B; =

El campo sobre I5 resulta de evaluar en r» = d, entonces:

5 ol , .
By = _
! 2md (=)

Ahora, veamos la fuerza por unidad de largo que ejerce la corriente uno sobre la corriente dos.

polv , . Tilapo.
(~j) = Dt

Fio = Lk
12 2l X 2mwd 2d

De forma analoga calculamos F5; que corresponde a la fuerza por unidad de longitud que ejerce la corriente dos
sobre la corriente uno.
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Para r > a: I
2w Bor = ,u()IQ = By = HoZ2
27r
El campo sobre I resulta de evaluar en 7 = d, entonces:
5 _ Mol2
By = —=
2 2md J
Con esto la fuerza Fy; queda dada por:
o > bola Lilopo
Fo =11k x =—
2 ! 27rd] 2md !

La fuerza que se origina es atractiva.

Lo que era de esperarse, ya que como se estdn evaluando en cuerpos distintos, similar a la ley de accién y
reaccidn, estas fuerzas se oponen.

PROBLEMA 2:
Dado el vector potencial magnético A= —%k [%] calcular el flujo total para cruzar la superficie.
VK
S5 [m]j------
— ""
1 2

Figura 8.11: Problema 2
0>2Z2>5[m]
1>p>2[m]
0=m/2
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Solucién:
Para encontrar el flujo primero encontraremos B para luego hacer ¢) = [ B - ds

Considerando: ds = drdz0

Otro método de resolucidn:

1

Figura 8.12: Problema 2 - Anilisis 2

wZ/E-df=¢1+¢2+¢3+¢4
r
Pero A = Ak = Ak -dly 3 =0

L[ 0 1 15 15
Y=gty =7 UO (1)2dz+/5 (2)2dz} = b-20]=F = y="WY
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PROBLEMA 3:
Si por el plano XY circula una densidad superficial de corriente K= Kyj se pide obtener H en todo el espacio.

z

Figura 8.13: Problema 3

Solucién:
Utilizaremos la ley de Ampere, para ello nos damos una superficie de largo b y altura a que se atravesada por la
densidad de corriente tal como se muestra en la figura.

/ ﬁ . df: encerrada — KO b
r

Figura 8.14: Problema 3 - Anilisis

Pero: %
/ﬁ-df:QHb:> H=22
. 2

Para encontrar la direccién, ocupamos la regla de la mano derecha, llegando a la siguiente forma de H:

5 Hi z>0
—-Hi z2<0

Lo que se traduce en:
g &21% z>0
—%1'2 z2<0

También se puede escribir como H = %K -n donde n es el vector normal al plano.
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PROBLEMA 4:
Se tiene una franja delgada de metal de ancho a y muy larga. La corriente total es I. Calcular, por definicién, el
campo magnético en el plano de la franja a una distancia b del borde mas cercano.

X

al2+b

Figura 8.15: Problema 4

Solucién:
Calculando el campo magnético por definicion:

N
QU
nn

|
QU

0
QU

<

Como la franja es delgada - es decir, despreciamos su espesor - podemos aproximar la densidad de corriente por
J=1k
a

a/2 a/2+b y)j—l—(z—z)k)
/ / Jk x zdz'dy’
a/2 a/2+b—y’)2+(z—z’)2

N a/2 )
B / (a/2+b—y) ~d/dy (7)
—a/2 V0a/2+b—y)2 + (z — 2/)?

Usando el cambio de variable: z — 2’ = (a/2 + b — /) tan(f) = —dz’ = (a/2+ b — ') sec?(6)
Con esto:

. a/2 w/2 2 2
- / / (a/2+b—y') sec*(0) 3d9dy’(i)
47T a/2) /2 \J(aJ2 40—y ) + (a/2+b—y)? tan2(9)
a/2 pr)2 2 a/2
_ ”404 / / sec”(6) _dody’ “0'] / / T /;Z’fb oy )
- -
o2 =2 024 b — y) ,/1+tan2(9) —/2
—_—
sec2(0)

a/2 ! w/2
.UOJ dy R /j,oJ a2 ) /LQJ B
= | @t — =% (Cin(a/2+ b )
A7 Jop (@2+b—y) /W/ZCOS(HW(Z) o (~In(a/24b0 =y (1) = 5= (1 +a/b)(0)
—_—
2
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PROBLEMA 5:
Calcular el campo magnético producido por un cascarén cilindrico infinito de radio R por el que circula una
corriente uniforme J en la direccién del eje del cilindro. Se pide el campo en todos los puntos, es decir, tanto

dentro como fuera del cilindro.

Figura 8.16: Problema 5

Solucién:

1. Para r < R:
Aplicando ley de Ampere a esta zona, notamos que al tener una corriente enlazada nula, el campo también

lo serd. Debido a que la carga se encuentra en el cascarén.

2. Parar > R:
/ H-dl=2rJR = 2rHr = 27JR
T
JR A —»_/J,OJRA

S H=226 y B 0
T T
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PROBLEMA 6:
Se tiene una particula de masa m y carga ¢ que se mueve en un campo magnético uniforme B. Demostrar que
el movimiento mas general de la particula describe una hélice, cuya seccidn transversal es una circunferencia de
radio R = %, donde v es la componente de la velocidad de la particula que es perpendicular a B.
Solucién:
B = Bk
o5 _ o~ &1
m; = qU X Bk

Entonces:

ot ot

Entonces se obtienen las ecuaciones:
. a xT —
(1): ma;t = qBu,
v
(2): m—¢ = —qBu,

(3): mag’; = 0 = v, = constante

Ovy . Ov, . Ov, -\ . . ; 7
m( i+ 50+ 5 k)—q(va‘Fij‘i'vzk)XBk

Derivando (1) con respecto al tiempo, y reemplazando en (2):

8%v, ov
o T 17 o
0%v, B\’
8:2 + k%0, =0 en donde: k% = (qm)
La forma general de solucién para esta ecuacidn es:
vy
v, = Acos(kt) + Bsen(kt) = ;t = — Ak sen(kt) + Bk cos(kt)
Pero de (1) se ve que: 8(;’; = kv,, luego:

vy = —Asen(kt) + B cos(kt)

Por otra parte, se tenia que v, = constante, luego el movimiento de la particula segtin el plano XY es descrito
por comportamientos sinusoidales, mientras que segtin el plano Z el movimiento es constante, Entonces es posible
concluir que el movimiento descrito por la particula es una hélice, donde el plano XY puede tener en general, una
inclinacién « con respecto a la horizontal. De esta manera es posible ver que la velocidad de la particula se puede
expresar como: U, = U, + U,.

Luego, sea:
Vo = |[@hp]| = wo sen(e) + v cos(ev)
——— —\—
Hﬁh” ||"72H

T = [[vai + vyl

Como es sabido, la posicién de la particula se obtiene trivialmente por medio de la integracién de la velocidad:

x = /vmdt = / (Acos(kt) + Bsen(kt))dt = %sen(kt) - %cos(kt) +¢

A B
Yy = /vydt =z cos(kt) — % sen(kt) + co
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Sin pérdida de generalidad: ¢; = c2 =0
Ademis, la posicion de la particula estd dada por: R = /22 4+ 2 = %=

De donde se obtiene lo que se quiere demostrar:
mu

R=—2"
qB
PROBLEMA 7:
Demostrar que la fuerza entre alambres paralelos que conducen corrientes de intensidad I; e I5, ambas en la
misma direccidn seglin i, es atractiva. Si los dos alambres paralelos son muy largos y estdn separados por una
distancia a, hallar la fuerza magnética sobre el segmento dI5 del alambre 2.

y

aJ |
—

Figura 8.17: Problema 7

Solucién:
El campo magnético producido por un alambre infinito es:

La fuerza de (1) sobre (2) estd dada por:

., I/ - I I
dFyy = Iydai x 22 (—k) — HOT172 4
21a 2mra
El sentido de la fuerza va segtn j, es decir, hay atraccién siempre y cuando:

dFy; >0 < I, >0

Entonces, existe atraccidén en la medida que las corrientes por los alambre paralelos sean en el mismo sentido, o
habra repulsién cuando las corrientes circulantes sean de direcciones opuestas.
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PROBLEMA 8:

Considere una espira rectangular en presencia de un alambre infinito por el cual circula una corriente

I(t) = I cos(wt) (Considere que el alambre coincide con el eje Z) segiin se muestra en la Figura 8.18.

A una distancia X (t) se ubica un circuito rectangular de lados a y b, el cual se encuentra detenido y estético.

Entonces:

1. Si la espira tiene una resistencia total R diga si hay corriente al interior de ella y en caso afirmativo, calcule
su sentido y valor.

2. Determine el torque T sobre el circuito rectangular.

3. Suponga ahora que la corriente en el alambre infinito es Iy, se pide determinar la velocidad del circuito

rectangular (%) para generar la misma corriente calculada en (1).

Hint: Suponga que el campo generado por la corriente del circuito cuadrado es despreciable frente al campo del

alambre infinito.

zZ
a
| I
X(t) b X
I

Figura 8.18: Problema 8

Solucién:
1.
7{ H-di=1I
r
orHr = 1(t) — H — L0 p_ #olt) _ pol(h)
2mr 2mr 2rx
a x+b x+b
3 1o pol(t) pol(t)a / dr _ pol(t)a pol(t)a [z +b
o {j ds /0 /I Sy dxdz o ) . o In(z +b) — In(x)] 5y | —
Con ¢ como flujo externo
Producto de la corriente inducida
o 0 0o 0¢;
&= _E = _§ [(bexterno + qbinterno] = - % + gtterno

Despreciable por enunciado

s 0 [uol(t)aln (m—kbﬂ

ot 27 x
e _ pol(t)a m(® +5b n wol(t)a =« ix — (x +b)&
27 x 2r x40 x?
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B ~ poawlp sen(wt) In (ac + b) polo cos(wt)ax ( bx)}

27 2m(x +b) 22
poawly sen(wt) (2 +5b tolp cos(wt)abx
= n
27 2rx(x + b)

Y como £ = RI se tiene que:

() = poawlo sen(wt) In (x + b) polo cos(wt)abi

2R x 2nRx(z + b)

Siiz=0:

1) = poawlo sen(wt) In (x + b)

2rR T

FI|F=7=0

all
Il
=3
X
el

Figura 8.19: Problema 8 - Analisis 2

3. Si:
It)=1I
b= oloa In (x + b)

2 T

7@ _ ,UIOIOGIQE Tx — ((E + b)l’ . Io,uoabx'
ot | 2m(z+b) x? - 27a(x 4+ b)

g:

- Iouoabj?
~ 27Rx(x + D)

Igualando esta corriente con la obtenida en (1):

2nRx(x + b) 2R

i = x(;vb—&- b)w sen(wt) In (x i b)
x

Notese que esta velocidad depende de .

TIypoabi poawlysen(wt) i (x + b)
= n
x
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PROBLEMA 9:
Se dispone de un emisor radioactivo que emite particulas cargadas de diferente velocidad en direccién horizontal,

tal como se muestra en la Figura 8.20.
z
x@| ;y
|

® ® Q|

A — B = By(—h) ® B = Bo(-i) t

Carioén de Particulas
| |

Figura 8.20: Problema 9

Para seleccionar las particulas en funcién de su velocidad, se construye un sistema compuesto por dos placas con-
ductoras, las cuales generan un campo eléctrico £ = —FEyk. Ademas, en el mismo espacio se genera un campo
magnético constante B = —Byi. Ambos campos se suponen conocidos.

Suponiendo que la salida del cafién de particulas sélo tienen velocidades segin j, y despreciando el efecto de
gravedad, se pide:

1. Determinar la velocidad para la cual las particulas pasan inalteradas por el sistema, independiente de su
masa y carga (su velocidad se mantiene constante)

2. Para velocidades menores a las calculadas en (1) determine la razén entre masa y carga de las particulas
que logran pasar por el sistema de placas (no quedan atrapadas en la placa inferior).

Solucién:
1.
F=gqixB+qE
F = q(&i + 9j + #k) x (—Boi) — ¢Eok = qBoyk — ¢Bozj — qEok = (qBoy — ¢Eo)k — qBoZj
Y como:
F =ma = m(di + §j + 2k)
Tenemos:
(1): m&=0

(2): mj = —¢qBo2
(3): mz = qBoy — qEo

Si:
v=constante=ad=0=2=0=0=qByy—qFy= ..y = —
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2. Caso General:

my = —qByZz
2
my =—qByi=>2=——7"-Y —= ——Y =qBoy — qFy
qBo qBo

De esta manera, si consideramos 3 = v, se tiene:

. 4By \’ _ ¢*BoEy
W\ ) T Tz

Solucién Homogénea:
Bo\? B B
Uy + <£]o> vy = 0= v, = Acos (qot) + B sen (qot)
m m m

Solucién Particular:

Ey
vy = constante = v, = B—
0

B B E
vy(t) = Acos (qmot) + Bsen (Q{mot> + Es

m qBo m qBo Ey
)= A——sen [ £=2¢) — B——cos | 22t ) + =2t
y(t) qBOsen(m ) qBOCOS(m >+Bo

Solucion General:

Condiciones Iniciales:

Para v,:

. . m . m E() qBO qBO EO qBO
— Byt — v, = ———fj= ——— | — [y — =2 ) 120 20V | = (g = 22 50,
my 1box v qBOy qBo [ (UO Bo> m Sett ( m vo Bo Sett m

(t) = Bo) s (7594 4 constant
z = Vo BO qBO COS m cons Oan e

Sea t = tx el tiempo cuando las cargas llegan a la posicién z = —h/2:
h E B, hqB, B
2(th) = —= = — (vg — =2 oo [ 0% ) = — PO s [ L2044
2 By ) qBo m om (v _ &) m
0 Bo
hqB
= tk= m arc cos L —
qBo om (UO _ @)
Bog

Reemplazo tx se tiene:
Ey\ m qBo Eq
I=(vo— =2 ) —sen | —tx | + —tx
(Uo Bo) 7Bo ben< m + B,
Ecuacién no lineal para m/q.
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PROBLEMA 10:
Una linea de transmisién coaxial llena de un material con permitividad no lineal tiene un conductor interno sélido
de radio a y un conductor externo muy delgado de radio interior b, tal como se ilustra en la Figura 8.21.

b ia ‘

Figura 8.21: Problema 10

. . ., . . _ 1,6H .
Si la curva de magnetizacién del material se puede aproximar por B = 100018 - Suponiendo que en el conductor

interno circula una corriente Iy hacia la derecha y vuelve en la direccién opuesta por el conductor externo, calcule
el campo magnético en todo el espacio.

Hint: Suponga que en el conductor interno la corriente se distribuye en forma homogénea. Por su parte, su-
ponga que el conductor externo no tiene grosor.

1. Parar < a:

I Ir?
J = — = Iencerrada = JT”” %
m™a a
/ﬁ ' df: encerrada
I
I 2
2rHr = %
a
= Ir - - wolr »
H(r) = B =
(") 2ma? y (") 2ma?
2. Paraa<r<b:
/-F—_f ' df: encerrada
N
. I A
2nHr =1 — H = —80
27y
Pero:
g L6H 16(55) 1,61
10004+ H 1000 + (55) 1000 - 277 + 1
— 1,61 A
B -
() 1000 - 27rr + 1
3. Parab<r:
encerrada =0
/ H dl — Jlencerrada
=0 y H=0
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8.9. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:
Se tiene un disco de radio R y densidad de carga o que gira con velocidad angular w. Determinar el campo
magnético en el eje de simetria.

Figura 8.22: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:
Considere dos discos coaxiales de radios a y b respectivamente (b > a) separados por una distancia h tal como lo
ilustra la Figura 8.23. Suponga que h > a,b. Se pide calcular el vector campo magnético en el eje Z.

V4

Figura 8.23: Problema 2 - Propuesto
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PROBLEMA 3:
Un motor de plasma es ideado para naves espaciales, el cual se construye con dos rieles conductores entre los
cuales se produce un campo magnético B, seglin se muestra en la Figura 8.24

Una corriente de 1000 [A] fluye a través de dos rieles conductores, los cuales estdn comunicados mediante
un pulso de plasma de masa m = 10 [kg], el cual puede moverse sin perder su forma (conexién a ambos rieles)
una distancia L = 1 [m]. Suponga que la distancia entre los rieles es de d = 30 [em] y que el plasma tiene forma
cilindrica.

Se pide:

1. Estimar la fuerza sobre la columna de plasma.

2. Si una nave se equipa con este motor, calcular la velocidad de expulsién del plasma (extremo derecho en el
dibujo).

3. Suponiendo que la nave estd en el espacio y que pesa 5 [ton], estimar el aumento de la velocidad que
produce un disparo (una columna) del pulso de plasma.

) Flujo de Plasma
I Riel Conductor /
—>—

PXPPXR®®
PRXIPXRD®
POXPOB ®®
PR ®

— |
I' Riel Conductor / T

Plasma de masa "m"

Figura 8.24: Problema 3 - Propuesto

PROBLEMA 4:
Se dispone de un circuito de forma rectangular por el cual circula una corriente I = 2 [A], segliin se muestra en

la Figura 8.25.
Se pide:

1. Calcular el campo magnético en el centro del circuito sia =2 [m]y b=1 [m].

2. Si el conductor posee una conductividad g = 6 x 107 [mho/m] y una seccién de 1 [mm?], se pide calcular
la potencia disipada en el conductor.

Figura 8.25: Problema 4 - Propuesto
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Capitulo 9

Campos Variables en el Tiempo

9.1. Ley de Faraday - Lenz

Luego que Oersted descubriera que las corrientes estacionarias producen campos magnéticos capaces de inducir
fuerzas, en 1831 (11 afios después) Michael Faraday en Londres y Joseph Henry en New York descubrieron que
un campo variable en el tiempo también producia corriente. En este capitulo estudiaremos este fenémeno.

9.1.1. Ley de Induccién

Consideremos una regién del espacio 2 en donde se tiene un campo magnético variable B(¢). Supongamos que
en esta regién se dispone una espira cerrada de resistencia R (loop) seglin se muestra en la Figura 9.1.

dS =dS - an,

AAAAAAAAAAA
R 5::§§'-,‘Area8

T o

Figura 9.1: Induccién Magnética

Trayectorio
(loop)T(S)

El flujo ¢ enlazado por este circuito es:
¢ = HB -d§
s

Donde B es el campo en el plano de la espira. El flujo se mide en Weber [W] = [T][m2]
Notar que como B = B(t), entonces ¢ = ¢(t).

Se encuentra experimentalmente que aparece una corriente I dada por la expresién:
d¢ 1

ot R
En donde R es la resistencia del conductor de la espira.
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Por lo tanto, la expresién experimental de la Ley de Faraday-Lenz se puede escribir como:

o6
—, = RI

Recordemos que para una espira de resistencia R y corriente I, como la mostrada en la Figura 9.2, se cumple
€ = RI, donde & es una F.E.M. o fuente que mantiene la diferencia de potencial entre los puntos Ay B.

Figura 9.2: Induccién Magnética

De las expresiones anteriores podemos concluir entonces que un campo magnético variable genera o induce un

F.E.M. dada por la expresién:
g 99
ot

Esta es la ley de induccién de Faraday - Lenz

—

Asi, para % > 0 la corriente girara en sentido contrario a la trayectoria I'(S). Es decir, si B(t) es creciente
en el tiempo, entonces la corriente inducida en la espira genera un campo de sentido opuesto a B(t). Llamando
By al campo generado por esta corriente tenemos la situacién de la Figura 9.3.

o(t)
—
»@
t AR
By

Figura 9.3: Sentido de la Induccién Magnética para Flujo Creciente

—

-

Inversamente, para 22 < 0 la corriente seguira el sentido de I'(S). Esquematicamente:

ot
B
*@
—

t I

°
=

Figura 9.4: Sentido de la Induccién Magnética para Flujo Decreciente
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Electromagnetismo

Notar que el campo magnético total en el plano de la esplra B( ) es el resultante del producido por la corriente
BI + B Este es el campo resultante usado en la ecuacién

en la espira B; mas el externo B., es decir, B(t) =

de la Ley de Induccién.

En estricto rigor la ley de Faraday - Lenz relaciona la F.E.M. inducida con la variacién temporal del flujo ¢(¢). En

la prictica se encuentra que ¢(t) puede tener dos causas:

1. Originado por un Campo Variable:
o(t) = [ B(t)-ds
S
2. Originado por Superficie Variable (t):
(1) :j B.ds
S(t)

Veremos a continuacién un par de ejemplo de estos 2 casos.
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EJEMPLO 40:

Considere el circuito de la Figura 9.5, el cual ilustra un toroide con dos bobinas. El Toroide se compone de un
material ferromagnético de permeabilidad y = 5004 y seccién uniforme A = 1072 [m?]. Las dimensiones del
toroide son a = 8 [em], b = 12 [cm].

Suponiendo que las lineas de campo magnético al interior del Toroide son circulos concéntricos y que su va-
lor puede suponerse constante en toda la seccién. Se pide:

1. Determinar el valor de H en el punto medio del toroide.

2. Determinar el flujo enlazado por una espira del circuito 2.

3. Determinar la F.E.M. inducida entre los puntos A y B.

4. Evaluar el valor de la F.E.M. si I (t) = 3sen(1007t), N1 = 200 vueltas, N3 = 100 vueltas.

Figura 9.5: Induccién en Toroide

Solucion:

y Trayectoria C1

Figura 9.6: Ley de Ampere en Toroide

1. Por la ley circuital de Ampeére tenemos (la bobina del lado derecho no tiene corriente).

% H-dl = enlazada
Cy

Nos dicen que el campo es concéntrico, luego de B= uﬁ podemos suponer que: H = Hp

2
7( H-dl = H(r)¢ - rdep = 21 H (r)r
Cl 0
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Por su parte, la corriente entra en el plano del papel, es decir: Ienjazada = —N111
Reemplazando en la ley circuital de Ampeére, se tiene:

QWH(T)T = _Nl-[l

- N1l |
H(r)=—
(r) 27r
Y en el punto medio:
~ NI, .
H(r) = ——11
(r) Tt

2. El flujo a través de S, es:

o=[[B-ds
So

Y como: NI
5 > HiN1LL
B = H = -
a m(a+b)
El elemento de superficie perpendicular al campo es ds'= dS¢
/LN1]1A N
p=-L1150
mw(a+b)

3. La F.E.M. total inducida es 45 = N2&; donde &; es la F.E.M. inducida en una espira.
El sentido de la F.E.M. se muestra en la Figura 9.7.

Figura 9.7: Sentido de la F.E.M.

La F.E.M. inducida en cada espira es & = —%

L NA O NNl
=Ty ot T tavo) ot

4. La corriente es variable en el tiempo, luego:

I
% = 3 x 1007 cos(100mt) = 3007 cos(00mt)

500 x (47 x 1077) x 200 x 100 x 1073 x 3007 cos(007t)
T x (84 12) x 102

Eap = = .. Eap = 67 cos(1007t)[V]
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EJEMPLO 41:
Consideremos una regién del espacio con un campo magnético constante: B = 0,057 [Wb/m?]. Se tiene una
espira cuadrada girando en torno al eje Z a 50 vueltas por segundo, seglin se muestra en la Figura 9.8. Se pide:

1. Calcular la F.E.M. inducida en la espira.

2. Calcular la corriente por la espira si se sabe que la resistencia total del conductor es R = 0,1 [€)].

Suponga que en t = 0 la espira estd en el plano YZ.

a=3cm

\_‘. " 90
b = It
X dem

Figura 9.8: F.E.M. en Circuito Mévil

Solucién:

1. Calculemos el flujo enlazado por la espira:
ds = dSp = dS(—sen(p)i+ cos(p)j) dS = dzdr.

a b
¢ = SjBoi -dS(—sen(p)i+ cos(p)]) = /0 /0 (—Bgsen(p)) dzdr = —Bgabsen(p)

Pero:
Y =wt+ g =21ft + @
c.o(t) = —abBgsen(27 ft + o)

£ = —% =27 fabBy cos(2m ft + ¢g)

Lo que indica que va en el sentido de la trayectoria.

Ent =0, ¢ = 7/2 luego reemplazando valores, se tiene:

£ =271 x 50 x 0,03 x 0,04 x 0,005 cos(100 + 7/2) = 67 x 1073 cos(1007t + 7/2)[V]
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I:£_671'><10_3

7= 01 cos(100mt+7/2) = 67 x 102 cos(1007t+m/2)[A] = I = 0,0067 cos(100mt+7/2)[A]

Flujos Sinusoidales de Corriente y Flujo EJEMPLO 41

0.02 \ \ g

N Corriente 1(t)
— — — Flujo @(t)

0.015
0.01

0.005

Parametros
o

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02C
26,02 ~0.015 -0.01 ~0.005 0 0.005 0.01 0015 0.02
Tiempo [s]

Figura 9.9: Flujo Sinusoidal

Este es el principio de funcionamiento de un generador eléctrico de corriente alterna.
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0.2. Modificacion a la Tercera Ecuacion de Maxwell

Dado que un campo magnético variable es capaz de generar una fuerza eletromotriz, entonces produce también
un campo eléctrico. En efecto, de la Ley de Faraday-Lenz tenemos que:

99

£=—%

en donde ¢ = fé -ds
S

Pero la F.E.M. es:

Aplicando el teorema de Stokes:

Si consideramos superficies estacionarias:

!JVXE-dé’Z—LI <‘9£> .d3 = .-.VXE:_aj

Es decir el campo rota entorno a las variaciones del campo magnético.

s
B(t)
E(t)
Figura 9.10: Modificacién Tercera Ley de Maxwell

Notar que ahora V x E # 0, es decir, cuando se tienen campos que varian en el tiempo el campo eléctrico, y en
consecuencia la fuerza eléctrica, no es conservativo.

Recordando que B = V x A, a partir de la tercera ecuaciéon de Maxwell tenemos:

= 0 . 0A = 0A
VxEB=—2 (VxA)=-Vx 52 = Vx <E+at> =0
Aprovechando la identidad V x (VV') = 0 definimos:
= 04
E = — = —
o \A%
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Con V/(7,t) potencial eléctrico. Luego podemos expresar el campo eléctrico como:

Origen Electrostatico

. ~= A
F=— W - 04
ot
~

Debido a campo magnético variable en el tiempo

Asi, el campo eléctrico tiene dos fuentes, una electrostatica a través del potencial eléctrico y otra de induccidn,
debida a la variacién temporal del campo magnético. Notar que si no hay variaciones en el tiempo se recobra el
campo conservativo visto en electrostatica.

PROBLEMA PROPUESTO:
Una barra conductora se desplaza con velocidad sobre dos rieles conductores segtin se muestra en la Figura 9.11.

A B —1
o|l|leeol|oe®
o|lleeol|loe®
o|lleeol|loe®
o|lleool|loe®
o|lleool|loee®
C pU

Figura 9.11: F.E.M. por Flujo y Circuito Variable

Entre las barras existe un campo magnético B = 0,004 cos(10¢) [Wb/m?2]. Se pide calcular la F.E.M. en el
circuito ABCD.
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9.2.1. Inductancia Propia

Para un circuito eléctrico cualquiera es posible encontrar una relacién entre la corriente que circula por él y el flujo
enlazado, la cual es independiente del valor de ambas variables. Este parametro es de gran importancia practica
en el estudio de circuitos eléctricos. Consideremos el circuito de la Figura 9.12.

™

Area A

Figura 9.12: Inductancia Propia

Supongamos que el campo magnético se debe sélo a la corriente I que circula por el circuito. Entonces, por
definicién, el campo magnético tiene la forma:

B’:/ po 1dl x (7 = 7")
I

cAm|lE -
Por lo tanto el flujo enlazado es:
uoldl’ (F—7") .
o= ||B-ds= / ————| -ds
jj jj o 4w 7 7:*/”3

Y si se toma la razén entre ¢ e I se tiene:

ﬂB 5
po di x (7 — ") .
i -l Vrf = ]'ds

Notemos que esta expresion no depende de la corriente ni del flujo, sino que sélo depende de la geometria del
sistema. Se define este cuociente como inductancia propia (designada por la letra L) y es un parametro muy
usado para describir los circuitos eléctricos.

r==2
I

Su unidad es [Wb/A], la cual tiene el nombre de Henry [H].
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EJEMPLO 42:

Considere el circuito de la Figura 9.13. Se pide determinar la inductancia propia del circuito del lado izquierdo.
Tenga en cuenta que el toroide se compone de un material ferromagnético de permeabilidad = 500u¢ y seccién
uniforme A = 1073 [m?]. Las dimensiones del toroide son a = 8 [cm], b = 12 [cm].

Secciéon S

Figura 9.13: Inductancia Propia de Toroide

Solucién:
En el EJEMPLO 40 habiamos determinado el campo magnético en el punto medio del toroide, el cual supusimos
constante en toda la seccién transversal (A). La expresion de campo magnético es:

~ uN L
m(a+b)

B= ;
El flujo es ¢ = ffé - ds. Para el circuito de la corriente I, el elemento de drea perpendicular al campo es
s
ds = —dS¢. Por ello el flujo enlazado por este circuito es:
6= uNZ2I A
~ 7w(a+b)
De esta expresidn resulta en forma directa la expresién de L:

¢ uN?A

[ =2 s
I w(a+b)
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9.2.2. Inductancia de Conjunto de Circuitos

Por extensién, para un sistema de n circuitos, se definen inductancias mutuas. Consideremos n circuitos como en
la Figura 9.14.

Figura 9.14: Inductancia Mutua

Sea ¢;i, el flujo magnético que atraviesa el circuito j debido a la corriente que circula por el circuito k. Se define
la inductancia mutua entre el circuito j y el k como:

Djk
jk Ik

Donde I}, es la corriente en el circuito k (que produce el flujo ¢;x).

EJEMPLO 43:
Considere el circuito del EJEMPLO 42. Se pide determinar la inductancia mutua entre el circuito 1 y el circuito
2 (del lado derecho).

Figura 9.15: Inductancia Propia del Toroide

Solucién:
En este caso calculamos el flujo enlazado por el circuito de la derecha, cuando el elemento que produce el campo
es la corriente que circula por el circuito 1 (I1(t)).

En el ejemplo anterior vimos que el campo producido por I; es: By = —;‘(]ng)@ El flujo enlazado por el
circuito del lado derecho es ¢91 = jfBl - d§, en este caso es: ¢ = f’jr]z;fb“)‘\. Luego la inductancia mutua es:
S
_ OPottotal . Nogor .  pNaN1A
Loy = n - I, 7 (a+b)
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9.2.3. Inductancia en Sistemas Distribuidos

La inductancia es un pardmetro usado para caracterizar el comportamiento eléctrico de las lineas de transmision
usadas ya sea para transportar energia o informacién. En esta seccidén calcularemos la inductancia propia por
unidad de largo de una linea de alta tensién tipica. Para ello consideraremos que la linea puede modelarse como
un conductor de radio a y de largo infinito, seglin se muestra en la Figura 9.16.

4 ' -

2

Seccion A = wa

Figura 9.16: Conductor Infinito

Para resolver este problema debemos hacer algunos supuestos bdasicos:

1. Supondremos que la corriente se devuelve a una distancia infinita del conductor.

2. Para calcular la inductancia separaremos el flujo enlazado en dos componentes, una externa al conductor y
otra interna a él. Dicho de otro modo separaremos el espacio en dos zonas definidas por r < a 'y r > a.

3. La corriente se distribuye en forma uniforme al interior del conductor, por ello la densidad de corriente es

J =1/A [A/m?]

Comenzaremos calculando la inductancia para » < a. En esta zona interna al conductor tenemos una distribu-
cién continua de corriente, por lo que debemos definir apropiadamente el concepto de flujo enlazado. Para ello
consideremos el elemento de largo unitario de la Figura 9.17.

L=1

.
.
'
’
/
.
.
- |
1

.

dI

~-———

2a

A4
-
.-

.~
RS
~

e .
-~
.

.

.
.
.
.
1
-

Figura 9.17: Elemento Unitario
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Dado que tenemos corriente distribuida comenzaremos definiendo el flujo enlazado por un elemento de corriente
dI segiin se muestra en la Figura 9.18. Para tener una mejor visualizacién del fenémeno, en la Figura 9.18 se
muestra el detalle de la seccién transversal del conductor.

Figura 9.18: Corte Transversal de Elemento Unitario

El flujo enlazado por el elemento de corriente dI se destaca por la superficie sombreada de la Figura 9.18.
Aplicando la ley circuital de Ampeére para la trayectoria circular de radio r de la Figura 9.18 se obtiene:

]{ﬁ-df:Ir

. I
onHr =wJr? = H =

2ma?

0

Luego el campo magnético es:

. I .
B = Ho r0
2ma?

Y el flujo enlazado en la superficie de largo unitario definida por el plano que va desde el radio r al radio a es:
1 a
(3 - pol _ kol o o
b, = IJB ds = /o /T a2 rdrdz = tra? (a® —1%)

Este flujo corresponde al flujo interior al conductor que es enlazado por el elemento dI. Como interesa caracterizar
a todo el conductor, debemos obtener el valor medio de las contribuciones de todos los elementos de corriente, el

cual esta dado por:

onr = 5 [[oras
S

1 a 27 MOI ) ) /J/OI r=a ) ) MOI ar? r4 a ,UOI at
— — r2)rdodr = )y = _rl el a”
—- /r:o /9:0 dmgz (@~ rdbdr =57 / (% =rJrdr = o i |5~ 1 o 2ma* 4

=0

Finalmente:
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9.3. Corriente de Desplazamiento

La tercera ecuacién de Maxwell nos dice que:

—

VxH=J

Y tomando la divergencia a ambos lados tenemos:

v(Vxﬁ):v-f

Pero el lado izquierdo es una identidad matematica V - (V X /_1') =0 VA. Luego esto fuerza a que V- J =0, sin
embargo, la ecuacién de continuidad vista anteriormente nos dice que:

- 8/}7
V'JJra—O

Tenemos por lo tanto una contradiccién que debemos resolver.

Se encuentra experimentalmente que en una regién del espacio {2 en donde no hay corrientes pero se tiene
un campo eléctrico variable en el tiempo se cumple:

—

- 9D
H=—
V x e

Asi, el término %—? debe sumarse a la cuarta ecuacién, lo que conduce finalmente a:

+ _ 7., 0D
VXH—J—FW

Esta es la cuarta ecuacion de Maxwell.

8D

El término - se conoce como corriente de desplazamiento.
Notar que al tomar la divergencia de esta ecuacién reproducimos la ecuacién de continuidad:
P
/—/\:
— - OV-D - 0
Vx(VxH):V-J+ $V~J+a—i’=o

EJEMPLO 44:
Se tiene un condensador de placas planas de drea 5 [em?] y separacién entre placas de 3 [mm]. Si se le aplica
una diferencia de potencial de V' = 50sen(1000¢) [V] a las placas se pide:

1. Calcular los campos E y D.
2. Calcular la corriente de desplazamiento.

3. Calcular la corriente que sale de la fuente.

AV = 50sen(1000¢)[V

Figura 9.19: Corriente de Desplazamiento
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Solucion:

e = 2¢g

V:f/E-df

, 5
El=AV = E = sen(1000t)i = 3 X 10* sen(1000¢)i[V//m)

0,003

D=¢E
5 A 10° )
2e0 X 3 % 10% sen(1000t)i = g¢ X 5 sen(1000¢)i

. . 9D
2. Luego la corriente de desplazamiento es Jp = 57
= 108 _ 108 107° N 1073 R
Jp = €0 X ?cos(lOOOt)z =5 X 36m cos(1000t)7 = 1087 cos(1000t)7 ~ - cos(1000¢)7
> 0Q 0V
I=—=0C0—
ot ot
C= gs
5x107* 107° 10!
I= §€X5OX1000 cos(1000t) = 3 i 10-3 X 2X 6 % 50% 1000 cos(1000t) = 5x 10~ x 1087 cos(1000¢t)

-3

1
I~ (5x107%) x 0

cos(1000t)

Notar que I = Jp A

—> I fisica con desplazamiento de electrones

]
Corriente de
N Desplazamiento
(no hay
esplazamiento
Ip (oo
de electrones)

Figura 9.20: Corriente de Desplazamiento en Condensador
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9.4. Energia Electromagnética

9.4.1. Energia del Campo Electromagnético

Tomando el producto de las ecuaciones de Maxwell y campos tenemos:

oD

V x H = j+§ /E-

vxE--22 /i

E (vXﬁ):E J+E 88?
i (VXE):—H-%]?

Restando ambas ecuaciones, se obtiene:

Bo(ved)-i (vxB) =528 5

De las propiedades algebraicas, sabemos que:

V- (AxB) = (VxA) B~ (VxA4) B

Luego:
L . (0D . (OB Lo
v-(ExH) _E. <8t> H-<&>—E.J

Ademds, D = ¢E y B= pFI, y suponiendo medios homogéneos podemos escribir las derivadas como:

5904 5. % e Ot O
R e i
E'é§+ﬁ'§; a(Eétsﬁ) +;'a(ﬁétuﬁ)
B R e i
Reemplazando y ordenando:
So(B-D i B) = (Exil)-B-J

Tomemos la integral sobre un volumen §2 muy grande:
I b (554 )= [[[ (B T)av- [[] -7

Sabemos que ||E|| « L, |H|| dS o r2, luego si Q — oo se tiene:

7‘2’
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[fv-(Bxi)aw=[[(ExH)-a5-0
Q s
Y si se supone que el espacio no varia en el tiempo:
10 /2 = = = - o
= [If 35 (B-D+ii-B)dv+ [[[ E-Jav=0
Q Q
Esta expresidn tiene la siguiente interpretacion:

1. Jjjﬁ ~Jdv es la potencia consumida por el efecto Joule.
Q

—

2. u = %(E D+ H - é) es la densidad de energia del sistema electromagnético (energia por unidad de
volumen).

En ausencia de pérdidas de Joule, se cumple:

U= %jjf (E D+ H- é) dv = constante
Q

En este caso %—[{ = 0, es decir la energia total del campo electromagnético (eléctrico y magnético) se conser-

va. Notar que si hay pérdidas: %—(i < 0, es decir, la energia disminuye debido a la potencia disipada por efecto Joule.

Notar que para el caso en que sélo hay campos magnéticos E=D=0, por lo tanto la energia queda:
1 Lo
U=y JJJ (7 B)dv

Para el caso en que tenemos sélo circuitos magnéticos, es comin considerar la siguiente expresién de la energia
en términos de la potencia:

U= /t Pyt = /t VI

Por otra parte, de la ley de Faraday-Lenz sabemos que el voltaje V (t) es igual al voltaje inducido, luego: V (t) =
92— 4o = V(t)dt. Asi: .
U= I(t)dd
o)

Pero si sélo hay circuitos magnéticos, los podemos representar por inductancias. En este caso, ® = LI y podemos
representar la energia como:

—d® =~ — 0 U=_-—=_LI’

U/‘I’@ 192 192 1
"~ Ja, L 2 L 2L 2
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9.4.2. Fuerza sobre Materiales Magnéticos
Una aplicacién muy importante de la energia es la determinacién de la fuerza en circuitos magnéticos.

La fuerza que realiza un dispositivo magnético es igual a la diferencia de energia que produce el movimiento.
Si llamamos F' a la fuerza ejercida para provocar un desplazamiento dl, entonces la variacién de energia es:

—F.dl=dU

Asi, una manera muy usada para determinar la fuerza es mediante la expresion:

. U -
F = —El

Donde [ es el vector unitario que indica la direccién de la fuerza (sentido del desplazamiento).

EJEMPLO 45:
Consideremos la configuracién de la Figura 9.21. Calcular la fuerza sobre la barra magnética.
I I _,
¢ ' By
------------- 1t H_)

Material ferromagnético
de seccion cuadrada S

Figura 9.21: Fuerza sobre Barra Magnética

Solucién:

Supondremos que el campo magnético al interior del material ferromagnético es constante (la misma suposicién
realizada en el caso del toroide), y que en la trayectoria ¢ sélo tendremos campos constantes al interior del material
(By) y en el entrehierro (Bs).

Empleando la ley circuital de Ampere:

% H.-dl = encerrada
r

B B
! Iy + 2 2% = Iencerrada
H1 Ho
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Donde I; es el largo medio del material ferromagnético. Si suponemos que p3 > g (en la prictica la diferencia
es del orden de 1000 en materiales ferromagnéticos), podemos aproximar:

_ hoNI

B
2 2x

Si la estructura que contiene el conductor se mantiene fija y solo permitimos que se mueva la estructura horizontal
una cantidad dx, la expresién de la fuerza es:

dU = —F - dxi

Pero la variacién de energia sélo ocurre en el entrehierro, es decir, si llamamos:

1~ -
-B-H
2

u =
A la densidad de energia electromagnética en cada entrehierro (energia por unidad de volumen) entonces:

—F - dl = 2[udv]

En términos de la variable de desplazamiento la fuerza es:

~ NI)? — NI)?
Fo—WoNDS, o peND7S;
(22)22p0 422

Asi, el sistema tiende a levantar la parte inferior del circuito magnético. Esta fuerza se igualard a la fuerza de
gravedad o al peso adicional que se desea levantar. Este es el principio de funcionamiento de un electroiman.
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EJEMPLO 46:

Un voltaje sinusoidal de 100 [V] (R.M.S.) y frecuencia 60 [Hz] es entregado al loop mostrado en la Figura 9.22.
El drea A de cada polo es 6,5 x 10~* [m?]. La resistencia del cable y la reluctancia del acero serdn ignoradas.
i Cudl es el ndmero de vueltas requeridas por el contacto para crear una fuerza promedio de 4,5 [N]?

Solucién:
Usaremos la expresiéon U = %L[2 para representar la energia del sistema. Luego la expresion de la fuerza es:

g WD) %ﬂ oL

ox ox

Inductancia:

L=N?uy—
MOQ:E

Voltaje aplicado:
V =V cos(wt)

[ Centro
1v' v1 TN

R G GUETTEE

—XF

einpewy

<

Figura 9.22: Electroiman Excitado

Si x es pequefio (i.e. & = 0 entonces ahi no hay fuerza electromagnética causada por el movimiento) V = L% y

corriente I = % sen(wt). De aqui en adelante el valor instantdneo de la fuerza electromagnética sera:

VQ

Fel0) =~ Canmna

sen? (wt)

La tinica variable es ¢ y el valor promedio de sen?(wt) es 0.5. Por lo tanto el valor promedio de la fuerza desarrollada

es: )
v
FSG’U = T
2w2N?2pnA
La substitucién de los datos dados en esta ecuacién entregard el nimero de vueltas N requeridas, el cual es
aproximadamente 4376. Notar que la fuerza es independiente de la posicién. Esto es porque el flujo en las
posiciones aéreas estd determinado por el voltaje AC.
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9.5. Ondas Electromagnéticas

Recordemos la ley de conservacién de la carga eléctrica:

dp

V-J4+ 2 =
o

0

De esta forma nos preguntamos si existe una ley equivalente para la conservacion de la energia eléctrica.

Es asi entonces que supondremos dos elementos para su inspeccién. El primero (7, t) que denotard a la energia
electromagnética, y en segundo lugar, al vector S(7,t) que mostrard la direccién que sigue la propagacién de la

corriente de energia respectiva al primer elemento. A este lltimo elemento, se le conoce como vector de Poynting.

Entonces, al despejar la ecuacién anterior nos queda:

Que al aplicarle el teorema de la divergencia, quedaria:
= - 9 .
ﬁ J(F)-d§=—— jfj p(7)dv
ot
s Q
Es aqui donde uno podria hacer la relacién con los elementos anteriormente nombrados, de la forma:

@5(7?, t) - ds= —% jye(a t)dv

Pero esto es incorrecto, debido a que debemos notar que estos dos ltimos factores poseen dependencia temporal.
En consecuencia, debemos incluir dicha dependencia, a través de un término que incluya al trabajo W realizado
por los campos sobre las cargas presentes en la regién Q (por unidad de tiempo).

Recordando la fuerza de Lorentz, notamos que la fuerza neta que actia sobre un elemento de carga dq es:

— = —

F=pE+JxB=pE+7xB)

Por lo tanto, podemos decir que el trabajo realizado sobre las cargas por unidad de tiempo es:

W = fifﬁ - Jdv = fg‘[j p(E - )dv = fgfj Edv
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Nétese el término anulado por el producto punto, y la generalizacién de J gracias a su definicién: J = pv.

De esta forma, la ley de conservacién de la energia debe ser de la forma:
0] - — . - .
- [[[ e tydw = §f S0y - a5+ [{[ T(7) - E7)ao
Q S Q

Para lo cual podemos darle la siguiente interpretacién: “la disminucion de energia por unidad de tiempo en un
volumen ) es igual al flujo de energia electromagnética por unidad de tiempo a través del contorno de Q) (S) mds
el trabajo realizado sobre las cargas pertenecientes a 2, por unidad de tiempo”.

En donde su forma diferencial esta dada por:

=

Oelrt) _ . S(#,t) = —J(7,t) - E(¥,1)

ot

Concluido lo anterior, podemos realizar la similitud con lo anteriormente resuelto. De la siguiente forma:
Recordemos que, a partir de las ecuaciones de Maxwell, se tiene:

-1 _ OE(7,1)
J—%VXB(TJ)—EO 5
Entonces: .
N R . L OE(Ft)
I B0 =~ -E(0) (v x B(r,t)) + 0B (1) =
Pero ademas: .
; OB (7,1)
E(7t) = —
v X (T’ ) at
Y:
B t) - (v x Bi0) = B - (Vx E(t) = V- (B ) x BF.1)
Entonces:
TR B — - [ T S R . OE(Ft)
I B = - [B(r,t) (v x E(r,t)) v (E(r,t) X B(m)ﬂ + 0B ) =

. . 1 = 1 - 3
—J(7 1) - B(7t) = % {260152(1?, t) + %32(7?, t)} +V- (E(F, t) x Y

1 - 1 - .
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9.5.1. Ecuacién de Onda en el Vacio

Consideremos las ecuaciones de Maxwell:

V-D=p (9.1)
V-B=0 (9.2)
. 9B
\% =—— 9.3
X T (93)
- 9D
VxH=J+— 9.4
X + 5 (9.4)
Si suponemos que estamos en el espacio vacio se tiene:
EZSOE é:uoﬁ J=0 p=0
Por lo que el sistema queda:
V-E=0 (9.5
V-H=0 (9.6)
- oH
VXE=—uy— 9.7
X Ko ot (9.7)
= OF
H=¢cy— 9.8
V x €0 ot ( )

Tomando el rotor de (9.7) se tiene:

Vx(VxE>:—u0Vx<%rj>

Y usando la identidad: V x (V X ﬁ) =V (V . ﬁ) — V2F se tiene:

VX(VXE):V(V~E)—V2E

Pero por (9.5):

Por otro lado:

Nétese que las ecuaciones (9.1), (9.2), (9.3) y (9.4) son propias de la suposicién dentro de un medio lineal,
homogéneo e isotrdpico.
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Y por (9.8):
o (28 _ 0 ( 0B\ __#E
ot ) o\ ot ) o
Luego:
- OE
2
—-V°E = _MOEOW
Lo que se puede escribir como:
VIE 25 =0 (9.9)

Donde 2 = pgeo.

Notar que (9.9) es una ecuacién de ondas con velocidad de propagacién u = % = ¢ donde ¢ es la velocidad

de la luz.

Estos campos corresponden entonces a una onda que se propaga con velocidad v~ 1.

En forma andloga se encuentra que:

V2H — 220 — g (9.10)

Por lo tanto, £ y H son campos que se propagan como ondas viajeras a la velocidad: u = % = c. La cual

corresponde a la velocidad de la luz.
Estas ecuaciones son propias de una suposicién dentro de un medio no conductor y libre de fuente.

Para lo cual bastaria encontrar las soluciones de dichas ecuaciones, que son de la forma:
0 1 0
a2 2a2 P, t) =0
ox c? Ot

En donde se propondra la solucidn: ¢(x + ct), para este sistema uni-dimensional; a través del siguiente desarrollo:

Sea w = x * ct, se tiene %—1: =1y %—';’ = +c. Entonces, usando la regla de la cadena:

9p(w) _ 0p(w) dw _ Op(w)

ox ow dr  ow
Popw) 9 <5¢(W)) _ P(w) dw _ 3P(w)

oxr2 Oz ow ow? dxr  Ow?

De forma analoga, se tiene:
P0(w) _ do(w) dw _, 96(w)
ot ~ ow It ow
Po) D (1 20y P00 _ P

oz ot

ow ow? Ot ¢ ow?

Luego:

Pg(w) _ 9?¢(w) _ ,0%¢(w)

w2 oz ¢ o

A lo cual concluimos que ¢(x £ ct) es solucién de la ecuacién de onda en una dimensién.
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9.5.2. Solucién de la Ecuacion de Onda

Para resolver nuestro sistema de ondas, y asi poder satisfacerlo para los campos electromagnéticos, se supondrd que
la variacién temporal de estos factores, es de la forma e?! (lo cual es producto de la intucién del movimiento
que poseen las ondas a lo largo - y dependencia - del tiempo, bajo una frecuencia determinada w). Esta clase de
ondas, se denomina ondas monocromaticas.

—

E(7,t) = E(F)e™

B(7,t) = B(F)e™!

En consecuencia, dada la ecuacién (9.9) propondremos las soluciones de la forma: E(7) = Ege™ %", en donde
k = |k|k y Eo es un vector constante.

Entonces tenemos:
V2E(77) — v2EOe—z(kxm+k¢yy+k2z) _ _k2Eoezk~r

Para lo cual - si aplicamos sobre (9.9) - podemos concluir que:

2
S 1) ST g
_k2EOezkr+ > Eye zerO
c

Lo cual se cumple si sélo si:
k =

w
c

A lo cual entonces podemos concluir que una solucién de onda en medios no conductores y libres de cargas, son

campos de la forma: B
E(F, t) _ Eoez(wtfk-r)

B(7,t) = Bye!(w=k7)

Con |k| = % Pero debemos tener en cuenta una ultima suposicién, y es - dada las ecuaciones anteriores - los
campos deben tener divergencia nula, de forma que:

)

=0

V-E(Ft)=0— Ey-

!

=0

V- B(Ft)=0— Ey-

En conclusién, ambos campos deben ser perpendiculares a la direcciéon de propagacién. Asi como también, uno
de otro.
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9.5.3. Vector Poynting

Recordemos que el flujo de energia por unidad de drea, a lo largo del tiempo, esta descrito por el vector Poynting,
que esta definido a través de:

— —

E(7,t) x B(F,t) = E(7,t) x H(F,t)

En el caso de las ondas planas monocromaticas, observado anteriormente, se cumple que:

= .. 1EyBy

S(7,t) . cos? (wt — Bx)s

En donde § es la coordenada perpendicular, propia del vector, en donde se esté analizando la situacién de la onda.
Perpendicular a las coordenas de By E.

A lo cual podemos concluir que los tres vectores nombrados (B, E, S) forman un tiedro en la propagacién de la
onda.

0.6. Problelmas Resueltos

PROBLEMA 1:
En la figura se muestra un toroide delgado de seccién circular, el cual posee un enrollado de N vueltas con una
corriente Iy. El alambre tiene una conductividad o y didmetro D. Para este problema se pide determinar:

1. La intensidad magnética H al interior del toroide.
2. La inductancia equivalente L del enrollado.

3. La resistencia equivalente R del enrollado.

Figura 9.23: Problema 1
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Solucion:

1. Como es un toroide delgado, lo podemos “estirar”.

' zl_r(ai;b) |

) =) —

Figura 9.24: Problema 1 - Anilisis 1

Ley Circuital de Ampere:

/ﬁ.df
r

e b b
/H1~dl+/H2~dl:7rH1 (H)+7TH2 (a+ >—NIO
r r 2 2

b
7T(H1+H2) (a; ) :NIO

Condiciones de Borde:

By = By
M1H1 = H2H2
At ONI ONI
H, = 0H2 y H, = 0H1
m(a+b)(p + p2) m(a+b)(p + p2)
2. Necesitamos la energia magnética total almacenada.
Wi = Wi + Wh
2
41 o p1 ANZIZ u3 (b—a) <a—|—b>
Wi ="— Hidv=—
1 2g T Y R b2 w2 2 ) T\ T2
2
L2 9 pa  ANZI2 u? b—a a+b
Wy ="+ Hiydv=—7/
B fn{ 2T Y Rt b2 (mtm)? 2 ) T\ 2
W md N’BO-a? el NBO-a?  NBO-a e 1,
" (i p2)? 4(a+b) (p1+p2)?  4(a+D) Aa+b)  (m+p) 27°

~ N?(b—a)pipe
2(a +b) (1 + p2)

> 4
R=—
oA
Largo unitario:
h—
{=2m a):w(bfa)
2
Entonces:
R Nn(b—a) 4N

251



Electromagnetismo CAPITULO 9. CAMPOS VARIABLES EN EL TIEMPO

PROBLEMA 2:

El electroiman mostrado en la figura 9.25 es excitado por 2 fuentes de corrientes idénticas.

Encuentre la fuerza de atraccién entre los polos en términos de la corriente I y la geometria. Si la corriente fuera
invertida en uno de los lados, jcudl serd la fuerza entre los polos?

Solucién:
Considere que el sistema serd lineal suponiendo que la reluctancia del acero es despreciable.

Fuerza electromagnética:

ox 2" Oz 2" Ox

oW, 1 ,0R 1,0 [ 2
powd

Figura 9.25: Problema 2

Entonces: )
oo
¢ pwd
De la ley circuital de Ampere y las direcciones observadas: 2Hx = 2N 1.
Entonces: B
H = — = ¢
Ho powd
/L()’U)dNI
o=
x
dN21?
F, — _HowdNE
x

En donde el signo negativo indica que es una fuerza de atraccién.
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PROBLEMA 3:

Un cable coaxial tiene un dieléctrico con &, = 14 el conductor interno tiene un radio de 1 [mm)] y el radio interno
del conductor externo es de 5 [mm]. Determine la corriente de desplazamiento entre los dos conductores por
metros de longitud de cable para un voltaje aplicado V' = 100cos(127 x 10%) [V]

Hint: Considere C = ln(Qijf« )

Solucién:
Ocupando la indicacién, se tiene:

_ 2mereol . C _ 2m x4 %8854 x 10-12 _ 1.3826 x 10~1° F
In(5) l In(5) m

Ahora, ya con la expresién para la capacidad, ocupamos la siguiente expresion para la corriente.

I t

Td = %agii) = —(1,3826 x 107'9) x (127 x 10°) x 100sen(127 x 10°¢)
I A
= _0,520sen(127 x 10%¢) [}
l m

PROBLEMA 4:

Se tiene un electroiman formado por dos piezas de fierro, ambas de permeabilidad p (1 > o). En la pieza (1) se
enrolla un a bobina de Ny vueltas por donde circula una corriente I; en la pieza (2) se enrolla una bobina de Ny
vueltas por donde circula una corriente Io. Ambos enrollados son tales que tienden a producir flujo ascendente en
sus respectivas piernas, de modo que tienden también a contrarrestarse.

También se sabe que la seccién de las dos piernas es A.

Determine:

1. Reluctancia R vy circuito magnético equivalente.
2. Flujo magnético ¢ por el circuito.

Inductancias propias y mutuas.

 w

Energia del sistema.

5. Fuerza sobre la pieza mévil.

_ I/ .
I +—
> ] P ——1]—1
] A I ]
T N1 O
1.5d N A = ] A
I, N A 1
\___/ \.____/ I2
+— - —_
I; /
| L1
I 2d IXI a 1

Figura 9.26: Problema 4
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Solucion:

74 ﬁ . dl—': enlazada
I
d

3d a 3 a
NIy — Nals = Hl? +2Hd + Hox + H2§ + Hzg + H2§ + Hox + 2Hd

Por condiciones de borde: By = B; = By = B. Y como las componentes normales se conservan, se tiene:

wHy = poHy = pHs

Asi, la expresién de la corriente enlazada queda:

3d 4d 4d 2a + 3d
lel—N212=2H033+H1<++>+H2< )

2 2 2 2
14d + 2
Nlll — NQIQ = ZHO,CL' + Hl%
B B
NiI — Nolo = 225 + 2 (14d + 2a)
o 2p

Ahora, se calcula el flujo enlazado en el circuito. Esto se hace con la expresion:
¢ = HB .d3
S

Se sabe el campo es constante aproximadamente constante al interior del material, entonces puede salir de
la integral, luego:

_¢
B=4

Se reemplaza en la ecuacién que se tenia anteriormente, para poder calcular las reluctancias y asi poder ver
el circuito magnético:

2x 7d+a
N111—N212=¢( )

-—+
Apo Ap

El valor de las 2 reluctancias es: Rq =

«4250 + Ro = 754';‘1, y como estdn conectadas en serie se tiene:

2zp 4 Tdpo + apo
Appio

Reqg =

Por lo que el circuito equivalente nos queda:

Figura 9.27: Circuito Equivalente
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2. Lo dnico que falta por saber en ese circuito, es el valor del flujo - el cual se puede despejar - obteniendo:

NiI; — Noly
¢=—5 | Tdta
Apo Ap

3. Las inductancias se pueden calcular a partir de la siguiente expresién:

Nigij
L= %%

J
La expresién anterior entrega la inductancia que produce I; enlazado por la bobina i.

Para calcular la inductancia se tiene que activar solo una corriente. Entonces, para calcular la inductancia
que produce I; enlazado por la bobina 1:

I = Nigin N1 N1l N?
1= —

T T 2x 7d+a ~ 2z 7d+a
1 b Ao + Ap Apo + Ap

Para Los se tiene que considerar que la corriente en la bobina de la pieza mévil del transformador va en
sentido contrario a 17, entonces para obtener las inductancias hay que considerar el signo positivo, o nos
saldrian negativas y Lo; saldria distinto a L.

Ahora, para Loy se hace lo mismo, pero se activa I y desactiva I lo cual hace el procedimiento comple-
tamente andlogo, entonces:

N

Frmi

L22 =

Lo cual entonces:
NNy
2x Td+a
Apo + Ap

Ly = = Lo

En donde se observa que las inductancias mutuas dieron iguales.

4. Ahora se quiere conocer la energia magnetostatica almacenada del sistema. Para esto, se utiliza la siguiente

expresion:
1 1
E = §L1]12 + MI I, + 5L2122
Reemplazando queda:
1 N12]12 Ni1NsI 1o 1 N22122
=5 2z 7d+a 2x Td+a 5 2x 7d+a
Apo Ap Apo Ap Apo Ap

Se ordena un poco la expresion, para después poder derivarla y encontrar la fuerza que actiia sobre la pieza
movil. Para esto, se utiliza que p > g, asi las fracciones que tengan p como denominador tienden a 0.
Asi la energia queda de la forma:

_ NP A | NNl Apo - N3I3 Ao

FE
4x 2x 4x

5. Ahora, para saber la fuerza que se ejerce sobre la pieza mdvil, se deriva la expresién de la energia respecto

aX:
_ou

F=%5
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En donde si se reemplaza queda:

o 6U o 8 (NIQI%A/.LQ + NlNgllng,uO + NSI%AMO) _ 1 (N%IIQ.AIMQ n NlNQIllg.A,uo + N22[22.A/.Lo>

T or  Ox Az 27 4z g2 4 2 4

Apo (N1 + Nolo)? = Apo(N1I; + Nolp)?
=— = F=- 7
2z2 2 42

Para mas informacién respecto al punto (1), se sugiere al lector, leer el apéndice seccién A.6.

9.7. Problemas Propuestos

PROBLEMA 1:

Por la bobina infinitamente larga de la siguiente figura circula una corriente I(¢) = «t. En el exterior de la bobina
a una distancia r(t) del eje hay un electrén con velocidad #(t). Se pide encontrar la fuerza que actia sobre el
electrén en un instante arbitrario.

i
T N
¥:/
v(t)
T
> 1
I S

Figura 9.28: Problema 1 - Propuesto

PROBLEMA 2:
Un capacitor con aire como dieléctrico tiene placas que miden cada una de ellas 1 [cm?] de rea y estan separadas
a 0,1 [mm)] de distancia. Encuentre la corriente de desplazamiento para un voltaje aplicado de V(¢) = 100 sen(m x

106¢)
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Apéndice A
Circuitos Electromagnéticos

A.1. Elementos en Circuitos R.L.C.

Hasta el momento hemos visto tres elementos bdsicos de circuitos, resistencia, condensadores e inductancias. Para
lo cual, tenemos el siguiente recuento:

= La resistencia es R = gLA’ y se cumple V = RI, donde V =V, — Vp.

= La capacidad es C' = %, y se cumple Q = CV/, por ello la corriente es:

_0e_ov
I_E_Oc‘)t

= Andlogamente, para la inductancia L = uNs

55+ Y se cumple: ¢ = LI. Con ello la F.E.M. inducida es
2=V - V= V=LY%

A.2. Circuitos R.L.C.

Los elementos R.L.C. pueden unirse y combinarse de muchas formas para formar circuitos. Tomemos por ejemplo
el caso de la Figura A.1.

+

t—¢ c __ llg v gL

Figura A.1: Circuito R.L.C.
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Las ecuaciones que describen las corrientes y voltajes son:
Vo=Vrm+Ve=RiL+ Vo

I
Vo =Via+ Vi = Roly + L

B oI, )

Ve 0L, | 9
o e Tl

_[1 — 12 o 5[2 8212
o ey Tl

Vo = Ril1 + Raol. +L@
0= fuly 242 o2

612 8212 812
= I — + LC—— I L—=
Vo =Ry [I2+ R:C 5 + C’at2 + Ralp + Er

021,
ot?

ol
Vo = (R1+ Ra)Ix + (R1R2C + L)37t2 + R1LC

Esta es una ecuacién de segundo orden, por lo tanto se requieren 2 condiciones iniciales para resolverla. Estas
condiciones vienen dadas por el voltaje inicial en el condensador y por la corriente inicial en la inductancia.

A.3. Corrientes Alternas

Consideremos el siguiente circuito:

I R
2\/\/%

(\,) Vs cos(wt) C

T

Figura A.2: Circuito R.C. con Fuente Alterna

En este circuito la F.E.M. o fuente de voltaje es sinusoidal. Las corrientes que se generaran en estado estacionario

también tendran forma sinusoidal (segtin veremos), por ello a estos circuitos se les denomina Circuitos de Corriente
Alterna o C.A. Para el circuito de la Figura A.2 las ecuaciones que lo describen son:

Vi cos(wt) = Rlg + Vo = RC% + Ve

258



Electromagnetismo APENDICE A. CIRCUITOS ELECTROMAGNETICOS

Solucién Homogénea:
RC +D =0D = —RC

Ven(t) = Ke ROt

Solucién Particular:
Vep(t) = Ve cos(wt + ¢)

Vo(t) = Ke B 4 Vi, cos(wt + )

Evaluando para despejar constantes, se obtiene:

Vet =0)=0= K + Vg, cos(p)

A lo cual concluimos que - en el régimen permanente - cuando ¢t — oo, se tiene:
Ve (t) = Vo cos(wt + @)
Asi, es necesario resolver en general una ecuacién diferencial, cuyo orden depende del nimero de condensadores

e inductancias que tenga el circuito. Sin embargo, debido a que las soluciones de régimen permanente son
sinusoidales se recurre a una transformada para simplificar los calculos segun veremos a continuacién.

A.4. Transformada Fasorial

Se acostumbra usar una transformada fasorial sobre este tipo de funciones:
F{Vo(t)} = Voue’ £ Ve

F~H{Vene??} = Ve, cos(wt + @)

Luego si aplicamos F' a ambos lados de la ecuacién diferencial del circuito de la Figura 10.5

F{Vycos(wt)} = F {RCathC + VC}

Como F es lineal y biyectiva se tiene:

F{RC% +VC} = RCF{(ZC} + F{Vo(t)}

Pero:

oV, p w .
F {C} = F{Von(—w)sen(wt + ¢)} = F {VCh(—w) cos(wt + —g} = —wVepe! P2 = —we's Vgpel?

ot
F{aa‘/tb} = fjwVChej“"

Luego:
: P - Von
Venel® = RCjwV, |% S Von = ————
Che JwVeon + Von = Ch 1+ jwRC
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A.5. Concepto de Impedancia

Para resistencias:

Para condensadores:

Para inductancias:

Asi, para el ejemplo visto anteriormente

v c

\ |
/1

Figura A.3: Representacién Fasorial

N A A A A I
V=Vg+ Ve || VR=Ri vy Vo=—

. 1\
R+ 506 1+ jwRC 1+ (wRC)?

i:

Si consideramos ¢ = 90° — arctan(wRC') se tiene:

I(t) = I cos(wt + ¢)
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A.6. Circuitos Magnéticos

Resulta interesante analizar el caso de una bobina; pues, como es sabido, estas poseen un campo magnético
constante en su interior (si y sélo si se considera un largo infinito, o bien, si esta es cerrada). Por ello, si conside-
ramos las distintas permeabilidades de los materiales, se puede llegar a una analogia con los circuitos eléctricos
explicados anteriormente.

Primero debemos recordar las relaciones que poseen estos circuitos, como lo son por ejemplo, las leyes de Kirchhoff
que dicen:

1. V-J=0: Al aplicarle el teorema de la divergencia, nos arroja que la integral ff ds=0= 3,1, =0.
Lo que nos demuestra que toda la corriente que entra a un nodo del circuito, debe salir.

2. Vx E =0: Suponiendo que estamos en un circuito electrostético, al aplicarle el teorema de Stokes, nos
arroja que la integral fE dl =0 = >+ Vi = 0 Lo que nos demuestra que toda caida de tension es
igual a la tensién total suministrada. Nétese que esto también es valido para circuitos con corriente alterna,
aplicando los conceptos de flujo, a través de la integral del campo magnético.

Dicho esto, podemos destacar las siguientes leyes del magnetismo para entablar una similitud con lo anteriormente
mencionado.
Esto es:

Recordando que estamos en una bobina, notamos que la primera relacién se cumple para el flujo magnético (¢),
mientras que la relacién de voltaje se cumple para el factor N1.
Asi, hemos concluido la relacién de Kirchhoff para el magnetismo.

Tan sélo falta encajar un término, que resulta de la relacién que existe con la permeabilidad propia de cada
material. Esto - porque si recordamos - la definicién de resistencia (en circuitos eléctricos), esta esta dada por:

B="9

Destacando que el tnico factor que la diferencia de los otros materiales, es su propio factor g. Por ello es que,
podemos plantear nuestra relacién con la resistencia, a través del factor llamado reluctancia que esta definido por:

l
R=——
Ap

Cabe sefialar que para la reluctancia, se cumplen de forma andloga a las resistencias, las leyes de circuitos. Siendo
estas:

1. Disposicién Paralela:

1 p—
Req “

7

"1
:1i

2. Disposicién en Serie:
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Apéndice B

Sitios Web de Interés

1. |http://www.acienciasgalilei.com /videos/3electricidad-mag.htm
El sitio es de la “Academia de Ciencias Galilei” y en la seccién de videos de electromagnetismo contiene
alrededor de 74 videos, que fueron elaborados por el California Institute of Technology y estdn doblados al
espafiol.
Los videos son muy explicativos e interesantes.

2. |http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D /index.html

Excelentes y explicativas imdgenes, animaciones; ademds de aplicaciones y simulaciones en java applets
y shockwave. Ordenados en Campos Vectoriales, Electrostatica, Magnetostética, Ley de Faraday y Luz.
Ademds de extensas guias (en inglés) sobre los temas del curso (Course Notes) y un Tour Guiado (Guided
Tour), ambas secciones con links a algunos de estos complementos. Desarrollada por el MIT, la pagina
es parte del proyecto TEAL (Technology Enabled Active Learning) utilizado en el curso de Electricidad y
Magnetismo de los mechones del MIT. La distribucién y aplicacién del material es libre con propdsitos de
educacién sin fines de lucro y poniéndolo en el conocimiento del MIT TEAL/Studio Physics Proyect. Project
Manager: Andrew McKinney.

Material recomendable para exposicién en clase, aunque las aplicaciones requieren de buenos recursos de
sistema.

3. http://faraday.physics.utoronto.ca/Generallnterest /Harrison /Flash /
Hay sélo 8 Flash de electricidad y magnetismo de un total de 91. El resto de los Flash tratan de Caos,
Mecanica Clasica, Micrdmetro, Misceldneos, Mecdnica Cudntica, Relatividad, etc. Los Flash fueron desa-
rrollados por Davis M. Harrison del Departamento de Fisica de la Universidad de Toronto; tienen copyright
y estan bajo licencia Creative Commons.

4. http://dfists.ua.es/experiencias_de_fisica/index1.html
Se encuentran en esta pagina 5 videos de electricidad y magnetismo, de 18 en total. Estos tratan de
interaccién entre imanes, el experimento de Oersted, acciones entre corrientes (Ampeére), campo magnético
de un solenoide y de la ley de Faraday. El resto trata de como efectuar medidas con instrumentos y
otros experimentos de fisica. Son buenos videos. Fueron desarrollados por el Departamento de Fisica de la
Universidad de Alicante.

5. http://www.unizar.es/lfnae/luzon /CDR3/electromagnetismo.htm
Applets sobre electromagnetismo, recopilados de Internet, con breves explicaciones acerca del fenémeno en
cuestion. Parte de la pagina personal de Gloria Luzdn, profesora de la Universidad de Zaragoza.
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6.

10.

11.

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/elecmagnet/elecmagnet.htm

Extensos textos y desarrollos matemdticos acerca del electromagnetismo con dibujos y algunos applets como
apoyo. Parte de la pagina “Fisica con Ordenador. Curso Interactivo de Fisica en Internet”, del profesor Angel
Franco Garcia, de la Universidad del Pais Vasco.

http://personales.upv.es/jquiles/prffi/indice.htm

Problemas resueltos de Campos, Electrostatica, Conductores y Dieléctricos, Electrocinética, Anélisis de
Redes, Semiconductores, Campo Magnético, y Corriente Alterna. Pagina de Isidro José Quiles Hoyo, de la
Universidad Politécnica de Valencia.

http://www.licimep.org/Curso2007 /Electromagnetismo/ProblemasResueltos.htm
Problemas resueltos del libro de Resnick y del libro de Murphy en formato pdf. Pagina dentro de la pagina
de la “Liga de Ciclismo de Montafia del Estado de Puebla” (...; Ciclistas muy bien formados?...).

http://www.portalplanetasedna.com.ar/magnetismo.htm

Articulo sobre el magnetismo terrestre, teorias sobre su origen, caracteristicas y variacién, apoyado con 1
dibujo.

Fuente del articulo: Gran Enciclopedia Universal (Cap. 23). Parte del sitio argentino Planeta Sedna.

http://www.walter-fendt.de/phl4s/
Pégina del profesor alemdn Walter Fendt. Sélo hay 9 applets de electrodindmica en la versién espafiola, de
un total de 13 en la versién alemana.

http://phet.colorado.edu/new/simulations/sims.php?sim=Charges_and_Fields
Pagina con animaciones muy buenas de campos eléctricos y magnéticos, etc.
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Apéndice C
Formulas Usadas

Constantes en Sistema MKS:
o = 8,8541 x 10~12[F/m)]
po = 4m x 10~7[H /m)

Férmulas:

Férmulas para campos vectoriales A y campos escalares V:

1. Coordenadas Cartesianas: A = A,i + Ayj+ Aky V(z,y,z) se tiene:

oV, 8V aV .

0*v i 0*v . 0V

0x2  Oy? 022
- 04, 04, O0A,
VA= or + oy + 0z

- [(0A. 0Ay\. 0A, 0A:\ . 04, 04\ -
VXA_(ay 3z)l+<8x 6z)]+(3x 3y)k

2. Coordenadas Cilindricas: A = App+ A¢¢; + Aky V(p, ¢, z) se tiene:

V2V (z,y,2) =

6V 10V . 8V

VV(p,(ﬁ, )_ a 7ai¢¢
2 L0 (VY 1OV oV
V(p7¢?z)_pap pap + 28¢2+822

.10 104, av
V'A—;a*p(PAp)‘F 90

o (L0A. A\ . (04, QAN . 1 (0(pAy) 04,
VXA‘(paas az)“(az 0p>¢+p< o o0 )"
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3. Coordenadas Esféricas: A = A,7 + Agf + A¢q3 y V(r,0,¢) se tiene:

.19V . 1 oV -
VVip,0.9) = o + ;@9 + rsen(f) %(b

) L0 (n0VN 1 0 VY, 1 &V
VV:0.0) = 55" %0 )t Zeen( 96 "D 90 ) + ez (0) 002
R P B L od
Vod= r2 Or (rAr) + rsen(d) 06 (Ap sen(9)) + rsen(f) 0¢

- 1 O(Agsen(d)) 0Ap\ 1 1 0A, 0(rdy)\ ;, 1 [0(rdg) O0A. -
VxA= T+r sen(f) 0¢ or 9+r or 00 ¢
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